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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
АВГУСТ 1976 г . , ТОМ X I I , № 8 

ОБЗОРНЫЕ СТАТЬИ 

УДК 517.925.14 

ТЕОРИЯ ГЛОБАЛЬНЫХ СВОЙСТВ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

О. БОРУВКА 

Введение. Теория глобальных свойств обыкновенных линейных од
нородных дифференциальных уравнений второго порядка действитель
ных переменных — предмет этой обзорной статьи — восходит к 
проблеме определения взаимных глобальных преобразований этих урав
нений. Она начала развиваться более 20 лет тому назад ([9, стр. 243], 
[5]). 

Основополагающей в теории преобразований обыкновенных линей
ных однородных дифференциальных уравнений второго порядка явля
ется классическая статья Е. Е. Куммера 1834 года ([9], 11.1). В ней 
рассматриваются преобразования уравнений 

У"+Р(х)у'+Ч(х)У=0, (а) 

У"+Р (г) Г + < Э (г) У = 0 (Л) 

посредством подстановки переменных вида 

г=г(х), У(г)=т(х)у(х). (Т) 

В основе рассуждений Куммера лежит дифференциальное уравнение 
третьего порядка, называемое в настоящее время уравнением Куммера 
и записанное им в виде 

где 2, и X — функции переменных г и х, зависящие от коэффициентов 
Р, (2 и р , <7 уравнений (А) и ( а ) . 

Дальнейшее развитие в X I X веке в этом направлении связано с 
распространением рассуждений Куммера на линейные уравнения выс
ших порядков. Последователи Куммера, в особенности Е. Ьа^иегге, 
Р. ВйозсЫ, О. Н. На1рпеп, А. К. РогзуШ, 5. Ые и Р. Арре11, изучали 
линейные дифференциальные уравнения высших порядков и, в частно
сти, в связи с так называемой проблемой эквивалентности. Эта пробле
ма состоит в определении необходимых и достаточных условий для 
взаимного преобразования уравнений 

у(п)+р1(Х)у(п-1)+ _ + ^ ( ^ = 0, (ап) 

УМ+Р^г)У<»-1>+ . . . + / > „ ( * ) У = 0 (Ап) 
1* 
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(п^2) посредством подстановки переменных вида (Г) . Р . 51аске1 и 
позже 5. Ые и Л. \\Шсгуп51а показали, что (Т) является самым общим 
преобразованием переменных, сохраняющим свойство линейности и 
порядок дифференциального уравнения ([9], 22.1). 

Результаты Куммера и его последователей в X I X веке, относящие
ся к взаимным преобразованиям линейных дифференциальных урав
нений, носят локальный характер. Это присуще также и более позд
ним работам, посвященным этой теме. 

Изучение глобальных преобразований линейных дифференциальных 
уравнений м-го порядка и, в частности, ответ на вопрос, когда и каки
ми преобразованиями (Т) два уравнения ( а п ) , (Лп) с вещественными 
коэффициентами можно взаимно преобразовать на полных интервалах 
их определения, оставался открытым. Возможность решения этой 
проблемы предоставлялась на основе постепенных шагов. Задача пер
вого этапа — глубоко проникнуть в глобальные свойства уравнений 
второго порядка и решить проблему преобразования в этом простей
шем случае; на следующих этапах необходимо было распространить 
полученные результаты на уравнения порядка / г ^ 2 . 

Линейные уравнения второго порядка заслуживают особого внима
ния не только вследствие многочисленных приложений в области фи
зики и техники вообще, но также и с точки зрения теории преобразо
ваний, так как только в случае п=2 можно каждые два уравнения 
взаимно локально преобразовать. 

Цель настоящей статьи — изложить современное состояние выш п -
приведенных вопросов и проследить хотя бы в общих чертах за их 
развитием в течение 20 лет, приведшим к возникновению обширных 
частей единой теории. 

Рассматриваемые нами в дальнейшем рассуждения основаны на 
классической теории линейных уравнений второго порядка. Некоторые 
понятия и результаты этой теории, пока они носят глобальный ха
рактер, являются составной частью новой теории, другие нужно было 
углубить или расширить, чтобы удовлетворить поставленным целям. 
Это прежде всего относится к понятию фазы, имеющему в классической 
теории своим аналогом значение угла при преобразованиях парамет
рических уравнений интегральных кривых в полярные координаты. 
Поэтому понятию фазы в нашей теории принадлежит первостепенное 
методическое значение и на нем основана главная часть последующих 
рассуждений. 

Учитывая цель статьи, читателю предлагается обратить внимание 
на основные понятия и результаты исследуемой теории, которая изла
гается по большей части без приведения второстепенных подробностей 
и доказательств. Д л я дополнения наших рассуждений можно восполь
зоваться монографиями [8, 9, 10] и публикациями, приведенными в 
списке литературы в конце настоящей статьи. 

Последняя глава настоящей статьи органически связана с предыду
щими. Ее содержание — обзор новейших результатов в глобальных 
преобразованиях линейных уравнений /1-го порядка. Она написана до
центом Ф. Нойманом, которому я выражаю сердечную благодарность 
за помощь в процессе работы над настоящей статьей. 

Содержание. I. Вводная часть; II. Теория фаз ; III . Преобразования 
Куммера; IV. Теория дисперсий; V . Алгебраическая теория колеблю
щихся уравнений; V I . Колеблющиеся уравнения с элементарными 
дисперсиями первого рода; V I I . Основы теории глобальных преобра
зований линейных дифференциальных уравнений /1-го порядка. 
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I. ВВОДНАЯ ЧАСТЬ 

1. Исходная ситуация. Предметом нашего исследования являются 
обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка вида 

у"=яШ (я) 

Предположим, что функция ?, которую будем называть также носи
телем уравнения (?), определена и непрерывна в некотором открытом 
ограниченном или неограниченном интервале ]={а, Ь). В зависимости 
от условий мы иногда будем требовать и более высокой степени ее 
гладкости. Знаком С* обозначим класс всех действительных функций, 
определяемых в интервале / и имеющих в нем непрерывные производ
ные порядка к (=0, 1, ...). 

Дифференциальные уравнения вида (?) называются уравнениями 
Штурма—Лиувилля или уравнениями Якоби. В дальнейшем будем для 
краткости применять второе название. Каждое уравнение (а) с коэффи
циентами из Ск. можно подходящим преобразованием привести к форме 
(?) с носителем ? ( / )6Сь . 

Под интегралом уравнения (?) подразумеваем каждое его решение, 
определенное в полном интервале /. Известно, что через каждую точку 
(*о, г/о), Щ, проходит в каждом направлении у'0 только один интеграл 
уравнения (?): у(10) =уо, у'(и) =у[> Тождественно нулевой интеграл 
обычно не учитывается. 

По языковым соображениям мы переносим понятия, определяемые 
для уравнений (ц), на носители ? и говорим, например, о решениях 
или интегралах носителя ?. 

Каждой упорядоченной паре решений и, V в интервале « с / уравне
ния (?) соответствует определитель Вронского (вронскиан) ш = ию'— 
—и'ь, значение которого всегда постоянно. Решения и, V линейно не
зависимы или зависимы в зависимости от того, равняется или не 
равняется нулю вронскиан упорядоченной пары и, V (или ж е V, и ) . 
Решения и, V линейно зависимы, если они или их первые производные 
имеют общий корень. 

Множество всех интегралов уравнения (?) представляет собой 
2-мерное линейное пространство г, так называемое интегральное прост
ранство уравнения (?). Каждая упорядоченная пара линейно незави
симых интегралов и, V уравнения (?) составляет базис и, V простран
ства г. Каждый интеграл у&г однозначно определен своими коорди
натами си с 2 ( = сопз1) относительно (и, V) : у=С\и-^-с<^\ наоборот, 
каждой точке ( с ь с 2) декартова пространства соответствует точно один 
интеграл увт с координатами С\, с2 относительно (и, V). Базисы прост
ранства называются также базисами уравнения (?) или носителя ?. 

Рассмотрим уравнений (ц), (Я) в интервалах /, / . Обозначим при 
помощи г, К их интегральные пространства. Каждый выбор их базисоз 
(и, V), (О, V) (вронскианы: ш, однозначно определяет так назы
ваемое линейное отображение р пространства г на К и обратное ему 
линейное отображение р~1 пространства К на г: 

Д л я у=с&-\-с&(&) имеет место ру=^с1Ц-\-с2У(6К); для У=С№-\-
+ С 2 1 ^ ( 6 Р ) имеет место р-*У=С1и-\-С&(&т) (с^ с2; Си С 2 = с о п 5 { ) . 

Число хр=ш: Ч№ называется характеристикой отображения р и не за
висит от выбора определяющих базисов. Отображение р называется нор
мированным относительно данных чисел / 0 б / , Гоб/, если для */6г, у({0) = 
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= 0 справедливо (ру) (Г 0) =У(Т0) = 0 Это произойдет тогда и только 
тогда, когда 

и ( * о ) У ( 7 о ) - 0 ( / о ) * / ( ^ = О . 

2. Теоремы по расположению корней. Расположение корней интегра
лов уравнения {а) и их производных подчиняется некоторым законо
мерностям, описанным в следующих так называемых теоремах по раз
делению корней. Первой из них является классическая теорема Штур
ма. Учитывая единый характер их содержания и доказательств, мы 
приводим эти теоремы в общем виде. 

Пусть и, V — независимые интегралы уравнения (<7), и<С.х1 — числа 
в / . 

1. Пусть и{и) =и(хх) = 0 , и(1)Ф0 для Х \ ) . Тогда интеграл V 
имеет точно один корень в Х \ ) . 

Далее предположим, д(1) <С.О для 
2. Пусть и'(1{) = и'(х{) = 0 , и'(1)ф6 для х^. Тогда функция V' 

имеет точно один корень в Х \ ) . 
3. Пусть и'(и) =и(х^ = 0 , и(1) =̂=0 для ?6(^, л^). Если ^ 2 < ^ , г>'(*2) = 

= 0, то интеграл V имеет корень лг26(/2, * 1 ) . Если 1>(*2)=0, х 2 > » * 1 , то 
функция и' имеет корень х2). 

4. Пусть =и'(х±) = 0 , ы(*)=^0 для / 6 ( / ь Хь). Если / 2 < ^ ъ 0(^2)=^ 
= 0 , то функция V' имеет корень #26(^2, Если 0 ' ( * 2 ) = О , #2>*1, ГО 
интеграл V имеет корень х2). 

Доказательства этих теорем единым образом основаны на свойствах 
первых производных функций и:ь,и': я ' , ии'\ аг/ ([9], 2.3). 

3. Сопряженные числа. Пусть 76/ и и, V обозначают произвольные 
интегралы уравнения {ц) такие, что и(()=0, ь'(1)=Ъ. 

Число *6/ называется сопряженным 1-го, 2-го, 3-го, 4-го рода с чис
лом /, если 1) и(х) = 0; 2) ь'(х)=Ъ\ 3) и'(х} = 0; 4) о(Х)=0. 

Число х, сопряженное х-го рода с I ( х = 1 , 2, 3, 4), называется 
также х-сопряженным с I, т. е. слева или справа х-сопряженным с I 
в зависимости от того, справедливо ли х<1 или х>1. 

По этому определению числа слева (справа) х-сопряженные с (, 
х = 1 , 2, 3, 4, совпадают с корнями соответствующей функции «, ь\ 
и\ V, расположенными слева (справа) от числа I. В связи с этим мы 
определяем п-е слева (справа) х-сопряженное с числом I число х сле
дующим образом: х является п-м из этих корней, расположенным сле
ва (справа) от числа /; /1=1, ... 

Рассматривая сопряженные числа 2-го, 3-го и 4-го родов, мы огра
ничиваемся уравнениями (д) с отрицательным носителем: *7(7)<Д 
/6/. Д л я этих уравнений в полном объеме справедливы теоремы по 
расположению корней (I, 2). 

Если х—п-е слева (справа) Л-сопряженное с I число, Л = 1 , 2, тэ 
/—п-е справа (слева) Я-сопряженное с х число. С учетом этой симмет
рии числа х, I называются взаимно Я-сопряженными или просто Я-со-
пряженными. 

Т е о р е м а ([9], 3.12). Для каждого базиса (и, V) уравнения {ц) 
и чисел (, хб/ , 1фх, соответственно справедливо 

1. и ( / ) о ( * ) — и ( х ) о ( * ) = 0 , 2. и ' (*)» ' (*)— 

- и ' ( * ) 0 ' ( / ) = О , 3. и(0 и'(х)V ( 0 = 0 (1) 

тогда и только тогда* когда 
I) /, х — 1-сопряженные числа; 2) I, х — 2-сопряженные числа; 

3) Л: — ^-сопряженное с I число или I — ^-сопряженное с х число. 
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Предметом рассуждений относительно х-сопряженных чисел ( х = 1 , 
2, 3, 4) является (преимущественно) изучение понятий так называемых 
основных чисел, основных Ънтегралов и основных последовательностей 
и главных базисов отдельных родов уравнения {д). 

Пусть Ях(8х) обозначает множество чисел ^6/, у которых сущест
вуют слева (справа) сопряженные числа х-го рода. 

Если Ях[)8х=0, то мы говорим, что уравнение (д) не имеет со
пряженных чисел х-го рода и называем его несопряженным рода х или 
х-несопряженным уравнением. 

Если /?и115х=7^0, то мы говорим об уравнении (д) с х-сопряженны-
ми числами. В этом случае множества /? х , 5Х в зависимости от условий 
являются или пустыми или непустыми, и в последнем случае они могут 
быть снизу или сверху ограниченными или неограниченными. 

Пусть НхФ0 (5ХФ0)- Если множество #Х(5Х) снизу (сверху) 
ограничено, то оно имеет нижнюю (верхнюю) грань Гц(зх), которая ле
жит в / или совпадает с а(Ь). Если оно снизу (сверху) неограничено 
(что может произойти только в случае а =—оо (Ь = оо)), то положим 
гх=а =—оо(5х=Ь = оо). Число г х ( 5 х ) называется левым (правым) ос
новным числом х-го рода уравнения (д). 

На понятии (правого) основного числа рода К ( = 1, 2) основано 
понятие левого (правого) основного интеграла рода X уравнения (д), 
а на понятии этих интегралов основано понятие основных последова
тельностей рода х ( = 1, 2, 3, 4) уравнения (д). Члены основных после
довательностей рода х, лежащие в /, являются так называемыми зна
чительными числами рода х уравнения (д). С понятием основных 
интегралов связано понятие главных базисов уравнения (д). См. [9], 
3.4—3.9. 

4. Классификация уравнений (д). Все интегралы уравнения (д) 
имеют или только конечное или только бесконечное число корней в /. 

В первом случае мы говорим об уравнении (д) конечного типа или 
неколеблющемся уравнении. Под типом уравнения (д) мы подразу
меваем натуральное число т, определяемое следующим образом: урав
нение (д) имеет интегралы с т корнями, но не имеет интеграла с 
т + 1 корнями. 

Во втором случае мы говорим об уравнении (д) бесконечного типа. 
В качестве типа мы присваиваем ему символ оо. Иначе говоря, урав
нение (д) называется слева или справа колеблющимся или просто ко
леблющимся, если корни его интегралов накопляются только к лево
му концу а или только к правому концу Ь, или же к обоим концам 
а, Ъ интервала /. Уравнения (д) слева или справа колеблющиеся назы
ваются односторонне колеблющимися. 

Более подробную классификацию уравнений (д) получим, учитывая 
свойства их 1-сопряженных чисел ([9], 3.10). Д л я краткости изложе
ния мы пропускаем в следующей части этого параграфа «1-» и соот
ветственно «рода 1». 

а. У р а в н е н и е (д) т и п а т; о о > т ^ 1 . В зависШмости от того, 
т = \ или т ^ 2 , уравнение (д) является или несопряженным или урав
нением с сопряженными числами. В первом и втором случаях имеет 
место один и только один из следующих случаев: или существует точно 
один интеграл уравнения (д) (за исключением линейно зависимых с. 
ним), имеющий в / точно т—1 корней, или существуют базисы (и, V), 
члены которых и, V имеют точно т—1 корней. 

В первом случае уравнение (д) называется специальным, во вто
р о м — общим. Если #1^2, то существует левое (правое) основное чис
ло гх{8\) уравнения (д), принадлежащее /, следовательно, а<г1(Ь>5х). 
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Левые (правые) основные интегралы уравнения (д) являются интегра
лами с корнем Г1 (51); они имеют в / точно т—1 корней. Корни (/"! = ) 
Я 1 < Я 2 < . . . < Я т - 1 , (51 = ) 6_1>6_ 2 > . . . > Ь - т + \ КаЖДОГО ЛеВОГО 
(правого) основного интеграла образуют левую (правую) основную по
следовательность уравнения (д); его наименьшим (наибольшим) членом 
является /4(51). Числа о-т-\\ Ь-и . . . , 6_ т+1 являются значитель
ными числами уравнения (д). 

Д л я чисел Дц, ( ц = 0 , 1, . . . , т— 1; а0=а, Ь0=Ь) справедливы сле
дующие неравенства: 

( а < ) 6 _ т + 1 ^ а 1 < 6 _ т + 2 ^ . . . ^ а г < 6 _ т + г + 1 ^ а г + 1 < . . . 

. . . ^ а т _ 2 < 6 _ 1 < а т - 1 ( < & ) ; 

при этом имеет место или только = или только < . Если множество 
левых основных интегралов уравнения (д) совпадает с множеством 
правых, то это же отношение справедливо для левой и правой после
довательностей, что происходит тогда и только тогда, когда числа /ч 
и 51 взаимно сопряжены или равняются друг другу. В таком случае 
существует точно один интеграл уравнения (д) (за исключением ли
нейно зависимых с ним интегралов), имеющий в / точно т—1 корней, 
а именно интеграл с корнями Ь-т+\ = аи Ъ-\ = ат-и так что уравне
ние (д) является специальным. Если множество левых основных инте
гралов уравнения (д) не совпадает с множеством правых основных 
интегралов, то имеет место то же самое для левой и правой основных 
последовательностей. В этом случае существуют базисы уравнения (д), 
члены которого имеют в / точно т—1 корней, и поэтому уравнение (д) 
является общим. Базисы уравнения (д), члены которых представлены 
левым и правым основными интегралами, называются главными бази
сами. Каждый интеграл уравнения (д), имеющий в некотором интер
вале (а^, &_ т + м -ц) корень ( ц = 0 , 1, т— 1), имеет в интервале / 
т корней; все остальные интегралы уравнения (д) имеют в / точно 
т—1 корней. 

Ь. У р а в н е н и я (д) т и п а с о . Уравнения (д) типа с о — э т о урав
нения с сопряженными числами. В зависимости от того, является 
уравнение (д) слева или справа колеблющимся или же просто колеб
лющимся, мы получим а = г1<8х<Ь или а<г1<з1 = Ь, или же а = г{< 
<51 = 6. В первом (втором) случае существуют правые (левые) основ
ные интегралы уравнения (д), т. е. интегралы с корнем 51 ( г ^ . Корни 
каждого правого (левого) основного интеграла образуют правую (ле
вую) основную последовательность уравнения (д)\ это бесконечная 
последовательность с наибольшим (наименьшим) членом 5 ! (Г!) . 

О двух уравнениях (д), (0.) говорим, что они того же характера, 
если или оба того же конечного типа т, т ^ 1 , и являются оба общими 
или оба специальными, или если каждое из них односторонне колеблю
щееся, или если оба колеблющиеся. 

5. Сопровождающее уравнение. Предположим, что дЦ)фО для №у, 
?(0 е е ; . 

Дифференциальное уравнение (#1) с носителем 

* (0 = я (0 + 1Ш\ ( 1Т1— )" № 
х V 1*7(01 7 

назовем первым сопровождающим уравнением относительно (д), или 
первым сопровождающим уравнением. 
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Носитель 01 можно записать в виде 

, з / / ( о \ 
или короче 

I 

где символ { } обозначает производную Шварца функции ^ ф(а)<2о% 
и 

вычисленную в точке I. Отметим, что для Х&С8., Х'фО для 

Связь между уравнениями (д), (01) устанавливает следующая 
Т е о р е м а . Для каждого интеграла уравнения {ц) функция #1(0 = 

=#'(0 : У 1?(0 I является интегралом уравнения (0 4); наоборот, для 
каждого интеграла у\ уравнения (01) функция у^ |<7(01 является про
изводной у' точно одного интеграла у уравнения {а) ([9], 1.9). 

Линейное отображение р интегрального пространства г уравнения 
(<7) на интегральное пространство 14 уравнения (01): р:гЭу(-+-у±— 

=у':У |^(01 называется проекцией пространства г на и; интегралы 
у, у\ называются взаимно сопряженными или просто сопряженными. 

Вронскианы базисов {и, V), (ри, рV) пространств г, 14 одинаковы: 

Если уравнение (^) относится к типу т ( т ^ 1 ) , то (01) относится 
к типу не больше т + 1 ; если (<7) является слева или справа колеблю
щимся или просто колеблющимся, то то же самое верно для (01). 

При наличии соответствующих предположений для носителя <7 мож
но определить п-е сопровождающее уравнение относительно (<7), (0П) 
как первое сопровождающее уравнение относительно (0П-О; п—\% 2, . . . 
. . . , 0о=<7. 

Понятие сопровождающего уравнения рассматривалось с различ
ных точек зрения в ряде дальнейших работ [7, 18, 19, 20]. 

6. Центроаффинная дифференциальная геометрия плоских кривых. 
Эта геометрия представляет собой теорию свойств кривых на плоскости, 
которые инвариантны при преобразованиях параметра и при центро-
аффинных преобразованиях координат. * 

Под плоской кривой $ или просто под кривой $ подразумеваем мно
жество точек, заданное значениями некоторой векторной функции х(1) 
с компонентами и{1), V(^); предполагаем и, V^Ск.^ ] = { а , Ь), к^2. Функ
ция х называется прообразом кривой и(1), — параметрические 
координаты кривой $ относительно двух координатных векторов х ь х2 

с началом 0,1 — так называемый параметр кривой Д л я простоты мы 
говорим о кривой (*), которую относим к классу С*. Обозначаем 

ц, V ( = 0, 1, . . . ) —порядки производных функций иу V. 
Преобразованием параметра Т=Т{1) получим другие прообразы 

Х(Т) кривой (х). Мы ограничиваемся функциями Т со следующими свой-
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ствами: ГбС^, Т'фО для ^б/. В этом случае Г(/) ( = / ) представляет со
бой открытый интервал с функцией ЦТ), обратной по отношению к Т{1). 
Два числа /б / , Т'б/, для которых Т=Т{1), 1=1 (Т), называем гомологи
ческими. Величины прообразов х, X в двух гомологических числах I, Т 
дают одинаковую точку кривой (х) = (X). 

Кривая (х) перейдет посредством каждого центроаффинного пре
образования С, т. е. линейного однородного преобразования ее координат 
с определителем фО, в кривую (Сх). Мы говорим, что (Сх) или Сх явля
ется С-представителем кривой (х) или прообраза х, т. е. представителем 
кривой (х) или прообраза х. Преобразованием параметра Т=Т(1) про
образ х({) кривой $ перейдет в ее прообраз Х(Т) и прообраз Сх(1) кри
вой С $ — в ее прообраз СХ(Т). 

Под дифференциальным центроаффинным инвариантом кривой 
т. е. инвариантом кривой подразумеваем скалярную функцию / век
торов, определенную на множестве представителей прообразов и произ
водных порядка не больше п, которая при каждом выборе представителей 
х({), Х(Т) двух прообразов Х(Т) кривой Л) в любых двух гомологи
ческих числах ?б/, Г б / принимает то же самое или отличающееся лишь 
знаком значение: А 

/(*(0,*'(0, - х(-)(())=б!(х(Т),х(Т), ...,(Х(Т)), 

6 = ± 1 , п — порядок инварианта. В случае |б=1 говорим об абсолют
ном инварианте. 

Кривая (х) называется регулярной, если [х, х'] фОф [х', х"\ для 
^б/. Это понятие не зависит от выбора прообраза х при преобразова
ниях с приведенными свойствами. Регулярная кривая отличается тем, 
что ни одна из ее касательных не проходит через начало координат, 
она локально выпукла и без точек перегиба. 

Из инвариантов 2-го и 3-го порядков кривой (х) известны так на
зываемые (центроаффинная) ориентированная дуга 5 и (центроаффик-
ная) кривизна к кривой (х) ([9], 4.5) 

(О = здп [х, х'} | ] / | - ^ щ - | аа ((о, Щ), (2) 

Функция 5, данная формулой (2), представляет собой элемент одно-
параметрического семейства функций 

|[*',*"]|а 

5 а (0 = 5 & п [х, х'\ I Л ^ ^ ^ й о ( а > 0 ) , 

а именно 5(7) = 51/2(7). Для а=1/3 или а=1 получим ориентированные 
дуги кривой (х) в смысле В. Бляшке (аффинный унимодулярный 
инвариант) или двухкратное число ориентированной дуги в смысле 
Л . А. Сантала (центроаффинный унимодулярный инвариант) ([26], 
593—596). 
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Подобно этому можно рассматривать более общие формы дальней
ших инвариантов ([26, 607—614], [21, 27, 23]). В последней из этих 
работ, в частности, показано, что периодичности инварианта не доста
точно для того, чтобы кривая была замкнутой. 

Вернемся к дифференциальному уравнению (#) и предположим ?б 
€ С 4 . Каждый базис (и, V) уравнения (<7) определяет кривую Л? с пара
метрическими координатами и{1), V{^)•, кривую $ будем называть инте
гральной кривой уравнения (^). $ является регулярной тогда и только 
тогда, когда дфО для /6/. В этом случае ее ориентированная дуга 5 и 
кривизна к выражаются формулами ([9], 4.6): 

5 ( 0 = з & п ш | У \я{о)\йо, к(1)=$%пш[ ) ; 
Х V 1-7(01 7 

Аналогичным образом 

5 а ( / ) = 5&п т\хюI1-2" | |<7(а)| аЛт. 

II. ТЕОРИЯ ФАЗ 

1. Полярные координаты. Первый подход к теории глобальных пре
образований уравнений Якоби открывает классическое преобразование 
интегральных кривых в полярные координаты. 

Рассмотрим интегральную кривую уравнения (д), определяемую 
базисом (и, V) этого уравнения (^бу). Преобразованием координат 
и, V в полярную форму получим 

при этом г{1) = У и 2 ( / ) + о 2 ( * ) , \§ а (0 =и(1) : ю^), Щ. Функция о одно
значно определена тем, что она в интервале / непрерывна и удовлетворя
ет в нем, за исключением нулевых точек функции V, предыдущему урав
нению, и ее величина в данном числе ?об/ находится в интервале [0, 2л;). 
Функция а в / строго монотонная и ее значения образуют некоторый ин
тервал / . Общий интеграл у уравнения (#) выражается формулой 

у{1)=к,г{1) 51П ( а ( * ) + * 2 ) № ' ) ; 

к*. (=7^=0), 0 ^ ^ 2 < я обозначают произвольные постоянные. 
С другой стороны, рассмотрим уравнение (—1): У = - Е У , Г б / . Его 

общий интеграл У(Т) = & 1 з т (Т-\-к2), Очевидно, справедливо: 
Уа(0 = (1 : г(1))у{1), Щ, где для краткости пишем Уа(Ь) вместо 
У[а (0] (эти сокращения использованы и в дальнейшем). Приходим 
к тому, что функции 1 : г и а реализуют преобразование (Т) уравнения 
(—1) в уравнение (<7) на целых интервалах /, / . 

2. Амплитуды. Пусть (и, о) — базис уравнения — его врон
скиан, Щ. Функции 

Г = У Ъ 2 + У 2 , 5 = У м ' а + У ' 2 (/б/) 

называются первой и второй амплитудой базиса {и, V). Очевидно, г ( 0 > 
> 0 , 5 ( 0 > 0 д л я Щ, г^)Щ, 5(0бС*. . 
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Функции г, 5 удовлетворяют нелинейным уравнениям второго поряд
ка ([9], 5.?): 

г л 8а д 

первое уравнение задано в /, второе — в каждой части * интервала / 
в которой дфО и существует щ'. 

3. Первые фазы базисов уравнения (<7). Под первой фазой базис.-. 
{и, V) уравнения т. е. под фазой базиса (и, V) или просто фазой, 
подразумеваем всякую функцию а в интервале /, которая в нем не
прерывна и удовлетворяет в нем, за исключением нулей функции У , 
уравнению 

По-видимому, существует счетная система первых фаз базиса (и, V), 
( а ) , элементы которой взаимно отличаются на целые кратные числа л ; 
(а) называется первой системой фаз базиса (и, V). 

Если а является фазой базиса (и, V), то говорим, что базис (и, V) 
находится над а. 

Выберем Каждому целому числу V (=0 , ± 1 , . . . ) соответствует 

одна и только одна фаза а У б ( а ) такая, что ^ V —̂) я ^ ^ ( ^ о ) <С 

< ) я » Э Т У Ф а з У можно выразить формулой: 

Систему (а ) можно считать системой ветвей функции Агс!^ («(0 : а(0). 
Если и(1о)=0, то имеем а У ( ^ о ) = ^ л ; если а ( / о ) = 0 , то а у(^о) = 

Интегралы и, V можно выразить через амплитуду г и произвольную 
фазу оуб (а) базиса (и, V) с помощью формул 

и{1) =гхг{1) з т а У ( 0 . V{^)=гx^(^) сов а.х{1) (3) 

е у = ± 1 — так называемая сигнатура фазы а у . Фаза а У называется соб
ственной или несобственной (относительно базиса (и, V)) в зависимости 
от того, е У = 1 или е у = — 1. 

Каждая фаза аб(сс) обладает следующими свойствами: 

а б С з , а ' ^ О д л я / б / (4) 

и удовлетворяет уравнениям (/6/): 

г 2 ' г 4 

* - - 2 . ( | - 3 > ^ ) , (5) 

хю обозначает вронскиан, г, 5 — первую и вторую амплитуды базиса 
(и, о) ([9], 5.5). 
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С л е д с т в и е . Общий интеграл у и носитель ц уравнения (ц) 
можно выразить при помощи фазы а: 

и(1)=к, 8 1 П («(*)+*!)_ к2=соп5\, А ^ О ^ А ^ л ) , (6) 
У 1 « ' ( 0 ' 

<7 ( * ) = - { « , 1}-а>\1). (7) 

р Далее легко показать, что фаза а в интервале / ограничена или с 
одной стороны ограничена, а с другой — неограничена, или двусто-
ронне неограничена тогда и только тогда, когда уравнение (ц) конеч
ного типа или односторонне колеблющееся, или колеблющееся 
([9], 5.4). 

4. Первые фазы уравнения (д). Под первой фазой уравнения (д), 
т. е. под фазой уравнения (ц), подразумеваем каждую первую фазу 
какого-либо базиса уравнения (а). 

Над каждой фазой а уравнения {а) находитря точно оо 1 взаимно 
пропорциональных базисов: (ки, ку); и= з т а : У |оы| , ъ = 
= с о з а : ) / | а , | ; Офк — произвольная постоянная. Вронскиан базиса 
(ки, ку) имеет значение -^к25§п о!. 

Пусть ао, а — фазы уравнения (а). Установим связь между этими 
фазами. Пусть а — фаза базиса (и, V) уравнения (^). Согласно (6), 
имеем 

и ( 0 = С | 8 ш ( а 0 ( 0 + а ) = У К (О I > 

» ( 0 = С 2 5 1 п ( а 0 ( 0 + & ) : У | а ; ( 0 1 ; ъФОфс* О ^ а , Ь<л 

являются постоянными. Отсюда вытекает 

с о 5 ( а о ( 0 + ^ ) * с2 I 
а также то, что при любом выборе постоянных сФО, О ^ а , 6 < я , V це
лое, функция а, определенная формулой (8), является фазой уравне
ния {а). 

Подробнее рассмотрим уравнение (—1) в интервале / = ( — о о , оо) 
и его фазу е0(Т) =Т. Согласно (8), все фазы этого уравнения выра
жаются формулой 

где постоянные с, а, Ь, V удовлетворяют вышеприведенном условиям. 
Фазы уравнения (—1) в интервале /•= (—оо, оо) называются спе

циальными фазами. 
С л е д с т в и е . При любом выборе фазы ао уравнения (ц) функции 

а(Х) = еао(Х)> составленные из специальных фаз е и из фазы ао, явля
ются точно фазами уравнения {ц). 

Фазу а уравнения (<7) называем нормальной, если у нее есть ко
рень. Очевидно, каждое уравнение (ц) допускает нормальные фазы с 
произвольно заданным корнем. 

5. Условия Коши и краевые проблемы для первой фазы уравнения 
(д). Многие результаты посвящены вопросу определения фаз уравне
ния (д) при помощи условий Коши или краевых условий ([9], 7.1, 7.2, 
7.14—7.16). 
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Д л я произвольно ранних чисел /об/; Х0, Х'0Ф0, существует одна и 
только одна фаза а уравнения (?) с начальными значениями а(и)=Х0, 

Д л я изучения краевых проблем фаз уравнения (?) существенную роль 
играют так называемые краевые значения фаз. Под левым (правым) 
краевым значением фазы а уравнения (?), Щ={а, Ъ), подразумеваем 
число с= Н т а ( 0 {й= Н т а ( / ) ) , допуская при этом с, ^ = ± о о . Оче-

видно, 5§п (й—с) = 5^п ос'. 
Основной вопрос состоит в том, когда данные числа с, й являются 

краевыми значениями некоторых фаз уравнения (?). 
О т в е т . Если уравнение (?): а) типа т общее; Ъ) типа т специ

альное ( т ^ 1 целое); с) слева колеблющееся; д.) справа колеблю
щееся; е) колеблющееся, то для данных чисел с и й тогда и только 
тогда существуют фазы уравнения (?) с левым (правым) краевым зна
чением с(й), когда а) {т—\)к<.\с—й\<Стш\Ъ) \с—й \ = т л ; с) с = н Р о о , 
й конечное; 6) с конечное, ^ = ± о о ; е) с==Роо , й=±оо. 

Отсюда видно, что краевые значения произвольной фазы уравне
ния (?) однозначно определяют характер уравнения (?). 

Далее в связи с этим изучалась главным „образом структура мно
жества фаз уравнения (?) с теми же краевыми значениями. 

6. Связь между первыми фазами уравнений (?), {О). Рассмотрим 
уравнение (?), Щ, и уравнение (С}), Г б / . Фаза а уравнения (?) и фа
за А уравнения (<3) называются подобными, если а ( / ) = А ( / ) ([9], 
9.5) . Такое положение произойдет тогда и только тогда, когда с = Су 

й=Б или с = / ) , д, = С\ в первом случае называем фазы а, А прямо и 
во втором случае не прямо подобными; с(й) обозначает левое (пра
вое) краевое значение фазы а и подобно тому С(Б)— для фазы А. 
В случае, когда фазы а, А прямо или не прямо подобны, при каждом 
выборе специальной фазы е функции еа, еА являются также фазами 
уравнений (?), {О) и они прямо или не прямо подобны. В частности 
(ъ(Т) = Т+к; А,=соп1з), функции а+Х, А+А, являются фазами урав
нений (?), {0.) и они прямо или не прямо подобны; кроме того, при 
подходящем выборе % они являются нормальными. 

Итак, если для какой-либо фазы уравнения (?) ({С})) существуют 
прямо или не прямо подобные фазы уравнения (0) ( (?)) , то это спра
ведливо для каждой фазы уравнения (?) ((С)). 

В дальнейшем важную роль играет исследование определения пар 
уравнений (?), ( ф ) , допускающих подобные фазы. Показывается ([9], 
9.6) , что уравнения (?), (С}) допускают подобные фазы тогда и только 
тогда, когда они одного и того же характера. Если уравнения (?), (С?) 
одинакового характера и представляют собой уравнения конечного 
типа или колеблющиеся, то для любой фазы одного уравнения сущест
вуют прямо и не прямо подобные фазы второго уравнения; если они 
односторонне колеблющиеся в том же направлении (в обратных на
правлениях), то для каждой фазы одного уравнения существуют толь
ко прямо (не прямо) подобные фазы второго уравнения. 

7. Значительные виды первых фаз. а) Э л е м е н т а р н ы е ф а з ы . 
Фаза а уравнения (?) называется элементарной, если для любых чи
сел I, ^+я(^^ справедливо 

а ( Н - я ) = а ( 0 + я з 2 п а / . (10) 
Очевидно, фаза а является элементарной тогда и только тогда, 

когда 
а ( 0 = ' з е п а Ч - Р ( 0 » (11) 
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где р — я-периодическая функция в / : р(1-\-я} =р(1), при этом р(1)(±С3., 
а+р , (0 = И=0, а = 5§п а ' = ± 1 . Производные а ' , а", а'", ... элементарной 
фазы а являются периодическими функциями с периодом я. 

Из формулы (8) видно: Если какая-нибудь фаза ао уравнения (д) 
является элементарной, то все фазы а уравнения (д) обладают тем 
же свойством. В этом случае мы говорим об уравнении (д) с элемен
тарными фазами и об элементарном носителе д. Из (6), (7) следует: 

Любой интеграл у элементарного носителя — полупериодический с 
я : у(1-\-п)=—у{1) (I, Любой элементарный носитель д — пе
риодический с л: <7(^-|-я) —д(1), ? + я 6 / ) . 

Из (7), (11) вытекает явная форма элементарных носителей: 

<7(*)=-{°Н-Р(0. 0 - (<Н-Р ' (0 ) 2 ( а = ± 1 , Щ). (12) 

В частности, носитель —1, /6/, является элементарным: р = 0 для 
Щ 

С л е д с т в и е . Специальные фазы (11.4) являются элементарными. 
Ь). Д и с п е р с н ы е ф а з ы . Фаза а уравнения (д) называется 

дисперсной, если в полном интервале / имеет место а(1)>1 или 
а({)<Ц. В первом случае мы говорим о верхней, а в а втором о ниж
ней фазах. С дисперсными фазами мы встречаемся при рассмотрении 
уравнений с периодическими свойствами интегралов (VI.3). 

8. Вторые фазы. В теории фаз рассматриваются, кроме первых фаз , 
также и так называемые вторые фазы базисов уравнения (д) и вторые 
фазы этого уравнения. Оказывается, что естественным подходом к 
этим понятиям является аналогия с первыми фазами, которая заклю
чается в замене членов базиса (и, V) уравнения (д) их производными 
и', ь'. Этот метод можно осуществить без всяких затруднений тогда, 
когда д(1)Ф0 для ^6/. В этом случае понятие и свойства вторых фаз 
аналогичны с первыми фазами. В дальнейшем мы ограничиваемся этим 
случаем ([9], 5.8—5.13). 

Под второй фазой базиса (и, V) уравнения (д), т. е. под второй 
фазой базиса (и, V) или под второй фазой, подразумеваем любую 
функцию р в интервале /, которая в этом интервале непрерывна и 
удовлетворяет в нем, за исключением нулей функции V', уравнению: 

РСО = и ' ( 0 я'(0' №3 этого определения следует, что существует 
точно счетная система (р) вторых фаз базиса (и, V), элементы кото
рой взаимно отличаются на целые кратные числа я ; ((5) называется 
второй системой фаз базиса (и, V). Очевидно, р(2)6С*. 

В случае д(1)&Сг. вторая система фаз (р) базиса {и, V) уравнения (д) 

совпадает с первой системой фаз базиса (и':У\д\, V':'][\д\), сопро
вождающего уравнения (д^. Из этого вытекает (при достаточной глад
кости носителя д) с применением формул (5) выражение функций р ' , р" , 
р " ' через д, д', д", 8, з'у в частности, §'=шд:5г (фО для №}). Из 
формулы (6) получим выражение производной у' общего интеграла у 
уравнения (д) в виде 

У1Р'(01 
(#1, #2 = С0П51; ^ 1 = т ^ 0 ^ ^ 2 < я ) , 

и из формулы (7) имеем 

* 1 ( 0 = - { М } - Р " ( 0 №")• 
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Между первыми и вторыми фазами того же базиса (и, V) уравне
ния (ц) существует ряд соотношений ([9], 5.14—5.16). В частности, 
справедливо 

р = а+ агссотд4~ ( V " ) ( ' 
где агссо{<* обозначает подходящую ветвь этой функции. ( 

Функция в = р—а, 26/, образованная из какой-нибудь первой фазы 
а и второй фазы р того же базиса уравнения (<7), называется поляр
ной функцией этого базиса. Эти полярные функции рассматриваются 
в некоторых геометрических рассуждениях, например при изучении 
кривых Радона. (Для изучения их свойств см. [9], 6.1—6.12). 

Отметим, что под второй фазой уравнения (ц) подразумеваем лю
бую вторую фазу какого-нибудь базиса этого уравнения. 

III. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КУММЕРА 

1. Общие преобразования Куммера. Под преобразованием Куммера 
или под преобразованием уравнения (01), 76 / , в уравнение (ц), 26/, 
подразумеваем упорядоченную пару функций (т, X), определенных в 
каком-нибудь открытом интервале 2сг/ и обладающих свойством: (1 = ) 
Х(7)с=/ и для любого интеграла У уравнения (С}) функции УгЦ) = 
= т(1)УХ(1), является решением уравнения (ц). О функциях т, X 
предполагается: т, Х&С*, тХ'ФЪ для Ш. 

Функция т называется множителем, функции X — преобразовате
лем или ядром преобразования (т, X). У±( = УХ) — это часть интегра
ла У в / , уг — часть (единого) интеграла у уравнения (ц) в /. Мы 
говорим, что преобразование (т, X) превращает У/ в у г. Более под
робное обозначение преобразования (т, X) : (т, Х)г. 

2. Проблема преобразования. Ее точное содержание — определить 
все преобразования уравнения (С}) в (ц). 

Е. Е. Куммер показал ([9], 11.1), что ядро Х 6 С 3 любого преобра
зования ( т , X) уравнения ((2) в (<7) там, где оно определено, являет
ся решением уравнения 

-{X, о + < 2 ( * ) * ' 2 = < 7 ( 0 ; Ш 
множитель т определяется ядром с точностью до постоянной с (Ф0): 
т(*)=с:у\Щ1)\-. 

3. Свойства преобразований. Рассмотрим произвольное преобразо
вание (т, X) уравнения (С}) в (ц), 26*(с=/), Х(Х)6/(с=/). 

Пусть 2о6/, Тй=Х{и) (6/) . Выберем произвольную фазу А уравнения 
(0.) с корнем Го: А(Г 0 ) = 0 . Пусть {V, V) — произвольный базис урав
нения ((?) над А такой, что 0(Т0)=0. По предположению, функции 
1ц=т-11Х, V^=т•VX, 26/, являются решениями уравнения (?) и, следо
вательно, частями в I (единых) интегралов и, V этого уравнения; оче
видно и ( 2 0 ) = 0 , 5 § п о ( ^ о ) = 5 р т - 5 р У ( Г о ) . Так как т-Х'фЪ для 26*, 
то (и, V) является базисом уравнения (^). Пусть а — некоторая фаза 
этого базиса с корнем 2 0 : а ( 2 о ) = 0 . Следовательно, для 26/, у(()ф0 
имеем: а=и : у = и г : Уг = 11Х : УХ= \&АХ, откуда вытекает 

а ( 2 ) = А Х ( 2 ) или Х ( 0 = А - 4 а ( 0 (13) 

для 26V, А - 1 означает функцию, обратную к А. Из второй формулы сле
дует Х&С3.. Сравнивая производные Шварца обеих частей ([9], 1.8) и 
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применяя формулы (7), из первой формулы получаем, что X является 
решением уравнения Куммера (<?<7). 

Для амплитуд г, Я базисов (и, V), (V, V) в интервале / имеем 

/ - г = И 2 + У 2 = и 2 _|_ „г = т г ( Ц 2 Х + У2Х) = т2Я.2Х. 

Следовательно, т2: г 2 = 1 : Н2Х и, далее, согласно (5), т2= (т : Щ X 
Х ( 1 : Я ' ) . Здесь а>, № — вронскианы базисов (и, о) , (^/, У). Отсюда 
имеем 

т = С с = 5 д п у ( ^ о ) - 5 & п У ( Г 0 ) - V I — . (14) 

с=соп51=т^0, № и 

Результат: ( т , X ) г = (с : У \Х'\ , Х) г-; функция X однозначно опреде
лена подходящими нормальными фазами а, А уравнений (?), (С1) 
в смысле (13) и с (=̂ =0) является подходящей постоянной. 

4. Преобразования при помощи фаз. Пусть а, А — произвольные 
нормальные фазы уравнений (<7), ((?) с корнями ив], Г 0 б / : а(?о) = 
= А ( Г о ) = 0 и пусть сФО постоянная. 

Произвольные интегралы у , У уравнений (<7), ((?) (согласно (6)) 
имеют вид 

у т = / с / 1 п ( А ( Г ) + е д 

У 1 « ' ( 0 1 У | А ' ( Щ 

где ^1, Л2, Д'1, # 2 = с о п 5 * , Л ^ О ^ Я ь 0 ^ й 2 , # 2 < я , *6/, 76 / . 
Пусть г, К — интегральные пространства уравнений (<7), ( С ) . 
Обозначим через Рс отображение пространства Я на г, определяемое 

равенствами к\=сКи к2=Кг\ подобно р с отображение пространства г 
1 

на К определяется равенствами К\ = &ь К.г=кг- Отображения 

Рс, рс — простые и взаимно обратные. 

Очевидно, Рс представляет собой линейное отображение простран
ства г на К, определяемое базисами ( з т а : У | а ' | , соз а : У | а ' | ) , 
( 51П А : (с У | А ' | ), соз А : ( с У | А ' | ) ) , и оно нормировано относительно 
чисел и, Т0; вронскианы определяющих базисов имеют представления 

ш =— 5§п а' , *№= ^ - з & п А ' , так что 

ХРс=с2 5%п а ' з ^ п А ' . (1.1) 

Следовательно, из а(* 0 ) = А ( 7 ,

0 ) =0 и того факта, что функции а, 
А строго монотонны, следует существование одной и только одной 
пары взаимно обратных функций X, х в некоторых открытых интер
валах &с=/, /Сс=/, Х(к)=К, х(К)=Ь, удовлетворяющих в них тождест
венно уравнениям: 

АХ(1)=а((), ах(Г)=А(Т) 
или (16) 

А-1а(()=Х(*), а-*А(Т)=х(Т). 

?. Дифференциальные уравнения № 3 
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Функции X, х имеют в точках / 0 или Т0 значен! г Т0 или ^̂ , и они при
надлежат в интервалах к или К к классу С 3 , а их производные удовле
творяют уравнениям: 

А'ХХ'=а' А"ХХ'2+А'ХХ"=а!\ 
(17) 

а'хх'=А/, <х"хх'2+а'хх"=А". 

Из (15), (16) следует 

С УХ{1) = {РСУ)Ц) ( = </(0), 
У \Х'Ц)\ 

1 1 
(18, 

—ух\Т) = (Рсу)(Т) ( = У(Т)) 
с У\х'{Т)\ 

для 1Ък, Г6/С. Эти уравнения можно заменить одним уравнением 

су 1x47)1 У(Т) = у\Х'У)\у(1) {Х{1)=ТЬК, х(Т)=№). (19) 

Р е з у л ь т а т . Упорядоченная пара (с :У \Х'\ , X) является прг 
образованием Куммера уравнения ( ( 2 ) в преобразующим часть У 
каждого интеграла У6К в часть у\ интеграла РсУ&т: подобно этому пар 

( : V I* 7! » * ) является преобразованием Куммера уравнения (' 

в преобразующим часть уъ любого интеграла у(гг в часть У к инт 
грала рсУ&К. Ядра X, х взаимно обратны. 

Приведенные преобразования (с:У\Х'\, X), (~~~:У\Х'\> х) н а 

зываются обратными; мы говорим, что они образованы нормальными фа
зами уравнений (<7), ( ( 2 ) . 

В расположении интервалов определения к, К функций X, х в ин
тервалах /, / можно легко обнаружить следующее. Интервалы к, К 
зависят от отношений между краевыми значениями фаз а, А. Во всех 
случаях графики функций X, х проходят от контура к контуру области 
/ X / или / X / . Особенный случай, когда они проходят диагонально, 
соответствует равенствам к=\, К=1 и произойдет тогда и только тог
да, когда фазы а, А подобны. Например, в случае, когда функция X 
возрастает и интервалы /, / конечны, график функции X имеет один 
из следующих видов (рис. 1) (диагональный ход обозначен толстой 
линией). 

Отметим, что уравнение (19) допускает физическую интерпрета
цию ([9], 25.1, 25.2). 

5. Решение проблемы преобразования. О преобразовании Куммера 
(с: У , Х){ уравнения ( ( 2 ) в (<7) говорим, что оно является частью 
преобразования (с : У \Х*'\ , Х*){ уравнения (С}) в (#), если *сг1*(с/) и 
Х=Х* для т. 

Согласно результатам гл. III, п. 3, любое преобразование (т, X) 
уравнения (($) в (ц) является частью некоторого преобразования урав
нения (($) в (ц), образованного подходящими нормальными фазами 
этих уравнений. Этим дано решение проблемы преобразования. 

Все преобразования уравнения (0.) в (ц) совпадают с преобразо
ваниями уравнения (О) в {ц), образованными нормальными фазами 
этих уравнений. 
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6. Полные преобразования. Преобразование (Т=) (с: У \Х'\ , Х)1 
уравнения (^) в (*/) называется полным, если 1=], Х(1)=1. 

Очевидно, (Т) является полным преобразованием тогда и только тог
да, когда оно преобразует любой интеграл У уравнения ((?) в некоторый 
интеграл уравнения (<?). В этом случае также и обратное преобразование 

( ~~ — •* У I*'! > уравнения (#) в (С}) является полным / = / , * ( / ) = / 

и преобразует каждый интеграл у уравнения в некоторый интеграл У 
уравнения Кратко будем говорить о полных взаимных преобразо
ваниях уравнений (?), Щ). 

( Предположим, что преобразование 
(Т) полное. Существуют нормальные фа
зы а, А уравнений (д), (0) такие, что 
а ( / ) =АХ({) для Щ. Тогда для их крае
вых значений с, й или С, В справедливо 
с = С, й=й или с=В, 4= С в зависимости 
от того, функция X возрастает или убыва-

* ет. Это значит, что фазы а , А прямо или 
не прямо подобные, так что преобразова-

" 9 н и е (Т) образовано подобными нормаль
н ы м и фазами уравнений (<7), (ф ) . Наобо

рот, нетрудно установить, что каждое 
преобразование уравнения (<2) в (^), 

Образованное подобными нормальными фазами, является полным. 
Р е з у л ь т а т . Полные взаимные преобразования уравнений (д), 

(С}) образованы подобными нормальными фазами уравнений (ц), (0) 
и только ими. 

Отсюда и из гл. II п. 6 следует: полные взаимные преобразования 
уравнений (^), ((?) существуют тогда и только тогда, когда эти уравне
ния того же характера (1.4). 

Если уравнения (ц), (О) одинакового характера и представляют 
собой уравнения конечного типа или они колеблющиеся, то сущест
вуют их полные взаимные преобразования как с возрастающими, так 
и с убывающими ядрами; если они односторонне колеблющиеся в том 
же направлении (в обратных направлениях), то существуют полные 
взаимные преобразования только с возрастающими (убывающими) 
ядрами. 

Отметим, что каждое уравнение (ц) допускает полное преобразо
вание в себя. 

Теория полных преобразований уравнений Якоби позволяет вывести 
канонические типы носителей этих уравнений ([9], 27.4). 

7. Уравнение Куммера. Под решением уравнения Куммера 

ьс 

подразумеваем функцию X в интервале *с=/ со свойствами ХвС3., 
Х'фО для 1&, которая удовлетворяет этому уравнению в ь. В частно
сти, Х(7)с=7. 

Свойства решения уравнения {0.Ц) являются свойствами ядер пре
образований уравнения (<2) в {ц). Мы знаем (см. гл. III, п. 3), что 
ядро каждого преобразования уравнения (О) в (ц) представляет со
бой решение уравнения (0.ц). Наоборот, любое решение уравнения 
{0.Ц) является ядром преобразования уравнения (($) в {ц) (см. сле
дующую теорему 1 и теоремы [9], 24.1; 23.1): 
2* 
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1. С у щ е с т в о в а н и е и о д н о з н а ч н о с т ь р е ш е н и я у р а в 
н е н и я (Ф<7). Для произвольных чисел / 0 б / , Лоб/, Х'0 =̂ =0, Х"0 существу
ет одно и только одно широчайшее решение X уравнения опреде
ляемое в некотором интервале ((о €) / г с / с начальными значениями 
Х((0)=Х0, Х'{1о)=Х'^ X"(1о)=Хц\ «широчайший» означает, что всякое 
решение уравнения (С}д) с теми же начальными значениями является 
частью функции X. 

Пусть а, А — фазы уравнений {ц), (О), которые в точках и, Х0 

удовлетворяют следующим равенствам: 

а (/о) =А(Х0); а ' (/„) =А'(Х0)Х'0; 

а " (г 0) = А" (Х0) Х'+А' (Х0) х ; \ 

Тогда решение X выражается через фазы а, А формулой Х(1) = 
= А - * а ( 0 ( № ) . 

2. О б р а т н ы е ф у н к ц и и к р е ш е н и я м у р а в н е н и я (С}а). 
Обратная функция ко всякому решению уравнения ((^я) является ре
шением уравнения (д($). Между обратными решениями Х(1), х(Т) 
уравнений (С^я), {цС}) (<=/), 76 / (с=/) во всяких двух гомологиче
ских числах Т=Х(1), 1=х(Т) имеет место симметрическое отношение 

3. Ф у н к ц и и , с о с т а в л е н н ы е и з р е ш е н и й у р а в н е н и й 
(<2ц<Эу), (<ЭУ<2Р); ц, V , р = 1 , 2; Я1 = <2, (Э2=Я. Пусть X, У — решения 
уравнений ( ф ^ у ) , (ФуФр) 6 интервалах I, к и пусть I, К означают интер
валы их значений. Пусть 1{\КФ0, так что существует сложная функция 
2,=ХУ в некотором интервале к(ак). Функция 1 является решением 
уравнения ((^(Эр). 

Решение X уравнения {0.Ц) называется полным, если X ( / ) = / . 
Полные решения уравнения (0.ц) совпадают с ядрами полных 

преобразований уравнения (0) в (ц). Они существуют тогда и только 
тогда, когда уравнения (ц), {01) того же характера. Подробнее о 
структуре множества полных решений уравнения {0.а) в случае общих 
уравнений конечного типа т ^ 2 изложено в [9], 27.3. ^ 

Случай колеблющихся уравнений {щ), (<2) в интервале / = ( — о о , 
о о ) . В этом случае все широчайшие решения уравнений {0.а), (цО) 
являются полными. Обратная функция всякого полного решения одно
го уравнения представляет собой полное решение второго и функция, 
составленная из полных решений уравнений ( Ф ^ р ) , V, р = 
= 1, 2, ф1 = Р , (22=<7). представляет собой полное решение уравнения 

Все полные решения уравнений ((?<7), (<7<2) даны формулами 

Х=А~Ча, х=а-*ЕА (*6/); (20) 

а, А произвольно, но фиксированно выбранные фазы уравнений (я), 
(С}) и е, Е означают подходящие или произвольные специальные фазы. 
Мы видим, что множества полных решений уравнений ( ф ? ) , вы
ражаются в виде {Х}=А~1{г}а, {х} = а _ 1 { е } А , где {е} означает мно
жество специальных фаз. 

Особенно важным случаем уравнения ((З*?) (С} = а) является урав
нение 

— {X, 1)+я{Х)Х"=д{1) ( / б / = ( - о о , о о ) ) ( Я Я ) 
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(при колеблющемся уравнении (д)). Все его широчайшие решения 
являются полными и даны формулой 

Х=аг1ва (21) 

с тем же содержанием, что и в (20). Множество полных решений 
уравнения (дд) выражается формулами {X} =а~1{е}а и вместе с опе
рацией, так называемым естественным умножением, определенной сло
жением функций, образуют группу; это так называемая группа дис
персий 1-го рода уравнения (д), 2>1. 

Если, кроме того, <7<0 для Щ, <?6С?, то существует сопровождаю
щее уравнение (д\), ^(^^, которое является колеблющимся. Все широ
чайшие решения уравнения (д\д\) являются полными и даны фор
мулой 

А г = р - 1 е р , (22) 

Р — произвольно, но фиксированно выбранная вторая фаза уравнения 
(д). Множество полных решений уравнения (^1^1) выражается в виде 
{ Я } = р _ 1 { е } р и вместе с естественным умножением образует группу — 
так называемую группу дисперсий 2-го рода уравнения (д), 2>2-

Для д =— 1, а(^) =( (6/) имеем: множество полных решений урав
нения 

{X, 1 ( - 1 , - 1 ) 

является множеством специальных фаз {е}. Это множество вместе с 
естественным умножением образует группу, которую называем фунда
ментальной группой и которую обозначаем через @. Это группа дис
персий 1-го и соответственно 2-го родов уравнения (—1). 

Группы дисперсий 1-го или 2-го родов уравнения (д) можно выра
зить формулами 

© 1 = а - 1 @ а , $2=0-1(50, (23) 

где а, р означают произвольно, но фиксированно выбранную первую 
или вторую фазы уравнения (д). 

IV. ТЕОРИЯ ДИСПЕРСИЙ 

1. Обзор теории дисперсий. Дисперсии являются функциями одной 
переменной, определенными для уравнений Якоби, прежде всего ко
леблющихся с сопряженными числами. Они получают значительное 
применение при исследовании глобальных свойств интегралов уравне
ний Якоби и в конструктивном интегрировании уравнения Куммера. 

Естественной вводной частью теории дисперсий является исследо
вание так называемых центральных дисперсий 1-го—4-го родов колеб
лющихся уравнений (д), понятие которых непосредственно связано с 
понятием сопряженных чисел. Свойства центральных дисперсий выте
кают из отношений сопряженных чисел к интегралам и фазам уравне
ния (д), выраженных прежде всего формулами (1). Описание этих 
свойств является содержанием широкого аналитического аппарата, 
который позволяет решать многие проблемы глобального характера 
для уравнений Якоби. Второй частью теории дисперсий является изуче
ние так называемых общих дисперсий. Это функции одной перемен
ной, определенные конструктивно для двух колеблющихся уравнений 
(ч)> (Я)- Показывается, что общие дисперсии уравнений (д), {О) и 
только они представляют собой полные решения уравнения Куммера 
(Яд). Тем самым дана их связь с проблемой преобразования. И третья 
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часть занимается особыми случаями общих дисперсий, а именно 
общими дисперсиями уравнений (?), (41), ( ^ ) ; ( ^ ) , ((7); ( ? ) , 
(«71). Это так называемые дисперсии 1-го, 2-го, 3-го, 4-го родов. К ним 
относятся центральные дисперсии отдельных родов, в свойства которых 
теория общих дисперсий вносит конструктивный характер. 

2. Центральные дисперсии. Рассмотрим уравнение (<7), с сопряжен
ными числами х-гр рода ( х = 1 , 2, 3, 4). Тогда существует натуральное 
число п и широчайший интервал / х > _ п с / или / к , пег/, отличающийся 
тем, что для /6 /и , -п или ?6/и, п существует п-е слева или справа х-сопря-

чу 

Рис. 2 

женное число с I, Ь с - п ( 0 или Б к , п ( 0 - Функция _„(*) , Щ*,-п или 
Ё х , п ( 0 » ^ / х , п называется —/г-й или л-й центральной дисперсией х-го 
рода уравнения \ мы говорим то же самое о центральной дисперсии 
%-го рода с индексом —п или п. 

У того же уравнения (д), но для разных х и п интервалы / х , - п , /«, п 
находятся вообще в довольно сложных отношениях. Если уравнение 
{ц) колеблющееся и <7<0 для /б / , то оно допускает сопряженные числа 
всех родов и со всеми (=7^=0) целыми индексами в целом интервале /. 
Следовательно, в таком случае существуют центральные дисперсии 
уравнения (ц) всех родов со всеми целыми (=7^0) индексами в интер
вале /. В дальнейших рассмотрениях мы учитываем это упрощенное 
положение и предполагаем, что изучаемые уравнения (ц) являются 
колеблющимися и ц(1)<§ для /6/. Это второе предположение, как 
правило, не находит себе применения при изучении центральных дис
персий 1-го рода. Всюду, где говорится о сопровождающем уравнении 
(<71), мы предполагаем, что <7(7)6С^. 

Следовательно, пусть {ц) является колеблющимся уравнением и 
<7(^)<;0 для / 6 / ( = ( я , Ъ)). Уравнение (<?) допускает центральные дис
персии всех родов и со всеми (целыми =7̂ =0) индексами в интервале /. 
Вместо V , |4 ,у (л> = ± 1 , ± 2 , . . . ) пишем ф у , XV» 

так что фу, ' ф у , XV» « V для у = ± 1 , ± 2 , . . . означает центральные дис
персии 1-го, 2-го, 3-го, 4-го родов уравнения (9) с индексом V. Д л я ^ = 1 
соответствующие центральные дисперсии называются основными. Д л я 
1Щ положим ф 0 ( / ) = ? , ф 0 ( / ) = ^ 

Положение наглядно изображено на рис. 2. 
В частности, имеем (для 

. . . < Ф - 1 ( 0 < Х - 1 ( 0 < ' = Ф 0 ( 0 < Х 1 ( 0 < Ф 1 ( 0 < Х 2 ( 0 < • • • 

< ф _ 4 ( 0 <0)_1(0 < ^ = ф 0 ( 0 <0)1(0 < ф ! ( 0 < © 2 ( 0 < • • . (24) 
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Каждая функция ф у или 'фу является итерацией функции ф! или -ф 1 
или ее обратной ф_1 или -ф-.ь Функции <о-у взаимно обратны. 
(О сложении центральных дисперсий более подробно см. [9], 12.4). 

3. Свойства центральных дисперсий. В дальнейшем считаем г = 0, 
, I 11 • *»у |х ~ ~~ 1 1 у • • • 

М о н о т о н н о с т ь и г л а д к о с т ь . Каждая центральная диспер
сия непрерывно растет от а+ до Ъ~. Если д&Ск., к=0, 1, то фубС^ + 3 ; 
'фу, Хм» ЮцбС^ 1 . 

Ф у н к ц и о н а л ь н ы е у р а в н е н и я . При каждом базисе (и, V) 
уравнения (д) центральные дисперсии в интервале / удовлетворяют 
функциональным уравнениям 

и ( 0 * Ы О ] - " Ы О М О = о ; и ( 0 ^ х Л 0 ] - " ' Ы О М 0 = О ; 
(25) 

ц / ( 0 о / [ * у ( 0 ] - и / [ ^ ( 0 ] о ' ( 0 = 0 ; и ' ( О о К ( 0 ] - " К ( 0 ] о ' ( 0 = о . 
А б е л е в ы о т н о ш е н и я . Из уравнений (25) можно заключить, 

что при каждой первой или второй фазе а или р уравнения (д) централь
ные дисперсии в интервале / удовлетворяют так называемым абелевым 
соотношениям: 

1 
РХи (0 = а (0 + - у (2Н-— 5 & п М- * 5 & п <*'+а)я. (26) 

1 
а©и(0=Р(0 + -2~ (2ц— 5§пц.5§пР'—а)я, 

5^п а'=-5&пр'; а = 1 для 0 < р ( / ) — а ( 0 < я ; 
а = —1 для — л < р ( / ) — а (0<0. 

Из (26) следует: значения центральных дисперсий в интервале / 
можно выразить с помощью значений фаз уравнения (д). В частности, 

= а~1 [а(О + V Я 5 ^ п а']; (О = Р - 1 [Р (О + V Я 5§п р']. 

В ы р а ж е н и е п е р в ы х п р о и з в о д н ы х . Из соотношений (25) 
можно так же вывести выражение значений функций ф' г | / , %', с / 

V V \Х (.1 
при помощи значений произвольного интеграла и уравнения (д), его 
производной и' и носителя д: 

Ф ; (о (о =« 2[фу(0]; * ; (0 <7 [ЫО ]«" (0 = <7 (0 "'2 [** (01; 

х;(0 ^ Ы 0 ] "2(0 = -"' 2Ьц(01; < (0 "'2(0 = - я (0 "2[«»х(0 ]. (27) 
Значения функций ф^, •ф'у, , о/^ можно выразить другими спосо

бами с помощью значений амплитуд, фаз и полярных функций урав
нения (д) или с помощью значений носителя д. Преимущественно имеют 
силу формулы (п натуральное, №]) 

„/ т _ ?('0 Я{и) д(ип-а) . .., „ ч , „ ч <7(*4п-р , 
ф " ( ° - Т ( Т з ) • - ^ • • • • • ^ М " ' *•><<>-Фп(0 , ( Х я ( 0 ) . 

. «У*) . (28) 
?(г 2) д(и) - д[Ыт ' { } 
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и, . . •, ^4п обозначают подходящие числа, удовлетворяющие неравен
ствам: ф ц - 1 ( 0 < * 4 ц - 3 < Х ц ( 0 < * 4 ц - 1 < ф ц ( 0 ; "Фц -1 (0<^4ц-2<й)ц(0< 
< ^ < ^ ( 0 (м-= 1, . . . . л; *о=0- ( С м - [9], 13.6). 

С в о й с т в а п р е о б р а з о в а н и я . Из формулы (27) легко выте
кает, что центральные дисперсии всех родов уравнения (?) являются 
ядрами полных преобразований, переводящих интегралы уравнения 
(?) или (?0 на себя или интегралы одного из них на сопряженные инте
гралы (1.5) второго уравнения. Именно 1) фу; 2) -фу; 3) 4) соц явля 
ются ядрами полного преобразования, превращающего каждый инте
грал 1) и уравнения (?) в тот же интеграл щ 2) щ = и': У—? уравнения 
(?0 в тот же интеграл щ; 3) « 1 = и / :" | /— ? уравнения (40 в интеграл и 
уравнения (?); 4) «уравнения (?) в интеграл и1=и/:п\/—? уравнения 
(?0 в смысле формул 

" ( 0 = т т = = " [ ф у ( 0 1 . 

_и' [%»(*)] а' (0 

( - 1)1* 
и К (01; ( ' € / ; V = 0, ± 1, ^ = ± 1, . . . ) . (29 

Из гл. III п. 2 следует, что фу, -фу, Хм.» ю и — полные решения уравненш 
Куммера (??), (?1?0> (̂ 1<7), (??0 соответственно. 

4. Специальные вопросы, рассматриваемые в связи с центральными 
дисперсиями. В связи с понятием центральных дисперсий рассматр» 
вался ряд вопросов из теории колеблющихся уравнений Якоби анал 
тического, алгебраического и геометрического характера. Эти функц 
помогают в исследовании вопросов глобального характера именно те 
что они описывают связи между значениями интегралов или их пр 
изводных в сопряженных и, следовательно, взаимно удаленных точк* 

Характер настоящей статьи позволяет нам привести только крг 
кий обзор исследуемых вопросов и только в некоторых случаях пр 
вести главные результаты. Д л я уравнений (?) принимаем справедл1 
вость до сих пор существующих предположений. 

Р а с ш и р е н и я р е ш е н и я у{1) ]* у р а в н е н и я (?) н« 

и н т е р в а л /. Д л я каждого интеграла у уравнения (?) /6/ , у(и)ф0 
вышеприведенная функция определена в некоторой окрестности числа ^̂  
и является решением уравнения (?). Это решение можно расширить 

через особые точки функции | — ^ - т - на целый интервал / и, следова-
I У2(о) 

тельно, на интеграл уравнения (?) и найти для него явное выражение 
([9], 14.1). 

О п р е д е л е н и е в с е х у р а в н е н и й (?) с з а д а н н о й о с н о в 
н о й ц е н т р а л ь н о й д и с п е р с и е й п р о и з в о л ь н о г о р о д а ([9], 
13.12). 

И з у ч е н и е у р а в н е н и й (?) с т о й ж е о с н о в н о й ц е н т 
р а л ь н о й д и с п е р с и е й 1-го р о д а . Если уравнения (?), (?) 
имеют одну и ту же основную центральную дисперсию 1-го рода ф, то 
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в каждом интервале [х, у(х)) д:6/ существуют по крайней мере (и 
иногда точно) четыре числа и, где Ц имеют одинаковые значения 
й(и)=я(и) (1=1 2, 3, 4) (см. [9], 15.6). 

Носители всех уравнений (ц) с основной центральной дисперсией 
1-го рода ф можно выразить явными формулами. Случай <р(() = ^ л , 
/ = ( — с » , о о ) , содержит явное выражение элементарных носителей 
([9], 15.7, 15.8). 

У р а в н е н и я {ц) с с о в п а д а ю щ и м и о с н о в н ы м и ц е н т 
р а л ь н ы м и д и с п е р с и я м и 1-го и 2-го р о д а . Основные цент
ральные дисперсии <р и ^ 1-го и 2-го рода уравнения (ц) совпадают 
тогда и только тогда, когда они являются линейными: ц>(0=^(0~ 
= с1+к(№], с > 0 , & = сопз1). В зависимости от того, когда с > 1 , с < 1 
или с = 1 наибольший интервал / имеет вид (—к: (с—1), о о ) или 
( — о о , к: (1—с)) или ( — о о , о о ) и в последнем случае к>0 ([9], 
16.1, 16.2) 

Произвольная интегральная .кривая каждого уравнения {ц) с при
веденным свойством является (в первом и втором случаях) спиралью 
с полюсом, находящимся в начале координат О, или она (в третьем 
случае) замкнута вокруг точки О и центрально симметрическая; каса
тельные в ее точках пересечения с каждой прямой, проходящей через 
точку О, параллельны. 

Носители всех рассматриваемых уравнений (ц) можно выразить в 
явном виде ([9], 17.4). 

У р а в н е н и я (ц) с с о в п а д а ю щ и м и о с н о в н ы м и ц е н т 
р а л ь н ы м и д и с п е р с и я м и 3-го и 4-го р о д а . В случае этих 
уравнений основные центральные дисперсии 1-го и 2-го рода совпадают, 
а именно: ф(^) =-ф(^) =1-\-к ( 6=соп$1) . Их интегральные кривые — это 
известные кривые Радона, а носители можно выразить в явной форме 
([9], 16.5; 17.5). 
ч Кроме этих вопросов в рамках теории центральных дисперсий урав-

ния {щ) характеризуются уравнения, все интегралы которых я-полу-
риодические или я-периодические (ч>п(1) = ^ + я5^пп, для некоторого 
, далее рассматриваются асимптотические свойства интегралов урав-

^ и й (ц) в связи с распределением их корней, изопериодические свой-
за интегральных кривых элементарных носителей и пр. (см. литера-
ру настоящей статьи). 

. 5. Общие дисперсии. Рассмотрим колеблющиеся уравнения (<7), 
б/ и {0), Г б / . Пусть * 06/, Г 0 б / — произвольные числа. Пусть р явля-
гся любым линейным отображением интегрального пространства г 
равнения (д) на 'интегральное пространство К уравнения (С}), норми

рованным относительно ^о, То, и пусть %р является его характеристи-
ой (1.1). 

Обозначим фу, Фу центральные дисперсии 1-го рода уравнений (^), 
{С}), далее, ?у=фу(^о), Тх=Фу(То) и, наконец, 

/ у = [̂ у» ^у+1.)» / у = (^у-1» ^у]' ^ у = Г^у» ^у+1.)» 

7 У = ( Г У _ 1 , Ту] ( у = 0 , ± 1 , . . . ) • 

Под общей дисперсией уравнений («7), ((}) (по очереди), заданной 
числами и, Т0 и линейным отображением /?, подразумеваем функцию л 
в интервале /, определяемую следующим образом. Д л я /6 /у , * / ё г , у (1)^=0 
Х(() является корнем функции руЪЯ, лежащим в / г или 7- у , в зависи
мости от того, %р>0 или ХР<0, следовательно, ру[хи)]=0, Х(*)б/у 
или X (/) 67-у. 
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Всякая общая дисперсия X обладает следующими свойствами (Г91, 
20.3): 

*(/)=/; ХЩ, Х'ФО; 

если %р>0: Х(1У) = ТХ, Х ' > 0 ; если %р<0: Х(^) = Г_У, Х ' < 0 ; ^ = 
= Х - 1 Ф У 8 8 п 2 Г ' ^ ^ = 0 , ± 1 , . . . ; Щ). X представляет собой полное реше
ние уравнения Куммера (С^Я); наоборот, каждое полное решение этого 
уравнения является общей дисперсией уравнений (?), ((2). 

В случае / = / = ( — о о , оо) с помощью алгебраических средств была 
найдена эта характеризация общих дисперсий ([9], 248;'2*): 

Функция %&С3., 1'Ф0 для где она неограничена, является общей 
дисперсией уравнений (?), (ф) тогда и только тогда, когда она преобра
зует группу дисперсий 1-го рода уравнения (0), ©* на группу дисперсий 
уравнения (?) ©1 (см. (23)), в смысле формулы: ®1 = ^_13)*^. 

6. Дисперсии 1-го—4-го родов. Как уже было сказано (гл. IV, п. П , 
иод дисперсией 1-го или 2-го, 3-го, 4-го родов подразумеваем общую дис
персию уравнений (?), (?) или ( 0 4 ) , (01); ( 0 0 , (?); (?), (04). Вышепри
веденные результаты, касающиеся общих дисперсий, содержат конструк
цию этих функций и описание их свойств. В частности, каждая дисперсия 
а) 1-го рода; б) 2-го рода; в) 3-го рода; г) 4-го рода является ядром пол
ного преобразования, превращающего всякий интеграл а) и уравнения 
(?) в некоторый интеграл V того же уравнения (?) (и сохраняющего неза
висимость интегралов); б) щ уравнения (04) в некоторый интеграл VI 
того же уравнения (01); в) щ уравнения (01) в некоторый интеграл У 
уравнения (?); г) и уравнения (?) в некоторый интеграл VI уравнения 
(01), а именно в смысле формул, аналогичных формулам (29), и наобо
рот ([9], 21.2). 

Дальнейшие результаты, касающиеся дисперсий 1-го—4-го родов, 
были получены исследованием алгебраических структур множеств дис
персий отдельных родов в случае /=(—оо, оо) ([9], 21.4—21.6 [39]). 
Здесь мы ограничимся некоторыми результатами, касающимися струк
туры группы дисперсий 1-го рода уравнения (?), 

2>1 — непрерывная группа с тремя параметрами. Возрастающие дис
персии 1-го рода образуют в ©1 инвариантную подгруппу 3>ю с индек
сом 2; убывающие дисперсии образуют дополнительный класс относи
тельно ©ю. Бесконечная циклическая группа, состоящая из центральных 
дисперсий 1-го рода уравнения (?), $1 является центром подгруппы 2)ю. 
Центральные дисперсии 1-го рода уравнения (?) с четными индексами 
образуют в 2)1 инвариантную подгруппу @1, и факторгруппа 3>1/©1 изо
морфна группе квадратных унимодулярных матриц 2-ой степени. 

Было уже сказано, что (гл. IV, п. 1) к дисперсиям 1-го—4-го родов 
принадлежат центральные дисперсии отдельных родов. Центральная 
дисперсия а) ф у; б) я|)у; в) Хи; г) оз^ является дисперсией а) 1-го рода, 
определенной числами (о, 7 о = ^ ( ^ о ) и идентичным отображением про
странства г; б) 2-го рода, определенной числами *0, Т0 = ^((0) и иден
тичным отображением пространства п; в) 3-го рода, определенной 
числами и, То = %^(и) и проекцией пространства Т\ на г; г) 4-го рода, 
определенной числами и,Т0=ь)11((о) и проекцией пространства г на п 
СУ = 0, ± 1 , ...; [х = ± 1 , ...). 

V. АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ НЕКОЛЕБЛЮЩИХСЯ УРАВНЕНИИ 

1. Примечания к некоторым понятиям теории групп. Отметим неко
торые понятия и их свойства из теории групп, находящие коренное 
применение я дальнейших обсуждениях ([10]). 
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Под носителем (абстрактной) группы © подразумеваем множество 
ее элементов О, для более простого обозначения мы пишем иногда © 
вместо О. 

Пусть © является (абстрактной) группой, 31, §3, . . . ее подгруппы. Д л я 
#6®, множество 31а (аЩ является правым (левым) классом элемента а 
относительно %. Классы 31а, а -131 являются взаимно обратными, иначе го
воря, обратными, т. е. они состоят из элементов по два взаимно обрат
ных. Вообще мы имеем 31а^а31. Если для всякого а61@ справедливо ра
венство, то подгруппа ЗС называется инвариантной или же нормаль
ной в ©. 

Множество {31а} ( ( а ^ } а е @ ) представляет собой так называемое 
правое (левое) разложение группы © относительно % (правое или левое 
разложение) и обозначается через ®/р31 ( © / $ ) . Эти разложения имеют 
то же кардинальное число, так называемый индекс подгруппы 31 в @. 
Вообще имеем ©/рЗГ^©/^, и равенство произойдет тогда и только тогда, 

когда 31 инвариантна в ®: в этом случае существует факторгруппа ©/31. 
Разложения ®/Р31, ©//31 (всегда) дополнительны. Это значит, суще

ствует разложение О группы © со следующими свойствами: а) любой 
элемент й(<0 является объединением некоторых элементов разложения 
®/р31 и одновременно некоторых элементов разложения (®/Д); б) вся
кие два элемента а р 6 (®/р31)П", аг6(@/$)Пй отличаются непустым пере
сечением: аРПаг=И=0. Отметим, что О представляет собой наименьшее 
общее покрытие разложений ®/р31, ®/Д; его элементы называются бло
ками (относительно ЗС). Д л я всякого блока йбО существует так называ
емый обратный блок й _ 1 б!7 ; этот блок является объединением всех эле
ментов разложения ®/Д (®/ р31), обратных относительно элементов раз
ложения ®/р31 (©//31), объединением которых является й. Верно 
( Й _ 1 ) - 1 = й. Мы видим, что разложение О состоит из блоков по два вза
имно обратных. Отметим, что из а^й^О следует й=3(а31. 

Предметом дальнейших исследований в настоящей главе является 
изучение колеблющихся уравнений (а) в интервале / = ( — о о , о о ) в 
связи с теорией групп. 

2. Фазовые функции. Под фазовой функцией подразумеваем всякую 
функцию а в интервале / = ( — о о , оо) со следующими свойствами: 1) а б 
€С 3 . ; 2) а'ФО для ^6/; 3) Н т а ( 0 = а о о з^п а ' ( а = ± 1 ) . 

Согласно гл. II, п. 3, каждая (первая) фаза а произвольного (коле
блющегося) уравнения (а) 76/ представляет собой фазовую функцию. 
Наоборот, каждая фазовая функция а представляет собой фазу ко
леблющегося уравнения (а) с носителем а(0 =— {а, /}—а'2(0> а имен
но фазу каждого базиса этого уравнения из системы (с з т а : У | а ' | , 
ссо5а:У | а ' | ) 0=?^с=соп51. Учитывая это положение, мы иногда гово
рим просто о фазах вместо фазовых функций. 

Если а является фазой уравнения (а), то мы пишем а а вместо а. Ба

зис ( з т а : У | а ' | , с о 5 а : У | а ' | ) над фазой а можно выразить в виде 
вектора: I (а) = I I . 

У | а ' | Ч о з а 7 

Если а, р являются фазовыми функциями, то оф и а - 1 тоже являются 
фазовыми функциями и справедливы формулы ([11]) 

<7ар (0 = (1 +<7«Р (О)Р' 2 (0 +<7е (0. (30) 
д -1 (0 = - 1 - (1 - Н а а - * ( 0 ) ( а " 1 ( * ) ) ( 3 1 ) 
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3. Группа фаз. Множество всех фазовых функций вместе с бш. 
ной операцией, данной естественным умножением (гл. III, п. 6), яь 
ется группой и называется группой фаз; ее обозначение ©. Ее единиц 
является фазовая функция I ( = 1(1). 

Содержанием алгебраической теории колеблющихся уравнений 
является изучение структурных свойств группы © и ее отношений к 
уравнениям (<7). 

4. Важные подгруппы групп фаз. а) П о д г р у п п а @0. Множество 
всех возрастающих фаз образует в © инвариантную подгруппу с индек
сом 2; ее обозначение @0. Дополнительный класс (?1 факторгруппы ©/©о 
состоит из всех убывающих фаз. 

б) П о д г р у п п ы 3» 3*, 3- Обозначение: с V = ^ + V Я , су=— 
{Щ; г = 0 , ± 1 , _ . . ) . 

Множества 3 = К , ^ } ~ = о с , 3 = { С у } ^ _ о о , 3* = { ^ } ~ = _ т е явля
ются носителями подгрупп в @. Очевидно, З ^ З ^ З * - Подгруппа 3 явля
ется инвариантной в 3 с индексом 2, подгруппа 3* — инвариантной в 3 
с индексом 2. 3 и 3* — это бесконечные циклические подгруппы с обра
зующими С1 и Сг. су=с*, С2ч=с\ для у = 0 , ± 1 , . . . 

Д л я аб© З а является первой системой фаз каждого базиса с\(а) 
уравнения (^ а), 0=7^с=сопз1: З а = ( а ) (гл. II, п. 3). Если с > 0 или 
с < 0 , то 3*а является системой несобственных или собственных фаз и 
3*( с д . а ) — системой несобственных или собственных фаз этого базиса 
при всяком нечетном X. 

Д л я а б © З а = а _ 1 3 а , З а = а _ 1 3 * а являются подгруппами в ©, а 
именно бесконечными циклическими подгруппами, сопряженными с 3 или 
3* относительно а с образующими ф 8 8 П а' = а _ 1 С 1 а , фг 8 8п а' = а _ 1 с 2 а . З а 
состоит из центральных дисперсий (1-го рода) , 3*<— из центральных 
дисперсий с четными индексами уравнения (<7«). 

в) П о д г р у п п а Элементарные фазовые функции (гл. II, п. 7) 
образуют в © подгруппу. Это так называемая подгруппа элементарных 
фаз; ее обозначение ф. ф — нормализатор в © группы 3 ([9], 248.5*). 
Отсюда следует: 

Д л я а, 06© уравнения (да), (<7р) имеют те же центральные дисперсии 
тогда и только тогда, когда фазы а, р находятся в том же правом классе 
относительно ф абфр или рбфа ([9], 15.9). 

5. Фундаментальная подгруппа @. Специальные фазы (гл. II, п. 4) 
образуют в © подгруппу, называемую фундаментальной подгруппой; ее 
обозначение @ (гл. III, п. 6). Далее обозначаем: бо=бП@о Е1=0Г 

Очевидно, #=>@=>3; @=)@0=эЗ; 6 = 3 ^ 1 = ^ ! ( = 3 0 ^ ) . 
Каждый элемент еб@ заменим или обратно заменим с каждым 

ментом г у б З , если е6@о, или е б С 1 : с у е = ес у , или с у е = ес_ у (л>: 
± 1 , . . . ) . 3 —• центр группы @о, инвариантный в О. ([9], 248.5*). . 

@ совпадает с группой дисперсий (1-го рода) уравнения (—1) (" 
п. 6). Отсюда вытекает для : 1(е(^)) = 11г\^); Це является 
значно определяемой) унимодулярной матрицей 2-й степени с п . 
ными элементами с1е<: Ыъ= здп г'. Отображение е-*-^/е представл. 
бой гомоморфизм группы (§. на группу всех унимодулярных м а ^ • 
степени, 11, и его ядром является 3*- Отсюда следует, что группа @/3" -
ляется изоморфной с 11. 

Нормализатор в © группы 6 совпадает с 6 ([9], 248.2*). 
Пусть а, А6® означают произвольные элементы. Правый клас 

является точно множеством всех фаз уравнения (да) (гл. II, п. 4). О 
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следует, что множество всех колеблющихся уравнений ( я ) , {(я)} 
авалентно разложению @/р@. 

э Группа 6 а = а - 1 ( 1 а состоит из дисперсий уравнения (Яа), следова
тельно, из интегралов уравнения (ЯаЯа)- Очевидно, она не зависит от 
выбора фазы уравнения (Яа) : 6 а = 6 8 а для е6@. 

Группа 3Яа=(&а.Г№ — это так называемый индикатор уравнения (Яа). 

Она состоит из специальных фаз, лежащих в @ а, следовательно, из спе
циальных фаз Е , удовлетворяющих так называемому уравнению индика
тора уравнения (яа) : ( 1 + < 7 а б ) е ' 2 = 1+<7а. З д а содержит группу 3 или 

фазу —I, или группу 3 тогда и только тогда, когда функция Яа. является 
л-периодической или четной, или я-периодической и одновременно чет
ной ([17]). Например, в случае уравнения МаИиеи индикатор совпадает 
с группой 3 ([17]). 

Множество Е а = А _ 1 @ а (с :®) , так называемый комплекс Куммера 
уравнений (яА) (Яа), состоит из общих дисперсий уравнений (Яа), (<7А)> 
следовательно, из интегралов уравнения (яАЯа) (гл. IV, п. 5). 

6. Присоединенные и обратные уравнения. Понятия присоединенных 
и обратных уравнений тесно связаны с понятием блоков относительно 
подгруппы @. Всякий блок й относительно 6 или просто блок, является 
объединением некоторых элементов каждого из разложений ®//®. 
Всякий элемент первого разложения является множеством всех фаз не
которого уравнения { я ) . Мы видим, что й представляет собой объедине
ние множеств фаз некоторых уравнений ( д ) . Когда множество фаз урав
нения (я) является частью блока й, мы говорим, что уравнение (я) или 
носитель <7 относится к й. Под блоком уравнений (я) подразумеваем 
множество уравнений, относящихся к тому ж е блоку. 

Уравнения ( я ) , (я*) или их носители называются присоединенны
ми, когда относятся к тому же блоку. Это понятие рефлексивно, сим
метрично и транзитивно. 

Из понятия блока следует: уравнение (я*) присоединено к (д) 
тогда и только тогда, когда существует специальная фаза е, превра
щающая некоторую (и потом каждую) фазу а уравнения (я) в фазу 
а* уравнения (я*) в смысле формулы а* = ае . Мы говорим, что урав
нение (я*) возникает из (я) трансляцией фазой е. Из (30) следует 
формула 

<Г (0 = - 1 4 - (1 +</е (0) е' 2 (0 (*6/), (32) 

^рую можно записать иначе, используя формулу (9). Мы видим, что 
1 носитель д является л-периодическим, то это же верно и для я*-

хтральные дисперсии 1-го рода уравнений (я) (я*) связаны отноше-
-ем <р* (() = е - Ч р » 8 8 п е ' е ( 0 ( г = 0 , ± 1 , . . . ) . Отсюда в случае 

, * пе-(0 = ^ + я : ф* (?) = ? + л 5 ^ п п. Мы видим (гл. IV, п. 4): если все 
?ралы уравнения (я) будут л-полупериодическими или л-периодиче-

, то это верно и для уравнения (я*)- Свойства присоединенных 
-гений рассматриваются в [17]. 
равнение (я) называется обратным относительно ( я ) , если оно име-

«5>^зу а, которая является обратной функцией для некоторой фазы а 
уравнения (я)> т. е. а = а - 1 . Это понятие симметрично: если (я) является 

ратным относительно ( я ) , то (я) будет обратным относительно ( д ) . 
оритель ^=<7а_4 дан формулой (31). Справедлива следующая основ

али 



1374 О. БОРУВКА 

Т е о р е м а о б о б р а т н ы х у р а в н е н и я х . Уравнения {ц), (ц) 
являются взаимно обратными тогда и только тогда, когда принадле
жат к взаимно обратным блокам. 

Отсюда следует, что уравнения, обратные относительно (^), явля
ются точно уравнениями, присоединенными к какому-либо обратному 
уравнению (^). Свойства обратных уравнений рассматриваются в [17]. 

7. Преобразования Куммера базисов и интегралов уравнений (д) . 
Пусть В является базисом уравнения ((?), А — какой-нибудь ее собствен
ной фазой и № — вронскианом. Пусть сФО — произвольное число и 
| 6 © — произвольная фазовая функция. Применяя преобразования Кум
мера 7 ( | , с) = (с : У , I) к координатам базиса В, мы получим базис 
7 ( | , с) В над фазой а=А1 уравнения (?); <7=<7а. Из соотношений В — 
= У |№| 1(А), Щ ; с)В=сУ \№\ 1(а) видно, что 7 ( | ; с)В отличается 
собственной или несобственной фазой а в зависимости от того, с > 0 или 
с < ; 0 , и вронскиан ш=с2УР в%п С помощью этих данных базис 
7 ( | ; с) В однозначно определен. Всякий интеграл У уравнения (<2) одно
значно определен своими координатами уи у2 (=сопз1) относительно 
В : У= (у 4, \2)В. Применением преобразования 7 ( | ; с) к У получим: 
7 ( | ; с)У=(\1, у2)Т(%; с)В. Это интеграл уравнения (<7), и он не зависит 
от выбора базиса В. Заметим, что В^Т(^; с) В является бинарной опе
рацией, присоединяющей к каждому базису В интегрального простран
ства уравнения (<3) и к каждому элементу ^6© базис 7 ( | ; с)В инте
грального пространства К д уравнения (#). Подобно этому У'-*~Т(Ъ; с) У 
является бинарной операцией, присоединяющей к каждым двум элемен
там УбКсг, ^б© элемент 7 ( | ; с )У6К д , и эта операция сохраняет независи
мость интегралов. 

8. Абстрактная модель алгебраической теории колеблющихся урав
нений (<7). Модель состоит из следующих главных составляющие: 
1) Абстрактная группа ©; 2) подгруппа (5с:©; 3) линейные пространства 
над телом действительных чисел при простом соответствии к элементам 
разложения @/р(5; 4) квазинормы базисов линейных пространств. Свя
зи между этими составляющими доставляют аксиомы трех видов I. Ак
сиомы структур групп ©, & II. Аксиомы связей базисов линейных про
странств с элементами разложения @/р@; III. Аксиомы квазинорм. 

Реализация модели при помощи алгебраической теории колеблю
щихся уравнений (<7) осуществляется реализациями: группы © фазовы
ми функциями, подгруппы 6 специальными фазами элементов разложе
ния @/р@ множествами фаз уравнений (д),' линейных пространств ин
тегральными и квазинорм вронскианами базисов интегральных 
пространств. 

Модель представляет собой прообраз полной алгебраической теории 
колеблющихся уравнений (<7), рассматриваемой в настоящей главе, и, 
кроме того, содержит в себе новые сведения по уравнениям (<7). Мо
дель рассматривается в [9, 28.1—28.8]; [13]. 

V I . КОЛЕБЛЮЩИЕСЯ УРАВНЕНИЯ 
С ЭЛЕМЕНТАРНЫМИ ЦЕНТРАЛЬНЫМИ ДИСПЕРСИЯМИ 1-ГО РОДА 

1. Введение. Содержанием настоящей главы является обзор теории 
(колеблющихся) уравнений (д) в интервале / = ( — о о , оо), централь
ные дисперсии (1-го рода) которых являются элементарными. Класс 
этих уравнений А замкнут относительно уравнений, присоединенных и 
обратных. К нему прежде всего принадлежат уравнения (<7) с я-перио-
дическими носителями. Упомянутая теория расширяет классическую 
теорию Флоке, внося в нее новые понятия, методы и результаты в свя-
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зи с теорией дисперсий. Уравнения класса А рассматриваются в рабо
тах [11, 12, 14—16]. 

2. Уравнения класса А. Согласно определению класса А, уравнение 
(?) является элементом А тогда, когда все его центральные дисперсии 
ф г (-у=0, ± 1 , ...) удовлетворяют в интервале / уравнению 

= ф У (0 + я . (33) 

Это будет тогда и только тогда, когда функция ф 4 в интервале / удовлет
воряет уравнению (33). Из (33) следует фу (*+ця) = ф у ( 0 + М л Д л я 1 А = = 

= 0 , ± 1 , . . . ; функция ф'у является я-периодической. 
К классу А относятся прежде всего уравнения (?) с элементарными 

носителями (П.7), так как они характеризуются свойством ф 1 ( ^ ) = ? - { - я 
для Поэтому, в частности, (—1)6А. 

Каждая дистанция йу({)=ч)х({)—{ каждого уравнения ( ? )6А (V — 
= 0 , ± 1 , . . . ) является я-периодической. 

3. Структура класса А. В дальнейшем 6, ф снова (гл. V , п. 4.5) озна
чают по очереди группу специальных или элементарных фаз ©сгф. 

О с н о в н а я т е о р е м а . Если (? )6А, то для каждой фазы а урав
нения (?) имеется фаза такая, что 

а{1+п)=ка{1) (*6/). (34) 

Наоборот, если для некоторой фазы а уравнения (?) существует фа
за Лбф со свойством (34), то ( ? )6А ([11]). 

С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а . Пусть (?) б А. Из абелева отношения 
(1У.З) имеем 

а[ф1(0 + я ] ~ аф1(0 = а ( ^ + я ) — а(0-

Функция §У) = а ( ? + я ) — а(0 удовлетворяет уравнению № ( 0 = # ( 0 г 
так что функция § а - 1 является я-периодической и функция /*(*) = 
= *+&а - 1 (0 является элементарной фазой со свойством (34). 

Из {34) для о = ± 1 следует: а ( * + а я ) = Л а а ( 0 (*€/), и для е(]@, 
а* = ае 

а* ( г + я ) = ае (*+я) = а [е (/) + я 5&п е'] е - а е ( ^ =ь*шп е - а * (^ > 

Так как ф является группой, то Нв%пг'аф и поэтому класс А является объ
единением некоторых блоков уравнений (?) (У.6). 

Далее из (34) вытекает 
а [ а - Ч 0 + я ] = М 0 - (35) 

Левая часть представляет собой основную центральную дисперсию 
ф 1 ( ? ) уравнения ( ? а - 1 ) , обратного относительно (?), с фазой а = а - 1 или 
относительно нее обратную центральную дисперсию ф_1 в зависимости 
от того, а ' > 0 или а ' < 0 . Отсюда вытекает: а) элементарная фаза Н 
в формуле (34) является дисперсной (гл. II, п. 7), а именно верхней или 
нижней в зависимости от того, а ' Х ) или а'<С0; б) основная центральная 
дисперсия каждого уравнения (?), обратного относительно (? )6А, явля
ется тоже элементарной. 

Из б) следует: 
Класс А вместо с каждым блоком уравнений (?) содержит т а к ж е 

блок уравнений, обратных относительно их. 
Далее справедливо 
У т в е р ж д е н и е . Класс А содержит все уравнения (?) с п-перио-

дическими носителями. 
В самом деле, носитель ? является я-периодическим тогда и толь

ко тогда, когда вместе с каждой фазой а(*) уравнения (?) функция 
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а ( ^ + л ) также является его фазой, или когда для всякой фазы а 
уравнения (д) существует фаза ебб такая, что 

а ( Н - я ) = е а ( 0 (*€/). (36) 

Отсюда и из отношения (34) и из ®аф вытекает утверждение. 
Из (36) следует: уравнение (д) с я-периодическим носителем ха

рактеризуется тем, что центральные дисперсии уравнений, обратных 
относительно нее, являются специальными, а также тем, что группа 
его дисперсий (1-го рода) содержит группу 3 (гл. V , п. 46). 

Отметим, что носители уравнений, обратных относительно уравне
ния (д), с я-периодическим носителем не являются, вообще говоря, 
я-периодическими функциями. Они обладают этим свойством тогда и 
только тогда, когда центральные дисперсии уравнения (д) являются 
специальными. В частности, каждый элементарный носитель д являет
ся я-периодическим и носитель каждого уравнения, обратного относи
тельно (д), является также я-периодическим. 

Структура класса А. Класс А представляет собой объединение не
которого множества А блоков уравнений (д). Множество А содержит 
блок {(—1)} и с каждым блоком й — обратный блок й - 1 . К множеству 
А принадлежат именно все блоки уравнений (д) с я-периодическими 
носителями. 

4. Свойства уравнений класса А. Из (34) и (30) следует: уравнение 
(д) относится к классу А тогда и только тогда, когда для каждой его 
фазы а существует элементарный носитель Н такой, что 

д (*+л) -д (0 = (1 +На (*)) а ' 2 (*) (*6/). 

Из (34) и гл. V п. 4 следует 
Т е о р е м а . Если (д)(±А, то (дс)^А (с(1) = 1 + п) и оба уравнения 

(й), (дс) имеют одинаковые центральные дисперсии. 
Теория уравнений класса А связана этой теоремой с результатами, 

касающимися уравнений (д) с одними и теми же центральными дис
персиями (1У.4), и использует их для изучения свойств уравнений 
класса А. В частности, носители каждых двух уравнений (д), (дс)&\ 
имеют в каждом интервале [*, Ф1ОО), одни и те же значения по 
крайней мере в четырех точках и&[х, ф1(х)) , 1=1, 2, 3, 4, д(и~\-л) = 
=я(*0. 

5. Уравнения (д) с я-периодическими носителями. В теории Флоке 
к каждому уравнению (д) с я-периодическим носителем присоединяет
ся алгебраическое уравнение 5 2 — Л 5 + 1=0, в котором постоянная А 
дана формулой А=и(x-{-л)-{-V/ (х-\-п)\ хб/ означает произвольное чис
ло и и, V—интегралы уравнения (д) с начальными значениями и(х) = \, 
и'(х) = 0; У(Х) = 0, о ' (х) = 1. Корни этого уравнения, так называемые 
характеристические корни уравнения (д), обозначаем через 5 Ь 5 _ 1 . 
Очевидно, 515_1 = 1. Далее обозначаем: т = т\п\д(1)\, М = тах\д(1)\, 
для /6/. 

В дальнейшем рассматриваем только (колеблющиеся) уравнения 
(д) с я-периодическими носителями: д(1 + п) =д^) для *6/ ( = ( — ° о , 
оо)) . 

а) Х а р а к т е р и с т и ч е с к и е к о р н и д е й с т в и т е л ь н ы е. Чис
ло хб/ называем определяющим числом 1-го рода типа п уравнения 
(д), где п — натуральное число, т. е. определяющим числом типа я, 
если 

ср п (х )=х+я . (37) 
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Теорема о распределении корней утверждает, что определяющие 
числа уравнения (?), пока они существуют, будут одного типа. 

О с н о в н а я т е о р е м а . Для каждого определяющего числа л 
типа п уравнения (ц) и его интегралов и, V с приведенными началь
ными значениями справедливы формулы 

и { х + л ) = ( _ ! ) » [ ф ; ( д ) ] Т ; и'(х+я) = -I- ( - 1 ) » [ Ф ; (х)]~(*), 

(38) 
_ _1_ 

» ( х + я ) = 0 ; а ' ( х + л ) = ( - 1 ) " [ ф ' п ( х ) ] ». 

Доказательство получим, применяя формулы (29), (37) к интегра
лам и, V в точке х. 

Если характеристические корни уравнения {ц) вещественны, то для 
каждого корня 5 существует его интеграл у со свойством # ( ^ + я ) = 
=зу{1). Так как уравнение (?) является колеблющимся, то для некото
рого числа х&] имеем у(х) = 0; у(х+л)=0 и, следовательно, ф п ( * + я ) = 
= х + я с соответствующим я ( ^ 1 ) . Видно, что корни интеграла у явля
ются определяющими числами уравнения (?). 

Следовательно, уравнение (а) допускает определяющие числа тогда 
и только тогда, когда его характеристические корни $ ь 5_1 являются 
действительными. В этом случае справедливы формулы 

_1_ 
5 1 = « ( Х + Я ) = ( - 1 ) " [ Ф ,

Я ( Х ) ] 2 ; 
(39) 

5 _ 4 = и ' ( х + я ) = ( - 1 ) » [ Ф ; (;0 Г т ; 

хб/ означает произвольное определяющее число типа п(^1) уравнения 
(?) и и, V — его интегралы с приведенными начальными значениями. 

Из теории Флоке следует, что все интегралы уравнения (?) я-полу-
периодические (я-периодические) только тогда, когда $1 = 5-! = — 1 
(5! = 5_! = 1) и а ( х + я ) =и'(х+тс) = 0. Отсюда и из (38) следует: 

Все интегралы уравнения (?) я-полупериодические (л-периодиче-
ские) тогда и только тогда, когда при подходящем нечетном (четном) 
п и подходящем хб/ справедливо 

ф п (х) = х + я , ф' п (х) = 1, ф^ (х) = 0 . 

Если ?(7)<0 для то имеет место формула (28). В этом случае 
можно выразить характеристические корни уравнения (?), 5 а (с = ± 1 ) 
с помощью значений носителя в подходящих точках ( * < ) * 1 < я 3 < . . . < 
< л ; 4 п _ 1 ( < д с + я ) в смысле формулы ([15]): 

о 

Отсюда для 5 = 5 1 , 5_1 вытекает: 
основании отношения У пг ^ п ^ . УМ 

3. Дифференциальные уравнения № 8 

п п 
( т : Л 1 ) т ^ | 5 | < ( М : т ) Т , и ' н а 



1378 О. БОРУВКА 

-I УМ \У*Л 
{т:М)2 < | 5 | < ( М : т ) 2 . 

б) Х а р а к т е р и с т и ч е с к и е к о р н и к о м п л е к с н ы е . Число 
а 6 ( 0 , 1) называем определяющим числом 2-го рода типа т уравнения 
{ц), т целое, или просто определяющим числом типа т, в случае, если 
существует фаза а уравнения (д) со свойством 

а ( И - я ) = а ( 0 + (2т—а)я (*€/). (40) 
Все определяющие числа уравнения (ц), пока они существуют, 

представляют собой один тип. В самом деле, если Ь — определяющее 
число уравнения (ц) типа т', то существует специальная фаза в, удов
летворяющая в интервале / уравнению еа(* + л) = е а ( ? ) + (2т/—Ь)л. От
сюда и из (40) получим 

г((—ал)—е({) =2(т/—от)л—Ъл ( а = 5 § п е ' ) . 

Слева стоящая величина находится в интервале (—я, 0) или (0, я ) 
в зависимости от того, а = 1 или о = — 1 . Из этого можно легко заклю
чить, что а = 1 , т'=т. 

Уравнение {ц) имеет характеристические корни комплексные, а 
именно 5 с т = е х р ( ш л а ) , 0 < а < 1 , а = ± 1 , только тогда, когда а является 
его определяющим числом 2-го рода. 

С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а . Уравнение {ц) имеет характеристи
ческий корень ехр (1ал) тогда и только тогда, когда допускает базнс 
(Уи Ут) такой, что в / справедливо 

г/1(^+я) = с о з ал'У\(1) — 31П ал-у2(1); 

# 2 ( * + я ) = 51П ал• У1 (̂ ) + С05 ОЯ • #2 (*) . 

Каждая фаза а этого базиса удовлетворяет уравнению вида (40). 
в) З а к о н и н е р ц и и х а р а к т е р и с т и ч е с к и х к о р н е й . Вы

шеприведенные рассуждения содержат ту идею, что каждое уравнение 
(д) с я-периодическим носителем допускает определяющие числа 1-го 
или 2-го рода некоторого типа, однозначно определенного этим уравне
нием. Об уравнении (а) говорим, что оно категории (1, т) (1=1, 2; 
т целое), если допускает определяющие числа 1-го рода типа т. 

Справедлив «закон инерции характеристических корней» ([16]): 
Все уравнения (д) с я-периодическими носителями, находящимися з 

одном блоке, той же самой категории и имеют одни и те же характе
ристические корни. 

Отметим, что все такие уравнения одновременно имеют или не 
имеют все интегралы я-полупериодические или я-периодические 
([16], 527). 

Пока речь идет об определении всех блоков уравнений (а) с я-пе
риодическими носителями одной категории и с одними и теми же ха
рактеристическими корнями (см. [37]). 

VII . ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГЛОБАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИИ 
ЛИНЕЙНЫХ О Д Н О Р О Д Н Ы Х Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х УРАВНЕНИИ 

п-ГО ПОРЯДКА 

1. Введение. Эта глава содержит .основы теории глобальных преоб
разований линейных дифференциальных уравнений гс-го порядка (п^2), 
и она органически связана с такой теорией в случае п = 2. Здесь полу
чены явные глобальные канонические формы уравнений, принадлежа
щих к каждому классу эквивалентных уравнений (в отличие от ло-
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кального характера форм Лагера—Форсайта, требующих, кроме того, 
некоторой гладкости коэффициентов) и рассмотрены геометрические 
аспекты принятого метода, открывающие путь для решения открытых 
проблем глобального характера. 

Рассматривается уравнение 

у(ю+а1(х)у("-ч+ . . . +ап(х)у=0, (а) 

определенное в открытом (ограниченном или неограниченном) интер
вале /, агбС*, 1 = 1, /г; п^2. 

2. Глобальные преобразования. Д л я целого 5 ^ 0 С означает мно
жество всех векторных функций % = ( § и . . . , § п ) т , определенных на ин
тервале / и имеющих в нем непрерывные производные до 5-го порядка 
включительно; & — вектор-столбец, с г означает транспозицию с; 
йг%](1хг: = {дг^йхг, . . . , Ф§п/с1хг)т означает г-ую производную вектор
ной функции которая обозначается также через Для *6/ опреде-

лим ( ^ « * < ( х ) Г и 5 П - 1 : = { с ; | с | = 1). Д л я 
г=з1 

Щ & ] (*) • = Ы(Х), §'(х)> • ••» 1^ п _ 1 )(*)] означает вронскиан функции ? 
в х. 

Можно показать, что для /6С™-1, 1(()Ф0 на / и ЛбС^ - 1 , сИг^)/(ИФ0 
на / , А ( / ) = / , справедливо (х) ФО на / тогда и только тогда, когда 

(0=^0 на / . 
Под интегралом уравнения (а) подразумеваем его решение, опреде

ляемое на всем интервале /. 
Учитывая самую общую форму преобразования (Т), мы говорим, 

что уравнение (а) на интервале / является глобально эквивалентным 
уравнению 

У ( » ) + Л | ( 0 У(п-1)+ . . . + Л Я ( 0 У=0 (Л) 

на интервале / , если существуют / 6 С у , ^(*) =^0 на / и к&С", йк{1)1(Иф(У 
на / , А(/) = / такие, что 

Г ( 0 : = / ( 0 - * ( А ( 0 ) ( 4 1 ) 
представляет собой интеграл уравнения (Л) для каждого интеграла у 
уравнения (а). 

На множестве всех уравнений п-то порядка ( я ^ 2 ) существует раз
ложение в классы глобально эквивалентных уравнений. 

3. Фазы и канонические уравнения. Пусть уи . . . , уп — п линейно 
независимых интегралов уравнения (а ) ; эти интегралы образуют базис 
уравнения (а ) ; обозначим у : ={уи У п ) т и запишем уравнение (а) 
в виде / , [ у ] = 0 , показывающем, что компоненты векторной функции у 
(Уг^С™, [у] (х) ф0 на /) являются интегралами уравнения (а). 

Мы определяем V : = у / | у | . Так как для *6/ справедливо Щ У ] (х) Ф0 
(гл. VII , п. 2), согласно (41), уравнение 1 [ у ] = 0 на / является глобаль
но эквивалентным Ь[у] = 0 на /. 

Выберем произвольно а^ = ± 1 , *об/. Положим 

X 

а(х) : = ^+а[ | \\(о)/Ло\Ло. 

Очевидно, а^Сп. и Ла(х)/с1хф0 для хб/ . 

з* 
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Функция а представляет собой биекцию интервала / на / и отлича
ется тем, что а&Сп., Ла(х)/с1хФ0 для Она называется фазой бази
са у; очевидно, она зависит от одной постоянной (и) и от ориентации 
(а^ = ± 1 ) . Отметим, что в случае п=2 множество всех фаз а, опреде
ленных таким образом, совпадает с множеством всех первых фаз урав
нения 2-го порядка в смысле гл. II, п. 4. 

Пусть / = а ( / ) и и : = у ( а - 1 ) . Уравнение Ь[и]=0 на интервале / 
является глобально эквивалентным уравнению / ! [ у ] = 0 на /, а следо
вательно, и уравнению (а). Уравнение / , [ и ] = 0 на / мы называем ка
ноническим уравнением класса глобально эквивалентных уравнений, 
содержащего (а). 

Таким образом, для каждого базиса у уравнения (а) существуют 
фазы, зависимые от одной постоянной и от ориентации, определяемые 
в /. Класс глобально эквивалентных уравнений, содержащий (а), содер
жит уравнение 1 , [ и ] = 0 с базисом и:=(ии ип)т, | и ( * ) | = 1, 
\(1и(()/сН\ = 1 для Этот класс состоит из всех уравнений Ц^у] = 0 на 

У, для которых у(*) : = / ( * ) - и ( а ( * ) ) , ^С1} (1(х)=^0) и а б р ? 
(Ла(х)/с1х=?=0 для хЩ, а ( / )= / ) являются произвольными функциями. 

4. Явная форма канонических уравнений. Пусть / , [и]=0 является 
каноническим уравнением на / , так что | и ( ^ ) | = 1 , \йи(1)[(Н\ = 1 или 
и с 5 „ _ 1 , и /с=5 п_1 для Так как ибС™ и №[и] (/) =̂ =0, то в / справед
ливы формулы Френе (111=11): 

и 1 = щ 

и2 = — ^ + а2(*) и 3 

и з = — а 2 (0и 2 + а 3 ( * ) и 4 (42) 

- а » - . ( 0 и » - 1 + а п - х ( 0 и п 

ПП — а П - 1 ( 0 " п - 1 

(Сравни, например, Г. Е. Шилов: Математический анализ, ч. 3, § 16.42. 
М., «Наука», 1970). 

Легко показать ([29]), что осгбС^ - *, а% (*)Ф0 для 1=2, . . . , п 
(можно предполагать а г ( 0 > 0 не уменьшая общности). Наоборот, для 
произвольных функций а%, удовлетворяющих этим условиям, можно из 
(42) исключить иг, . . . , и п и затем получить для щ уравнение п-го по
рядка в канонической форме. Каждый выбор функций а г 6 С ^ _ \ а г ( 0 > 0 
для №1 дает каноническую форму некоторого уравнения (а). 

Например, для л = 2 , 3 мы получим следующие канонические формы 
уравнения (а) в (произвольном или подходящем) интервале / : 

и " + и = 0 , 

< (0 < (О 

""'-4г+(1+а^)"'-4)" = 0, 

агбС^, а 2 ( 0 > 0 д л я / 6 / . 
5. Дисперсии. Всякая дисперсия 1-го рода колеблющегося уравне

ния (?) 2-го порядка в интервале (—оо, оо) превращает каждый ее 
базис опять в базис (§ IV, п. 6). Это свойство способствует расшире
нию понятия дисперсии на уравнения порядка п^2 ([36]). 
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Рассмотрим уравнение п-то порядка Ь[у]=0 (п^2) на интервале /. 
Функция |€С™, с11(х)/((х^>0 на / , / Щ ( / ) = / , называется дисперсией 

уравнения Ь[у]=0, если существуют /6С^, 1(х)Ф0 на / и регулярная 
постоянная пХп матрица А со свойством 

у ( Н * ) ) = / ( * М - у ( * ) (*е/). (43) 

В случае Л=Е или Л = —Е, мы говорим о центральных дисперсиях; 
Е означает единичную матрицу пХп. 

Очевидно, что уравнение 2>[у]=0 всегда имеет тривиальную цент
ральную дисперсию | = 1(1 на интервале /. Интересным является следую
щий результат, подчеркивающий роль уравнений я-го порядка с пе
риодическими коэффициентами ([36]): 

Если уравнение ^ [ у ] = 0 допускает дисперсию 1=7̂ 1(1, то оно на 
каждом интервале, где 1{х)фх, глобально эквивалентно уравнению 
//-го порядка с «-периодическими коэффициентами, со = соп51:. Нетриви
альные центральные дисперсии уравнения ^ у ] = 0 существуют тогда 
и только тогда, когда уравнение на интервале / глобально эквивалент
но уравнению только с периодическими интегралами с тем же пе
риодом. 

В связи с понятием дисперсий можно утверждать, например, сле
дующее: в пространстве нечетной размерности п не существует замкну
той, центрально симметрической кривой у класса С ? ~ ] , кривизны ко
торой являются везде ненулевыми, т. е. такими, что 

[У ( * ) . / ( * ) . у < » ^ > ( * ) ] ^ 0 д л я * е / . 

6. Геометрические аспекты теории преобразований. Приведенный 
аналитический подход к глобальным преобразованиям уравнений п-то 
порядка имеет свою геометрическую сторону, которая позволяет на
глядно проникнуть в сущность аналитического аппарата теории гло
бальных преобразований ([28], [29], [30]), решать открытые проблемы 
([34]) и находить случайные неточности в сложных аналитических 
процессах, не проводя конкретных вычислений. 

Основой геометрической интерпретации является применение цент
ральной проекции интегральных кривых уравнения 1 , [ у ] = 0 на еди
ничный шар 5п_ь 

Уравнению Ь[у]=0 отвечает в /г-мерном пространстве кривая « 
класса О , лежащая на единичном шаре 5 п -ь вронскиан которой везде 
ненулевой (и в определенном смысле наоборот); каждому интегралу у 
этого уравнения соответствует гиперплоскость р(у), проходящая через 
начало, т. е. центр шара (и в определенном смысле набборот), и ли
нейно независимым интегралам соответствуют разные гиперплоскости; 
каждая нулевая точка интеграла у является параметром точки пере
сечения кривой и с гиперплоскостью р(у) (с той же кратностью). 

При этой интерпретации, например в случае п = 2, содержание 
теоремы по распределению нулевых точек интегралов заключается в 
том, что при каждой ориентации единичной окружности 51 между дву
мя последовательными точками пересечения (с параметрами *1<*з) 
произвольной линии ри проходящей через начало с окружностью 5 Ь 

находится одна и только одна точка пересечения (с параметром х?) 
всякой другой прямой р2, проходящей через начало с окружностью 
•$1: хх<х2<хг (рис. 3). 

В случае п=3 существование уравнения 3-го порядка со всеми ко
леблющимися интегралами дается существованием кривой класса С* 
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без точек перегиба на единичном шаре в 3-мерном пространстве, кото
рая пересечена бесконечно много раз каждой плоскостью. 

На приведенной геометрической модели очень наглядно изобра
жены понятия, связанные с нулевыми точками интегралов, как напри
мер несопряженность, сопряжение точки, колебание и т. п. В частно
сти, показывается, что изучение уравнений п - г о порядка с колеблю
щимися интегралами ведет к изучению некоторых объектов на ком
пактных множествах, что допускает применение сильных средств то

пологии. (См., например, решение вопро
са существования уравнения 3-го поряд
ка, у которого каждое 2-мерное интеграль
ное подпространство содержит одновре
менно колеблющийся и неколеблющийся 
интегралы, [34]). 

7. Заключение. Приведенные основы 
теории глобальных преобразований урав
нений п-го порядка дают первое пред
ставление о сложности изучения глобаль-

Р и с 3 ных свойств этих уравнений. Методы и 
результаты разных дисциплин (аналити

ческий аппарат преобразований, алгебраическая теория колеблющихся 
уравнений 2-го порядка, функциональные уравнения, центроаффинная 
дифференциальная геометрия кривых в «-мерном пространстве, тополо
гия, теория динамических систем), существенно применяющиеся уже в 
этих основах, являются средствами, от которых можно ожидать, что они 
составят полную теорию глобальных свойств обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений п-го порядка — недостижимой цели мно
гих до сих пор существующих стремлений. 
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