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1. INTRODUCTION 

Dans l'article suivant nous considérons les équations différentialles 

ordinaires linéaires d u deuxième ordre de la forme jacobienne 

y"=Q(t)y, (0 

aux porteurs continus dans l'intervalle j=(—00,00): Q e C ° . N o u s 

supposons ces équations oscillatoires et donc, jouissant de la 

propriété que leurs intégrales admettent infiniment beaucoup de 

zéros qui s'accumulent vers les deux extrémités de j. N o u s désignons 

par M l'ensemble {{Q)} ou bien, par occasion, l'ensemble {Q}. 
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188 O. BORÛVKA 

On sait que toute équation ( 0 e M peut être transformée dans 
toute équation {P)eM. Cela veut dire qu'il existe de fonctions-
phases, X, changeant chaque intégrale y(x) de (Q) dans une intégrale 
Y{t) de (P) suivant la formule 

Y(t)=—L=ylX(m (0 î c = const.) 

La fonction X s'appelle transformateur de (Q) dans (P). Ces 
transformateurs sont précisément les intégrales de l'équation de 
Kummer 

-{X,t} + Q(X)X'2(t) = P{t) (QP) 

et donc, leur ensemble est l'intégrale générale de (QP). 
Rappelons qu'on appelle fonction-phase toute fonction 

A:j™j, AeC\ A'±0 

(dans j). L'ensemble des fonctions-phases, muni de la loi de 
multiplication définie par composition de fonctions, est un groupe, 
^ , appelé le groupe des phases. O n désigne par ^ + le sous-groupe de 
^ formé des fonctions-phases constamment croissantes: ^=>^ + . 

On appelle dispersion de (Q) (ou bien de Q) tout transformateur X 
de l'équation (Q) dans elle-même. Les dispersions de (Q) sont donc 
les intégrales de "l 'équation des dispersions" (QQ). Leur ensemble 
muni de la loi de multiplication définie par composition de fonctions 
est le groupe des dispersions de (Q), JS? E . O n désigne par JS?Q le sous-
groupe de SfQ formé des dispersions constamment croissantes: 

II. É N O N C É D U P R O B L È M E 

Nous allons nous occuper du problème suivant: Déterminer les 
dispersions constamment croissantes qui transforment simultanément 
deux équations (Qj), (Q^e AT dans elles-mêmes. En d'autres termes, 
il s'agit de la recherche des intégrales constamment croissantes qui 
vérifient à la fois les équations (QiQiXiQzQi)-
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Notre méthode employée pour résoudre ce problème est fondée 
sur le fait que les transformateurs correspondant au problème en 
question forment un groupe, ^ Q I Q 2 , qui est l'intersection des groupes 

III. E T U D E D U P R O B L È M E 

1. Considérons les équations (0J, (02)e A/, Q^Q2, et désignons 

^QlQ2 = ^ Q l

n - ^ Q i -

^QxQi
 e s t d ° n c u n sous-groupe de formé des intégrales 

constamment croissantes, AT, qui vérifient simultanément les 
équations 

- {X, t} + QiX)X'2(t) = Qt{t) (V t <=;; i = 1,2) (0,0,) 

2. Soient A , IB ( <= j) les ensembles 

A = E,lt €j; 01(t)-C2WfO], 

B = Exlx€J;Ql(x)-Q2(x) = 0l 

L'ensemble (0=^) A résulte, manifestement, ouvert. Donc, A est la 
- réunion d'un ensemble dénombrable des intervalles ouverts et 

disjoints, i a : A = u i a (a =1,2,...). L'ensemble B, à son tour, est le 
complément de A dans j: A u B = j ; donc IB (vide ou non) est fermé. 

U n point (t,y)(=jxj est dit de la première espèce si les deux 
coordonnées t,y sont à la fois éléments de A ou de B. Il est dit de la 
seconde espèce dans le cas contraire. 

1. Pour Çe&QtQz tout point {t,Ç(t)) {tej) est de la première espèce. 

En effet, pour É t ^ G i Q j o n a 

Kitf(0)"QimW2{t) = 04(f)-Q2(t) Vtej 

et, par hypothèse, Ç'(t)>0. Il en résulte la proposition. 
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COROLLAIRE Aucune fonction ^S^QiQi ne passe par un point de la 
seconde espèce. 

3. Radicaux. 
Nous appelons radical des équations (QJ, (Q2) par rapport à e la 

fonction définie dans j: 

Re(t)=\^\Q^)-Q2(r)\dx, 
e 

e (e;) étant un nombre fixe quelconque. Pour simplifier, nous 
écrivons souvent R au lieu de Re. 

Les formules suivantes sont évidentes: 

R{e) = 0, R(t) ^ 0 pour t > e, R(t) % 0 pour t < e, 

ReC1, K'W = v1fii(0-G2(0|£0 pour t e j 

Pour tx.t2e j,tl<t2 on a, manifestement, 

R(t2) ~R(h) = ? V I Ô i W - e 2 ( T ) | ^0 
'i 

La fonction y/\Qi — <22| étant continue dans j, la relation 
i?(f1)</?(f2) subsiste précisément dans le cas s'il existe un nombre 
te[ti, t 2 ]n A. 

Il en résulte, en particulier, la proposition suivante: 

2. a. Pour f l 5 f 2 e A , tl<t2 on a R{ti)<(t2). 
b. Pour tt, t2ej, tl<t2 on a R(ti) = R(t2) précisément dans le cas 

[fi.t2]
 c B -

Nous allons continuer par établir d'autres propriétés de la 
fonction R. 

3. Soit Xe&+ un transformateur de Véquation (Qù dans (Q,) 
(i'= 1,2). On a alors 

R = R(X), 

R étant le radical des équations (Qi), (Q2) par rapport à i=X~l(e). 
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Démonstration. On a, par hypothèse, 

^/\Ql(X)-Q2(X)\X'(t)=y|ôi(0-&(0| 

et donc 

R'(X)X'(t) = J\Qi(t)-Q2(t)\ V f e j. 

Il en résulte facilement l'achèvement de la démonstration. 
Toute fonction £ e ^ g l f i a transforme l'équation (Qt) dans elle-

même. Par conséquent, le radical R jouit, d'après 3, de la propriété 
suivante: 

4. Pour ÇG&Q^ on a 

Rm = R(t) + RZ(e) Vfe ; . (1) 

Nous écrivons, pour simplifier, RÇ au lieu de JR(^). 

La formule (1) entraîne à son tour les formules suivantes valables 
pour d'arbitraires fonctions Çlt ^ 2 e ^ c 1 c 2

: 

RUt) - RM) = Rtl(e)-RUe\ (2) 

Rtitiit) = m + Rtiie) + RUe) Vr e j. (3) 

5. Soient { L F { 2 6 ^ Q i C 2 . La re/af/on KÉiW^K&W V t e J entraîne 
Zi(t) = Ut)Vtsj. 

Démonstration. Soit / a (e/) l'un des intervalles ci-dessus formant 
l'ensemble A . S'il existe un nombre xeia tel que £i(x)#<2;2(x), o n a 

d'après 2b: ^ ( X ) G B , et encore, d'après 1: < 1̂"
1

1̂(x) = x e B , ce qui 
est absurde. Il en résulte fi(£) = <!;2(0 V*e i B . Or, les fonctions £ x , <̂ 2 

étant intégrales de l'équation ( d ô i ) et dont les valeurs coïncident 
dans i„, le théorème sur l'existence et l'unicité des intégrales de 
l'équation (Q^) [1] entraîne l'égalité Zi{t) = Ç2(t) Vte; . 

6. groupe &QXQ2 est abélien. 

En effet, on a pour ^ , £ 2 e ^ i C 2 , d'après (3), RÇ2Çl{t) = RÇlÇ2{t) 
Vf ey et donc, d'après 5, Ç2Çi = £iÇ2-
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4. Ordre du groupe &QXQ2-

7. Soient f i , É 2 e ^ Q L Û A ; t0ej. Légalité Çi(t0) = Ç2(t0) entraîne ^{t) 
= ç2(t)Vtej. 

En effet, l'égalité en question entraîne, d'après (2), la relation RÇ^t) 
= R£2{t) V t ej. Il en résulte la proposition. 

D'après 7 on a sur ^QXQ2 un ordre appelé naturel dont la relation 
d'ordre, -<, est définie-de la façon suivante: 

Pour Ê i , É 2 e ^ Q L C 2 , le symbole èi<Ç2 signifie $ 1 ( 0 < ^ ( 0 V F ej-

On a, évidemment, pour £ ^ , ^ 2 G ^ Q I Q I , É I - < É 2 : É I É - < £ 2 £ , 

ççy<^2, ce qui montre que l'ordre en question est linéaire. 

5. Paramétrisation du groupe ^QXQ2-

U n nombre eej étant choisi, nous définissons l'application 
'^e'^Q1Q2~*'J de l a manière suivante: Pour ^^QXQ2 on a j^c<^ = ^(e). 
Cette application prend le nom paramétrisation de ^QXQ2 par rapport 
à la base e, et nous écrivons, par occasion, si au lieu de sé'e. Le 
nombre ^(e) est dit le paramètre de £ en «s/ e. Evidemment, e est le 
paramètre de l'élément-unité du groupe ^QXQ2^ M- Une 
paramétrisation de ^QXQ2 étant donnée, on parle du groupe 
paramétrisé. Dans la suite nous supposons généralement que ^QXQ2 

soit paramétrisé. 
Désignons par Pe (plus brièvement: P) l'ensemble des paramètres 

des éléments du groupe ^QXQ2 paramétrisé par rapport à e. On a, 
manifestement, eeP et la formule aeP entraîne a = Ç(e) pour un 

D'après 7, l'application s/ est une bijection de &*QXQ2 sur P . 
D'après 1, on a P c A ou P c B suivant que e e A ou eeU. 

8. Le radical Re va constamment en croissant sur Pe. 

Démonstration. Soient £i(e), <!;2(e)eP, < 1̂(e)<< 2̂(e). On a, 
manifestement, R^^-^R^é). L'égalité RÇl(e) = RÇ2(e) entraîne en 
vertu de (2) et 5, la contradiction £,\{e) = è,2{e). 

6. Le groupe 

Soit 0>e (ou 0>) le groupoïde (P,°) dont l'opération binaire, °, est 
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définie de la manière suivante: 

Pour ZAe), £ 2 (e)eP on a { ^ " W ^ ^ ) . 

9. 0> est un groupe à Vunité e. 

Démonstration, a. O n démontre facilement l'associativité de 0>. 

b. O n a pour 

«e) e&:e° Ç{e) = Ç(id{e)) = Ç{e) ° e = = «e) 

et l'on voit que e est l'élément neutre de &. 

c. Pour ^{e)e^ on a Ç~1(e)e&> et l'on démontre que est 
l'élément inverse de Ç(e) dans &. 

Le groupe ^ prend le nom groupe des paramètres du groupe 
^QiQi P a r r a P P o r t à la base e, ou bien, plus brièvement, groupe des 
paramètres. 

10. Le groupe 0> est abéîien. 

En effet, le groupe étant abélien, & jouit, manifestement, de 

la même propriété. 

11. Lordre classique du groupe & résulte linéaire. 

Démonstration. Nous avons à montrer qu'on a, pour £i(e), <!;2(e), 

Z(e) o Ue) < ° £ 2(e); ^(e) ° fle) < É2(e) ° %e) 

ou bien, en d'autres termes: 

{ i { W < { 2 * ) ; K i W < « a ( e ) . 

Or, l'inégalité <^1(r)<^2(e) entraîne ^ < ^ 2 et i l en résulte la 
première formule; In validité de la seconde résulte de ceci que la 
fonction Ç va constamment en croissant dans j. 

12. La paramétrisation réalise un o-isomorphisme du groupe 

&Q,Q2

 s u r 

AA G 
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Démonstration. Nous savons que l'application s/ est une bijection 

de ^ Q , Q 2 sur @. De plus, on a pour ^ i , ^ 2 e ^ e 1 Q 2

: 

et encore, pour <^i-<^2 : ^i( E )<^2( E ) e t donc 
Nous désignons par 0t le groupe additif des nombres réels. 

7. Application R*. 

Désignons par R* la fonction partielle de R, définie sur l'ensemble 
P: 

R*(t) = R(t) V Î E P . 

D'après 8. L a fonction R* va constamment en croissant sur P. 
Soit R*(P) = H . L'application R * : P - » H qui fait associer à tout 

élément £(e)eP le nombre R*Ç{e)eH est manifestement une bijection 
de P sur H. 

13. Lensemble H est clos par rapport à l'addition + . 

En effet, pour a, b e H on a 

et donc, en vertu de (3): a + b = R*Ç2Çi(e)£H. 

14. Le groupoïde = (H,+) est un sous-groupe de !%, O/aéë, et 
l'application R* réalise un o-isomorphisme de 0> sur <2/. 

Démonstration. L a première partie de la proposition est évidente. 
Il est encore clair que l'application R* de 0* sur <& est biunivoque. 
Pour Çl{e),Ç2{e)e0> on a 

R*LUe) » É2(e)] = K*É2Éi(«) = + W«) 

et cela montre que l'application R* est homomorphe. Finalement, 
^!(e)<^2(e) entraîne R*Çl(e)<R*Ç2(e), étant donné que R* va 
constamment en croissant sur 
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T H É O R È M E (fondamental) Le groupe ^QtQ2 est o-isomorphe au 

groupe <&. 

Démonstration. L'application s/ réalise, d'après 12, un o-
isomorphisme de &QIQ2 sur & et, en vertu de 14, R* est un o-
isomorphisme de & sur <&. Il en résulte que l'application & 
= R*S/:&QIQ2-+<& est un o-isomorphisme de & £ l Q l sur ®f. 

C O R O L L A I R E Le groupe ^ Q , Q 2 est image o-isomorphe d'un sous-

groupe de â&. 

8. Conséquences du théorème fondamental. 

L'importance du théorème en question pour nos recherches 
consiste en ceci que, toute propriété du groupe qui reste inaltérée 
par des o-isomorphismes, se trouve transférée, par l'application 
J * " 1 , au groupe &QIQI 

Or, étant un sous-groupe de seuls les trois cas suivants 
peuvent se présenter: 1° <̂  = {0}; 2° <& = {vc), v entier, c>0; 3° <& est 
dense en O n sait encore que, si est borné on a ^ ~ { 0 } . 

A. B ^ 0 . 

15. Dans le cas B ^ 0 le groupe ^QXQ2 coïncide avec le groupe {id} 
ou bien résulte monogène infini. 

Démonstration. Il suffit, évidemment, de montrer que le groupe 
n'est pas dense en 

Or, supposons la contraire et donc que l'ensemble H résulte dense 
en 0t. 

Choisissons pour base de la paramétrisation s/ un nombre 
quelconque e e B ; nous avons alors Pc=B. 

Soit ia<=A l'un quelconque des intervalles ouverts dont A est la 
réunion. 
. Soient xlix2eia,x1<x2, et donc [x 1 ,x 2 ]<=i a czA. L a fonction R 
( = i? e) allant constamment en croissant dans ia nous avons 
R(xL)<R(x2). Or, H étant dense en 01, par hypothèse, i l existe un 
yeH tel que R(Xi)<y<R(x2). Il en résulte, pour un z e P c B : 

y = R*(z) = R(z) 
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et donc R{xl)<R(z)<R(x2). On a, par conséquent, xl<z<x2 ce qui 
est absurde en vue de [ x , , x 2 ] c A . 

Les propositions 16, 17 indiquent de suffisantes conditions sous 
lesquelles ^>Q1Q1 coïncide avec le groupe {id} ou bien résulte 
monogène infini. 

16. Le groupe ^QVQ2 coïncide avec {id} si Vensemble B (^0) est 
borné. 

Démonstration. L'hypothèse en question étant remplie, i l existe un 
élément-maximum de B, a (eB). 

Soit £ e ^ Q i C 2 . On a, d'après 1, £ (a )eB et donc a^Ç(a). Or, 
ç 1 e ^ g i Q 2 étant l'inverse de Ç on a, évidemment, 

et encore £ - 1 ( « ) G B , ^~1(a)^a. Il en résulte f - l ( a ) = a, £{a) = a = id(a) 
et cela entraîne d'après 7: ^ = id. 

17. Supposons que les fonctions Qi,Q2 soient périodiques avec c 
(>0) et qu'il existe un nombre xej tel que Qi(x) = Q2{x) tandis que 

fiiW^fiaW V f e ( x , x + c) 

On a alors 

^QlQ2 = {id+vc}, 

v entier. 

Démonstration. O n a par hypothèse 

A = u ( x + vc,x + v+le) , B = {x + vc}, 

v entier. 
Toute fonction id + vc vérifie les équations (QjQj), î = 1,2, ce qui 

entraîne ^Q^ZD{id + vc}, v'entier. 
D'autre part, soit £G&QXQ2- L'hypothèse x e B entraîne £(x)eB; il 

en résulte Ç(x) = x + mc, m étant un entier. O n voit que les fonctions 
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Ç, id + mc prennent au point x la même valeur et cela entraîne leur 
coïncidence. Il en résulte ^ Q , Q 2

c { i d + vc}, v entier, et cela achève la 
démonstration. 

B. B = 0. 

Dans ce cas les fonctions Qi,Q2 n'ont pas des valeurs communes 
et l'on peut supposer sans restreindre la généralité, Qi(t)—Q2(t)>0 
Vt e y. Le radical correspondant R ( = Re,esj étant choisi 
arbitrairement) va constamment en croissant dans j et l'on a R'(0>() 
VteJ. 

18. Si R est borné on a ^Q^^iid}. 

Démonstration. Si R est borné le groupe <& en est aussi; par 
conséquent <̂  = {0} et donc &QlQ2 = {id}. 

Si R n'est pas borné, deux cas peuvent se présenter, suivant que 
Ri<$+ ou bien Re<0+. 

Dans le premier cas nos méthodes ne donnent pas au sujet du 
groupe ^ Q , Q 2 d'informations allant au delà du théorème 
fondamental. 

Nous considérons dans la suite l'autre cas où le radical est une 
fonction-phase. Cette hypothèse s'exprime, évidemment, par la 
formule Qi-Q2eC2. 

L'hypothèse en question, Re<&+, entraîne R~le<&+. 
Or, la fonction R'1 transforme la fonction Qt (i= 1,2) dans 

P^-{R-\.} + QJiR-l)R-V2 

et l'on a, évidemment, 

K - 1 2 = 
1 1 

R'\R~l) Qi{R-l)-Q2{R-1) 

et donc 

p,.= - { / r V } + 
ex* - 1 ) 

Qi{R-l)-QiiR-1)' 
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Cette formule entraîne, en particulier, 

Pl~P2 = L (4) 

On voit que les fonctions P 1 , P 2 résultent simultanément non-
périodiques ou bien elles admettent la même période (primitive) c 
(>0) ou bien elles gardent des valeurs constantes. On a, 
manifestement, (P,) e M . 

Or, l 'équation (P,) étant la transformée de {Qt) par R~l, on a ([2]) 

&tjx = R<?£R~1 n R X ^ R ~ 1 = K(JSf £ n S t ^ R ~ 1 = R&ïlQlR~1 

Nous entendons pour le moment sous période de la fonction P ( 

(i = l,2) tout nombre kej tel que Pt(t + k) = P^t) V r e ; . Nous 
conservons le nom période primitive de Pt pour la plus petite période 
positive de Pt, c>0, de sorte que, s'il en existe, la fonction Pt résulte 
périodique avec c. 

Soit K l'ensemble des périodes de Pt. On a, évidemment, /C=̂ 0, et 
le groupoïde X = (K, + ) est un sous-groupe de ^ : / c £ 

Le groupe X coïncide avec {0} ou bien i l resuite monogène infini, 
(c), ou bien se trouve confondu avec ^2, suivant que les fonctions P f 

résultent non-périodiques ou bien périodiques avec c ou bien qu'elles 
sont des constantes. 

Or, grâce à la relation (4) le groupe ^pxp2 peut être déterminé par 
un calcul direct. En effet, tout élément Xe&£iP2 vérifiant 
simultanément les équations (P,P,) (i = 1,2), on a 

et cette formule entraîne 

et donc 

(5) 

LPi(xr-P2(X)^x- f2=px-p 2> 

et donc, en vertu de (4), X(t) = t + k Vtey, & = const. L a fonction X 
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étant intégrale de l'équation (P,P,), on a keK. Il en résulte 
facilement 

&îlP2 = {id + k} VfceJT. (6) 

Les considérations précédentes permettent de caractériser le 
groupe & £ l Q 2 . 

19. Le groupe &QXQ2 coïncide avec le groupe {id} ou bien il résulte 
monogène infinie ou bien planaire, suivant que les fonctions P( sont 
non-périodiques ou bien périodiques ou bien sont des constantes. 

Démonstration. Les formules (5), (6) entraînent 

^QIQI=R~1IR+^ v^Gjr. (7) 

i) Si les fonctions Pt sont non-périodiques, on a JT = {0} et la 
formule (7) entraîne ^QTQ2 = {id}. 

ii) Si les fonctions Pt sont périodiques avec c (>0), on a Jf = {vc}, 
v entier, et, d'après (7), ^ Q , Q 2 consiste en fonctions Çv = R~i(R + vc). 
Donc ^QXQ2 est le groupe monogène infini (^J. 

iii) Si les fonctions P{ sont des constantes, on a X = M. D'après (7), 
le groupe ^c,c 2 consiste en fonctions Ç^R'^R + k] Vkej. On voit 
qu'il passe, par tout point (t0,y0)ejxj précisément un élément 
£ 0 e ^ Q | Q I à savoir la fonction £ 0 déterminée par las valeur k = R{y0) 
—R(t0). Il en résulte que le groupe &QXQ2 est planaire ([3]). 

Remarquons que dans le cas Qy — Qi = U e=0, on a R = R~1 = id, 
Pi = Qi (i= 1,2) et la proposition 19 subsiste pour Pi = Qi. 

Remarque. En ce qui concerne les équations différentielles linéaires 
d'ordre n^3, de fondements d'une théorie algébrique des 
transformations de ces équations ont été considérés par F. Neuman 
([4], [5]). 
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