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1. INTRODUCT.ON

Dans l'article suivant nous considérons les équations différentialles
ordinaires linéaires du deuxiéme ordre de la forme jacobienne

y'=0(1)y, (%)

aux porteurs continus dans Pintervalle j=(—o0,0): Q€C° Nous
supposons ces équations oscillatoires et donc, jouissant de la
propriété que leurs intégrales admettent infiniment beaucoup de
zéros qui s’accumulent vers les deux extrémités de j. Nous désignons
par M I'ensemble {(Q)} ou bien, par occasion, I'ensemble {Q}.
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188 O. BORUVKA

On sait que toute équation (@)e M peut étre transformée dans
toute équation (P)e M. Cela veut dire qu’il existe de fonctions-
phases, X, changeant chaque intégrale y(x) de (Q) dans une intégrale
Y(t) de (P) suivant la formule

c
Y()=———
VIX0)

La fonction X sappelle transformateur de (Q) dans (P). Ces
transformateurs sont précisément les intégrales de I'’équation de
Kummer

y[X(©)] (0#c=const)

—{X, 1} +0(X)X"*(t)= P(t) (QP)

et donc, leur ensemble est I'intégrale générale de (QP).
Rappelons qu’on appelle fonction-phase toute fonction

A:j>j, AeC3, A'40

(dans j). L’ensemble des fonctions-phases, muni de la loi de
multiplication définie par composition de fonctions, est un groupe,
¢, appelé le groupe des phases. On désigne par 4* le sous-groupe de
¢ formé des fonctions-phases constamment croissantes: ¥ o4 *.

On appelle dispersion de (Q) (ou bien de Q) tout transformateur X
de I’équation (Q) dans elle-méme. Les dispersions de (Q) sont donc
les intégrales de “I’équation des dispersions” (QQ). Leur ensemble
muni de la loi de multiplication définie par composition de fonctions
est le groupe des dispersions de (Q), £,. On désigne par £ le sous-
groupe de %, formé des dispersions constamment croissantes:
Lo L,

Q Q-

IIl. ENONCE DU PROBLEME

Nous allons nous occuper du probléme suivant: Déterminer les
dispersions constamment croissantes qui transforment simultanément
deux équations (Q,), (Q,)e M dans elles-mémes. En d’autres termes,
il s’agit de la recherche des intégrales constamment croissantes qui
vérifient a la fois les équations (Q,0Q,),(0,0,).
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Notre méthode employée pour résoudre ce probléme est fondée
sur le fait que les transformateurs correspondant au probléme en
question forment un groupe, 9’5102, qui est l'intersection des groupes
Lo, ZLg,:

1? 2°

+  _ o+ +

lll. ETUDE DU PROBLEME
1. Considérons les équations (Q,), (Q,)e M, Q, #Q,, et désignons
951Q2=$5| hgaz.

P30, €st donc un sous-groupe de ¥* formé des intégrales
constamment croissantes, X, qui vérifient simultanément les
équations

—{X,} + QX)X *()=0(1) (Vtej; i=1,2) (Q:Q)
2. Soient A, B (cj) les ensembles
A=E[tej;0,(t)— Q) #0],
B=E,[x€j;Q,(x)—Q(x)=0].

L’ensemble (d#) A résulte, manifestement, ouvert. Donc, A est la
~ réunion d’un ensemble dénombrable des intervalles ouverts et
disjoints, i A=vi, (x=1,2,...). L’ensemble B, & son tour, est le
complément de A dans j: A u B=j; donc B (vide ou non) est fermé.

Un point (t,y)F, xj est dit de la premiére espéce si les deux
coordonnées t, y sont a la fois éléments de A ou de B. Il est dit de la
seconde espece dans le cas contraire.

1. Pour {2y o, tout point (t,&(t)) (t€)) est de la premiére espéce.

En effet, pour (€23 o, on a

[Q.(5(1)— Qo(EWNIE*()=Qs(1)— Q1) Viej

et, par hypothése, £'(t)>0. Il en résulte la proposition.



190 O. BORUVKA
COROLLAIRE  Aucune fonction £E€Pg o, ne passe par un point de la

seconde espéce.

3. Radicaux.
Nous appelons radical des équations (Q,),(Q2) par rapport a e la

fonction définie dans j:

R)=§ /[0, = 050 dx,

e (gj) €tant un nombre fixe quelconque. Pour simplifier, nous
écrivons souvent R au lieu de R,.
Les formules suivantes sont évidentes:

R(e)=0, R(t)=0 pour t>e, R(t)<0 pour t<e,

ReC', R(1)=4/]0:(t)— Q|20 pour te}

Pour t,.t, € j,t; <t, on a, manifestement,

R(t;)— R(ty) =:f\/|QI(r>— 0,(0] dr20

La fonction IQx—Qz' étant continue dans j, la relation
R(t,)<R(t,) subsiste précisément dans le cas s’il-existe un nombre

tet,, t,]NA.

Il en résulte, en particulier, la proposition suivante:

2. a. Pour t,t,eA, t,<t, on a R(t;)<(t,).

b. Pour t,, t,€j, t;<t, on a R(t,)=R(t;) précisément dans le cas

[t,, 1;]<B.

Nous allons continuer par établir d’autres propriétés de la
fonction R.

3. Soit X€%* un transformateur de [léquation (Q;) dans (Q)
(i=1,2). On a alors

R=R(X),

R étant le radical des équations (Q,), ((,) par rapport a é=X"1(e).
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Démonstration. On a, par hypothése,

V12:1(X) = 0:(X)| X' (1) =/ ,(6) — 0,(0)

et donc

RX)X'(0)=/|0:0-0,(0] Vtej.

Il en résulte facilement I'achévement de la démonstration.

Toute fonction {eZg o, transforme I'équation (Q,) dans elle-
méme. Par conséquent, le radical R jouit, d'aprés 3, de la propriété
suivante:

4. Pour (e Pg o, 0na
R{(t)=R(t)+ R&(e) Viej. (1)

Nous écrivons, pour simplifier, R¢ au lieu de R(¢).
La formule (1) entraine a son tour les formules suivantes valables
pour d’arbitraires fonctions &;, ;€2 o,:

R¢,(6)— RE,()=R& (e)— REx(e), @)
RE6:()=Ru)+REy(e)+REy(e)  Vee . ()

5. Soient &, £,€24 o, La relation RE,(t)=RE (1) Viej entraine
§1()=28(t) Ve

_ Démonstration. Soit i, (cj) 'un des intervalles ci-dessus formant
" I'ensemble A. S’il existe un nombre xei, tel que &,(x)#¢&,(x), on a
d’aprés 2b: &,(x)eB, et encore, d’aprés 1: &y !¢ (x)=xeB, ce qui
est absurde. Il en ré.ulte &,(t)=¢&,(t) Vtei,. Or, les fonctions &, &,
étant intégrales de I'équation (Q,Q,) et dont les valeurs coincident
dans i, le théoréme sur I'existence et l'unicité des intégrales de
Iéquation (Q,0,) [1] entraine I'égalité &,(t)=¢&,(¢) Vtej.

6. Le groupe g o, est abélien.

En effet, on a pour &, {,€Pg o,, d'aprés (3), REE,(8)=RE,&,(1)
Ytej et donc, d’aprés S, £,&,=¢,&,.
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4. Ordre du groupe 24 ..

7. Soient £1,L,€Pg 0,5 to€j. Légalité &,(to)=&,(to) entraine &y(t)
=¢,(1) Viej.

En effet, ’égalité en question entraine, d’aprés (2), la relation Ré&,(t)
=RE,(t) Vtej. 1l en résulte la proposition.

D’aprés 7 on a sur 2§ o, un ordre appelé naturel dont la relation
d'ordre, <, est définie-de la fagon suivante:

Pour £,,8, €24 o, le symbole &, <&, signifie (1) <&,(t) Vtej.

On a, évidemment, pour & ¢&,,6,€24 4, &1<&x &1E<ERE,
E¢, < EE,, ce qui montre que I'ordre en question est linéaire.

’ . . +
5. Parametrisation du groupe Zg o,.

Un nombre eej étant choisi, nous définissons P'application
A, .”/51Q2—>j de la maniére suivante: Pour Ceg’élgz on a & E=¢(e).
Cette application prend le nom paramétrisation de g o, par rapport
a la base e, et nous écrivons, par occasion, & au lieu de &/,. Le
nombre &(e) est dit le paramétre de & en o/,. Evidemment, e est le
paramétre de Iélément-unité du groupe £5,, id. Une
paramétrisation de 2, , étant donnée, on parle du groupe
paramétrisé. Dans la suite nous supposons généralement que 2 o,
soit parameétrisé.

Désignons par P, (plus briévement: P) I'’ensemble des parameétres
des éléments du groupe 2 o, paramétrisé par rapport a e. On a,
manifestement, ee P et la formule aeP entraine a=¢(e) pour un
(ePg.0,

Drapreés 7, I'application &/ est une bijection de 23 4. sur P.

D’aprés 1, on a Pc A ou Pc B suivant que e A ou e B.

8. Le radical R, va constamment en croissant sur P,

Demonstration. Soient &,(e), &,(e)eP, E&,(e)<é,(e). On a,
manifestement, R&,(e)< Ré&,(e). L'egalite R (e)=R&,(e) entraine en
vertu de (2) et 5, la contradiction &,(e)=¢,(e).

6. Le groupe Z,.

Soit 2, (ou 2) le groupoide (P,°) dont I'opération binaire, o, est
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definie de la maniére suivante;

Pour &,(e), Ex(e)e P on a £,(e) o &x(e)=&,& (e).

9. 2 est un groupe a lunité e.
Démonstration. a. On démontre facilement 'associativité de 2.
b. On a pour

Ee)e P: eo &(e)=L(id(e)) =&(e); &(e) o e=id(e)=E(e)

et I'on voit que e est I'élément neutre de 2.
c. Pour ¢(e)e? on a £~ '(e)e# et I'on démontre que ¢~ '(e) est

I’élément inverse de &(e) dans 2.

Le groupe 2, prend le nom groupe des paramétres du groupe
?75&2 par rapport a la base e, ou bien, plus briévement, groupe des
parametres.

10. Le groupe 2 est abélien.

En effet, le groupe 9’5&2 étant abélien, 2 jouit, manifestement, de
la méme propriété.

11. Lordre classique du groupe 2 résulte linéaire.

Démonstration. Nous avons a montrer qu'on a, pour &,(e), ¢,(e),

Sle)e 2, Lile)<Esle):
_é(e) o&i(e)<&le)o&y(e); &i(e)oL(e)<Ea(e)oEle)
ou bien, en d’autres termes:
o _ €1¢(e) < &,8(e); £€1(e) < Ea(e)-
Or, linégalité &,(¢)<&,(e) entraine &,<¢&, et il en résulte la
premiére formule; l» validité de la seconde résulte de ceci que la

fonction ¢ va constamment en croissant dans j.

12. La paramétrisation </ réalise un o-isomorphisme du groupe
+ g
leQZ sur j.

AA G
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Demonstration. Nous savons que I'application &/ est une bijection
de '@5102 sur 2. De plus, on a pour &,,¢&, eg’a‘qzz

AE & =C18x(e)=¢s(e) o ly(e)=AEyodE =AE 0 AL,

et encore, pour &, <&,:&(e)<&,(e) et donc L&, <HE,.
Nous désignons par £ le groupe additif des nombres réels.

7. Application R*,

Désignons par R* la fonction partielle de R, définie sur ’ensemble
P:

R*(t)=R(t) VteP.
D’aprés 8. La fonction R* va constamment en croissant sur P.

Soit R*(P)=H. L’application R*: P—H qui fait associer a tout

élément &(e)e P le nombre R*((e)e H est manifestement une bijection
de P sur H.

13. Lensemble H est clos par rapport a l'addition +.

En effet, pour a,be H on a

a=R*§1(e)’ b=R*§2(e), éh 62 695102

et donc, en vertu de (3): a4+ b=R*¢{,&,(e)e H.

14. Le groupoide % =(H, +) est un sous-groupe de R, W <R, et
Papplication R* réalise un o-isomorphisme de 2 sur ¥.

Démonstration. La premiére partie de la proposition est évidente.

Il est encore clair que I'application R* de 2 sur % est biunivoque.
Pour &,(e),€,(e)e? on a

R*[£,(e) o &2(e)] =R*E2€,(e)=R*E,(e) + R*E(e)

et cela montre que l'application R* est homomorphe. Finalement,
E(e)<&,(e) entraine R*&,(e)<R*E,(e), étant donné que R* va
constamment en croissant sur 2.,
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TutoreMe (fondamental) Le groupe Pg o, est o-isomorphe au
groupe %.

Démonstration. L’application & réalise, d’aprés 12, un o-
isomorphisme de 25 ,, sur 2 et, en vertu de 14, R* est un o-
isomorphisme de 2 sur #%. Il en résulte que Iapplication &
=R*oA:P; o,—¥ est un o-isomorphisme de P30, SUr ¥.

COROLLAIRE Le groupe 3’51@2 est image o-isomorphe d'un sous-
groupe de X.

8. Conséquences du théoréme fondamental.

L’'importance du théoréme en question pour nos recherches
consiste en ceci que, toute propriété du groupe %, qui reste inaltérée
par des o-isomorphismes, se trouve transférée, par I'application
F 1, au groupe 23 o,

Or, % étant un sous-groupe de %, seuls les trois cas suivants
peuvent se présenter: 1° & ={0}; 2° & ={vc}, v entier, ¢>0; 3° ¥ est
dense en #. On sait encore que, si % est borné on a % ~{0}.

A. B+0.

15. Dans le cas B#@ le groupe P o, coincide avec le groupe {id}
ou bien résulte monogéne infini.

Demonstration. 11 suffit, évidemment, de montrer que le groupe %
n’est pas dense en 4.

Or, supposons la contraire et donc que I’ensemble H résulte dense
en A.

Choisissons pour base de la paramétrisation & un nombre
quelconque ee B; nous avons alors PcB.

Soit i, A I'un quelconque des intervalles ouverts dont A est la
réunion.

Soient x,,X;€i,, X, <X,, €t donc [x;,x,]<i,=A. La fonction R
(=R,) allant constamment en croissant dans i, nous avons
R(x,)<R(x,). Or, H étant dense en £, par hypothése, il existe un
yeH tel que R(x;)<y<R(x,). Il en résulte, pour un ze PcB:

y=R*2)=R(z)
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et donc R(x,)<R(z)<R(x,). On a, par conséquent, x, <z<Xx, C& qui
est absurde en vue de [x,,x,]<A.

Les propositions 16, 17 indiquent de suffisantes conditions sous
lesquelles 2 o, coincide avec le groupe {id} ou bien résulte
monogéene infini.

16. Le groupe 2 o, coincide avec {id} si Pensemble B (+0) est
borné.

Démonstration. L’hypothése en question étant remplie, il existe un
¢lement-maximum de B, a (e B).

Soit £€25 0, On a, d'aprés 1, {(a)eB et donc a=¢(a). Or,
¢ 'e2g 0, ¢tant inverse de ¢ on a, évidemment,

¢l @z¢a)=a,

et encore £~ Y(a)eB, ¢~ Y(a)<a. Il en résulte £~ Y(a)=a, &(a)=a=id(a)
et cela entraine d’aprés 7: €=id.

17. Supposons que les fonctions Q,,Q, soient periodiques avec c
(>0) et qu’il existe un nombre x€j tel que Q,(x)=Q,(x) tandis que

0,(M#FQ,(t) Vie(x,x+c)
On a alors
P, = {id+vc},

v entier.

Demonstration. On a par hypothése
A=u(x+ve,x+v+1c), B={x+vc},

v entier.

Toute fonction id+vc vérifie les équations (Q,Q0,), i=1,2, ce qui
entraine 2 o, > {id + vc}, v Entier.

D’autre part, soit éeg’algz. L’hypothése xe B entraine &(x)e B; il
en résulte &(x)=x+mc, m étant un entier. On voit que les fonctions
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¢, id+mc prennent au point x la méme valeur et cela entraine leur
coincidence. Il en résulte 2 o ={id+vc}, v entier, et cela achéve la
démonstration.

B. B=0.

Dans ce cas les fonctions Q,,0Q, n’ont pas des valeurs communes
et 'on peut supposer sans restreindre la géneralité, Q,(t)—Q,(t)>0
Vtej. Le radical correspondant R (=R,,eej étant choisi
arbitrairement) va constamment en croissant dans j et I'on a R'(t)>0
Vtej.

18. Si R est borné on a 2 o, ={id}.

Demonstration. Si R est borné le groupe % en est aussi; par
conséquent & = {0} et donc 2 o, = {id}.

Si R n’est pas borné, deux cas peuvent se présenter, suivant que
R¢%* ou bien Re%™.

Dans le premier cas nos méthodes ne donnent pas au sujet du
groupe 25, dinformations allant au dela du théoréme
fondamental.

Nous considérons dans la suite 'autre cas ou le radical est une
fonction-phase. Cette hypothése s’exprime, évidemment, par la
formule Q, —Q,eC2.

L’hypothése en question, Re¥%*, entraine R 'e¥*.

Or, la fonction R™! transforme la fonction Q; (i=1,2) dans

Pi=—{R™%,}+Q(R™)R™'?

et I'on a, évidemment,

. 1 1
R—12= _
R*R™) Q(R™)-0,(R™
et donc
-1
: PSPPI L

L Q:i(R™H=0,(R™Y)’
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Cette formule entraine, en particulier,
Pl - P2 = 1. (4)

On voit que les fonctions P,,P, résultent simultanément non-
périodiques ou bien elles admettent la méme période (primitive) ¢
(>0) ou bien elles gardent des valeurs constantes. On a,
manifestement, (P,)e M.

Or, I’equation (P;) étant la transformée de (Q;) par R™1, on a ([2])

£ ,’I, = R$$‘R -1
et cette formule entraine

P} p =RLERVARLE R '=R(L N LER ' =RP o R

et donc
9’5102=R'19’;1P2R. (5)

Nous entendons pour le moment sous période de la fonction P,
(i=1,2) tout nombre kej tel que P t+k)=P(t) Vtej Nous
conservons le nom période primitive de P, pour la plus petite période
positive de P;, ¢>0, de sorte que, §’il en existe, la fonction P; résulte
périodique avec c.

Soit K I'ensemble des périodes de P;. On a, évidemment, K #0, et
le groupoide " =(K, +) est un sous-groupe de Z: 4 cX.

Le groupe X coincide avec {0} ou bien il resulte monogéne infini,
(c), ou bien se trouve confondu avec £, suivant que les fonctions P;
résultent non-périodiques ou bien périodiques avec ¢ ou bien qu’elles
sont des constantes.

Or, grice a la relation (4) le groupe 23 p, peut étre déterminé par
un calcul direct. En effet, tout élément Xep p vérifiant
simultanément les équations (P;P;) (i=1,2), on a

[P1(XJ—Po(X)]X"?=P,—P,,

et donc, en vertu de (4), X(¢)=t+k Vtej, k=const. La fonction X
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étant intégrale de I'équation (P;P), on a keK. Il en résulte
facilement

P, ={id+k} Vked. (6)

Les considérations précédentes permettent de caractériser le
+
groupe 23 o..

19. Le groupe 2 o, coincide avec le groupe {id} ou bien il résulte
monogéne infinie ou bien planaire, suivant que les fonctions P; sont
non-périodiques ou bien périodiques ou bien sont des constantes.

Déemonstration. Les formules (5), (6) entrainent
97’5102=R"‘[R+k] Vkeld. (7)

i) Si les fonctions P; sont non-périodiques, on a J ={0} et la
formule (7) entraine 2§ o, = {id}.

ii) Si les fonctions P; sont périodiques avec ¢ (>0), on a ) ={vc},
v entier, et, d’aprés (7), 23 o, consiste en fonctions E,=R™Y(R+vc).
Donc 97’5102 est le groupe monogeéne infini (£,).

iii) Si les fonctions P; sont des constantes, on a X =Z%. D’aprés (7),
le groupe 23 4. consiste en fonctions {=R™![R+k] Ykej. On voit
qu’il passe, par tout point (to,y)€jxj précisément un élément
£o€Pg,0, 4 savoir la fonction £, déterminée par las valeur k= R(y,)
— R(to). 11 en résulte que le groupe 2; o, est planaire ([3]).

Remarquons que dans le cas Q,—Q,=1, e=0, on a R=R™'=id,
P;=Q; (i=1,2) et 1a proposition 19 subsiste pour P;=0;.

Remarque. En ce qui concerne les équations différentielles linéaires
d’'ordre n=3, de fondements d’une théorie algébrique des
transformations de ces €quations ont été considérés par F. Neuman

([41, [5D).
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