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Seminář 
řBorftvka 

Algebraicko prostory s operátory a j e j i c h realizace  
diferenciálními rovnicemi I..U. 

I . Homogenní algebraicko prostory  
s operátory 

1. tívod. V několika předcházejících přednáškách v tomto semi­
náři Jsem hovořil a algebraických prostorech s operátory v souvl-
n l o s t i s diferonciálníni lineárními rovnicemi.2.vTádu. Uvedl Jsem, 
Se teorie algebraických prostorfi s operátory, která je v algebře 
rozvíjena jiř. po nčkolik desetiletí a zojmé*na v poslední dobo* v 
so u v i s l o s t i s počítači, byla nedávno obohacena modelem homogenního 
;prostoru v oboru diferenciálních rovnic. Jde o model skládající 
se z množiny M vfieoli diferenciálních lineárních oscilatorických 
rovnic JacoMova typu v i n t e r v a l u R« a z grupy G fázových 
funkcí, fcterá operuje na množ i n 5 M jako grup& transformátorů. 
Uvedl jsem, Se tento poznatek má významné důsledky pro další rozvoj 
jak teorie algebraických pro6torfl s operátory tak i pro t e o r i i zm'-
n?ných diferenciálních rovnic, protože umožňuje přenáoet myšlenky, 
pojmy, metody a výsledky z jedná teorie na dr<hou. Jako příklad 
jsem uvedl možnost rozšíření oné algebraicko teorie o t e o r i i blqkA, 
vyvinutou pro zmínčné diferenciální rovnice. - HovnSŽ jsem ve svých 

uvedl 
přednáškách definice a základní poznatky o algebraických -prostorech 
8 operátory, zejména pojen homogenního prostoru a tsý# podvnínku smí; 

a s o c i a t i v i t y , k ter* ovládá tuto t e o r i i . 
V ánctíí a dalSícb rTfi4iá3kách v tonto aenináři budu pokrajovat 

v úvahách smiřujících k rozšíření teorie algebraických prostorrt .: 
o operatory.na eákladS vlastností zmíněného modelu v oboru dif.rovni 



T. 5skladní xivahy. Uvazujme homogenní a l g e b r a i c k ý ý r o a t o r a 

o per?', t o ry 

s k l á d a j í c í eo" 1 'noprásdn<< nnoSiny E a grupy G o p e r u j í c í v mno7.inS E 

fcczLonorfisaer: «c . 

"í-ipnwpňne, xnnoSiriu 7 nazýv&ne po l e p r o s t o r u CR> prvky Grupy 

^U^F^^Sr '̂ a hoTnomorfizmue zobrazuje grupu G do £ rupy íf ( E ) 

81 :1/ ' lající «c 7.e vfiech b i j o k c í po lo I? do sebe:. <3ř i G -> íf ( E ) • 

a oznař-ujece symbolen £ p o p ř I j , j ednotku grupy G p o p ř . g r u p y $0 

Y í n e , lze p l n t í v z t a h y : 

(1) Cty/Ot * A sCj^C C04 x W OA , c j ^ G a V x 6 E 
( Biníř.ená a s o c i a t i v i t a ) •. 

C£ j^ednot^ový o p e r á t o r y 

a d á l e rc/jce p ř e d r o l : l a d , £e p r o s t o r T? j e homogenn í , t j . ' 2 e 

(3) :ar.ipa G operuje v j a n o ž i n S ^ E t r a n z i t i v n í , 4 

n e b o l i , j i ny rc i e l c v y , k a ž d ý prvek x £ E l z e transformovat do každého 

prvku y £ E vhodnýr.i o p e r á t o r y c j £ G (nazýváme je t r ^ s j r o a w i á t o r v 

v p r o s t o r u ČR : c j * x - y ) . 

P ř ipomeÍRe p l a t n o s t i m p l i k a c e : 

Množinu vSech t r a n s f o r m á t o r ů v p r o s t o r u [E prvku x £ E 4.6 p rvku 

y ť?' o7naSujerre T ( x f y } : ) 

Tcxty^jw^ 0 *^**-y} - -> 
?odle ( 4 ) mano • 

T(y>*>s *~Cx,y) . *. 

( l ~ ( x f y ^ z n a * í mnos;inu p r v k ů i n v e r z n í c h k prvkům množeny T (x ,y ) j 

^ 2 T : x ř y ^ ££j" 4>; C 'CT(x ,y )J) . r 

Je u ž i t e č n ý r c z S í ř i t p ř e d c h á z e j í c í pojmy a o z n a č e n í na nepros t í . 
• 

né* rJ ioSiny E * £ E v C ' C C takto i . . 



! 1 n o ? . i n u c ^ ř ( E ' ) n a z ý v á m e c b r a z m n o ž i n y F . ' v y t v o ř e n y m n o ­

ž i n o u G*« S n a d n o v i d í r o , i;.e p l a t í v z t n h y o b d o b n á v z t a h f y n ( 1 ) a ( í 

( 1 ' ) . c j f . ' V x c { (G'J * x ) , G ' c j * H C $ * (Ci * X > YcJfrG a V x f c Z , 

( 2 ' ) ^ F / . 

P o z n á m k y . 

1 . P l a t n o s t v z t a h y ( 1 ^ a (?} j e p o d m í n k o u n u t n o u , a d o s t a ­

t e č n o u , Í by e r u p a G , . T c 1 i ě r á j e o b o r e m o p e r á t o ř i v m n o ž i n S E , o p e -

r o v o l a v h o n o r a o r f i z m e m . 

2 . K d y ž (fír-^)T.*C.E a p p d g r u p a G * £ G o p e r u j e v E * h o m o m o r -

f i z m e m oc/» k t e r ý j e r e s t r i k c i h o m o m o r f i z m u c e n a G ' . • , n a z ý ­

v á m e p r o s t o r s o p e r á t o r y 

r o d ^ r o ^ t o r e m _v E . 

TC torcu s t a č í , , • a b y TOiozina E * b y l a i n v a r i a n t n í v z h l e d e m k G ' , 

t j . G # * T ? ' « T ? # . • 

3 # S t a b i l i z á t o r y . 1 . Tro_ k , v ^ j T _ r v e k ^ £ £J3 J j s j m ^ ž i n _ a ^ y S e c h 

o j ^ r ; $ t o r f l , k j t e r ^ j i c ^ ^ a j í ^ y j ^ , x ^ i y ^ i a n j & £ , £ ^ n r r a . l l a s ý v á m e 

j i e t a b i l l z á t o r ( v p r o s t o r u a o z n a č u j e m e G „ : 

(fO T ( x . x - ) ~ G X . 

W k a a . Z ř e j m o s t a S i u k á z a t : 

x 
A d o . , ^ ^ G x z n a m e n á 6> 4 * x - x , * x =r x . F o d l e (,1^ 

mámo C^cj^x * G J ^ C ^ * * } « G ^ * * x - * » t e d y C<)<Gij* 0 X . 

A d b . O J f G x ^ n a n e n á W+x •=: x a o d t u d p o d l e ( O m á m e 

4 i ~ V x - x » "tedy Co" 4 € &

x • D 

2 . P á l e p l a t í : 

( i } T (x, cd* x } s c*> S* V x £ F "a V « í ř G 

( i i " ) " T ( c o V x , x V - " G ^ ' V x £ Ě a % V < a £ G . 

D ů k a z . O m e z í m e s e n a d ^ k a z Č á s t i ( i i ' . J e j í o b s a h v y j a d ř u j e , 



:o l f . ^ . t ř í d a se ekládá ze všech ope rá to rů , kter<-' t r o n á f p r T 

míj í prvrk r rto prvku oJ4 : Í # 

JI-oTĉ  j r o V ^ £ ' J Č ( X ; w * x) mámo 

^ * r = 0 4 x # 4 f ' * ( ^ x ) - f f ' f * * C C J * x ^ x - fó) * x ^ 

ts*2e C(:? t G * x ) C co O x . 

Vocbor.S, pro ^ a "^cán;* ope rá to r ^ £ G„c mppie 

takže ^ transformuje prvek x áo ^ * x, tedy ^ £ . T ( X , C O Í Í Í x ) , n 

vychází O x G r C ?(.~iG> + x) . Q 

Ttfkaz. Z-volrr.e £ j £ T ( x f s ) . ?nk je y =o 4 x a podlo 2 ( i ) mámo 

T(x,:->-a>&x . T;dlo je podlo ( 4 ) aT4* y ~ x a-podiu 5> ( i i ) ' : T (x ,y ; s 

T o í l i june k dJ le l í i ť i . in výsledku, že s t a b i l i z á t o r y každých dve 

Iříným cVftlfcikrT, t i t o v*ty je poznatek, ř.o vřeor-ny o t . ab i l i zá to 

ry v prse toru E a rovník víiocímy množiny • t rans formátoru T('x,^ 

Cy >:,;.'£? ym^jí tou?, mohutnost( k a r d i n á l n í č í s l o ) • 

Pokud jde»o v l a s t n o s t i mnoňíry ?XxiS) » dokAfietoé jcPtS tuto vS1 

- c ca *x# co - 1 : 0 Tc^ty>w^. 

L-lkv.c. ZvolmR l i b o v o l n ý t rans formátor prvku :: do y , takž o 

*~ y f pale ^c-rCíu' 4 transformuje prvek G> do prvku 

CJTAÍVW^ * * * * * - ^ ^ f x ) c . 
. r£lW.rtree podlomí?")*; (v)i 



A p l i k a c e ' . 

Neclrfc x , y t E a n e c h t X ^ G A G . P a k miw.c i a s x , y i y 
y 

2 v x , y " ) r ? t A - V x , ^ * y ) ~ / l T ( x , y ) A , 

Káy?. X - = ^ C » X V x g T ) , p l a t í p ř e d c h á z e j í c í r o v n o t - ! ; p r o V x , y t 

4 . Symbo lem Vfe o z n a č u j , cíne m n o X i n u v S e c h o t a b i l i z á t o r u v 02 • 

v . i a l í í í c l i ú v a h á c h RS fiaato o e t k á > > s v n i t ř n í m i a u t o n o r f i z m y 

g r u p y G ; V n i t ř n í a u t o m o r f i z m u a g r u p y G j e b i j e k t i v n í z o b r a z e n -

g r u p y G do s e b e , u r č e n o l i b o v o l n ý m p r v k e m t a k t o : 

G ^ ) = 6 'cůG'* Yco é G . 

ITapř v z o r e c ( ^ ) v y j a d ř u j e . ?.e k a ^ d ý o t a b i l i z á t o r G v ^Tln p ř e j d e 

l i b o v o l n ; / m v n i t ř n í m a u t o m o r f i z m e m Q-cve s t a b i l i z á t o r ÉT-, : 

3 ř x « 9 » , x . -
P ř i s t u d i u v n i t ř n í c h u u t o n i o r f i z m ů s r u p y G v c h á z í do ú v a h 

c e n t r u m Z g r u p y G ( . u n o S i n a v S e c h p r v k ů f*ť G z a m č n i t s l n ý c l i o k a S d j 

p r v k e m v G : {• € E ^ j.*d*Coj- V o ) č G . Z a l g e b r y v í c e , Se Z j e i n v a ­

r i a n t n í u o d g r u p a v G a 5*© m n o ž i n a v S c c h v n i t ř n í c h a u t o m o f r i s m ů 

g r u p y G j o . g r u p a i z o m o r f n í a f a k t o r o v o u g r u p o u G / Z . 

K u S e , o z n a č m e p r o Cy , 
Z a. Z A G • I y. x j 

Z ře jmc" j e Z i n v a r i a n t n í p o d f T r u p a v G a z i n k l u z í Z „ C G _ C 

p l y n e , ž e j e i n v a r i a n t n í p o d g r u p o u v G x , Kjíae-. t e d y z e j m ó n a 

CO Z X U ^ x Z x VcJ 6 G 

a d á l e 

- ť M ^ t í C t o f f . J 1 - G w v x , G y ( c J é í f x . y ) ) , 

t a k ž e • 

\ C 7 A G y , 7 . y . 

V y c h á z í Z X C J 7 a o v ř e m t e ' ž Z y C Z x * f t a k ž e m á m e 

Z x ^ Z y V & x • . 



orli jsme k v ý s l e d k u : J 
i 

r-echny s t a b i l i z á t o r y v ' E r m j í s c en t r em g rupy G ; t ý 2 ^ p r ^ n i k . 

T e n J # ^ r ^ i k _ _ j 9 ^ I ! U ^ r ^ ^ ' { ^ ^ ^ ^ s r u ^ a ^ v GJa s o u č a s n í j e i n v a r i a n t n í 

podrrrupou v koí-ficn s t a b i l i z á t o r u . 

5 . Ecilvfc H j e pederupa v G* E £ G . P ř i p o m e ň m e , 2e n o r m a l i z á t o ­

rem g r u p y E v G r o z u m í m e n e j \ 8 t « í podgrupu Jíll c G , v n í f i II j e 

i n v a r i o n t n í : \ 
* t i l ^ V 6 G ; v W a H ) . . ' i 

7 ř e j n r - j e 

Keclrfe n ' ,E (C (i) j s o u po cl/Trupy-v G a I í í c j " H a " * ( G J É G ) . P a k 

7 í i a s . T r o V t ^ H ' náme 

a o d t u d p l y n e 

Ri(Ó?V'o} * ) l ! ( a J V ' < 0 
t a k ž e -

a v y c h á z í JfH'c CJ 'KV.LJ*. Od tud o b d r S í m e z á m ě n o u ui , z a C J a H * 

z a E : Xn' O d Jfabf. Q 

6 . V r a ^ . e S P k úvahám o s t a b i l i z á t o r e c h . 

G '« i t t y -u jc : i e : 

m n o ž i n u v 5 e c h s t a b i l i z á t o r ů v ÍS ( j a k o v y s c } 

. ^ z o b r a z e n í " 2 -> "TE » Č^i G x V x C 3 

e k v i v a l e n c i p ř í c l u s r n o u k z o b r a z e n í ^ , t e d y : 

] í 4 l e o z n i S u j e n o : 

K x Y x ^ E onu t ř í d u nod ^ , k t e r i oc»3ahuje x , t edy 



1 . P r o x ^ J ^ j J j 5 K x - o b r a z prvku^jc v y t A ^ c n ý ^ n o r m a l i z á t o r e m JjŠ 

(10) K x = / / & x * x V x £ 33 

l^v.rs^c. V r o V f ^ 6 a z = V * x mám 3 

t a k ž e 
^ x * x C K x 

P i l o máme p ro z £ K X a p ro l i b o v o l n ý t r a n s f o r a - i t o r co 4 G 

p r v k u x do s L O * X ) 1 • 

t a k ž e 

P p o u ž i t í m t o h o t o v ý c l c d k u 3C onadno o d v o d í •. 

? . ? r o x £T, j o o h r a z p r v k u ^ x j v y t v o ř e n j ' r ^ f a k t o r o v o u g rupou 

4'GJK : . 
K x ^ V G x * x ' » 

a z o b r a z e n í ÍL, : K. , / G ^ . d e f i n o v a n é vsorcen> 

j e b i j e k t i v n í . 

Tokud j d e o o b r a z y t ř í d rood «£j { v y t v o ř e n a o p e r á t o r y p l a t í 

3 . Obra/ . j t r í ú j j r J C y ^ ^ o p e r á t o r e m ^ w t G j e t ř í d a K ^ M x : 

U ) + K x - K w + X V x f E a V & U G . 

P ů k a s . P i2 iao p r o ok»vi?:ik y - ( J * - x . P o d l e (7) a (9} rc&ne 

a d á l e , p o d l e (Jo)a ( i ) 

P o d l e p ř e c h á z e j í c í v 6 t y 5 Je m n o ž i n a t ř í d a o d ^ j , /̂̂ C-̂ x̂ ; 

x g T ! ^ i n v a r i a n t n í v zh l edem ke grupS Tody g r u p a G or-cruje v 

T./<Qj , Ona v £ t a dál'.o u k a z u j e , 2e k a ž d á t ř í d a E x p ř e j d o v h o d n ý a 

o p e r á t o r e m c j £ G do k t e r é k o l i t ř í d y IC ( a s i c e l i b o v o l n ý r t r a n e f o r -

má torem p r v k u x do y ) , t a k ž e /jrupa G o p e r u j e v E / ^ t r a r j i t i vr . f i . Tc 

( E/ůj , G ; Q 6 ^ j^e^iomof^nr^^pr o s t o r ; 

p ř i t o m je ovftea CC^(Co)(Kx)~
 Kcu* x V<J 6 G a ^ * x

 č 2 / * § • 



8 / 

7# . P o d l o VR) roánn 

x x 

F .dy£ p r o n v k t e r ý p r v e k y e E je XG •= G , p a k je K - -Vc v * y 

- G *y - yCr [yp • tedy K - y , a o d t u d v i d i n e , 2e p r v e k y je 

s t a b i l i z á t o r o m G j e d n o z n a č n e " u r S c n . N a o p a k , z K r y plyne y * 
y * , 

t . X G y ¥ y , tedy A ' G y c G y , a vychá.!! „ \ r G y r G y . . ' 
• 

U k á S e n c t 

F d ^ S ^ J T ^ e r ^ e t e l í i l i ^ t o r ^ j r o o t o r u ^ E_ o p l ý v á a o ^ s v ý a ^ n o r r o a -

l i z á t o r e n , p a k k a B d ý ^ a t ^ ^ á ^ r ^ ' J E ^ s p l ý v á ^ e ^ ovjŕm n o ' r £ ^ i z á t o r e n | 

Y c k u t k u , necht p r o n á t e r y p r v e k y £ E j o - ^ G = .G . P a k p r o 

k a ž d ý p r v e k x t í a l i b o v o l n ý t r a n s f o r m á t o r tJ p r v k u y do x 

sáre ^ p o d l e (7)) G x i CJ G y 6 j " , a dále Cfoodle (9)) 
^ r ^ i c J ^ G y O j - ^ G y C j ' i O v . Q 

V p "ŕ o h l e d u vidiac : 

ľ o L r . ' i z e n i C&x E , § ( x ) * & x 

j e buo* i n j o k t i v n í , r. a k k a S d ý p r v o k x f c E j e s v ý m o t a b i l i z á t o r e n j c 

z n a č n * u r i e n , n e b o n e n í i n j e k t i v n í , a p a k ž á d n ý D r v o k x ^ E n e n l OT 

s t a b i l i z á t o r e m j e d n o z n n S n S u r C e n . 

V p r v n í n p ř í p a d ? n a z ý v á n o p r o s t o r 12 n o r m á l n i . 

l o j n é j v i v i d í m e , 5s v n o m á l n í m p v o o t o n i (K m r . j í n n o í i n y E a \ 

o t c j n Á k a r d i n á l n í č l o l t í . 

8. g l o k y . T e o r i e b l o k ů , k t e r o u n y n í v v i n e m e , n á o v i í j p r tvod v 

o b o r a d i f e r e n c i á l n í c h V O T O Í C . V s k u t k u , v ú v a h á c h o d i f e r e n c i á l n í c h 

l i n e á r n í c h r o v n i c í c h 2. ř á d u z a v e d l i j s n e b l o k y j r f co j i » t á n r . o / . i - -

ny t ě c h t o r o v n i c , k o v a r i n r i - t n X o p j a t í o j f í l n o u , l i V . o v o l n í j s v o l e n o u , 

t z v z á k l a d n í r o v n i c í a . Z e j a d n a j s n e z j i o t i l i , 2 c b l o k v z h l o f l e n k 

t j s a h u j i c í l i b o v o l n o u r o v n i c i x , j e o b r a z t á t o r o v n i c e v y t v o ľ ' c n ý 

g r u p o u d i c p o r z í ( c t a b i l i z á t o r e n ) z á k l a d n í r o v n i c e a • 

T e n t o p o j e m b l o k f t n y n í z o b e c n í m e n a b l o k y v h o m o g e n n í c h p r o 3 t o 

r e c h c o p e r á t o r y n v y v i n ě n é p ř í c l u ř n o u t e o r i i . 



P ř i z - ' p i o u s v ý c h ú v a h ne p ř i d r ž u j e m e t C c h t o z á s a d : 

Kdy?. n n o S i n a X obsahuje p r v e k c , o z n i č u j e m e j i ť.12 X . 

Když. ^) X C G p o p ř . k d y ? . X j e n e p r á z d n ý " s y s t d n p o d m n o ž i n v C 

s n a o í n o 

x - « ^ i" <j € X J X \ { J T ř X C X } , 

u m n o ž i n y X , X ~ p o p ř . X , X " n a z ý v a n é r e c i p r o k é . 

P i ď ; o f v r a f e o oo 1: úvahám o p r o c t o r u / S a k d ř í v ě j š í m u o z n a C e n í . 

Zvolme l i b o v o l n á , a l e "pevnS, p r v e k a f E ( t z v , s ^ k j ^ d n l J g r v c k ) . 

V o d o t . 3 . jsmo j i 2 h o v o ř i l i o l e v ý c h a p r a v ý c h t ř í d á c h vzhler" 

k e Rrupo G _ K v * ; l i j e d n o f l x i c h o o t i , p ř í v l a s t e k " v z h l e d e m k e CTUT>S G" a A 

p ř í l e ? . i t o n t n » v y p o u š t í m e a. podobno* n i p o č í n á m e i v j i n ý c h p o d o b n ý c l 

o p ř í p u s t n ý c h p ř í p a d e c h . , 

F ř e d c v č f m p ř i p o m e ň m e , Re l e v á oprava") t ř í d a o b s h u j í c í o p e r á t o a 

^ ^ G j e p o d m n o ž i n a v G , 

Z t e o r i e r r u p zn.<zic v z t a h y 

x a t ( l r a ) > y < x a > 
a v í m e , Jř.o r n o K i n a v ^ e c h l e v ý c h ( .pravých") t ř í d j e r o z k l a d Grupy G f 

t z v . l e v ý ( p r a v ý ) r o z k l a d v z h l e d e m k e G Q , A f t . Z e j m é n a j e 

a r o z k l a d y A Q a ]3 f l j s o u r e c i p r o k é " : ' i 

"a a j " a a " 
Z ú v a h v o d o t . 3 .3 p l y n e 

• x ^ c T ( . u , x ) f x - ú)> a ; y £ z 2 ( y » a . ) » ycc*3A*a ; 

o d t u d v i d i n ě , ž e rovno o t o b r a z e ( v z o r ů . ) p r v k u a v y t v o ř e n ý c h <2v"ma 

l e v ý n i ( p r a v ý m i ) t ř í d a m i i m p l i k u j e r o v n o s t t ě c h t o t ř í d . , 

P r o t o n e p r o s t o r íE j e h o m o g e n n í , p l a t í ( 3 ) . Odtud v y h r f z í , ž e 

k a ž d ý p r v e k x ^ E j e obrazem (vzorem) p r v k u a v y t v o ř e n ý m : . " k t e r o u 

l e v o u ( p r a v o u ) t ř í d o u . D ů s l e d e k i 

03) • • A a * a ^ E - B Q * a . 
- a ' \ j e d n o z n : 

9 . Z t e o r i e r o z k l a d u rcnoSin [1 j v í m e , 2e r o z k l a d y A a 



I 

n* ur5u i dalfcí dva rozklody f3"u.py G, ť 

X a • 3 n • 

Eozfcl..d Ú a C V *) Je zjemnění ( z á k r y t ) kaBddho společného zakryl 

(z jemnění) rozkladli I a , B a • . 

J Xonotnikt ivn? Jsou tyto rozklady definovány takto» 

U a : K«?.dý prvek ú Ú Q Je sjednocením J i s t ý c h levých a "oouCasr 

J i o t ý c h pravých t ř í d vzhledem ke G f t , přiCem?. Jsou každá dvS t ř í d y 

„ x ^ Á a . ý€ Á a l e S í č T v u^Xhcidentnír x c uo y "=5 x n y ^ 

V f l : Každý prvek. v £ V a Je neprázdným prwnikcn něk te rých dvou 

t ř í d x € I a f y C 5 a.« v « x ^ ý (4 -© ') . 

Rozklad ŤJa n á pro dalSÍ úvahy d ů l e ž i t ý význam.íroto přodovřiíra 

připomeneme nebo odvodíme li t tcteró-Jeho - v l a s t n o s t i , - u ž i t e č n é ' pro na5< 

ú č e l e . 

ř r v k y rozkladu U„ nazýváme pásy a rozk lad IL pásový rozklad 
** W A * ~ ~ ^ • - s v ^ - i . .^<w 

75Jhl^™Jfc£^tf r u PO G^. VšinnBne s i , Se rozk lad U f i Je základním prvkor 
a Jednoznační: urGnn 

Ze vzt-ihú (/M) vychází 

Vezmeme v úvahu l i bovo lný pás u £ U a • 

Z Jeho def inice a z toho, Se rozklady A f l a B a Jcou rec ip roká pi j 

že množina u~ Je rovn22 pásem rozkladu U f t a s i c e , p ř i podrobnSJčím 
označeni ( ú : u) z * a 

Odtud vychází 1 

rraeZitý Je vzorec L^J. 
05) u- & a^ G a . 

Z nf-J zejména vidíme, 2e kař.dá^dva operátory a)H , CO í̂ tt, Jcou 

vázány vztahem c*><̂  - ô»"!.» ^ ^ ^ G n , a naopak, Jsou-li operátory 
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<*)A ,CÚ , tCi vázány tímto vztahem n \ , í ř C , , puk lefcí v t^mSc p á s u ^ Z- i ^ ~ - — f s. — — 1̂4. ^ i i , a , , — * . — — - v ~ ~ 

1'noSinn v Tech l evých ( .pravých) t ř í d vzhledem ke G , l e n í c í c h 

pásu ú r je r o z k l a d nnox.iny u ; nazývané j e j l e v ý (pr ' ivý)rozklad páf 

ú a oun-čujono u/A_ (u/B*^ . 
«v» , a u 

lk'me tedy z d e f i n i c e : 
5 / V - ^ Ú Q | x t u j J u / B a - [ ý 6 B a j y ^ ú } 

a d á l e , podle z 

W (u/ÁG)"c u V \ ? Cu/D ar r u * / I a . 

Je z ře jmá , ž e z i nc idence l e v ý c h ( p r a v ý c h ) r o z k l a d ů na p á s e c h 

^ / V £ l J Q p lyne J e j i c h r o v n o s t . 

Množina l e v ý c h ( p r a v ý c h ) rozkls>dfi na pásech u £ U f t j e - rozklad 

množiny A f l ( P a ) | nazýváme j e j pásový z á k r y t rojflclndu Á f i ( B a ) a 

označujeme Á"A ( B f t ) . Každý í>rvek 5 - 6 I f t ( b^fc S q ) j e tedy množil 

l evých (pravých) - t ř í d vzhledem ke G F T , j e j i c h ž s jednocen ím je u . 

Máme tedy podle d e f i n i c e 

a d á l e , podle (14,) : 

- í« j I" = I . a — a * a a 

1 0 . D e f i n i c e a v l a s t n o s t i b l o k u . B l o k y určené* prvkem a j s o u č á s t i 

množiny E p ř i ř a z e n é J i s t ý m zpwopbem k pásům r o z k l a d u U . RozeznávťLv 

l e v é a pravd b l o k y . 

Keclrfe ú ^ TJ a . 

Připomeňme: Pilo u j e s jednocením j i s t ý c h l e v ý c h t ř í d x ( ^ u ) 

s o u č a s n í Je s jednocením j i s t ý c h pravých t ř í d ý a ( č ú ) . EaSdá l e v á 

t ř í d a x a transformuje prvek a na jeho obraz x - x ^ a {LT.) a kaž.dá 

p ravá t ř í d a ý & transformuje j i s t ý v z o r y £ E p rvku a na tento prve 

y a * y = a . 

Nu?.e: 

l e v ý ( p r a v ý ) b lok pá3u ú , A - ( B - ^ , j e množina ob razů Ivzorú 

prvku a y y ^ o ř e n ý c h l ^ y ^ ^ [ I ^ V V E Í ^ t i í d a n i _ v z h l edera ke^G^ l e S i c í m i 

p á s u u : • 
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Z ř r j n r j e 

2. T r n v v (levý") M o k J ^ c u 5-^>i^^^ S^ií^S- ( P £ a v i ^ ) ^> lo^c^ 

PM:*:r . r.tnfcí prov<5ct v p r v n í m p r í p a d č . í lu ř :e , neclrfc y e B - . P a k 

e x i o t u j e p r a v á tHdn y e. u / B a p r o n i ž p l a t i y a * y s . a . " O d t u d máme 

y ~ y"-*. a £ A - - a v y c h á z í B ^ <c A - _ . C b d o b n S o d v o d í m e A - - c B - . C 

(4^ P f . o l e d e l c : A - ^ Ú / A ^ ^ a * p ' ú - l ~ A a > a . 

2. 2 inc j^d^nce^evych ^ p r a v ý c h ) ^ ^ f ^ J ^ P ^ f J ^ ^ j i ^ ^ f t p l y n e 

r o v n o s t t ~ c * t o b l o k u , 

J>>"kas s t a č í o n e z i t na lnv<5 b l o k y . N u ž e , neclrfc x c - A - P j A - , 

u . v £U . P u k l r . v d t ř í d a 5, k t e r á , t r a n s f o m u j e p r v e k a do x , l e ž í 

v u A v . « i d í n e , S e lev* r o z k l a d y n a p á s e c h u a v J o o u i n c i d e n t n l & 

tcíy s r l í v p j í . O d t u d a ' a V y p l y n e A - = . A - • D 

l rno?.ina l e v ý c h Cpravj / ch^b lok^ n a p á c e c h u 6 U Q : 

* a * a = í A u 5 S * U a } ( V a - í B ú J S ^ n V ) 
j e p o d l e P . r c a k l a d v xsnoSiníS E a n a v í c , p o d l e l A ^ . n a r-nožino" E ; n a z j 

i lev^Jjjrav^^ ' ~ 
v á n é 3^3*v Ď T Ó - ^ Ž J ' RJ^T-Kl!!Í v3S^ ^^^ilř-TvJí 3-" 

Z v ~ t y 1. c o u d í n e , ž e o b a b l o k o v á r o z k l a d y o p l ý v a j í v J e d e n j 

n a z ý v a n é j e j ^ l o k o v ^ rojftlj^ ̂ _raoj^nj^ 

P o z n a m e n e j m e , ž e z ( ^ í p l y n e 

V ý v o j p e j n u b l o k o v é h o r o z k l a d u E & z p r v k u a £ E n.*2orao p ř e h l e á 

n 5 v y j á d ř i t t í n t o o c h e r . a t e n ( r o d o k m e n blokx*.)*: 

a 
ti 
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1 1 . Z v r t y 1 0 . 1 v i d i n ě , £e výzkum v l a s t n o o t í b loků rrú/.ome bez újny 

nr. obncnor.tl oncr . i t jrrn. love' b l o k y . K v ů l i jednoduchoct i budene v d ř i 

Bín nazýva t l e v ó b loky páofi u <i TTQ z p r a v i d l a TOM.eda k p r j o 

nebo Tjvont?'- b lo \y? h o ř e j š í o m á č e n í A - v p ř í pus tných p ř ípadech 

zjednodušujeme na A f l nebo A. 

v r t y . ' 

1 . Kafcdý b lok vzhledem kf a , A - , j e obraz prvku a v y t v o l ený 

pasen ú : 

A - e a . 

Ttflcaz. Každý prvek X Í A- j e obraz prvku a vy tvořený j i s t o u 

l e v o u t ř í d o u x^.c u , t akže xs<u>fa , c J ^ u , Odtud p lyne x £ Ú * a , 

t akže A - C u*-a . Uaopak. každý prvek x t ú + a j e x : ^ a p ř i 

vhodném co t u . l e v á t ř í d a l e ? . i v ú a transformuje prvek a v x , 

! t a k ž e x ( A - . Odtud p lyne u * a £ A ^ . £3 

2 . Každý b lok vzhledem k a , A - , j e i n v a r i a n t n í vzhleden ke 

grupo" : 

^ Ga * A ú - A ú ' ' 

M k a z , Knýdý prvek množiny Ca# A - j e x ^ C ^ a ^ - ^ c o * a, p ř i 

vhodných o p e r á t o r e c h ^ £ G a , a ) £ ú , a podle 14$) j e £ G , % £ U . Káně tedy 

x £ u 4va ~ A - a tedy & A * A - c A _ ' . Současné j e A - b t - A - £ G A . * A -

nebo^t -£ je . jednotkou ."Trapy G,. . Q 

3 . K ^ ^ £ J 3 ^ ^ ^ Z ^ ^ 5 ^ J C ^ : » A u » ^ e o t r a z kaSdčho ovdho prvku 
vytvořený grupou G Q i * 

Etfkaz. Vz tah G ^ * x c A - p lyne bezproot řednu z ? . Zbývá tedy 

z j i s t i t p l a t n o s t vz tahu ^ • 

Ku?.'*, nech^ x č A - . Podle 1, e x i e t u j í o p e r á t o r y , t J g u takov-
2e 

a fifllci podle (*$;, o p e r á t o r y | , £ £ C»a s v l a s t n o s t í W * $ • 

Káno tedy 



i v. ,')V.Q m n o ž i n a v ' o c h b l o k u vzh ledem lc a , E , j o r o z k l a d na I 

I c r í k r .Vlý p rvek x t E pri-v" ' v jo . lnon b l o k u vzh ledem k a , A * . T o u l e 

p l a t í 

P l c h j o o b r a z prvkvi x v y t v o ř e n ý n rupou G : 

V C t a 3 . xí í v n a T i c h ú v a h á c h , p ř e s s v o u j ednoduchou s t r u k t u r u / 

d ú l e č i t ý význam a n o h l a by b ý t p o s t a v e n a v C e l o t e o r i e b l o k ů j a k o 

d e f i n i c e b l o k u . O t á z k a j e , z d a by s t u d i u m a l g e b r a i c k ý c h p r o s t o r ů s 

ope <V - r y n a t l o k z x . v e d e n í t é t o d e f i n i c e p ř i r o z e n á , p o d n i í t y , a z d á c 

r £ l o p r a v d ě p o d o b n é , ~zď by n a j e j í m z á k l a d r j b y l y objeveny, bůha té" s o u -

v i s l o c t i v y j á d ř e n é ' ' rodokmenen b l o k ů . 

P o d l e d e f i n i c e p r o s t o r u E , g r u p a G o p e r u j e t r a n s i t i v n ě n a mno-

ž i n č E h o r o n o r f i z n e x (*• . Od tud a p o n o v a ž G f l j e podgrupa v & a každ," 

blok- v z l i l c d o r . k a , A - ^ ^ invariantní v z h l d e m k e G f i ( 2 j , p l y n o I lf]t 

= ( A Ú • G a 
j e heno r ; e n n í r o d p r o s t o r v ; Oc Q j e r e s t r i k c e homornorfizrau -oc n a 0 

Ha.zývánt» j e j b l^kojrvJ?£°XJL°£~ZJP T C 1 ^ 0 Í 2 £ iE. • 

J inoř . inu b l o k o v ý c h p r o 3 t o r ů v JS t 

l N a = t A u » A u ^ ' a l 

n a z ý v a n é b l o k o v ý r o z k l a d p r o s t o r u t3 v zh l ede m k p r v k u a £ E . 

Z d - t r n z n í - n e , Ze r o z k l a d 7,^ j e prvkem a jednoznaono u r S e n . 

.Vesn řme n y n í do ú v a h y t r . J i s f o r n a c e b l o k ů o p e r á t o r y p r o s t o r u C . 

Nechyb t ^ G a A * £ É" a , x < E • 

5. í r n n s f o m a c í z p ř e j d e b l o k A x v b l o k A ? * * : ' 

^ * A a = 'Va • * 
P ú k a s . 7. a ( 7 ) nane 

Odtud p l y n o twCtv 
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6. TTrnsifomacl ~C projde b l o k o v ý j t t í ^ ^ d ^ n n o ^ i j r i y ^y^zhlrdoi 

k 7-řv'Tii , Ť? a f v b l o k o v ý rozklnd rmoSiny E vzhledem k pjvku_ 

a J V j í ctfcleacAi 

7» ^ l ° ' : Í J Y / / N

r o J J ; l , i £ . ^noS iny^ jo k o v á ř i nn t n i trnnji f ó r a a c en; 

s v é h o z á k l a d n í h o prvku" o p e r á t o r y Rrupy G . 

I I . Orientovaná alflebmicV** pros-tory o o-n«»rátor^. 

12. tJvod. Model a l c f j b r f t i c k é h o prostoru a o p e r á t o r y v ob laot i 

d i f e r e n c i á l n í c h rovn ic , o n~mS jsme oe z m í n i l i v o dat l . v F. , 

oe s k l á d á z n n o í i n y T. d i f e r e n c i á l n í c h l i n e á r n í c h o s c i l á t o r ! c k ý c h 

rovnic y " t í ( t ) y (*é j a ( - 0 » i « j i ř f c 0 J ) a z ^ ^ P y f á z í , C , operu­

j í c í na množ ino E 0 jako grupa kummerovských t r a n s f o r m á t o r a , 

n á s o b e n í v f>rupč G je dáno nkládnníra f u n k c í . P ř i p o m e ř i n e , Se f á z o 

jsou 3 - d i ť f o o m o r f i z m y i n t e r v a l u j na j , t a k ž e k a ž d í f á z e roste 

nebo k l e s á . 

Prostor £ Q mťiSome p o v a ž o v a t zn o r i e n t o v a n ý a s ice v tos smyi 

Se karidý jeho o p e r á t o r ( f ú z e ) má u r č i t ý «n2r, t j . roste nebo kleoj' 

Tato situace vede k pojmu orientace o b e c n í h o a l g e b r a i c k é h o 

prootoru a o p e r á t o r y p ř i s o u z e n í m u r č i t é h o "omčru" každému z jeho 

o p e r á t o r f i . R o z h o d u j í c í m p o s t ř e h e m pro d e f i n i c i tohoto pojmu je to, 

ž e r o o t o u c í f á z e t v o ř í v f ^ u p č G i n v a r i a n t n í podgrupu a indexem 2, 

15. n u ž e , vra'tne se k ú v a h á n o l i b o v o l n é m a l g e b r a i c k é m prostoru 

s o p e r á t o r y , E , a k d ř í v e j ř í m u o z n a č e n í . 

Eefirt ico. Pro3tor E n a z ý v á m e o r i e n t o v a n ý , k d y ž jo v CTUDČ G 

d á n a i n v a r i a n t n í podgrupn, o indexem 2, G® . 

P o d r o b n ě j i mluvíme o o r i e n t a c i grupou G^nobo k r a t č e j i o oric 

t n c i C G®) • • 

Z t é t o definico p ř e d e v n í n v i d í m e , ž e prostor E je or ientubi l r 

p r á v č tehdy, kdy:; jeho Envoa o p e r á t o r ů , G , obsahuje i n v a r i a n t n í 



lf» 

v^cirvj. •'/ch úvMh£eli/>povar.iiJí*rv» prootor"ft: JSI orion-i.ovfi.ii J i otců 

"odrruyon Ti ^ O) . 

^ra;»-. (1 :»c» ro;*.p"<lí U M ot«" V i d y 0 a faktorové fcrupy G/G1"*5

 r 

O prvcích t "u ' l - (!^) p r av i l o , v.o ror.tou ( k l a c a j í ) -? ín ná kaBfly" • 

o p e ř í tor v r-*o«tcm XT. p"inou:*.c;n u r č i t ý " GnfT" . ' 

Otcc . i " J i f kaEdá nopráždnú cmoííina X C G oe rozpad.í na dvS diojun)' 

t n i nnor.ir.y, 

X n G ^ a X ^ t X A C 1 ? , 

z nicVu: ^X^) p.o «kl.íd.í z r o s touc í ch ( k i o o a j í c í c h ) prvků množiny X . 

Knožimi A ^ Í ' ^ J naz; : víne roo tonc í (klu3 řl J í c í ) č á s t nnoBiny X . 

1. Prc^jri ob Cílí __v̂ G p l a t í tuto p l a v i d l a : 

( i ) Jednovkov:' opcWítor^E rootc 

l i i ) 1 va vz-̂ Je~.np" inve rzn í o-nerútory n a j í týž cr.Sr 
~ — - — ' — " ~ 

( i i i ) Sou^injlvoii o erátorft t íhož om-5ru r o s t e , kdZito oouSia^dvoii 

oper^oj^fl^roz íl^ýc^. jDmřrů^ k l e 3 á _ 

( i v ) Dva "v^á^e^n^,^ ;^GOvin£^ojp^ 

Dík.-,?. t r ch to t v r z e n í Jo Jedno duchy" a proto Jej vypountínre.. 

Z ( v) p lyne: 

2. P.or.toucíJ k l c o a j í c í ^ d o t i dvou v s á j r a n í konjU£OVjm;£ch mno­

ž i n 7.,'j'c 0 J^ou konJUEOVino': 

14. Vezn"no do úvahy l ibovolnou podcrui^u^^G., X ( £ C , X4{fc}). 

Gntpa X n:l vzhledem k or ien tac i prostoru G J io tou polohu, k te rá" 

ovlivru.Jc v l i s t n o s t i rodpres torň v fa ma j í c í ch X za nruru ' operá to rů , 

j a j í n á : za o podrcfcnňjrí průzkum t é t o oitunce. 

Fuze, rj ioSina X^ není prázdna", nebo í obsahuje Jednotkový "operatoi 

£ - Esv íc Je (*Xo^) podfirupa v G. 

Uaproti tonu, množina X ^ bua není p r ízdná anebo Je . 



v (I o b o r n o u ( t i p e c i r t l n í ) p o l o h u n n a z ý v á n o j i o b e c n á ( o p r c i á l n l ) . 

l<apr, / í n ip - ' ! R ,1" o b r c n r i , kde? , t o 6 j o e p c c i n l n í . 

1. G r u p a X íft o b e c n á Copeniíilní) p r á v * t e h d y . kdy? . 

P/í íkaz u t u C Í p r o v d a t p r o p r v n í t v r z e n i , n e b o í p l a t n o o t d r u h é h o 
4 

j c z ř e j m á . 

ITu&e, n n o ř . i n a XO® z ř e j m ? ' o b n h u j e n n o S i n u Gp . T . ' n o £ i n u G ^ o b o c h u j c 

.Ca t e d y o p l ý v á o G) p r á v " t e h d y , kdy2 & ±Jtf. Q 

2 . Kdy?, g r u p a X j e o b e c n á , p a l : X® j e i n y j g l a n t n í v X s i n d e x e m í 

Dftkaz p l y n e b e z p ^ o o t ř e d n š s d r u h á v í t y o i z o m o r f i z m u g r u p f / í ] a t r . 

196 . P o d l e n í j e g r u p a X o f i Q i n v a r i a n t n í v X a p l n t í X / ( X n G ® ) - G/G<= 

P ř i p o n e j i r . o , 2 c k a B d ý p o d p r o n t o r v £5 o g r u p o u o p e r á t o r u X , j e 

i I3 'x (E ' ,Xj (X, ' ) , k d e E * j e p c d n n o ? . i n a v E , i n v a r i a n t n í v c h l r d o r i k e g r u p * 

X ( X * E ' ^ E * j a o t # j e r e o t r i J c c e h o s i o m o r f i z r . u X n a X . 

34 K £ ^ ? , ^ r u p a ^ X j j e ^ o _ b o j e n á r j j e ^ a ^ ý ^ o ^ p r ^ t o r _ j r Vj_t n a j í c £ _ X ^ z r 

g r u p u o p e r á t o r ů . ( o r i e £ ^ o v n n ^ ^odj^rupo^J?^ • ^ ^ P ^ P X i ^ í í P J ! ! ^ c ^ o o u h l a r 

a ^ r i n n ^ a c í j ^ ^ t o r u J E ^ ^ p o u ^ t í ^ f t j ^ X ® c G ® , X^cfiP. 
Jrfikaz p l y n e z v C t y 2 , 

4 . Dvíí v s s í j c n n S k o n j u g o v a n d p o d g r u p y X , Y c G j o o u o o u S a o n o o b e c 

no* n e b o o p e c i á l n í . 

P f i k a c p l y n e z v ~ t y 1 3 . 2 , I 

o p e c i á l n í . 

, V n k u t k u , kn?»dá d v a o t a b i l i s á t o r y v p r o o t o r u E j o o u v s á j e n n í í k o n j 

K o v a n á . D 

T u t o v ě t a u k a z u j o , 2 o o r i e n t a c e p r o s t o r u tS g r u p o u G ^ j o d v o j í h o 

d r u h u p o d l e t o h o , s d n j e h o n t o b i l i z á t o r y j o o u v o b e c n é n e o o p e c i á l n í 
• * 

p o l o z e . • 

P o f i n i c e . O r i e n t a c í , p r o o t o r u F, n a z ý v a n é n o r n á l n í ( o ' c c i á l n í ) . 



\&'jy/. j<*ho iťt> l l ir/ itor;; mají obucnou '*npoci/»lní) polohu. 

r i i ivir .o t k* o nom-ílnC. ( cprcif'.ln"} orirntovaix&Yvv prootoru IE , . 

A. Spec i e ln í o r l r n t f c o . 

15., V t ' t o r - ' n l i A p7-r<?::ol:li'c!ii-o, T:o oriftnto.ee prostoru r? (flrupou G J 

r.prei-T.ní, t-.3:r.o s t a b i l i z á t o r . " v prostoru IE jsou pod/^rupani v G ^ , 

1. Tpy.CA dva prvky rcnožiny E ^ze vzAjermg tranoforrcovat bu<l 

ros touc ími noto k l e o a j í c í n i t r ans fo rmáto ry . 

Půkcs. Z aJ,* - - y - c J ^ x ^ x ,y fcE , oJ,£ G®, 6J.2,č plyne 

" v ^ e (£ViG„ , a to odporuje předpokladu G r G®. Q 

? . !:ncT:ina E oe rozpadá vo civ? neprázdné d io junk tn í t ř í d y E*,E* 

v y z n a č u j í c í h o tín^, Sc^ k^Edé ^ya^jpryky z tó£e _třídy l z o vzájemná 

tran^forr.cvat r o j ^ u c i n i ^ r ^ n ^ p r i n d t o j : y # ^ d c j í t o každj^dya prvky* z 

různých ^^íd k l ^ a ^ í e £ n i ^ t r ^ £ 3 f o r a i á t o r ^ : 

C P * E ' = . E ^ G < 3 * E " J G 0 * E ' = Z * s - G ® * E V . 

je relace na E definovaná t ím, 2e p l a t í 

práv^ tehdy, když existuje r o s t o u c í t r ans fo rmá to r pí" 

x do y • 

7'ejn?: je ekvivalence a k n í p ř í s luSný rozklad Ě množiny E 

Eá alespoň dv?? t M d y . ! ' ú - l i t " i , a j n o u - l i x ' ,x* ' f z*'(ťs) j e j i c h r e ­

presentanti , l z o n a p ř . x ' tx") transformovat do x " ( x ^ J vhodnýtr kles* 

j í c l a operá toren LÓA (u^a tedy také x # rootoucůa operátorem do x**. 

To v3ak odpomje předpokladu, že prvky x ' a x " l e ž í v různých t ř í d á ď 

rosklr.du f. . £l # 

3, Podle lajnou ob" naožiny E * , E " i n v a r i a n t n í vzhledem ke GTU 

s$ a každá a nic3i jo obrason druho* vytvořeným množinou &". 

Vidíne, ?.c opomjo na nnožinS E * i na E * homonorfizmem Oo- t 

k t e r ý je r e o t r i k c í ho-iomorfisniu o na srupu G , a s ice t r a n s i t i v n í , 

t akže 

teV(E',G^ ,<t+) a l E * « ( B , ; G , 9 , a r ) 
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jsou horoo.^firmí portprootory v R . llazývámc jo doplňkové a p r a v í m e , X 

profltor fn no roHimrtii na doplňkové prontory IE ' . tT," . 

Obdobn~ k označení s t a b i l i z á t o r u prvku X£ E v prootoru/E o;;mbo! 

G , zr.:v;íiio G,' \ C,'f ) ?;tal ,ilir.t' tor prvku x £"!•:' ( x t K ^ J v pro a toru J3* 
• 

4. 3'ro x f e r / (x^;") Jo * G V ( G ' ' - í ) . 

"'flfctin.7 ortle definice je G * (, G *' ) unniina všech o p e r á t o r u v G ^ F 

k t e r é trnnoformují prvek x v sebe. P r o t o ž e G r G ^ , je G V

R * G ^ = 0\ a 

tedy G^ ( G * ) je množina v í e c h o p e r á t o r ů -v G , k t e r é t r a n s f o r m u j í prv« 

x v sobe: 0^ - G X ( G ^ = G X } . rj 

Z* t é t o v~ty vidím o, že kaP.dó^dya^ s t a b i l i z á t o r y v t*nže proolwru 

IE* nebo lE"' jsou vzájemjřl ^o^^oyj^^^^T^PJÍS.^JSÍ. o p e r á t o r y ; kjdeZtg 

každé dva o t a b i l i z á t o r y v rfizných T>roatorech IE* afE* jsou v z á j r o n P k< 

nované p ř e s k l e s a j í c í o p e r á t o r y . 

Nyní ne zajÍT&ne o bloky a blokové prootory v prootoru tE . 

Zvolrao l i b o v o l n á a ^.E, t a k ž e p ř i vhodném označení náne a GE*. 

a. Pr-odcvíiíra poznamenejme, že každý" p á s ú l e ž í bu3. v G ® 

nebo v (fit ú C G ® nebo UCCP. Množina pásf l , TT 
a 

a , se tody r o z p a d á na d\ 

neprázdné d i s j u n k t n í č á o t i a tT 

a náne 

b. líech/fc A- E Q ) je blok v prootoru IE některého p á s u u č ^ 
& 

- u * a , 

p ř í n l u í n ý blokový prostor v |E • 

Jsou možný dva p ř í p a d y podle toho, zda u 6 G nebo ÚCG . 

(i) Ú C 0 ® * V tomto p ř í p a d e leŽíí prvek a v po l i E * t a o t a b i l i z á t 

G a páo u v fpmp?5 operátorů. GP prostoru P* . Odtud plyne, že A— j u .u je 
blok a AVj blokový prostor v |E* . 
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( i i ) S c (P. V tomto p ř í p a d ě l c Z i blok A - v I í " a Cpodle 11 .2) • ** 

j e i r v - j - J ^ n t n í * vr.lilPden ke s t a b i l i z á t o r u G Q , k t e r ý j e podgrupou 

v g rupč op orátor**! G pro o to ru tlí ' ' . Odtud p l y n e , &o AU 3° podpronto: 

V př"".lr-flu v i d i n a , Se k«2d\ T b lokový pro a t o r v jo bud blok,o-

výn proc torcn v Jí nebo 7>oďprootoren v E • ' 

c . S t a b i l i z á t o r y v b lokován p r o s t o r u AU v E * jaou p r á v o prů) 

grupy G f t se s t a b i l i z á t o r y GX(6T^} p rvků x ^ A - : G f t n G x * V x * A j . 

B . 7 ? o m á l n i o r i e n t a c e . 

1 6 , V ť ' t o č ^ c t i K p ř e d p o k l á d a n é , ííe o r i en tace p roa to ru E (grupou 

C " ) i e n o r m á l n í , t r tkše s t a b i l i z á t o r y v Eí o b s a h u j í k l e a a j i c í p r v k y . 

1. Fa53t^Jlvii prvky ir.no Jí i ny E lze_ vz^erai^^ajwfor j i^oyar t jak ro 

t o u c í n i t ák i k ^ e a j ť c í r i i ^ ^ a n o f a r r a ^ t p r ^ : 

3>5kp.z. Hcclvfc y y ^ E .Trotofco p r o s t o r E je homogenní , oxiatu-

j e t r a n o f o m á t o r s K G prvku x do y , a podle (6) jo 

T ( x , y ) z c J G x - C O G ^ U eoG^ 

< Z p ř e d p o k l a d u , 2e o r i en t ace p r o č to ru E j e nor« ; 

n í , plyne exis tence o p e r á t o r u ťTt G ^ f a h o ř e j 5 1 vzorec ukazuje , 2e 

s p o l u B co i o p e r á t o r t r ana fomuje prvek x do y . Avšak transfonn-

t o r y a n a j í r o z d í l n á omř-ry. 

2 . Veza?r.e do úvahy l i b o v o l n ý b lokový p ros to r v E , j e h o ž * 

po len je blok A - n<Tcterího pdsu u £ U , a grupou o p e r á t o r ů , a t u b i -

l i z á t o r & ( A ! 1 . ) o p e r u j í c í na A - homoniorfizmea ft,„ ( r e o t r i k o \ <K no 

Podle p ř e d p o k l a d u má G a v grup5 G obecnou po lohu . Odtud plyno 

( l 4 « 3 ) , 2e p r o s t o r A1^ je o r i e n t o v á n grupou G^(c*G aoulilaanS 

o o r i e n t a c í p roa to ru 33 grupou G ^ # S t a b i l i z á t o r y - y A ^ j sou p r á v o 

p r í t e l ky crupy G f t 3 C i t a b i l l z á t o r y *xítTflr*& x é A - : ( ř ^ G ^ 
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x f A - , TrotoSe prostor AV̂  Je homogenní, jeou tyto s t a b i l i z á t o r 

vzáj^mn": kor-ju^ov-né" «a tudíž; n a j í v R aouSacnří obecnou nebo s p e c i á l -

polohu ( l i . 5 ) podle toho, zda ( r f r v G „ ± nebo - JCT. V prvním přípndř 
CL Srn ' 

lr.c kíiňdi? flvs prvky bloku A- vsrí jemní; transformovat rostoucími i 

k l e s a j í c í m i tr-mofomátory z /srupy G a (1.). V druhčn případ? je situa 

v pro r. to ni popoána výcledkypvah oboazmých v předcházej íc í čáot i 

Zejména oo prostor A^ rozpadá na dva doplnkovd prostorý^Ai^ , A '̂ . 

III, Proctory d i f erenc iá ln í ch l ineárních rovnic 2 .řádu 

o grupou fázových transformátorů. 

17. tívod. Necht Jí je množina vKech di ferenc iá ln ích l ineárn ích rovni* 

2. řádu, Jacobiova tvaru, oe spoj i tými koeficienty v intervalu j : ( - ^ 

Z y" ^ P(*)y C ^ . C j * * t o ) . 

Hejprve uveden^nřikteré* poznatky z teorie tCchto rpvnic, potřebn*' 

k dal Sira úvahám. nn--:ř.ínp: - ; J% * j, 

a. Uvedená rovnice klasifikujeme podle počtu kořenu jejich inV 

Grálů. 
Rovnice P^M se nazývá 

(i) o^cJL^to^rická, když j e j í inte.^rály mají nekoneSnS mnoho 

kořenil, které oe hromadí k občma koncům intervalu j ; 

(ii) p o j ^ s c i l a t o r i c k á , kdy?, j e j í i n t e g r á l y mají nekonečny 

mnoho kořenu, která oe hromadí k jednomu konci intervalu j ; 

(iii} typu n obecná ( s p e c i á l n í ) , n = l , 2 , . . . , kdy2 ná i n t e e r á -

ly s m ale nikoli a rwl kořeny a dva lineárně" nezávis iS i n t e g r á l y 

(jeden lincár*-.^ nezávis lý i n t e - T á l ) o m-1 kořeny. 

0 rovnicích £ ,2 é ES p a t ř í c í c h do téže t ř ídy (i") nebo (ii) TU 

(i i i) pravíme, Se mají ty?, cherak*.or. 

fla "-.nožinfc \\ máme tedy rozVled ? na spoíetníí mnoho t ř í d : 

T 2 - { í a « 11^. S , 5 - E w !Ix S. — J 
p ř i čem?, značí: 



t ř í d u r o v n i c o n o i l p . t o r i c k ý c h 

V. " " p o l o o n c i l a t o r i c k - ý c h ..I 

?•: l W " • " * typu n o b o č n í c h 

- ."" ' " typu n s p e c i á l n í c h (21 = 1 , 2 , • • • ) 

b . VM3 o nnoBiny !* vezraříně do úvahy nrupu f á z í y G , a Kwrnnerovu . 

ř e v n i c i 

VrO) - \ ^ , t } + ? ( u ) v t ) ) w ' a ^ = Q £ > . (P ,Q fc M | t ř j ) ' 

^ Uva&ujrio l i V o v o l n o u t ř í d u í ^ M » 

Z volno u ; t G , ITeclvfc U E . Funkce ^ ( 6 0 ^ ) I k t e r á j e výolfcdken 

trr^.sfcrr .acc r .oo iče ? rovn ico P f £ z í u) vc anys lu r o v n i c e (PQ), je 

nesifc i i a t á rovni"ce~' r» £"ÍTJ"ii z t e o r i e d i f e r e n c i á l n í c h r o v n i c v i n e , ž e 

£ ^ "E • B o v n i c i Q nazývané kunne rovskýn obrazem rovn ice P vytvořeným 

íízí oJ G p í r icap 
CO í- ? - £ . 

SoueUasn* j e l i b o v o l n á rovn ice kunmerovskýn o b r a ž e n r o v n i c e 

P * 2 '(ř I!) vytvořenýni t o u ž fázi aJ . V id íme , že fňzo «J jedno­

značná urguje b i j e k c i nno&iny ^ do eebe,c^ -z^K) t v r . í2 každá 

r o v n i c i P ^ 2 odpoví d?Á r o v n i c e CO + B ( - O ) i (p ( P ) ~ O)ÝP • 

1 8 . II ech/c : G f c l a J ) ^ . - . . 

1 . Z o b r n z e n í ou j e hnmonorfiznuo fírupy & do ^(T.) • 
/> r—. rJL ~ N _ ^ Í J L / ^ ^ O . ^ . ^ » — . ' 

D ú k c s . S t a č í d o k á z a t , Se 

( i ) je" s p l n ě n a podmínka emíšene" a s o c i a t i v i t y : 

( i i ) jednotkn Rrupy G, £ , j e j e d n o t k o v ý o p e r á t o ř i 

fc* £ = I V P £ E * 

A'l ( i ) . . r e c h t U)t, O A ^ G , P e £ . Pak t ^ c J ^ O^Ye<* P *&ZO <4ccJ» tra-

fornujo 3rurTn-Tovr;ky r o v n i c i v na r o v n i c i 

t a k č e 

R( t ) = - { w ^ V , t } + P C C J j t C ^ t b ^ L ť J ^ W W ' 5 

P r a v i d l o T^ro v ý p o č e t schwarzoveké der ivace složeno* funkce 



* (lile 

Z (24) torty plyne 

nebol i • 

(26) R « Cd4*v£ . 

7. (23^,(26) , r c M z í (i} . 

1 Ad ( i i ) . V6av z j i s t i t pl? tnoot rovnice 

- { £ , t } + P ( í ( t ) ) . £ / ' * ( t ) s P(t) (tc-j) . 

T.: jc j s P r j n á , nr .ho í £ _ i d ^ : ( t ) s irt.j l t ) * t . Q 

P ř e d c h á z e j í c í VPta v y j a d í - u j o , ž e na m n o ž i n ? E oporuje grupa G 

hoRonorfinncn oj, 9 t a k ž e 

jo a l g e b r a i c k ý proator^e o p J ^ * o r y » 

Prostor B2 Je h o m o g e n n í , protoXo kaSdtf dv? rovnice z p inoč iny T. 

( n a j í t ý ž charakter * proto j e ) l z e kiw.rcerovsky v z á j e m n á t ranofor -

m o v a ť , a jo n o m ó l n í , p r o t o ž e k a S d c ú rovnice z cnqí ir .y ( l ! a tody 

téi& z mnoXinyý E je ovou Křupou d i s p e r z í j e d n ozniifn? .určeno. L 33 . 

J r o c t c r £ je o r i e n t o v a n ý grupou r o s t o u c í c h f á z í . Tato orientace 

jc v p ř í p a d ? * E ^W^ o. n o r a i f a n í , protone grupa d i s p e r z í ka?.d<1 rovr.ice z 

množiny E obsahuje r o s t o u c í i k l r r . a j í c í dieporzo, k d e ž . t c v p ř í p a d e " 

E « je ona orientace s p e c i á l n í , p r o t o ž e pak vř.echny disperze ka?.d 

rovnice z nnoT.iny K rostou t t ] , i 5} . 

Tyto v ý s l e d k y ohrnuje v* ta 



2. Pro•tor P, je homogenní nomrtlnl proator o operátory a Jo 
oři entovřin grupou rootoucích f.^r^. Tato_ orientnce^ ^Pj-^Pj^J^ 
j i j l nomální a v případ? £ - 1 1 ^ opeciální. V případS 7? -r-W^ae 
prostor E rocpad/i na dva dopli&ové pro3tory. 

Li tcratxíra 

\V\ 0.2!cr"«vlcas '.roupoida and fproupo Cl974) 
[?} 5,ineare Difforentialtranaformationen 

?.. Ordnuns (1967) 
linoíir Differontial Transformationo of the 
Second Order (l97l) 

t4j P.Dubrftil- Pubreil-Jaicotin : Lecons ďoigebre nod«r-
no (l964) 

t 

^5} F. Hounan : T.incar Diffórential^Equationa1-. {y ticlfu)* ... 
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A5.?etrr.ické prostory s operátory a .jejich \ 

realizace diferenciálními rovnicemi. I I . i 

• s 
Úvod. Tento seminární text navazuje na má dřívější úvahy o alge- j 

braick ých prostorech s operátory a j e j i c h realizacích diferen­

ciálními rovnicemi a zejména na seminární text 19S7. V něm j3e= 
/ 

• f > 
ze jména uvedl, že objev modelu algebraického prostoru s operátory < 

i 

v oboru diferenciálních rovnic má významné důsledky pro další vý- 1 

voj jak teorie /abstraktních/ algcbruick3\£h prostora s operátory 

ták i V diferenciálních rovnic, pro-fole umožňuje přenášet poznatky 

z obou teo»ií, které se vyvíjely na sobS nezávisle, z jedné na dru- j 

hou. Vycházeje z této myšlenky, rozšířil jsem v textu 19S7 t e o r i i 

algebraických p r o s t o r o t e o r i i bloků, vyvinutou půvoánS V diferen­

ciální rovnice, a o popis vlastností tsv. orier.xováných algebraic­

kých prostorů s operátory. • i 

V tomto •""extu 1988, vycházím od kl<3(3ick£ých pojmů\ algebraických ' 

ke 3tudiu dalších vlastností algebraických prostorů s operátory a 

docházím k Široké otevřené problematice, která hluboko, zs.sar.uje co 

oboru *• . diferenciálních rovnic. Ve svých úvahách opírám se 
, i » 

zejména o knihu 1̂"| : P. Dubreil - K.X.Eubreil-Jacotin, Lecons • 

d'Algebře moderně, Dunod, ? a r i s 1954. 

I. Výchozí situace. 

1. ^áklady. Uvažujme |" 

algebraický prostor 8 operátory o složkách S,GjC^ • S je *>ole pro-

stoi"i JE, G js grupa j tzn. o V r operátoři prostoru JEj a 0( jí horomor-

fizfrjis grupy G do_ grupy bijeVcí^S^Ey^ncSihy E na sebe /v.text 1987/% 

Pravíme, že grupa G operuje na 3 hor.cmorfismem o{ • Edyi *K nevyštU 
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puje v r .šich úvahách e x p l i c i t n ě , spokojujeme se s vědomím jeho ,i 

existenc • a píšeme s^truřnčji. f2":r(E,G) . 

Pro- V x £E a Vf^ÉG píšeme 

^ t y u i S(E)) 5 CX[cJj(x) cr ú ^ ( x ) z Ci)*x (-7 £ E ) . 

»' l i t e r a t u ř e se čas to používá t z v . m u l t i p l i k a t i v n í h o označení , 

'li, mís to c J * x se p í š e CJx . Zde pořadí Cřeckého)jCj pře<^ gLatins-

kým) x ($E) naznačuje , že jde o prvek Cd*x . 

EdyžCP (x)s y , pravíme, že ^transformuje prvek x do y *a opera 

to r tO (6 C) nazýváme t rans fo j^á to r^ prykjiij^do^ Jenotku grupy 0 

otlačujeme £. a-^ednotit^ngrupy S ( E ) označujeme 1^ 

Připomeňme, že, j s l a t í _vzo rce : . 

U \ G ^ U ^ X ^ Í O ^ ( ^ X ) V x e s a V ^ j U ^ f f ' • \ 
( smíšená a s soc i a t i v i t a } 1 , 

^ x - . x V x ^ E 

Q £ je jednotkový operá to r ) ^ 

k t e r é vy jadřu j í nutnou a dostatečnou podmínku, aby grupa G operovala 

na množině E • 

Je už i t e čné vzorce [l) a (2)zobecnit takto : 
Definujeme: 

<̂  7 £ ) - G V X * • x £ X , CO € G ' l (?Y^ , 
pro 6 J . 

X C E , * Y C E : G' £ G . 

a nazýváme: 

X je vzor množiny Y v zobrzení množinou &' , 

Y je obraz • X " " «• •» , ' 

G* je t ransformátor množiny X do Y 

. Pak p l a t í vzorce zobecňuj íc í (1) a (2) : 

ď ) G 6 ^ ) ( c G V ( G % X ) ' V X £ E a G G» C G 

(2'*) £ * X 0 X V X ^ E . 

Důkaz j e j i c h p la tnos t i p l y W e použitím vzorců {$) a ( 2) snadno 

s tcho, že každý prvek v množině v-ievo je prvekm množiny Vpravo a 



n a o p a k . 

2 . ' T ^ / L ^ C ^ ^ ^ . K e c h í x ^ E a ^ - f c ) f í ' £ G . K n o ž i n a G ' ŕ ^ x ( C Z j 

s e n a z ý v á " t r a j e k t o r i e p r v k u x v y t v o ř e n á m n o ž i n o u G * , s t r u č n ě j i ; t r a -

j e k t o r i e p r v k u x n a d G ' H o v o ř í m e t a k é o t r a j e k t o r i i v p r o s t o r u JS . 

O b v y k l e s e z a j í m á m e o t r a j e k t o r i e v y t v o ř e n é p c d g r u p o u g r u p y G . 

N e c h í v d a l š í m z n a č í G ' p o d g r u p u v G . 
* >/ 

S n a d n o s e d o k á ž í t y t o v f : t -« r : 

1 . K a ž d é d v š i n c i d e n t n í t r e j e k t o r i e n a d G ' s p l ý v a j í . 

, 2 . M n o ž i n a t r a j e k t o r i í na"d G * j e r o z k l a d m n o ž i n y E . 

3 . K a ž d ý o p e r á t o r G t r a n s f o r m u j e t r a j e k t o r i i G ' ^ x V t r a -

j e k t o r i i n a d % G z i Z G '<£** (x* x). 

V s k u t k u , p o d l e ( l * ) mánie 

P o z n a m e n e j m e , ž e h o m o g e n n í p r o s t o r \2 • j e c h a r a k t e r i z o v á n t í m , 

ž e e x i s t u j e p r á v S j e d n a t r a j e k t o r i e v y t v o ř e n á g r u p o u G a s i c e " . 

G-^tx ~ E V x t E . 

3 . I n v a r i a n t n í m n o ž i n y . M n o ž i n a - {ST4} E ' C E s e n a z ý v á i n v a r i a n t n í 

v z h l e d e m k G ' . k d y ž * < d ' * E ' - E ' V C U ' É G ' , i t f . 

G ' ^ E ' s E ' . 

V S t y . 

1 . M n o ž i n a E ' ( c E ) i n v a r i a n t n í v z h l e d e m k G * j e i n v a r i a n t n í v z h l e ­

dem k e k a ž d é p o d g r u p S G" g r u p y G ' - j 
, 5 

2 . M n o ž i n a E j e i n v a r i a n t n í v z h l e d e m k G . 

3 . T r a j e k t o r i e n a d G ' k a ž d é h o p r v k u x ^ E j e i n v a r i a n t n í v z h l e d e m 

k G ' . 

- 4 . K a ž d á m n o ž i n a - E * . ( " £ 3 ) , i n v a r i a n t n í v z h l e d e m k G * , o b a h u j e 

t r a j e k t o r i i n ^ e U G * k a ž d é h o s v é h o b r v k u . f 

V s k u t k u , z p ř e d p o k l a d u G ' ä ŕ E ' ~ E * máme. 

G C. G ' ^ E ' = E ' V x £Z' . Q 

5 . E ' j e s j e d n o c e n í m t r a j e k t o r i í n a d G * p r v k ů l e ž í c í c h • E ' • 
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5. Každý operátor v e £ G transformuje každou množinu S ' ^ ^ E ) , 

která je invariantní vzhledem k G', v množinu E # ( £ E ) inva­

riantní vzhledem k /^G'^J>, 

Vskutku, z předpokladu G'$*2' - E' máme 

4. Stabilizátory, Stabilizátory mají v dalších úvahách důle­
žitý význam, . 

def i n i c e . Pro každý prvek x ^ E je množina všech operátorů^ kte­
ré nechávají prvek x invariantní, grupa. Nazýváme j i .^^^Mlizátor ! 
prvku x a osnařujeme G - Hovoříme také o stabilizátorech v prostoruÍE 

roj5" stabilizátoru byl uveden v textu* 1987 a tam b j l y také 
podrobně popsány jeho v l a s t n o s t i . Proto se zde v tomto směru spoko— 
•jíme s několika poznámkami. 

Jednobodová množina £x| je invariantní vzhledem k G • : 
5 x * 1*}*(X} *3- G x * x~ x • 

takže trajektorie prvku x £ E nad stabilizátorem G se skládá z 
jediného prvku x . . 

Podle 2.3 máme pro x£E , * " c£G: 
t * x - * t * ( G x * x ) - - L - G x-£^(T fx) , 

a odtud plyne /porovnáním prvního a posledního členu / 
*tG £ G : 

Aplikací tohoto vzorce na prvek *"w*x C é E ) a operátor "čJfcG^ 
obdržíme 

. T < G * * x ^ C V<>C**> ' 5 x ' 
takže 

a vychází 

x 
Výsledek /v.text 1987/ : 

G = <tG T-"4. 
"Tíh T V *- • 

V homogenním prostoru ÍE jsou stabilizátory každých dvou "prvků 
x»y vzájemné" konjugované přes transformátory tSchto prvků. 
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5. Podprostory p ros to ru JE . A l g e b r a i c k ý p ros to r s o p e r á t o r y 

nazýváme podp^os tor^ros to ru \E t
 a p íšeme J E ^ I E nebpjJS k a v * 

1 ° G* 3® podgrupa v G , 

2° E * je i n v a r i a n t n í Čá3t množiny E vzhledem k G*; 
4 E° OC'(ci') j e r e s t r i k c e b i j ekce , množiny S na sete na 

množinu E ' . 

ftíkáme, že I E ' j e pol lprostor v(E nad G* . , 

Podprostor ^ n a z ý v á m e e l e m e n t á r n í f když E ' j e t r a j e k t o r i e nad 

G n ě k t e r é h o prvku x ^ E . Z ře jmí j e každý e l e m e n t á r n í ^ / h c r t o g e n n í . 

V id íme , že jE obshuje p r á v £ ~ t o l i k e l e m e n t á r n í c h podprc3torů 

nad G*, k o l i k vzájemně různých t r a j e k t o r i í nad G* obsahuje množina 

E # Systém tSchto e l e m e n t á r n í c h podprostcru t v o ř í r o z k l a d p ros to ru 13 

v e l e m e n t á r n í podprostory nad G% t s v . e l e ^ r ^ r ^ ^ r o ^ l a ^ ^ r ^ ^ c r u 

C2 nad G*.* Xdyž p ros to r \E* j e homogenní , s k l á d á se e l e m e n t á r n í r o z -

k l a d p ro s to ru |E nad G ' z j e d i n é h o p ros to ru JE ' • 

Vezmeme v úvahu l i b o v o l n ý p ros to r ( S ' r £ E ' , G'yH,') (^l s) a l i b o ­

v o l n ý o p e r á t o r T £ G. 

P r o s t o r , ^ v E ' , t G ' { ' ; ^ ) ( í p ^ nazýváme o^r^z^zrg3_toru 

v y t v o ř e n ý ope rá to rem t . Zde z n a č í C t i homomorfizmus grupy 
p̂ N. o*- <—*- rs-r*^ <•—•>- i 
t j&^E^do grupy b i j e k c í množiny T ^ E ^ i a ' sebe, a s i c e je ' CL^iTrďt*) 

r e s t r i k c í b i j ekce C£ ^ £ ̂ ' ^ y i a množinu ť k E ' pro V o / ^ G * . 

Mluvíme t a k é o t r a n s f o ^ a c i ProstoruJg J^na p ros to r t r a n s ­

formátorem t • Také ř í k á m e , že p ros to r E * 1e e k v i v a l e n t n í s -orosto-

r ea ffi' pře3 t i . 
Podle t é t o d e f i n i c e p ř e j d e každým t r a n s f o r m á t o r e m 1 £ G každý elf-

men tami podprostor p ro s to ru E nad G* v e l e m e n t á r n í po p ros to r nad 

tZ'*xTK

% a e l e m e n t á r n í r o z K . a i p ros to ru E nad G* p ř / d e v e l e m e n t á r n í 

r o z k l a d nad TlG'fcN • Když podgrupa G* je v G n o r m á l n í , ^Cofe, t S * ť = 

G* Y"*éG a tedy e l e m e n t á r n í r o z k l a d p ro s to ru fe nad G ' e t ý ž p ř i 
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íme. ž e , p r o s t o r E ' je homcmorfní 3 prostorem /E*. 
/v— ^ ^ ' > * ~ /*-»«•» ./^.^Ä. * " * 

transformaci každým operátorem .*t£.G . 

6. Izomorfní prosxory. Eechx |E S CE,G) a fe'c (s,' G') j s o u l i -

bovolné (.C'lrkcvané označení nemá n ic společného s přecháze j íc ími úva­

hami) homogenní prostory 9 ope rá to ry . Ke každému COexistuje tedj 

bijekce C0 množiny S na sebe a rovněž ke každému C)'£ G ' existuje 

bijekce množiny E ' na sete. 

Předpokládejme, Se prostory E ,12' jsou v těch to v z t a z í c h : 

2xistuje s u r j e k t i v n í zobrazení množiny E na E ' a homomorfhí 
•V^ H A V A * * * , 

zobrazení h grupy G G* s p l ň u j í c í podmínku 

j e j í ž výzr.cm je tento: 

V) 
l ak pravíme 
J e s t l i ž e navíc zobrazení ČT ja i n j e k t i v n í a tedy je bij-ekcí mnoJ 

Žiny E ca E ' ( a současně h je izomorfizmus grupy G na G*f nazýváme 

prostor [2/ izomorfní s D • , 

Podmínka (3) se zná ;ornuje diagramem : 

•• ' E E 

. E ' - 5 * * E ' 

a nazývá se podmínka sf-jnSnitelnosti zobrazen í . 

7. P řeh led . Hoře jš í úvahy a text 1987 t v o ř í základ teorie a lgebra ic­

kých p ros to rů s operá tory a p ředs t avu j í účinný n á s t r o j k dalšímu 

výzkumu v tomto smčru. Současně, p ř i vhodné in t e rp re t ac i , zasahuj í 

tyto úvahy hluboko do teorie d i f e r e n c i á l n í c h rovnic , pop i su j í ce g l o - • j 

ca ln í v las tnos t i jacobiovských l i n e á r n í c h rovnic 2 . ř ádu . Připomeň-

me, že model a lgebraického prostoru s operá tory v oboru di feren- j 
clá" nich rovnic , o němž je řeč j i ž v úvodu tohoto textu, se skládá ze 

•sřídy 2 o g lobálně ekviva len tn ích jacobiovských rovnic na in t e rva lu 

3 - (~v f <to) a z grupy f á z í G>Q , jakožto grupy operátorů^ přitom Kumme -

r c v ^ r o v n i c e vyjadřuje p ř í s l u š n ý homomorfizmus. Připomeňme, že na tom-

ta modelu jsou s t a b i l i z á t o r y r ea l i zovány grupami d i s p e r z í , a t rajektooi 



M 
v 
*• 

vytvořeno prvky pásového rozkladu předs tavuj í bloky di ferenciá ln ích 
* í 

rovnic. * 

Nás leduj íc í kapitola ukazuje cestu k dalšímu výzkuzu vlastnos­

t í algebraických prostoru s operátory^ zmíněných r e a l i z a c í ^ a vede 

k řadě otevřených problémů. 
4 II . Izomorfní prostory nad s t a b i l i z á t o r y . 

8. tfvod. Vezmeme do úvaw algebraický homogenní prostor 8 ope-

rátory lE = (E,G) . • j 

Zvolme libovolný prvek a ( £ S ) (výchozí prvek) a d a l š í j 

prvek \ £ E (b^a) . Protože prostor E je homogenní, existuje tras,', 

formátor t (6G) prvku a do b:—b—- t ^ a , * 

Současna operátor tH^G) transformuje prvek a cl** j i s t é h o prvku \ 

t y a s T> E/» takže máme v úvaze t ř i prvky v E : \ 

(l) a, b *t*a , ^>^"ia . ! 

Tyto prvky jednoznačná u r č u j í t ř i s t a b i l i z á t o r y v (3 : 

Ka2dýN z nich vytvořuje 3 trajektorie v fe a sice trajektorie t 

prvků CO • Vstupuje tedy do našich úvah 9 t r a j e k t o r i í : 

S G a " G a * a • s Š a ~ G a * b ' S G a = j 
\ W S§ , G b *a • Sj _ G b * b , S* = . G b + b , * 

a b b ^ • Z nich se trajektorie SX , S« . SJ: . x _ - , , X J t , , 0 _ G& G^ ' G- zřejmě redukují . každá j 
na jeden prvek a,b fb ^ | 

j 
Věnujme pozornost dalším 6 t ra jektor i ím v [S . Tyto u r č u j í spolu i 

• J 

5 příslušnými s t a b i l i z á t o r y 6 elementárních podproatorů, v JE: J 

<0 («o .•».>.) (so . » 0 « Csg ,oto) , (sí.,obV, . ( s§ - .« ) , (sj. .ojj-
a a o o b o ' 

neboli » 
I 



11 

A, Kezi t&nito prostory jsou některé* dvojice ekvivalentní přes T 

«b 
nebo a"4 • 

přes ^ 
Sapř. prostor ( S^-,G£) je ekvivalentní a prostorem ( 8^ ,Gâ  

Vskutku; 

3, Dále j3ou nezi prostory ') nSkreré dvojice izomorfní- ^ 

Ukážeme, že např. t>rostor (sa_ ,Sr> je izomorfní s (sí f\ \ » 

Připcienae, že tyto prostory 

' „ a o • 
jsou hcr.osenr.í. Pro stručnost označne tyto prostory E, a £S » 

Situace v prostoru f • Každý prvek Sfl x -sWljí^ G 

b a 

Protože Gfi operuje v S G , existuje ke každému operátoru T 0 £ G a Wj£-

kce CP? nrcžiny S„ na S. a v ní je ke každému prvku x : ?* b 

přiřazen prvek £<f; • 

Situace v prostoru p,. . Každý prvek x*£ je x ^ a, 

°] £ G i z řt"' < sa /^ ? r o t o ž e G,5 operuje v s|_ t existuje ke každá-
EU prvku *vja £ bijekce ^ množiny Ŝ _ na S^„ a v ní je ke ka»-

ždéru prvku x ' - ^*a přiřazen prvek 

1'ál jsou mezi prostory iB^ a E t tyto vztahy % 
G > 1 Existuje bijektivní zobrazení f5"pole S* prostoru C2, na po«» 
a a * le S«- prostorui2 a , a sice 

6(x) - T<*x Vx č s£ . '' " ' 
j . > a 
•) TJkažae především, Že 5* 3e sobrazení do množiny S a : 

ab 
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.b To plyne z toho, Že pro každý prvek *• £ S G , x - ^ * 

máme . -# 

2) Dále je zobrazení c u r j e k t i v n í . Vskutku., každý prvek 

* ' = C"4{ *. * . a £ S í ^ n á v z o r + a = 5 * 1 3 « S G A . 

3) Konečně, zobrazení <Q je i n j a k t i v n í , nebol; z rovnoxti prvků. 

Z x ' « x " neboli * a r a c á s e j ' ^ + a - a 

V přehledu vidíme, 2e je b i j e k t i v n í zobrazení pole prosto-

ru lE^ na pole prostoru ÍE ,̂ . 

Cii) Sá le existuje izomorfní zobrazení h grupy G f i na grupu 

UK)" . Zbývá ukáza t , že pro,prostory JE^ , J E 4 je splněna podmín­

ka X̂ ) zaměni te lnos t i zobrazen í . 

Nuže, podle máme 

a podobně, podle , 

Porovnáním vzorcít [(J) a (jj) vychází rovnost X Q 

9. Cesta k dalším výzkumům. P ředcháze j í c í úvahy ukazuj í cestu ke 

studiu d a l š í c h v l a s t n o s t í a lgebraických ' p ros to rů s operá ­

tory^ j e j i c h r e a l i z a c í d i f e r enc i á ln ími rovnicemi, a - vedou k r o z s á ­

h lé otevřenné problematice. 

Vezměme do úvahy homogenní prostor s operá tory fe - ( E , G ) . 

Předpokládejme, že v G existuje konečná cykl ická grupa/řádujn,. 

8 generátorem <•£ (e &V S 

C ̂  ifl, z2 ^ n = i ] 

Zvolme l ibovolný prvek a £E /výchozí prvek/. Předpokládejme 



***** 

Tento předpoklad aaruSuje, že čX i 1 V a P*"o i£3» 
Vskutku , z T v * a =r ^ í + . a pro i > j plyne t d ^ a « a a 

. • • • • 
tedy ^ £ C a 5

a : ^ » t a k 2 e ^ - ^ . 
Každý operátor *£* £ i - 1 , . . . , n ) transformuje prvek a v j i s * 

t y prvek ^,-4 a ( £ E ) t takže máme n vzájemně různých prvku 

(<0) a » *ť** a> . . . , *ť*4 a ^6 E ; a ~ a ) . • 

Tyto prvky jednoznačně" u rču j í n s t a b i l i z á t o r u v IS : ' • 

Každý z n i c h určuje n t r a j e k t o r i í a s i c e t r a j e k t o r i e prvku fad) 

Vstupuje tedy do úvahy n t r a j e k t o r i í - a s i c e 

• f a ) 

„ T í a o - *• a < , a 
. S G » G » » G 

- * l 
• • • 

°G • G 9 » G 
" Z x ? a 1 • a l N a 

Z n i c h n t r a j e k t o r i í a s i c e 
- 1 * a c. a o 1 Í a 
t>G » U G » • • • » G 

a l i ^ a a 

se zřejně-redukuje každá na jeden prvek. 

Věnu; e pozornost z b ý v a j í c í n n ( n - l ) t r a j ek to r i ím . Tyto u rču j í 

spo lu s příslušnými s t a b i l i z á t o r y n [ n - l ) elementárních podprostorů 

... 

• 1 C . 0 vřené problémy. 1 . Určete v systému l/\3)všechny- dvo j i ce , 

prostorů, k te ré j sou ekv iva len tn í přes prvky grupy C . 

2 . Určete v sys técu ÍAl) dvo j i ce izomorfních prostorů. 

3 . Rozš i ř t e p ředcháze j í c í úvahy na případ, že úlohu griipy C 

převčEre nekonečná c y k l i c k á grupa C^-z \ . . . , Z'z, 1'*, £ , Z , T«»* j -



nebo nějaká jiná množina s operacemi. 

4. Provezte analýzu předcházejících úvah v případě j e j i c h rea­

l i z a c i v oboru jacobiovských rovnic, 

16.9.1988 
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