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Sur les points a4 coordonnées entiéres dans

les ellipsoides & plusieurs dimensions.
Par VOJTECH JARNIK.

(Présenté le 5 novembre 1930.)

§ 1. Introduction.
Soit % un nombre entier, I = 5; soit

k
Q (u)Z E Qrs Ur Us (au:(lxr)
re—=1

une forme positive et définie, dont les coefficients a,, sont
des nombres entiers; nous désignons par D la déterminante
de cette forme. Si z est un nombre entier positif (r sera
toujours un nombre entier positif), désignons par F(x) le
nombre des points -4 coordonnées entiéres (,,Gitterpunkte”),
situés dans lelhpsmde fermé Q(u) —~z. Le volume de cet
ellipsoide est égal a

P ok k
222 M o7 ,
d (2“ )\! D
L2
)'52
en posant M= — ;v — °
1) Vo
_ 4M *
Posons encore P(x) =F(x . z2? ; I’orde de gran-

deur de P(z) est douné par les formules fondamentales
suivantes, diies 4 M M Landau et Walfisz'):

1) Voir les mémoires intitulés ,,Uber Gitterpunkte in mehrdi-
mensionalen Ellipsoiden, parus dans la Mathematische Zeitschrift:
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——1 f——-l
(1) P(a:):()(:r2 ), Plx)=2Q (a:z )

Dans la direction de la relation £, on connait encore
des résultats plus précis, dont je ne cite que le théoreme
suivant:?)

Il existe un nombre positif ci, ne dépendant que de la
forme Q(u) (cest-i-dire ne dépendant que de k et des coeffi-
cients ar) et tel que chacune des inégalités

k k
Ple)>(M~+c) 2  P(x) <(M—c)z®

soit vérifiée pour ume infinité des valeurs enticres et posi-
tives du nombre z.
De ce théoréme, il s’ ensuit immédiatement, que la suite

P(x)

(2) X
.

qui est bornée d'aprés (1), a au moins deux points limites.

Le but de cette note est la démonstration du théoréme suivant:

(r=1, 2, .. )

La suite (2) posséde une infinité des points limites.?)

Dans une autre note, nous allons donner une applica-
tion de ce théoreme.?)

A. Walfisz 19 (1924), p. 300—307, E. Landau 21 (1924), p. 126—132 et
24 (1925) (zweite Abhandlnng), p. £99—310.
) V. Jarnik, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Elli-
psoiden, Math. Zeitschr, 27 (1927), p. 164—160).
E
3) Dans un cas particulier (Q(u): 2 u‘2 , k pair, /cgs) on con-
i=1
nait des résultats encore plus précis; voir V. Jarnik, Uber Gitter-
punkte in mehrdimensionalen Kugeln, Math. Zeitschrift 30 (1929)
p. 768—1786.
) Voir la note suivante ,,Sur une fonction arithmétique.«
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§ 2. Démonstration.

Nous allons démontrer notre théoréme d' une fagon in-
directe. Nous supposons alors poar le moment que, pour une
certaine forme Q(u) (qui sera fixe dans tout ce qui va suivre),
la suite

@ P (‘B) (r==1,2,.)

= —1
_1;2

n‘ait qu’un nombre fini ¢ des points limites, que nous dé-

signons par

A coté de Q (u), nous allons encore considérer les formes
en nombre infini

Qi (1) = Q (1) + k1 + tWrigF+ o F Ulksr Qo) =Q (1) ;
l==0,1,°¢

Les fonctions F(x), P(x) et la constante M, relatives a la
forme @:(u), seront désignées par Fi(x), Pi(x), M. Pour évaluer
la fonction Fi(x), on peut se servir de la formule suivante,
diie a M. Landau?) (spécialisée pour la forme Qu(u))

z iﬂ_l

Fix) =2 Mzz n® o+

n-.0

+2. Y \‘ Y. ;’f," Z \‘ R +

2§q§_l/x Ii*'ﬂ

- 4
(3) + 0 ( x " log \)
Ter on a posé
v qﬂl 2i L qum) & ""—""
Spe = e 1 » Opog ¥ ‘ 5
@)= e
7-—1
4
le symbole }_‘ signifie (ue la somme ne s'étend que sur les
»=0

nombres p, satisfaisant a la relation (p,q) = 1.

Dans toute cette note, nous allons désigner par ¢; (i =
=1,2,3, ..) des nombres positifs, ne dépendant que de i et
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" de la forme @(u).’) Par 9 nous allons désigner des nombres
complexes, dépendant des variables quelconques, mais tels
que |# 7= 1. Nous n'allons pas distinguer les différents 9 par
des indices,

Nous ferons usage de quelques relations bien connues
que voici®):
k

’ 2
a) 185,0l < caq”;
z k-l K+ k4 k4l
i~ ———1 2 —_— 1 — =1 ( -2——2)
b n z?+=2z2 +0\x ;
) n%'o R 2 ’
z k4l ) b+
N —— —1 —27in— ———1
V)] Ln o ’l/sx o
=t
ol s= Max(q —-—q—);
P qa—p
d) Si p, g et | sont donnés, on a
Z k—:—l—l —27rm7 k;' ( w-z)
Zn e =C(p,q, 2 x + 0
n=0 .
q—-l —onir 2 Io—emir?
ou C(p,q,x) ——Zre 74y e ¢ ; remarquons
r=0 r=0

que, p et q étant donnés, C (p, q, ) ne dépend que de la
classe du nombre x modulo q.

e) qu = Uy 2X ] Vq_-’
ou npe=0 pour ¢=2 (mod 4)

Nme=¢ i _‘_(_—22) pour ¢=1 (mod 2)

p-—
'rn:.q=V2 e™ "( 2p )pour ¢=0 (mod 4).

f) Soit ¢ un nombre premier impair, (g, D) =1; alors on a
g—1 k7
—op\k Tk T
e () 2
q

5) Done c¢; peut dépendre de k et des coetficients a,, mais il
ne dépend pas de .

%) Dans ces relations, on suppose 0 <p<<¢, P, =1.

) Pour la démonstration, nous renverrons aux mémoires sui-
vants:
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Nous allons n'laintenant appliquer la formule (3) dans
le cas 1=0. D’apré¢s b), on obtient

pl
Pol@) _ppon, N ae(z)+ o),
i 2SS
T
ou l'on a posé

1 & QR 2rin =
= — — 27in
Aqfx) = —— }_, == L n? e “

k
= 1 4] -
=0 n=0
x 2

alors, d’apres a) et ¢), on a

7—1
@) ()< Y \m( )< A
=0 2 1) (I__p ‘E"l
q a
Min lzi—zl .

Posons a—= J<i<i<t

D’aprés (4), on peut trouver un nombre entier ¢o=>1, ¢o=c5%)

eMod  Ag(z)

©w<eSVsz

tel que

On a alors, pour tout a > ¢,

o
—Pl"—(_—“’)—z Mo+ 2M, EA,, (x) + .«»i
T 7=2
ou, en utilisant la relation d), pour x»>>¢,

Po(a:) —Mo+2M Z )ﬂ"sl'.

-’1J2 012110

! ((p,q.w)+~?

Pour a): A. Walfisz, 1. ¢. ?)

Pour b) ¢) d): V. Jarnik, Uber Gitterpunkte in mehrdimensio-
nalen Ellipsoiden, Zweite Mitteilung, Math. Zeitschr. 28 (1928), p
311-—-316.

Pour e): P.[Bachmann, Zahlentheorie 2 (B. G. Teubner), p.
146—187.

Pour f): H. Weber, Uber die mehrfachen Gaussischen Summen,
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 74 (1872), p
14—56.

%) ’équation g,=c; doit signifier que g, ne dépend que de la
forme Q(u).
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Posons m = q,! (donec m=cg); le premier membre a droite
de la derniére équation ne dépend que du reste du nombre
z modulo m; done, si nous considérons la suite

o(a—l—-mn) ( —1,2,3...),
(a+mn)

a étant un nombre entier positif queleconque, nous voyons
que deux points limites (uelconques de cette suite ne peuavent

différer que de % au plus; d'ou il suit, d’aprés la définition

méme de «, que cette suite est convergente. Nous avons ainsi
obtenu le résultat suivant:
(A4) Il existe un nombre entier m>0 tel que la suite

P (a—l-nm)
(a-t+mn) * _—1

soit convergente, quel que soit le nombre entier a> (.
Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant:

(B) Pour tout 1= 0 et pour tout a > 0 (1 entier, a entier)
la suite

’-‘y:‘ )

Pita -+ mn)
e (e=1,2,3,..)

(a+mn) %
est convergente.
Tei, m est le nombre introduit plus haut.

L’assertion (B) est vraie pour ! =0; donc nous ailons
procéder par induction. Supposons que, pour un nombre { = 0,
les limites

lim Pila + ’,’L’ﬁ) =yl (a=0,1,2..,m—1)

(@4 mn) ?
existent. Soit b=>0 un nombre entier et laissons le nombre
x parcourir la suite b+m, b+2m, b+3 m,...; alors, on aura®)
k4l
A ) — 2 — 4 Vl I T
Fiyq (2) = Z Filx —u?) = ] Z (x—u? 2 +

Ve Wl Ve

%) en posant F;(0) = 1.



m—1 éﬂ . .l'_+l )
+ E u(b—a*) E (x—ut)* 4o E (z—-u?) * .
a=0 w == a (nod m) w<Vr
o <
Nous allons évaluer les deux premiers membres a I'aide de
la formule sommatoire d’FEuler que voiei:1?)
Il existe une suite de fonctions réelles d’'une variable
réelle
fo(2), f1(2), fa(2), ...
et une suite de constantes réelles
gy (L1, U2y o..
qui jouissent des propriétés suivantes: f,.(z) est périodique

avec la période 1;
1

ff,(z)d: =

0

fol2) =

i 1 .
is-—- (2] 5 pour & noun entier

0 pour z entier;
fria(z) = /fr(u)du + « pour r=—0.
0
Soient donnés: deux nombres récls A, B (1 < B), un
nombre entier 2~ >0 et une fonction F(z2), réelle et possédant
des derrivées continues d’ordre 1, 2, ..., h pour 4"27- 1
(pour 2=4A4 et z= DB, on suppose seulement I’existence des
dérivées unilatérales correspondantes). Alors on a (F©iz) =
=F(2))
B r--1
Fo = [P ds+ ¥ (=1 (f ) po oo —
4 r=0

L Vi

A<a<n

B
—f-(B) F” (B)) +(— l)"“‘[f;._l (2) F"(2) dz;
A

ici l'astérisque doit signifier que, si 4 (resp. B) est un nombre
entier, on doit prendre le terme F(A) (resp. F(B)) avec le
19) Pour la démonstration de cette formule bien connue on peut

consulter par exemple E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie
(S. Hirzel, Leipzig, 1927), I Bd., p. 309 — 311.
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1 x s s A P .
facteur2—. La derniére intégrale peut étre souvent évaluée

approximativement a I’aide du second théoréme de la moyenne,
si l'intervalle (4, B) peut étre décomposé en un nombre fini
d’intervalles partiels, qui sont intervalles de mouotonie pour
la fonction F™ (2). Nous allons appliquer cette formule d’Euler
aux somimes que nNOUS avons en vue, en posant pour s= —2

ko
J.Z;[l(l—uz) 2 du

et en appliquant le second théoréme de la moyenne:

k+l  Vz kit
(x— u?) * :.—f (—u?) ° du—
W <Vz e

" Lad2 kit B
/ fa(u) = du ((“'"’"2) z )du:Jl-a‘ 2+ 0k:? ),
—Vz

| e |

Z @ w)® = [ (v —(@a+muw?)?  du+

m=Va - !‘;z— a

u=a{mod m) o

¥ z_—a

+1
-l-[fo (u) ((z;— (a + mu)z) 2 “1) du =
—Vz—u

m
1 E4i4l "+l 3
='"—1'Jt~--z.'1; z + O( );
alors on a
m—1 k+i+1
o, L L we
Fry1 (2) = Tl Jix + " Jz..-zago yb—azx +

E+l+l
+o(w z )

Mais on sait que
o A My, HEL ( k+é+1 ‘-1)
Fiyi(x) = = Tr+i® - + 0\ ’
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done on a

4Ml J, = 4jul+1

e+l T kI
et alors

ktir1 k41
Priy(x)=x 2 . Jz zLJ(b—(lz)-f-()( 2 ),
a=0
c'est-a-dire la suite
Pii1 (b4 mn)
1 k+l-:-11 _ (n = 1, 2'...)

(b4 mn) 2
est convergente, c.q.f.d.

Nous avons, en particulier, le résultat suivant, consé-
quence immédiate de (B):

1l existe un nombre entier m (1 = cg) tel que, pour aucun
1 =0, la suite

p)
(5) —l,,j,,(””)l @=1,2,3,..)

wz

ne peut avowr plus de m points limaites.

Mais de ce fait nous allons maintenant déduire ia contra-
diction annoncée: nous allons montrer, en effet, qu'il existe
un nombre entier I > 0 tel que la suite (5) ait au moins (m+1)
points limites.

Pour cela, nous choisissons un nombre premier impair
a1 (g1 = c9) tel que g1 > m, (q1, D) = 1. Considérons n aintenant
la somme — ol nous supposons [ =3 —

g—1 1 z k+l_ —oin P
~ ’ S'p,q Sp,q o 3 1 2:Tin 7
(6) sy w P A e H
s<e<vz p=0 ¢ n=0

cette somme est, en valeur absolue (voir a) c) ¢)) au plus
égale a

! l
_2"_—1 N 9 Z L 12 22 log g
L “%Fi <Cm£li fﬂ—l H
a=3q —2_ p=0 =3¢ q 2

on a, de plus,
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!
22 log g log a1
‘10 Z “‘lg Fon g q= 3q (l

-1 -——1
=3¢
1 q 2

I l !
K3

S (2\2 2 \2 3q 2
BTk B g
lzq;:}q.( q ) 5 C,Il ng‘ q 3 q1

Nous choisissons un nombre 2=23 (%= c1) assez grand
pour que

j
2\2 1
C13 (7; <— %
' 101 2
et tel que k+ 42 -0 (mod 8).

On voit alors que la somme (6), ou l'on a posé [ = 7, est
égale a

L2 L3 9
~ = 2 _
(7) x ) ol
10q: 2
On a alors, d’apres (3), a), (7)
4”[, l +. 1
¥ Mz 2 -
Fia) = gy T H M
1= i Y| )
2] N S’p.a Sp,a \' g1 TR
roa [ Y Y Frafhe B, .
2<¢< 3q, P=0 q n=0
‘a%q,
%20 )
Srq Spl v B g ® qx%’l ( kL}'—l)
—Bd—hd P AN e,
+ L k+/ z'n e + i Fol\r
T "= =
10q2

(remarquons que l'on peut supprimer, d'aprés e), le terme
avec ¢ =2qy).

Soit maintenant a un nombre entier, 0 = a < ¢; 1l existe
alors une suite
©s)  x1(a), z2(a), x3(a),;  xn(a) >
telle que
Zn (@) =0 (mod ¢) pour tout nombre entier ¢ avec

2=¢<3aq, aFa, ¢F2aq,
xn (@) =a (mod th).
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Si x parcourt la suite (o), on a d’aprés d) e) f)
pour x > ¢5

’)( o, g "
.’—)-._ a2 ) V S”s"'( (p.a,0) +

’;- 1 2 lg< g P =, a*
x eFq ’
q:‘:lﬂ,
D \ 1 . J92M;
1 (o = ()t
“n ® Qg ~
Remarquons encore que
A 1 ol —2-‘7ir—:~ “ —-2ﬁir7p-
C(p,qr.a) =— z, re ' }_‘ e '
1N =0 reo
on a alors pour x> 5
--1 a ,
P; (x) D\ 1\ el o
e ) ——= Y Y T e,
mu»—l “\q1 .L_+_/ p=1 r=0 k+/
v 2 2 »
T 1N 9

ot W est un nombre ne dépendant que de la forme Q. On aentin
Lt N E'e P

4 = G1—a—1.

p=1 r=0

Alors: chaque intervalle fermé de longueur

1 M
9 ki
n*

avant pour centre un uelconque des points

]I/ + 2 A’l’/ (_) ql +_—l ((l=0, l,...’ qi— 1)

2
q1

contient au moins un point limite de la suite
P; (z)
TF‘TI (r=12,...);
x 2
done, ¢; étant plus grand que i, nous sommes parvenus a
la countradiction annoncée.

Prague, le 25 X. 1930.



