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Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre.
Zweite Abhandlung?).
Von
Vojtéch Jarnik in Prag.

§1.
Definitionen und Bezeichnungen?).

Es sei stets r ganz, r > 2;
Q Q(u) = a‘/wuu u, (a,uv za’v,u)

sei stets eine positiv definite Forms) mit der Determinante D; die Form ¢
heile rational, wenn es eine Zahl « gibt, so da8 @, = b, «, wo die b,,
ganz sind; sonst heile @ ‘rrational. Wenn die Form @ die Gestalt

Q(u)———‘_z;'ajuf (¢, > 0)

hat, soll @ (u) eine Quadratform heiBen.
Wenn 2 >0 (in der Folge wird stets x > 0 vorausgesetzt), so sei
A(z)= Ay (=) gleich der Anzahl der Gitterpunkte (d. h. der Punkte mit

ganzzahligen Koordinaten wu,, %,,...,%,) im abgeschlossenen Ellipsoid
Q(u) < z. Das Volumen dieses Ellipsoides ist
V(z) = Vo(z) = —52 —;
yor (% + 1)

es werde noch

P(z) = Po(z) = dq(2) — Vo ()

) Die erste gleichbetitelte Abhandlung ist in Math, Zeitschrift 83 (1931), S. 62
erschienen; sie wird weiter als I zitiert.

%) Wortlich wie in I

%) Mit sonst beliebigen recllen Koeffizienten.
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gesetzt. Weiter sel

R(z) = Ro(2) = L [IPa(y) 4y,
T(2) = To (=) = (% [P3(4)dy)"

§2.
Einleitung; der Hauptsatz.

Die Funktion P (z) — insbesondere ihre Gr6Benordnung fiir wachsendes 2 —
ist in neuerer Zeit Gegenstand zahlreicher Untersuchungen gewesen?). Die
dabei erreichten Resultate sind aber nur in einigen Fillen definitiv und
die bisher noch nicht erledigten Fille scheinen so schwierig zu sein, da
es vielleicht nicht unangemessen ist, wenn man sich ein verwandtes, aber
einfacheres Problem aufstellt und versucht, iiber diese einfachere Frage
eine bessere Ubersicht zu gewinnen. Dies ist das Ziel dieser Note.

Ich betrachte namlich nicht die Funktion P (z) selbst, sondern die
beiden im § 1 eingefiihrten und leichter zugénglichen Funktionen R(z), T'(x);
dies sind gewisse Mittelbildungen aus P (z). Weiter werde ich mich aus-
schlieBlich auf Quadratformen beschrinken. Das Ziel dieser Note ist
folgender

Hauptsatz. Es ses
Q(u) = S w;uf (e; >0, r=>2).
j=1

1. Dann ist fir r >3
=1\ T _ \

RQ((E)=.Q<£E__4“}I, RQ(:E):O(xZ /

2. Wenn Q rational ist, so ist fiir r > 3

RQ(x)=Q(x%_l>.

3. Dagegen st fir fast alle®) r-dimensionalen @Q(u), wenn r >3,
=1 3+8r
RQ(x)=0(x + log x>
4) Naheres dariiber in I, § 2.
%) Die Behauptung 3 ist folgendermafien zu verstehen: Wenn 7> 3, so gibt es
im r-dimensionalen Raume der Punkte (e, o, ..., c,) eine Menge N=N, vom

7 P
Lebesgueschen Magfe Null, die folgende Eigenschaft besitzt: wenn @ (u)= 3 ¢; u; (¢,>0)
und wenn der Punkt (e, &, ..., ,) nicht in N, liegt, so ist =1

Ro(a:) =0 (er_l logs*:r J:)
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4. Fir r =3 ist fir alle Quadratformen
Ro(z)=92(a}), Ro(x)=0(atlogz).9)
5. Fiir r =2 zst fir alle Quadratformen
Ro(2) = 2(z1),  Ro(x)=0(ztlog2z).7)

6. Alle diese Resultate bleiben richtig, wenn man in thnen Rg(z)
durch Ty (z) ersetzt.

Man sieht, daB diese Resultate, wenn man von logarithmischen Faktoren
- absieht, einen definitiven Charakter tragen; sie geben auch eine ziemlich
vollstindige®) Ubersicht iiber die Abhingigkeit der GroBenordnung der
Funktionen Rg(x) und Ty (z) einerseits von der Dimension r, andererseits
vom arithmetischen Charakter der Koeffizienten e Z. B. sieht man, daB
der Einfluf der o;, der sich fir r =2,3 — wenn iiberhaupt — héchstens
in einem logarithmischen Faktor duBert, fiix » > 3 sogar den Exponenten
wesentlich beeinflut.

Nun habe ich in T schon einen betrichtlichen Teil der Behauptungen
des neuen Hauptsatzes bewiesen; in dem damaligen Hauptsatz sind namlich
die Behauptungen 1, 2, 4, 5 und die entsprechenden Behauptungen fiir T ()
(ja sogar etwas mehr) enthalten. Es geniigt daher, wenn wir die Be-
hauptung 3 und die entsprechende Behauptung fiir 7, (x) beweisen. Da
aber (Schwarzsche Ungleichung)

=1 f P(y) dy g—j;(fdy fP‘*(y)dy)i 7(a),

geniigt es, die Behauptung 3 nur fiir 7'(x) (statt R (x)) zu beweisen. Es
geniigt uns also vollstdndig, folgenden Satz zu beweisen:
Satz 1. Wenn r > 3, so ist fir fast alle r-dimensionalen Quadrat-
formen @
-4 9 Lri + 37
f o(y)dy=0 < 2 210g3 a:).
Der Beweis ist eine Kombination der Beweismethode des Satzes 1
aus I mit einer #lteren Methode von mir?). Er ist freilich inhaltlich

s 1 r—1

) Man beachte 5= 5_1 =5

° 1 r—1_ r

8) svollstindig® allerdings nur cum grano salis; denn ein Teil der Behauptungen
bezieht sich blof auf ,fast alle* Quadratformen.

%) V. Jarnik, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Mathematische
Annalen 100 (1928), S. 699—721.

—-1.
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meistens komplizierter als der erwihnte Beweis in I; dagegen aber an
einer Stelle ist er sogar einfacher. Dies kommt davon, daB ich in dem
vorliegenden Beweis recht verschwenderisch mit den Logarithmuspotenzen
umgehe®), wogegen ich in I Wert darauf legte, die heutige Behauptung 1
des Hauptsatzes ohne logarithmische Faktoren zu beweisen.

§3.

Beweis des Satzes 1.
Es sei 6(s) = e, diese Reihe konvergiert absolut fiir R(s) > 0.

n=—c

r
Es sei Q(u)=Ye«;u; (¢;>0, r>3), > 0; dann ist™)
=1

—+zco f+1,oo

fPé(y)dy= f f(]]eas)— - )

(1) ° V—zoo ——zco lla‘ - e, 87

»

2

r

2 ::(.u-a'),_,l

< 0(a. s — d r)e ; ~dsds’.
(g (J : Vey . .- a,s'2 ss'(s4")

Dies ist die Formel (12) aus I, deren Beweis dort unabhingig vom iibrigen
Text lesbar ist.

Im Rest dieses Paragraphen sei nun stets z > 1. Mit ¢ bezeichnen
wir unterschiedslos positive Zabhlen, die nur von 7, &, &,, ..., «, abhingen.

Eine Zahl % nenne ich eine Fareyzahl oder einen Fareypunkt, wenn
h>0, 0<k<7YVx, (h,k)=1. Ein fiir allemal bemerke ich: wenn ich
einen Bruch % aufschreibe und ihn eine Fareyzahl oder einen Fareypunkt

nenne, verstehe ich darunter, daB der Bruch schon in seiner reduzierten
Gestalt aufgeschrieben ist, d. h.daB 2 >0, 0 <k < V=, (h, k)=1. Zwei
Fareypunkte (und ebenso spiter zwei Medianten) heiBen benachbart, wenn
zwischen ihnen kein Fareypunkt (bzw. keine Mediante) liegt. Dabei be-
zeichne ich als Medianten alle Zahlen ;%’_:, wo Z,% zwei benachbarte

Fareypunkte sind. Wenn —24 ein Fareypunkt mit % >0 ist, so sei B, ,

dasjenige linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offene Intervall, welches den

10) Der sachkundige Leser wird selbst erkennen, an welchen Stellen eine Er-
niedrigung der Logarithmuspotenz ohne weiteres moglich wiire.
11) Alle vorkommenden Quadratwurzeln sind mit positivem Realteil zu nehmen.



Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlebre, II. 89

Punkt % enthilt und zu Endpunkten zwei benachbarte Medianten hat.
Wenn J=(@,b) und 6 >0, so bedeute 6J das Intervall (da, dd).

Es sel A =max 2——” Die Kleinste Medlante 1st 041 < 1__; wenn also

1248+ % +[yz] V=

bei festem §j (1 <j<r) die Zabhl — alle Fareyzahlen mit A >0 durch-
15uft, so iiberdeckt die Veremlgungsmenge der Intervalle ?ﬂ.’f B, , sicher das
ks
ganze Intervall (;:, —~—oo> Bekanntlich ist
z

h 0' h 011
2 _ b0 b, 9"
(2) b= (h- L b ),
wo 1 <0'<1, 1<07<L1.
Folgende Bemerku.ngen werden wir oft brauchen:

I. Fir 0<t<}., x> c, s———]—tz ist

wm

Hﬂ o 8) ~ ———————
(3) e }a,...

Denn es ist

T

(e 0) = )/ 2 ks 02), wo yy(s) =2 Se "o

n=1
.. . 1
fiir unsere s ist aber R <~> = 22>, also
$ 1—,—93 12
T
| & (142 )
K (5)] <ce >
also
r ;_ _ cx
7 ! | | 1+az2¢
I0(e;8)=——7(1+2(8)), wo |g(s)]<ce .
J=1 e ... a8
Die Funktion von ¢
_ cz r _ ez
g 7P —:c;TH o 1178
.y 1
]8‘2"' (1 : x”tz) +2

nimmt aber fiir z>c¢ im Intervall 0 <¢ < 4 oco ihr Maximum fir

14 22t*=c2 an, wie man leicht nachrechnet; dieses Maximum ist also
r 1

kleiner als ¢z*

2
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II. Es sei s=—i«+tz', wo ¢ in i—“SBhk liegt, > ¢. Dann ist
j ’

(4) o%<t<c—hk—,
(5) {B(oe-s)[<cl/z,
Ll e1/
(6) v <ele
Beweis. Nach (2) ist t—g—% < ?k”r, also gilt (4). (5) folgt
7 (Zj x

aus der Formel (vgl. die Formel (13) aus der unter °) angefiihrten Ab-
handlung)

[0(es) < ;
I 4] L e TR S N
ka__ - t—ﬂ‘ﬁ

(6) ist wahr, da ans (4) und aus 0 < & <1/_ folgt

”_81<_<ch<6]/—< ch

Betrachten wir nun das Integral rechts in (1); der Faktor *?)

(ﬂb(ajs)———'ﬁ——T)(He(uis')——nE——r)
j=1 £ J\=t — E

Vey.. e, 8%/ Yooy ...a, 872
’

88

indert seinen Betrag nicht, wenn man ¢ durch —¢ oder ¢’ durch —¢
ersetzt; weiter ist

| , 1 c
H (s+s) — 1! 2 o
|ez(sts llée -1, ;STSII<1 ‘ .
—=lt -t
Also 1st
z D
Jpé(y)d?/<cJ,
wo
r £ ZE
m?lige(a,s)—“~ : ﬂﬂ(“ .
J:” ! L '1 b8 gray,
00 (I_'_ft_tlo

Um also eine O-Abschitzung fiir f Po(y)dy zu beweisen, geniigt es, die-
o
selbe Abschitzung fiir J nachzuweisen; oder es geniigt auch, dieselbe Ab-

1%) Im folgenden sei stets s=-;17—+ti, s’=%+ t'i (¢, ¢ reell).
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schitzung fiir die folgenden Integrale K, L, M zu beweisen:

24 24 4 4
1z V= | Z2 o Vz © o
K=[atf..d; L=[dt [...dt'= [de[..dt'; M= [dt .. at
¢ o o 2a 240 4 i
Ve Vz Va Vz

(der Integrand ist derselbe wie in J).

Wir werden nun folgenden Hilfssatz brauchen:
Hilfssatz'®). Es ses 0<C<D, a>90, r ganz, r>1. Dann
gtbt es tm Wiirfel W:

C<rn,<D (j=1,2,...,7)
des r-dimensionalen Raumes der Punkte (y,,y,,...,7,) eine Punktmenge
N(C, D, a) vom Lebesgueschen Map Null und von folgender Beschaffenhest :

Zu jedem Punkt (yy,y,,--.,7,) von W— N(C, D,a) gibt es eine
positive Zahl
0o = 00 (V1> Yas =+ ¥, @),

so daf fir jedes System von nichtnegativen ganzen Zahlen
Iy my,my,ccsm; Mg, Mg,y @
mit 0 > o, die Ungleichungen

hl }"J a .
=Y — Y — =23, ...
3 71 k]/j < 2"k, 06 (7 23T,

20 h, < 21, 2Tk < 2™ 2T < 2™ L 2T K,
hochstens
I3
M= ((o+1)(1+1) I (m;+1)
f=

”
j=2

< 9 mr+1

Q19 M T ..t My

(nj + 1)) 9 tngt ..t ur (=)o

Losungen in ganzen hj, k; (j=1,2,...,r) besitzen.

Es seinun ¢, 4,,..., ¢, irgendeine Permutation der Ziffern 1,2, ..., 7;
mit N ;.. ....4 (C, D, a) bezeichnen wir diejenige Punktmenge, welche der
Punkt (y;, s, ..., ;) durchliuft, wenn der Punkt (y,,7,,...,7,) die
Menge N(C,D,a)= Ny, ... (C,D,a) durchlinft. Die Vereinigungs-
menge dieser 7! Mengen N;, 4, ....s, (C, D, a) heiBe N*(C, D, a). Offenbar
ist N* (C, D, a) auch eine Nullmenge *).

Um den Satz 1 zu beweisen, geniigt es — da die Vereinigungsmenge
von abzihlbar vielen Nullmengen wieder eine Nullmenge ist — zu zeigen:
Zu jedem C, D mit 0 < C < D gibt es im r-dimensionalen Raume der

%) Dies ist der Hilfssatz 5 aus der unter 9) zitierten Abhandlung, S. 711, dessen
Beweis dort unabhingig vom iibrigen Text lesbar ist. Das dortige o heiSt jetat r.

1) Statt ,Menge vom Lebesgueschen MaB Null“ sagen wir im folgenden auch
aNullmenge®.
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Punkte (e, ¢, ..., ¢,) eine Nullmenge N (C, D), so daB fiir jeden Punkt
(e, ey, ..., &) des Wiirfels W:

C’gajgﬁ (G=12..r),
der nicht in N (C, D) liegt, die Abschitzungen gelten:

r 1

[ 5+3 )
(7) K=0\z" *logs+3rz),
a L+_1_
(8) L—0lz’ 210g3+3'a:),
T3
(9) M= O(x“ : log3*3’x).
Wir setzen nun im Hilfssatz 0=—%, D =%, a =%; mit N (C, D)
bezeichnen wir die Menge, die der Punkt («,, «,, ..., «,) durchliuft, wenn

der Punkt (l, —1—, e l) die Menge
Gy " Oy %
N*(O,D,«;):N*(é, L i)
D ¢ C

durchléuft. Offenbar ist N(C, D) eine Nullmenge %). Im Rest dieser
Abhandlung sei nun (e, @,, ..., «,) ein beliehig aber fest gewihlter Punkt
aus W — N (C, D); und wir werden fiir ihn die Abschitzungen (7), (8),
(9) beweisen. Damit wird Satz 1 bewiesen sein.

Abschétzung von K.

Es ist
24 24
V=2 vz 3 r 5
g JIle(a,s)—”—r ..]Ile(ajs')——”—r‘
'= .2 '|-7= ; /._3;
K— dt ) Voy...e,s 1! Vey...e 8 dt'.
b s bt (3 +1e—01)
Nach (3) ist fiir z >¢
24 24 24
. Vz  Vz 11/5 ¢
— ’ —4 ’
K<ecz® fdth dt = 2c¢x J-dtj‘l at
b 6 ;'*‘lt—t'i 6 ;'H—t'

wls
o] m

5+

K Ve
=2¢z*® f log(1+zt)dt=0 (a: ; Ing);
o
damit ist (7) bewiesen.
15y N (C, D) hat offenbar folgende Symmetriecigenschaft: Wenn der Punkt

(e, ¢, ---, &) zu N(C, D) gehort und wenn i, 4,, ..., %, irgendeine Permutation
der Ziffern 1, 2, ..., r ist, so gehort auch der Punkt (e, o, ..., o,) zu N(C, D).
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Abschitzung von L und M.
Es ist (man beachte, daB fir ogz'g%, t;i—f‘“ gilt
z x
_IT._I—<3) nach (3) fiir z > ¢
sy 1 | , 2
;+It_tl
4
Vs, 7 2 r :
oy - — F o ITe(ee - — |
7=t Yoy ..., 8T L, f’=1 Yoy ... e, 8%
L= T dt I - dt
§ - 2% M(?L(t—eg)
Vz
5| o
L3N =1 !
<cx4J ' e dt
% t
Vz
e il 420 (j=1,2,...,n)

Zur Abschitzung von M benutzen wir die fiir n > 0,

s » 1

giiltige Formel }a,a,...a <, (@+a+..+a
wenn wir noch die Symmetrie des Integranden ausnutzen —
3 14

,) und bekommen —

ol 2
ilIe(ujs)————l ]Iﬂ(«x s
7 Ve .. e, 8% =1 l'ul...a,s’ drdy

M=
s ]Isl( -,-lt—z”>
4 4
.V; V; 7 |
5 8 Ioe, 9)B(aj8’)|—|-,]]9(as Lo o
= POTRNN R 0 ,
<c T didt
J . et (———~[t—t’i>
A4 4
Va 1z
[=el CD
\.]Zﬂz(ct 8)1+
<e 3= _dtdt’.
te! (——(—[t—t’])
4 4 *
Vz Vz
Nun ist fiir t>yi_, xT>c
x
4 1
- max(ﬁ,t—?) t-r—
dt’ dt'
J‘“< Tl 7 dt’_!—x J- - + rForrG
t'(.l__z_‘t_t'[) v(t—t") t(t
= z ' -‘-4: max( ,z——
Va Yz Yz %
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Die zu beweisenden Abschitzungen (8), (9) werden also bewiesen sein,
wenn wir beweisen, daB

- 1_]1 as) + 1{ . 1
(10) f gy O(x4+°log3*3"x>,
2A
L 1L 0% (o 8) s 1
(11) = " log (xt) de O(x‘-’Tgloga’“x).

:ﬁlfh;}s

Wenn nun ein ¢ > Vi_ gegeben ist, so gibt es zu jedem j (7=1,2,...,7)

genau eme Fareyzahl — (h;>0), so dafl ¢ in —SB;IJ r; liegt; wenn dazu

7 k;
noch t=l= =, 50 glbt es genau eine ganze Za.hl n;, so dal

k’
! 27 by |
;2% Y| @ k1= o 2%k )z

Da nach (2) gilt

; 2”£‘< 2%
a; ’c;]=ajkjv;

so ist n; = 0. Also: zu jedem ¢ > %, welches mit keinem der abzdhlbar
z

vielen Punkte 222 (0 <k <Yz, 8> 0, (hk)=1, j=1,2,...,r) iiber-
i

einstimmt, gibt es ein System von 37 eindeutig bestimmten ganzen Zahlen
By kjymg (5=1,2,..,75 b;>0; 0 <k, <Va; (B, k) =1; n; 2 0),

so dafl ¢ im Durchschnitt der r Intervalle ——58,,} r; liegt und den ¢ Un-
gleichungen (12) geniigt.
Umgekehrt, wenn ein System von 3# ganzen Zahlen
ki kBymp (5=1,2,...,7; ;> 0; 0<k; < V; (b, k) =1; n, = 0)
gegeben ist, so sei
S(hy, by, ....h; by, by oo ks ny,my,..on)=8(h; k;n)

die Menge derjenigen ¢, die im Durchschnitt der 7 Intervalle %%hj,kj liegen
und den Ungleichungen (12) geniigen®). Die Vereinigu.ngjsmenge aller

%) S(k; k; n) kann freilich auch leer sein.
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Mengen S (k; k;n) iiberdeckt offenbar, mit Ausnahme von abzihlbar vielen

Punkten, das Intervall A i< + co. BEs geniigt also vollstindig, wenn
xz

wir statt (10), (11) die Gleichungen

r
116 (e;8) -+
Jj=1 !

) L
(13) L* = 12 1 $ |dt == 0(;1;4 + 2 10g3+3,x)’

k, ’Z’ S(kik;n)

n,.,. gy

]]0 (a’ s)]+ ,

(14) M = 2 5] | t]og(a:t)dt— ( 2log3+3, )

zii...,i‘: Stkim)

LOVRRRPY 4

beweisen. Aus Symmetriegriinden (man beachte die in der FuBinote '*)
hervorgehobene Symmetrieeigenschaft von N (C, D)) diirfen und wollen
wir uns bei der Summation in (13) und (14) auf diejenigen S(%;k;n)
beschranken, fiir welche
(15) 2ME, =2k, > ... 22",
gilt.
Es sei nun I; m,, m,, ..., m; n,,n,,...,n, ein System von nicht-
negativen ganzen Zahlen; wir wollen sagen, dafl eine Menge
S(hyk;sn)y=8(hy,... 0k, ... k;ny,...,m,)
zur Klasse
(Lmsn]=[l; m,m,y,...,m; n,N,..., 0]
gehort, wenn erstens (15) gilt und wenn zweitens
(16) 2l§h1< 2l+1; 27M§ k1< 2m,+1’ 2%§k2< 2m,+1’ .“’meé kr<2m,+1.17)
Jede von unseren Mengen S (%;%k;n) gehort also genau einer Klasse
[I;m;n] an; wenn eine Menge S(%; k; n) der Klasse [I; m; n] nicht leer
sein soll, muB nach (12) und (15), da — < %,
o= C

22k 2m ks 2z 2x 231
vey by o k; = a 2™k, "; “iznjkj V; c ankj V} ’
also muf
1 1 h'x 1 .
(17) x——ﬁ———"|<3—— (7=2>3,---,T):

ek a kT O 2mik00
wenn die ganze Zahl ¢ durch 2° < Yz < 22+" definiert ist.

") Wenn die Klasse [I; m; n] gegeben ist, so sind also fiir die zugehdrigen
S(h; k;n) die »; bereits bestimmt, wihrend die A;, k; noch einen gewissen Spiel-
raum haben.
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Der Punkt (¢, e, ..., ,) hegt — N(C, D), also liegt der
Punkt < 1 ,-l—) im Wiirfel = g—l— <L und auBerhalb der Menge
@’ wy’ o, &= C

N*(é 1_, i), also um so mehr auBerhalb der Menge N <_,—1—, i)
D C ¢C c c

Also gibt es nach dem Hilfssatz eine positive Zahl

0 = 0o (¢, €y, -, ¢, C),

200+2

so daf fiir ¢ > g,, also um so mehr fir z>2 , das System der

27 Ungleichungen (16), (17) hochstens

ol gt iyt ... +my

— ((Q+1) (l+l)g(mj-i-1)g(na"’_1))d27¢1+n,+...+n12(f—1)e

Lésungen in ganzen k;, k; (j=1,2,...,r) besitzt. Mit anderen Worten:
Fir o> 2%¢%? it d.1e Anzahl der nichtleeren Mengen S (4;k;n) der
Klasse [I; m;n] hochstens gleich It.

Fiir 2 >c ist o +1 <loga, —(Tl—n;<é Es sei nun stets z > ¢,
x> 2%**%; dann ist also B

9)2 < C@:
Wols)

—_ log® 2l2m,+m.=+...+'m,-
(18) Mt =& S (1+1)° ]](m+1) (n +1)“W

x%

Fiir ein S(k;%;n) der Klasse [I; m;n] ist erstens nach (4) — da
8(h;k;n) in 22, 5, liegh —
1

(19) t>cZ—1>c2l_m’;
zweitens ist nach (5), (6)

i % 1 R
(20) |0(e;8), <cx®2 2, !—;i x22 ?;

weiter ist das MaB von S(%; k;n) nach (12) kleiner als

c
(21) W>

endlich ist die Anzahl der m'chtlgaren Mengen S(k; k;n), die zur Klasse
[2; m;n] gehoren, kleiner als ¢. Also ist der Beitrag, den die Klasse
[7;m;n] za L* baw..zu M* liefert, wegen (13), (14), (18), (19), (20), (21)
Kleiner als (man beachte log(zt) < ¢ log(2'z), 2™ < Vx)

1%) Wir fiigen noch den uberfliissigen Faktor (n, +1)? hinzu.
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29 2_J Mm
2m.+n;'/x 22! g&:
olog' (1 H( +1)% (0, +1)° ZT2T T,
x 2 J=1
bzw. kleiner als
e By (2 27" . M
2m1+n.y Og( x)gx
“6 lo{lx (logx+l) (2+1)° ]]( (n —]—1) x27™Y,
x 2 J=1

Unm also L* bzw. M™ nach oben abzuschitzen, geniigt es, die eben
erhaltenen Ausdriicke iiber 7, m;, m; 20 summieren, wo die nichtnegativen
ganzen Zahlen I, m;, n, durch die Bedingung 2™ < Yz beschriinkt sind.

Eine Abscha.tzung von L* ergibt sich also, wenn wir das Produkt der
folgenden r + 1 Ausdriicke abschétzen:

log's 11+ 1)* ay_ 0(c ™5 logiz),
i=0

x'3

£ 3 Bim 10 10— 0ot ogta) (=12,
aMigyg =0
Daraus folgt also
Zr+l T,
L¥=0 (w 2 -log'zx-x%'log?'x> = 0(x4+2 log‘*”x),

womit (13) bewiesen ist.

Ebenso ergibt sich eine Abschitzung von M*, wenn wir das Produkt
der folgenden r 41 Ausdriicke abschitzen:

1 logz-+2) (1+1) —rit
o8 xz(oga: 2)1( T 0(3 2 10g3a:),

.

xz 2 I=0

z X Z(m +1)*(m,+1)°27Y=0(zlogd2) (i=1,2,...,7).

2Migyg n;=0

Daraus folgt also
—7r+1

M*:O(leoggx.z'-log”x) = 0( 5 log™**" x )

womit auch (14) bewiesen ist.

Prag, den 23. Februar 1930.

(Eingegangen am 28, Februar 1930.)
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