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Über die Mittelwertsätze der Gitterpunktlehre. 
Zweite Abhandlung1). 

Von 

Vojtech Jarnik in Prag. 

§1-

Definitionen und Bezeichnungen2). 
Es sei stets r ganz, 2; 

r 
Q = Q(u) = (a = a ) 

11, V = 1 

sei stets eine positiv defmite Form3) mit der Determinante D; die Form Q 
heiße rational, wenn es eine Zahl a gibt, so daß = wo die bflv 

ganz sind; sonst heiße Q irrational. Wenn die Form Q die Gestalt 

Q{U)=2«ju: (aj> o) 
j=1 

hat, soll Q (u) eine Quadratform heißen. 
Wenn x > 0 (in der Folge wird stets x > 0 vorausgesetzt), so sei 

A (x) = AQ( X) gleich der Anzahl der Gitterpunkte (d. h. der Punkte mit 
ganzzahligen Koordinaten uly u2,..ur) im abgeschlossenen EUipsoid 
Q (u) x. Das Volumen dieses Ellipsoides ist 

V(x) = VQ(z) = — 
L L 

ST2 X-

es werde noch 
P (X) = Pq(X)=Aq(X)-Vq(X) 

r) Die erste gleichbetitelte Abhandlung ist in Math. Zeitschrift 33 (1931), S. 62 
erschienen; sie wird weiter als I zitiert. 

3) Wörtlich wie in I. 
8) Mit sonst beliebigen reellen Koeffizienten. 
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gesetzt. Weiter sei 
X 

0 
X 

T{x) = TQ{x) = [ ^ ? l { y ) d y f . 
o 

§2 . 

Einleitung; der Hauptsatz. 
Die Funktion P (x) — insbesondere ihre Größenordnung für wachsendes x — 

ist in neuerer Zeit Gegenstand zahlreicher Untersuchungen gewesen4). Die 
dabei erreichten Resultate sind aber nur in einigen Fällen definitiv und 
die bisher noch nicht erledigten Fälle scheinen so schwierig zu sein, daß 
es vielleicht nicht unangemessen ist, wenn man sich ein verwandtes, aber 
einfacheres Problem aufstellt und versucht, über diese einfachere Frage 
eine bessere Übersicht zu gewinnen. Dies ist das Ziel dieser Note. 

Ich betrachte nämlich nicht die Funktion P [x] selbst, sondern die 
beiden im § 1 eingeführten und leichter zugänglichen Funktionen E(x), T(x); 
dies sind gewisse Mittelbildungen aus P (x). Weiter werde ich mich aus-
schließlich auf Quadratformen beschränken. Das Ziel dieser Note ist 
folgender 

H a u p t s a t z . Es sei 

Q(u) = JjctJu* K->0, 
;=i 

1. Dann ist für r > 3 

RQ(X) = QU 4 RQ(X) = O\X* / . 

2. Wenn Q rational ist, so ist für r > 3 

3. Dagegen ist für fast alle5) r-dimensionalen Q(u), wenn r> 3, 
/ r-1 3+3r \ 

RQ ( X ) = 0 U " I o g ^ - x). 

*) Näheres daxüber in I, § 2. 
ä) Die Behauptung 3 ist folgendermaßen zu verstehen: Wenn r > 3, so gibt es 

im r-dimensionalen Räume der Punkte (ax, a2> . . a r ) eine Menge N = Nr vom 
r 

LebesgueschenMaße Null, die folgende Eigenschaft besitzt: wenn Q (u) = 2 (a
3 > 0 ) 

und wenn der Punkt (a15 a.2, . . . , ccT) nicht in Nr liegt, so ist ? = 1 

[ r-1 \ 
RQ(X)=0[X * log ^ x). 
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4. Für r = 3 ist für alle Quadratformen 

RQ (X) = Q (**), BQ (X) = 0 (x^logx).6) 

5. Für r = 2 as/ für alle Quadratformen 

RQ (X) = ß 0 * ) , RQ{X) = 0 (z±log* z) . 

6. diese Resultate bleiben richtig, wenn man in ihnen RQ(X) 
durch TQ(X) ersetzt. 

Man sieht, daß diese Resultate, wenn man von logarithmischen Faktoren 
absieht, einen definitiven Charakter tragen; sie geben auch eine ziemlich 
vollständige8) Übersicht über die Abhängigkeit der Größenordnung der 
Funktionen RQ{X) und TQ{X) einerseits von der Dimension r, andererseits 
vom arithmetischen Charakter der Koeffizienten a.\ z. B. sieht man, daß 
der Einfluß der a-, der sich für r = 2, 3 — wenn überhaupt — höchstens 
in einem logarithmischen Faktor äußert, für r > 3 sogar den Exponenten 
wesentlich beeinflußt. 

Nun habe ich in I schon einen beträchtlichen Teil der Behauptungen 
des neuen Hauptsatzes bewiesen; in dem damaligen Hauptsatz sind nämlich 
die Behauptungen 1, 2, 4, 5 und die entsprechenden Behauptungen für TQ(X) 
(ja sogar etwas mehr) enthalten. Es genügt daher, wenn wir die Be-
hauptung 3 und die entsprechende Behauptung für TQ(X) beweisen. Da 
aber (Schwarzsche Ungleichung) 

X X X 

= P (V)' dy £ ^ ( j d y j P*{y)dy)~= T{x), 
0 0 0 

genügt es, die Behauptung 3 nur für T(x) (statt R (x)) zu beweisen. Es 
genügt uns also vollständig, folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 1. Wenn r > 3, so ist für fast alle r~dimensionalen Quadrat-
formen Q 

JP'i(y)dy = o{x^^log3 + i r x ) . 
0 

Der Beweis ist eine Kombination der Beweismethode des Satzes 1 
aus I mit einer älteren Methode von mir9). Er ist freilich inhaltlich 

1 r r— 1 ö) Man beachte -jr- = — 1 = —— . 
Li Li 4 

1) Man beachte 4- = ^ > — 1. 
4 4 2 

8) „vollständig" allerdings nur cum grano salis; denn ein Teil der Behauptungen 
bezieht sich bloß auf „fast alle* Quadratformen. 

9) V. Jarnik, Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Mathematische 
Annajen 100 <1928), S. 699—721. 
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meistens komplizierter als der erwähnte Beweis in I; dagegen aber an 
einer Stelle ist er sogar einfacher. Dies kommt davon, daß ich in dem 
vorliegenden Beweis recht verschwenderisch mit den Logarithmuspotenzen 
umgehe10), wogegen ich in I Wert darauf legte, die heutige Behauptung 1 
des Hauptsatzes ohne logarithmische Faktoren zu beweisen. 

§ 3 . 

Beweis des Satzes 1. 
oo 

Es sei 6 (s) = JJ e-n*s; diese Reihe konvergiert absolut für («) > 0. 
n = — oo 

Es sei Q(u)=2jccju* (a,. > 0 , r > 3), x > 0; dann ist11) 
j=i 

i i (- % oo h % co 

J p J W ^ - d ^ j" J 
/ - . N U ± . 1 . - - |'«!-.. «r«S 

( 1 ) ä"* 0 0 

(J7» («, o - t = - e ) \i=1 l//v /v .«'2/ V ' 
X 

K 

Dies ist die Formel (12) aus I, deren Beweis dort unabhängig vom übrigen 
Text lesbar ist. 

Im Rest dieses Paragraphen sei nun stets x > 1. Mit c bezeichnen 
wir unterschiedslos positive Zahlen, die nur von r, a 2 , . . a r abhängen. 

Eine Zahl nenne ich eine Fareyzahl oder einen Fareypunkt, wenn 

A ̂  0, 0<k£ ]/ x, {h, k) = 1. Ein für allemal bemerke ich: wenn ich 

einen Bruch aufschreibe und ihn eine Fareyzahl oder einen Fareypunkt 

nenne, verstehe ich darunter, daß der Bruch schon in seiner reduzierten 
Gestalt aufgeschrieben ist, d. h. daß h ^ 0, 0 < & <[ rfx, (h, k) = 1. Zwei 
Fareypunkte (und ebenso später zwei Medianten) heißen benachbart, wenn 
zwischen ihnen kein Fareypunkt (bzw. keine Mediante) liegt. Dabei be-
zeichne ich als Medianten alle Zahlen wo —, ~ zwei benachbarte 

^ 1c "j- 1c IG 1c 

Fareypunkte sind. Wenn - j ein Fareypunkt mit h > 0 ist, so sei SBÄfft 

dasjenige linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offene Intervall, welches den 
10) Der sachkundige Leser wird selbst erkennen, an welchen Stellen eine Er-

niedrigung der Logarithmuspotenz ohne weiteres möglich wäre. 
u ) Alle vorkommenden Quadratwurzeln sind mit positivem Real teil zu nehmen. 
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Punkt \ enthält und zu Endpunkten zwei benachbarte Medianten hat. 

Wenn J=(a,b) und <5 > 0, so bedeute ÖJ das Intervall (Sa, Sb). 

Es sei A = max — . Die kleinste Mediante ist — "t ^ < —: wenn also 

bei festem j (1 die Zahl alle Fareyzahlen mit h> 0 durch-
2 n läuft, so überdeckt die Vereinigungsmenge der Intervalle k sicher das 

/ A \ aJ ' ganze Intervall ( , -f- co ). Bekanntlich ist 
) 

(9) » = / * _ i l A + i ^ 

wo 1, 

Folgende Bemerkungen werden wir oft brauchen: 
2 A 1 I. Für 0 < t < —, x > c, s = - 4- ti ist 

— — ]x * 

(3) — t » r i l . . . ars-
— — <cx -

Denn es ist 

1 / TT 00 _wI_fL_ 
WO y}j(a) = 2JJe «"; 

* j >t=i 

für unsere s ist aber $ (—) = z — ; > c, also 1-r x2 t2 * 

XX 
Uf(l + X2t-) Wj{s)\<ce 

also 
r 

J J Q ( q . s ) = r ( l - j -^ (g ) ) , wo j < ce 
y«! . . . ccT $* 

Die Funktion von t 

ex ex 
e 1 

l + 

X+x^f- T+i „ l+x*t* 
—= = x" 2+-1 

(1 + X2*2)4 2 

nimmt aber für x > c im Intervall 0 < -}-oo ihr MaYimnm für 

1 x* t2 = cx an, wie man leicht nachrechnet; dieses Maximum ist also 

- - 4 kleiner als c x i 2 . 
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( 4 ) 

( 5 ) 

(6) 

1 . 2 3t 
II. Es sei s — —I- ti, wo t in — k liegt, x > c. Dann ist x aj 

A & 
CJ<t<Clc> 

\H«is)\<cYl> 
1 

< c l / * 
I 

Beweis . Nach (2) ist t — — \ also gilt (4). (5) folgt 

aus der Formel (vgl. die Formel (13) aus der unter 9) angeführten Ab-
handlung) 

(6) ist wahr, da aus (4) und aus 0 < h ~(x folgt 

\ r A < h < c i l < c r k < c f i -
Betrachten wir nun das Integral rechts in (1); der Faktor1'2) 

# 6 («,«)• j=i }cc1... ar 
3=1 • ..CCrSf l 

ändert seinen Betrag nicht, wenn man t durch — t oder tr durch — t' 
ersetzt; weiter ist 

; «*(«+«') _ 11 < e2_j_ 1 t __ 
- t - \ t ' 

Also ist 

wo 

J = 

JPQ(y)dy<cJ, 

, Rd(a;s) - , . HB{*J*') 
I . 5 J = 1 . 

I-H t-t'\) 

Um also eine O-Abschätzung für / P \ ( y ) d y zu beweisen, genügt es, die-
o 

selbe Abschätzung für J nachzuweisen; oder es genügt auch, dieselbe Ab-

a) Im folgenden sei stets s = ä' = i - f - t'i (t, t' reell). 
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Schätzung für die folgenden Integrale K, L, M zu beweisen: 
U 2i A^ A_ 
1X V® Mx 00 CO V® 00 OD 

Är = / / . . L = jdt J ... = /...d*'; i f = / . . . d*' 
o o 0 24 0 A 

Mx ]'x Yx Vx 

(der Integrand ist derselbe wie in J). 

Wir werden nun folgenden Hilfssatz brauchen: 
Hi l f s sa tz 1 3 ) . Es sei 0 < C < D, a>0, r ganz, r > 1 , Dann 

gibt es im Würfel W: 

des r-dimensionalen Raumes der Punkte (y1, j>3, ..., yr) eine Punktmenge 
N(C, D, a) vom Lebesgueschen Maß Null und von folgender Beschaffenheit: 

Zu jedem Punkt (y1, y2,..yr) von W—N{C,D,a) gibt es eine 
positive Zahl 

Qo = Qo{Yi>Yv'>Yr> a)> 

so daß für jedes System von nichtnegativen ganzen Zahlen 

l; mx, m„, ..., mr\ n„, nz, ..nr; q 

mit q > q0 die Ungleichungen 

K \ ^ a / • o o > 

2l£hx<2l+x, 2mi£k1<2m'+\ 2'M^k2<2mn-+1,...,2mr£kr<2mr+1 

höchstens 

m=((C+1) (I+1)n ( m , + 1 m»!+1)) 

Lösungen in ganzen hj, k- { j = 1, 2, . . r ) besitzen. 
Es sei nun ix,i.2>...,ir irgendeine Permutation der Ziffern 1 , 2 , . . . , r ; 

mit Niiti,2i ( C , D , a ) bezeichnen wir diejenige Punktmenge, welche der 
Punkt (y<i, yit, ..., yir) durchläuft, wenn der Punkt (y1, y.2, . . y r ) die 
Menge N(C, D, a) = Nli2, ...,r (0, D, a) durchläuft. Die Vereinigungs-
menge dieser r\ Mengen Nilti^...>ir (C, D, a) heiße N* (C, D,a). Offenbar 
ist N*(C,D,a) auch eine Nullmenge14). 

Um den Satz 1 zu beweisen, genügt es — da die Vereinigungsmenge 
von abzählbar vielen Nullmengen wieder eine Nullmenge ist — zu zeigen: 
Zu jedem C, I) mit 0 < C < D gibt es im r-dimensionalen Räume der 

x3) Dies ist der Hilfssatz 5 aus der unter9) zitierten Abhandlung, S. 711, dessen 
Beweis dort unabhängig vom übrigen Text lesbar ist. Bas dortige a heißt jetzt r. 

14) Statt „Menge vom Lebesgueschen Maß Null" sagen wir im folgenden auch 
„Nullmenge". 
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Punkte (« j .ß j , . . . , « , . ) eine Nullmenge N(C,B), so daß für jeden Punkt 
(cc1} a n , a r ) des Würfels W: 

der nicht in N(C, B) liegt, die Abschätzungen gelten: 

( \ 
(7) K = 0 \ x 2 

(8) L = 0\x^ " l o g 3 + B r x J , 
r 1 

(9) M = 0\x~ -log*-3'*;. 
1 l 3 

Wir setzen nun im Hilfssatz C = —, B = —, a = —: mit N(C. B) 
D C C v 1 

bezeichnen wir die Menge, die der Punkt («15 . . . , ar) durchläuft, wenn 
der Punkt (—, — , . . . , — ) die Menge V ax a2 ar j 

N*(C,I>,A) = N*( 

durchläuft. Offenbar ist N(C,B) eine Nullmenge16). Im Rest dieser 
Abhandlung sei nun (c^, a 2 , a r ) ein beliebig aber fest gewählter Punkt 
aus W— N(C, B); und wir werden für ihn die Abschätzungen (7), (8) , 
(9) beweisen. Damit wird Satz 1 bewiesen sein. 

A b s c h ä t z u n g v o n K. 
Es ist 

2 A 2A 
\'x » \'X | 

r 
dt -J 0 

J I e { a j S ' ) -
. .. aT s2 > | }'at . . . ccr s''2 

dt'. 

Nach (3) ist für x > c 

r Mx v y« t 
TT^ ^ f „ f d t ' O T + 1 f ^ f dt' K<cx I dt \ y = 2cx dt I j 

o o 0 0 ^" ^ 

M. 
- + i / — — \ 

damit ist (7) bewiesen. 

15) N(C,D) hat offenbar folgende Symmetrieeigenschaft: Wenn der Punkt 
(cc1} cc2, . . a r ) zu N(C, D) gehört und wenn i^, i2, ..., ir irgendeine Permutation 
der Ziffern 1, 2, . . r ist, so gehört auch der Punkt (aiJ} . . . , air) zu N(C, D). 
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Abschätzung von L und M. 

93 

( f jl 2A Es ist man beachte, daß für gilt 
1 2 \ )x }x 

< —) nach (3) für x > c 
i*: ± + i . - * ' x ' 

A^ 
Tx 

ir$.(«js') * 

dt' 

! Hdiajs)-jj=i v J J 
}a1...arss 

-A y* 
- + \ t - t ' 

dt 

< cx 
J=1 I . I« 

dt. 
2A 
Vi 

Zur Abschätzung von M benutzen wir die für n > 0, a, 0 ( / = 1, 2 , . . . , n) 
n j 3 

gültige Formel y ax a2... an <[ — (a± + a9 + . . . -j- uJid bekommen — 
wenn wir noch die Symmetrie des Integranden ausnutzen — 

M 

00 00 1 TT 
f p ; Ee(ajS)-

i—i \ a.̂ ... ar sa i i 

A_ A_ 
Vx Vx 

dt dt' 

< c 

" f j I[eta js)e{u j8>) | + , flö {ajS)—r ; o-1 

J 
Ä 
Vi 1 

CD OO f 

dtdt' 

!* ß 

< C 

Nun ist für t > x > c - ^ 

oo Vj'a; x' x oo 

— 1 — max — <+ — 
v® 1 

4 i [-+[*-* 
V~x 

0 

< 4 l o g ( « 0 . 
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Die zu beweisenden Abschätzungen (8), (9) werden also bewiesen sein, 
wenn wir beweisen, daß 

r 1 
S? j EHujs) '-r — 

(10) J — rt ^ d t = 0 (x~* ' 2 log 4 + 

V® 

3-r 3 >• (11) ^ — — ^ log(s*) d* = 0 (s * ^ 2 log 

Wenn nun ein t>— gegeben ist, so gibt es zu jedem j ( j = 1, 2 , . . r ) 

genau eine Fareyzahl ~ (Ay > 0), so daß t in liegt; wenn dazu 
2 JT Ä , . 7 Uj 

noch ^ H= ~ —, so gibt es genau eine ganze Zahl n-, so daß 

(12) — — = < 

Da nach (2) gilt 
2n hj 

~ h 

t - - ± \ < 2 * 
a j h i — a,2 nJk,.)x " 

< 
CLjkjlx 

A so ist n , 0 . Also: zu jedem t > welches mit keinem der abzählbar J )x 
vielen Punkte — £ (0 < k£-fc, h > 0, (A, = 1 , ? = 1, 2 , . . r ) über-CCj IC 
einstimmt, gibt es ein System von 3 r eindeutig bestimmten ganzen Zahlen 

hjt kp n. ( j = 1, 2 , r ; hj> 0; 0 < k j £ f i ; (hpk5) = 1; n^O), 

so daß t im Durchschnitt der r Intervalle — liegt und den r Un-
gleichungen (12) genügt. 1 

Umgekehrt, wenn ein System von 3 r ganzen Zahlen 

hp kp nj (? = 1, 2 , . . r ; A , > 0 ; 0<kj^]ri; (Aj,kJ)=l; », ^ 0) 

gegeben ist, so sei 

£(A15 A 2 , . . . , Ar; kx, k2,..., kr; n1} nr) = 8 (h; k; n) 
2 71 

die Menge derjenigen die im Durchschnitt der / Intervalle — Hegen 

und den Ungleichungen (12) genügen16). Die Vereinigungsmenge aller 
ia) S(h; Je; n) kann freilich auch leer sein. 
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Mengen S(h;k;n) überdeckt offenbar, mit Ausnahme von abzählbar vielen 
A 

Punkten, das Intervall < t < + oo. Es genügt also vollständig, wenn 
}x 

wir statt (10), (11) die Gleichungen 

-.2. J -
13) L — J y -5 = 

•r 1 ~r + —, 3 + 3 r 
hi,...,hr s(h:k;n) 

_ r ne2{ajS), + J ^ L L 

(14) = 2J -1=1 fi
 1 ' 1 log(xt)dt = 0{x* 2 Iog 3 + 3 

hlt...,hr S(h;k;n) ki,..., kr Hi, . •., nT 

beweisen. Aus Symmetriegründen (man beachte die in der Fußnote 15) 
hervorgehobene Symmetrieeigenschaft von N(C,D)) dürfen und wollen 
wir uns bei der Summation in (13) und (14) auf diejenigen S ( h ; k ; n ) 
beschränken, für welche 
(15) 2 n i k 1 > 2 n " - k 2 > . . . > 2 n r k r 

güt. 
Es sei nun l; m1, m2, mr; nx, .. .,nr ein System von nicht-

negativen ganzen Zahlen; wir wollen sagen, daß eine Menge 

S(h; k; n) = S(hlt..., hr\ kx,..., kr; w15..., nr) 
zur Klasse 

[l; m\n] = [l; mXi ra3,..., mr; n1} w3,..., nr] 

gehört, wenn erstens (15) gilt und wenn zweitens 

(16) 2 ^ Ä ! < 2 z + 1 ; 2 m i £ k 1 < 2 m i + 1 , 2 m * £ k 2 < 2 m * + \ . . . , 2 m r £ k r < 2 m r + \ 1 

Jede von unseren Mengen S ( h ; k ; n ) gehört also genau einer Klasse 
[Z; m; n] an; wenn eine Menge S(h; k; n) der Klasse [l; m; n] nicht leer 
sein soll, muß nach (12) und (15), da — ^ 

C 

i — -T1 -=- < - H = < 27i — aj h — at \x aj2nJkJ)x C 2njkj]x ' 
also muß 

M7\ • 1 K 1 h . 3 1 ( . 0 ( 1 7 ) ( , - 2 , 8 . . . . . r ) . 

wenn die ganze Zahl q durch 2e <Lfx < 2e+1 definiert ist. 

") Wenn die Klasse [Z; m; n] gegeben ist, so sind also für die zugehörigen 
S(h; h n ) die Uj bereits bestimmt, während die Ti}, kj noch einen gewissen Spiel-
raum haben. 
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Der Punkt (a15 a2, . . a r ) liegt in W — N (C, D), also liegt der 

Punkt f — i m Würfel ~ < — < und außerhalb der Menge V^' cc3 aT) D ~ Kj— c 

N* f-L, 4-, 4rV also um so mehr außerhalb der Menge n(=, -L, -4-V 
\D' C C) ö \D C CJ 

Also gibt es nach dem Hilfssatz eine positive Zahl 

Qo = Qo0i> «r» C)> 
so daß für q > q0, also um so mehr für x 22g°+2, das System der 
2 r Ungleichungen (16), (17) höchstens 

aß = ( ( e + l ) ( l + l ) n ( m j + 1) 7 7 ( n , + 1)) ' 
21 2»»I+»M2+ ••• 

Lösungen in ganzen hj, k- ( j = 1, 2 , . . . , r) besitzt. Mit anderen Worten: 
Für x 2 2e°+2 ist die Anzahl der nichtleeren Mengen S(h; k; n) der 
Klasse [ l ; m ; n ] höchstens gleich 9K. 

1 c 
Für x > c ist q -+-1 < log#, . 1 ) o < Es sei nun stets x > c, 

x ^ 2 * S o + 2 ; dann ist also 2 r - a.— 
< c äft, 

wo18) 
r 

l ^ - i i „ ^ T T ^ ^ 9 « 9 ' / » ! + » ? - . + 

(18) K _ ü y (, + !)• + !)•(„, + !)• 2 • 
a; 2 i=i 

Für ein S(h;k;n) der Klasse [Z; m; w] ist erstens nach (4) — da 

S(h;k;n) in h l l t l liegt — 

(19) t > c ^ > c 2l~mi-, 

zweitens ist nach (5), (6) 
1 mj i raj 

(20) \Q{ajS)\<cx*2~"ä", | -^Lj < 

weiter ist das Maß von S(h;k;n) nach (12) kleiner als 

(21) = ; 

endlich ist die Anzahl der nichtleeren Mengen S (h; k; n), die zur Klasse 
[l; m;n] gehören, kleiner als c9J£. Also ist der Beitrag, den die Klasse 
[L;M;N] zu L* bzw.-zu M* liefert, wegen (13), (14), (18), (19), (20), (21) 
kleiner als (man beachte log(a;tf) < c log(2z:r), 2m> <i ~fx) 

9) Wir fügen noch den überflüssigen Faktor (% + l ) 2 hinzu. 
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t l mj 
c 22Wl 

2^+^j/— 221 

< c ^ #(»,•+1)3 K+i)a 
i »y 

m, 4 - 1 Cft.. -I-1} je 

bzw. kleiner als 

^ ^ ^ 1 0 8 ( 2 ^ ) 5 " , 2 - ^ - M 

x 2 " i=i 
Um also L* bzw. J f* nach oben abzuschätzen, genügt es, die eben 

erhaltenen Ausdrücke über l, rn-, rij zu summieren, wo die nichtnegativen 
ganzen Zahlen l, m^ n- durch die Bedingung 2mj "(x beschränkt sind. 

Eine Abschätzung von L* ergibt sich also, wenn wir das Produkt der 
folgenden r + 1 Ausdrücke abschätzen: 

i ^ i M I ' ^ t ^ v « ) , 
X 2 1=0 Z 

oo Wtj 

Daraus folgt also 

X* = 0 ( a f ^ . l o g ' 2 * • xlrlog3rx) = 0 , 

womit (13) bewiesen ist. 
Ebenso ergibt sich eine Abschätzung von M*, wenn wir das Produkt 

der folgenden r + 1 Ausdrücke abschätzen: 

l g . J , (log , + » (l + 1)» _ 0 ( I o g , 8 ) ; 

X « z=0 2 

Daraus folgt also 

M* = O{xj^\ogzx.xr.\og*rx) = O(xj**^\og3+zrx)} 

womit auch (14) bewiesen ist. 

Prag, den 23. Februar 1930. 

(Eingegangen am 28. Februar 1980.) 
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