
Jarník, Vojtěch: Scholarly works

Vojtěch Jarník
Über die Mittelwertsätze der Gitterpunktlehre, 3. Abhandlung

Math. Zeitsch. 36 (1933), pp. 581--617

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500469

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access
to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/500469
http://project.dml.cz


Über die Mittelwertsätze der Gritterpunktlehre. 
(Dritte Abhandlung1).) 

Von 

Vojtgch Jarnik in Prag. 

§1-

Einleitung. 
Es sei r ganz, r ^ 5; 

r 
Q = Q{u) = u uv (a„„ = aVfi) 

/U,V=1 

sei eine positiv definite quadratische Form2) mit der Determinante D. 
Wenn x > 0 (in der Folge wird stets x > 0 vorausgesetzt), so sei 
A(X) = AQ(X) die Anzahl der Gitterpunkte im abgeschlossenen Ellipsoid 
Q ( u ) ^ x . Das Volumen dieses Ellipsoides ist 

(i) v(x) = vQ(x)= j ; 
> D r ( f + i ) 

Endlich sei 
X 

0 
In Mwl und Mw I I habe ich die O-Q- Probleme für R{x) unter-

sucht; hier will ich eine andere Reihe von Problemen behandeln, wobei ich 

Die erste und zweite Abhandlung sind in dieser Zeitschrift 38 (1981), S. 62 — 84: 
und S. 85 —97 erschienen; sie werden weiter mit Mwl , MwII zitiert. Außerdem 
beachte man meine Abhandlungen „Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipso-
iden", Math. Annalen 100 (1928), S. 699-721; Math. Annalen 101 (1929), S. 136-146; 
The Tohoku Mathematical Journal 30 (1929), S. 354-371; sie werden weiter der Reihe 
nach mit Gpl, GpII, GpIII zitiert. 

2) Mit sonst beliebigen reellen Koeffizienten. 
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mich meistens auf die Formen folgender einfacher Gestalt beschränke3): 
Q(u) = CC^ul + ul + . . . + ul) + 1 + Ur] + 2 + . . . + U?) 

( ^ > 0 , « 3 > 0 , r = r 1 + r 2 , r 2 ^>4) . 

Um eine bequeme Ausdrucksweise zu erreichen, führe ich folgende 
Bezeichnungen ein, von welchen die drei ersteren allgemein geläufig sind. 

Es seien f(x), g{x) für hinreichend große x definiert, g(x) > 0 für 
hinreichend große x. 

Die Beziehung 

f{z) = 0(g(x))9 bzw. f(x)--=o(g{x)), bzw. f(x) = Q(g(x)) 

sei gleichbedeutend mit 

lim sup l ^ ^ l l < oo, bzw. limsup == 0, bzw. limsup > 0. 
x=<v 9\x) X—OO Q\x) X— CO 9\x) 

Ebenso die Beziehung 

f ( z ) = 0(g(z))9 bzw. f(x) = o(g(x)), bzw. f(x) = Q(g(x)) 

sei gleichbedeutend mit 

l i m i n f M ^ i < oo, bzw. liminf = bzw. liminf J ^ M > 0. 

Die Symbole 0,o, Q beziehen sich also sozusagen auf die maximale 
Größenordnung, die Symbole Ü auf die minimale Größenordnung von 
f(x) bei wachsendem x. 

In dieser Abhandlung will ich nun eine Reihe von O- 42-Sätzen 
über beweisen und werde diese Resultate mit den (meistens be-
kannten) O-o-ß-Sätzen vergleichen. Der folgende Satz zeigt noch keinen 
Unterschied zwischen dem O-ß-Problem und dem O-ß-Problem: 

Satz 1. Es sei r ^ ^ , 4; r1? r2 ganz) r = ai > > 0, ~ 
rational; 
(3) Q{u) = a±(ul + Ul + • • • + Ur) + (Wr3

1+1 + + . .. + . 
Dann ist 

(4) R q (x ) = O{X^~1) , 

(5) R q ( x ) = Ü { X ^ " 1 ) } 

(6) ü g t o - o G ^ " 1 ) , 

(7) 

3) Ich formuliere auch die Resultate meistens nur für solche Formen, obwohl 
sie teilweise etwas allgemeiner gelten. 
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RQ[X) verhält sich also in diesem Fall sehr regulär: es gibt zwei 
positive Zahlen ax> a.2, so daß für alle hinreichend großen x 

a±x* < BQ(X) < anx 2 

gilt. Der Satz 1 ist nicht neu; (4) ist in der dritten Behauptung des 
Hauptsatzes ausMwI4), (7) im Satz 3 aus Mwl enthalten; (6) folgt offen-
bar aus (4); (5) aus (7). 

Wenn wir die Voraussetzung der Rationalität von — fallen lassen, 
bekommen wir. folgenden Satz: 1 

Satz 2. Es sei r± 4, r2 ^ 4; r19 ra ganz, ra + r3 = r; für cc± > 0, 
> 0 sei Q(u) durch (3) gegeben. 

B e h a u p t u n g 1. Für alle a± > 0, > 0 eatf 

B e h a u p t u n g 2. JPW aZZe ^ > 0, > 0 ist 

R Q { X ) = Q U 2 

B e h a u p t u n g 3. /asJ aZZe5) a± > 0, > 0 zsi 

j2Q(z) = 0 für iedes e
 > 

B e h a u p t u n g 4. /asJ alle ax > 0, > 0 

= ßr jedes e> 0. 

Die Behauptung 1 folgt natürlich aus der Behauptung 2 und die Be-
hauptung 4 aus der Behauptung 3. Übrigens ist die Behauptung 3 nicht 
neu6), sie wird aber in der Folge mitbewiesen werden. 

4) Übrigens ist nach Herrn A. Walfisz = 0 M i , woraus sofort (4) folgt. 
Über die Geschichte der 0-Q-Probleme für P^(^) vgl. die Einleitung zu Mwl oder 
noch besser A. Walfisz, Über einige neuere Ergebnisse der Gitterpunktlehre, Prace 
matematyczno-fizyczne 36 (1928-1929), S. 107-135. 

ö) Die Behauptung 3 ist folgendermaßen zu verstehen: Es gibt im Cartesischen 
Räume der Punkte [cclf <*9] (mit den Koordinaten cclf a2) eine Punktmenge N vom 
Lebesgueschen Maß Null, die folgende Eigenschaft besitzt: wenn > 0, a 2 > 0 und 

( 
wenn der Punkt [c^, a j nicht zu N gehört, so ist für die Form (3) Rq(x) = 0\x J 
für jedes « > 0 . Analog sind die Worte „fast alle" in allen übrigen Fällen zu ver-
stehen. 6) In Gp I, Satz 2 (Spezialfall o = 2) wurde nämlich bewiesen: für fast alle 

( 
a i > 0, a 2 > 0 ist PQ(X) = 0\X J für jedes * > 0, woraus natürlich die Behaup-
tung 3 folgt. 
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Der Fall „—rational" wurde durch den Satz 1 erledigt; der Fall ai 
„— irrational" wurde durch den Satz 2 nur für „fast alle" cc±) or3 erledigt 

(und dazu noch nur „bis auf xeU); wenn wir nach Resultaten suchen, die 

für alle irrationalen — gelten, kommen wir zu folgenden Sätzen, in welchen 
sich zum erstenmal ein scharfer Unterschied zwischen dem O-o-Q-Problem 
und dem O-Q-Problem zeigt: 

Satz 3. Es sei r± 4, r3 ^ 4, r19 r3 ganz; r1 + r3 = r. 

B e h a u p t u n g 1. Wenn cc± > 0, a3 > 0, — irrational, so gilt für die 
Form (3) ^ 

Behaup tun g 2. Es sei <p(x) —»+00 für x—• +«>; dann gibt es 

zwei Zahlen cc± > 0, «3 > 0 mit irrationalem ~ so, daß für die Form (3) 
die Abschätzung ^ 1 

gilt. 
Satz 4. Es sei rx ^ 4, r3 ^ 4; r19 r3 ^atiz; r = rx + r2,2; = min (rv r3). 

Behaup tung 1. Wenn < ^ > 0 , a 3 > 0 , ~ irrational, so gilt für die 
Form (3) die Abschätzung 1 

( r 2—2 \ 

. . . 
für jedes e > 0. 

Behaup tung 2. .Es g '̂ta zzm Zahlen aa > 0, a3 > 0 mit irrationalem 
— 50, rfa/3 für die Form (3) die Abschätzung ai 

gilt. 
Für rationales — gilt nach Satz 1 

0 < lim inf ^ limsup ^ ^ < 00; 
cr=co ——1 «=00 ——1 

z2 z2 

für irrationales ^ ist zwar nach der Behauptung 1 des Satzes 3 

lim RQ(X) :X2 0, aber die Konvergenz kann nach der Behauptung 2 X~ 00 
des Satzes 3 beliebig langsam sein, wenn man a13 cc2 geeignet wählt; das 

0-42-Verhalten von RQ{X) bei irrationalem ~ schließt sich dem Verhalten 

bei rationalem — sozusagen, stetig an. Ganzanders liegt die Sache bei dem 
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O-ß-Problem, wo man nach der Behauptung 1 des Satzes 4 stets sogar 

einen kleineren Exponenten als ~ — 1 bekommt. Ich bemerke noch, daß 

die Behauptung 1 des Satzes 3 nicht neu ist; nach GpII gilt nämlich in 

diesem Fall = J, also um so mehr RQ{X) = o\x2 

Für spätere Zwecke wollen wir noch eine unmittelbare Folgerimg des 
Satzes 4 hervorheben. Für ganze ra 4, r2 ^ 4 (r1-\-r2 = r, Min (r19 r2) = z) 
sei g(r 1 , r 2) die untere Grenze derjenigen Zahlen a, für welche 

R q ( X ) = 0(x«) 

ist für jede Form (3) mit > 0, a9 > 0 und mit irrationalem —. Dann 
ist nach Satz 4 

r i z —2 \ / \ r r 
• - 1 — ^ flrfo, f 9 ) ^ Ö ~ 1 -2 z ^ VV/1> "2J 2 r + 2' 

also insbesondere 
Satz 4a. (<7K> r j - - 2)) = 0. 

r2= oo 

Wir wollen uns noch eine andere Frage stellen. Es sei Q(u) durch 
(3) gegeben, wo c^ > 0, a.2 > 0, ^ ^ > 4 , r = r a + r 2 ; dann sei 
f1 = F1(Q) die untere Grenze derjenigen Zahlen a, für welche RQ(X) = 0(xa); 
analog sei /*a = /*9 (G) die untere Grenze derjenigen Zahlen a, für welche 
RQ(X) = 0(# a ) . (Also ist bei jedem e > 0: 

RQ(x) = 0(xf>+*), RQ(x)=--Q(xf>-*); RQ{x) =0(xf«-+*), BQ(X)=Q(X^% 

Es ist stets und für den Verlauf von 22q(b) ist es sicher von 
Bedeutung, ob das Gleichheitszeichen gilt oder nicht7). Diese Frage wollen 
wir beantworten, wir müssen aber noch eine Definition vorausschicken. Es 
sei ß eine reelle Irrationalzahl; wir bezeichnen mit v(ß) die obere Grenze 
aller Zahlen a, die folgende Eigenschaft haben: Es gibt eine Folge von 
Paaren ganzer Zahlen s^t^, s2, t2; s3, t3 so, daß bei wachsendem n 

+ 00, i ß - ^ o ^ . 

(Aus den Elementen der Theorie der Kettenbrüche folgt, daß stets 

7) Wenn fx(Q) = U(Q), so ist für jedes e>0 

xfi-£<B,Q(x)<xf>+£ 

von einem x an: die Größenordnung von JRQ(X) bei wachsendem x ist gewissermaßen 
„stabil". Wenn dagegen f2(Q)<f1(Q), so ist für jedes « > 0 immer wieder Rq(x)^>x^~€ 

und immer wieder RQ(X) < Die Größenordnung von RQ(X) „schwankt" bei 
wachsendem x. 
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0 v(ß) <1 ex); und umgekehrt zu jedem v mit 0 v ^ oo gibt es eine 

reelle Irrationalzahl ß mit v(ß)=v; offenbar ist v(^~j==v(ß).) Und wir 
werden zeigen: 

Satz 5. Es sei rx 4, r2 ^ 4; rx, r2 ganz; rx + r2 = r; ax > 0, a^ > 0 ; 
sei durch (3) gegeben. 

Behauptung. Dann und nur dann ist fx(Q) = wenn ent-

weder — rational oder v (—) = 0 ist. 
aL \ d j 

Wir werden noch mehr beweisen; wir werden nämlich fx bestimmen 
und für f2 eine obere Schranke finden: 

Satz 6. Es sei rx ^ > 4 4 ; rx, r2 ganz; r = rx + r2; > 0, a2 > 0, 

^ irrational, = v; «sei durch (3) gegeben. Dann ist 

^für y == oo ist -4-r = 0 zu setzen). 

2 y + l 
J_ 

Satz 7. Es sei 4, r a ^ 4 ; rx,r^ganz; r = r 1 + r 3 , 2 = M i i i ( r 1 ) r 9 ) ; 

> 0, a 2 > 0 , ~ irrational, sei durch (3) gegeben. 
Dann ist 

2 r + 1 
2 r (für r == oo ist ^-j-y = 0 zu setzen; die Ungleichung /^(Q) — 2 folgt 

aus der Behauptung 2 des Satzes 2). 
Durch die Sätze 1, 6, 7 wird der Satz 5 bewiesen sein; denn aus Satz 1 

folgt fx(Q) = fz{Q) = TT ~ wenn ~ rational ist. Aus Satz 6 und 7 

folgt f 1(0) = f9(Ö) = | - —2 für r = Aus Satz 6 und 7 folgt 

1 = ^ ( 0 ) füx r = o o . Für 0<v<oo folgt 
endlich aus Satz 6 und 7 

f*(Q)£i-1— 

es ist nämlich 
v-f l 

1 s - 2 
^ o v+1 

v + 1 
d. h. 

2 — —JTJ —• (2 — 2)(r + 1) < 0 
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für 0 < r < oo, 4; denn für v = 0 ist die linke Seite 

gleich Null und für r > 0 ist ihre Ableitung nach v gleich 

——- - (z - 2) < 2 - 0 - 2) < 0. 

Bei dieser Gelegenheit — weil es keine Mühe mehr macht — beweise 
ich noch einen Satz, der sich auf bezieht und dem die Abhandlung 
GpIII gewidmet war. Es sei f{Q) die untere Grenze derjenigen Zahlen a, 
für welche Pq(x) = 0(xa) ist. Dann gilt der 

Satz 8. Es sei r 2 ^ 4 ; rx,r2 ganz\ r^r^^r; <^>0 , tf9>0, 

~ irrational, = v\ Q(u) sei durch (3) gegeben. Dann ist 

(für v = oo ist = 0 zu setzen^ . 

Wir wollen noch einige Worte über die Formen der Gestalt 

(8) Q(u) = Oxiul + u t + . . . + « £ ) + «9(w£+1 + ^ + 2 + • • • + «£+ra) 

+ (w* + r 2 + 1 + Wr%r2+2 + . . . + Ur) 

sagen. Analog zum Satz 2 gilt hier der 
Satz 9. Es sei r^4, r s J>4; rlfr2,r8 ganz; + 

für ^ > 0 , > 0, > 0 sei Q(u) durch (8) definiert 
B e h a u p t u n g 1. Für alle cc1> 0, a 3 > 0 , crs > 0 ist 

j . 

B e h a u p t u n g 2. .Für aZZe ax > 0 , > 0, a3 > 0 ^ 

/ 

-ÄQO) (a;2 ). 

B e h a u p t u n g 3. Für fast alle ^ > 0 , a 9 > 0 , az> 0 ist r 
Rq(x) = 0{XY~*+£) 

für jedes e > 0. 
B e h a u p t u n g 4. aZie ax > 0, > 0, a3 > 0 

für jedes e > 0. 
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Man sieht, daß die Zahl — 3 im Satz 9 genau dieselbe Rolle spielt 

wie die Zahl ~ — 2 im Satz 2. Wir wollen nun eine Funktion g{r13 r2, r3) 

analog zu g (r1? r2) definieren. Für ganze r± 4, r2 ^ 4, r3 4 sei 
<7 (r1? r23 r3) die untere Grenze derjenigen Zahlen a} die folgende Eigen-
schaft haben: Wenn ccx > 0, a2 > 0, ccQ > 0 und wenn keine Relation 

K a i + M s + M s = 0 (K> K> h Sanz> K + kl 4- kl > 0) 
gilt8), so ist für die Form (8) 

BQ(z) = 0(za). 
In Analogie mit dem Satz 4 a könnte man erwarten, daß 

^ J ^ j ' ^ ' - M * - 8 ) ) - 0 -
r 3 =oo 

Dies ist aber nicht der Fall, denn es gilt der 
Satz 10. Es sei r . ^ 4 , r2^>4, 4; r1? r2, r3 <7<mz, ^ = r1 + r2 + r3. 

Dann ist 

Der Satz 10 zusammen mit dem Satz 4 a deutet auf einen tiefen Unter-
schied zwischen den Formen (3) und den Formen (8) hin. Den wahr-
scheinlichen Grund dieses Unterschieds wird der Leser bei dem Beweis des 
Satzes 10 kennen lernen. 

Der Beweis der angeführten Sätze beruht hauptsächlich auf den fol-
genden Hauptsätzen: 

H a u p t s a t z 1. Vorausse tzungen und Bezeichnungen. Es sei 
ri ^ U ^ 4 ; ri> r2 9anz> r = ri + rz> z = M i n (ri> T*)'> ai > «9 > 
— irrational; 

Q(u) = a±(ul + ul + ... + ul) + cc2 (ul+1 + + • •. + Wr9). 

seiew qQ, qx, g2, ... die Näherungsnenner der Zahl —. Är # > 1 werde 

die ganze Zahl w — w{x) durch qw^Lx < qwJrX definiert Es sei £>0. 

Behaup tung . Für wachsendes x ist 

8) Diese Bedingung ist ein genaues Analogon der Bedingung „—2 irrational" bei 

der Definition von denn statt „Es ist ccx > 0, > 0, — irrational" kann 
man auch sagen „Es ist ax > 0, a 2 > 0 und es gilt keine Relation 

c^-F a2 = 0 (k l f &2 ganz, kl + ÄJ| > 0)". 
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Bemerkung 1. Wegen q w ^ x darf man in der Klammer rechts in (9) 

das Glied x weglassen. 
Bemerkung 2. Mit c19 ca, cs, ... bezeichnen wir im folgenden positive 

Zahlen, die nur von a19 cc2, r19 r2, s abhängen. 
Bemerkung 3. Wenn a > 0 eine irrationale Zahl ist, so besitzt sie 

eine eindeutig bestimmte regelmäßige Kettenbruchentwicklung 

a = J0 + i 1 , A ganz für e ^ O , 
U ^ O , 6 , > 0 für Kb0 ̂  0, bj > 0 für j ^ 1 

Die Näherungszähler xn und die Näherungsnenner yn der Zahl cc sind 
folgendermaßen erklärt: 

= </o=1; x ^ W + l, y1 = b1; xH+1 = bn+1zn + xn_1, 
Vn + X = + Vn-1 

Daraus folgt erstens 

0 <Lx0<xx<^x2<xz< x±< ...9 1 = y0 <1 y1 < y2 < yz < < ..., 

zweitens 

» n + t ^ 2 x n , y n + , ^ 2 y n ( » ^ 0). 

Also ist offenbar für wachsendes x und für a > 0 
2 y* = 0{x'), 2 y ; a = 0(x~«), ^ 1 = 0( iog») 

Vn^X Vn^X Vn^X 
und analog für die xn. Weiter ist bekanntlich 

O n , 2 / J = l , ^ < , 1 , — r < < — ( n > . 0) 
Vn VnVn +1 

< 2 ^ > s o und wenn für zwei ganze Zahlen p9 q mit q > 0 gilt | a~~ ~ 

ist notwendig — = — für irgendein n ^ 0. 
f? Vn 

Wenn a > 1, so ist 60 > 0 und 

i 

Also: der n- te Näherungszähler von cc ist gleich dem (n + l)-ten 

Näherungsnenner von ~ und der n-te Näherungsnenner von a ist gleich 

dem (n + l ) - t e n Näherungszähler von —. Alle diese Eigenschaften werden 

wir oft brauchen. Die Näherungszähler von ~ werden wir in dieser Ab-

handlung stets mit pn, die Näherungsnenner von — mit qn, die Näherungs-ai 
Zähler von mit nn , die Näherungsnenner von mit Qn bezeichnen. 
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Haup t sa t z 2. Dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie 
im Hauptsatz 1. 

Behauptung* 

/ T " 1 ^ Rq{x) = 0\X2 

\ v<w 

Haup t sa t z 3. Dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie 
im Hauptsatz 1. 

Behauptung. Für x > c1 ist 

rq{X)>cL^x 2 (—)T-1+—V 
Wir werden im § 2 die Sätze 1 bis 10 beweisen unter der Voraus-

setzung, daß die drei Hauptsätze bereits bewiesen sind; im § 3 werden 
wir den Beweis der beiden ersten Hauptsätze, im § 4 den Beweis des 
Hauptsatzes 3 durchführen. 

§ 2 . 
Beweis der Sätze 1 bis 10. 

In diesem Paragraphen setzen wir voraus, daß die Hauptsätze 1, 2, 3 
bereits bewiesen sind. Den Satz 1 brauche ich nicht zu beweisen, da er 
bereits bekannt ist. 

Beweis der Behaup tung 1 und 2 des Satzes 2. Für rationales ~ 

sind sie durch den Satz 1 bewiesen. Für irrationales — ist nach dem a i Hauptsatz 3 r 

x - H 
R Q ( X ) > C 9 für x>c±i 

womit die Behauptung 2 und also um so mehr die Behauptung 1 bewiesen ist. 
Beweis des Satzes 3. Die Behauptung 1 brauche ich nicht zu be-

weisen, da sie bereits bekannt ist. Die Behauptung 2 beweise ich folgender-
maßen: Wir setzen a3 = 1 und in dem Kettenbruch 

i 
0 ^ + ^ + 

wählen wir die Zahlen 60, 6a, . . . sukzessive so, daß für hinreichend 
große v güt q v < <p(qv+x)> Dann ist nach dem Hauptsatz 3 (x = qw gesetzt) 

r 

H i . € 

für hinreichend große w, w. z. b. w. 
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Beweis der Sä tze 6, 8. Wir bemerken zuerst: Nach den elemen-

tarsten Eigenschaften der Kettenbrüche ist v gleich der unteren Grenze 

derjenigen Zahlen a, für welche qn+1 = 0(q"+1) (bei wachsendem n). Es 

sei also v(—) = v; wir beweisen zuerst die Ungleichung 

(10) f ( Q ) £ i - 1 - t t t -

Für v = oo ist nichts zu beweisen, da nach GpII f(Q) ^ — — 1ist . Es 

sei also 0 < > < o o , a>v, £ > 0 , also ?Ä+1 = o{q^rl). Dann ist nach dem 
i I 

Hauptsatz 1 (man beachte qw<Lx< qw+l, also qw > g^+j > x 1 + a für x > c3) 

' i - » ' v . K . J " 1 , 
p . w - 0 2 m 

Of^v<w " X J 9v q» 

\ o=s«<«, q" I 

- o f t " " 2 C ^ + f - 1 - ™ * ' 
\ 0<:V<W 

1 r ^ 1 

Dies gilt für jedes a > v, e>0; also ist (10) bewiesen. Aus (10) folgt 
T 1 

aber auch ft(Q) <; j - 1 — 

Wir beweisen'jetzt 
(ii) f A Q J k i - i - j ^ T -

Für v = 0 ist nichts zu beweisen, da nach Satz 2, Behauptung 1, 

/i (6) — 2 gilt. Es sei also 0 < v 00, 0 < a < v . Dann gibt es 
unendlich viele solche w, so daß qw+1 > Für jedes solche w setzen 
wir xw = (man beachte qw^xw< qw+1)\ dann ist nach dem Haupt-
satz 3 für hinreichend große solche w 

r 

- — c2 xw 1 

T 1 also ist f±(Q) 2" ~~ 1 ~~ T̂jTT ie(*eß a 0<a<v; daraus folgt 

aber (11) und aus (11) folgt offenbar f(Q) ^ ~ — 1 — womit die 
Sätze 6, 8 bewiesen sind. 
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Beweis der B e h a u p t u n g e n 3, 4 des Sa tzes 2. Bekanntlich ist 
r ( a ) = 0 für fast alle a > 0; daher bilden offenbar auch diejenigen Werte-
paare ^ > 0 , tf2>0, für welche r ( ~ ) > 0 ist, eine Menge vom (zweidimen-
sionalen) Maß Null. Also ist nach Satz 6 für fast alle a± > 0, a2 > 0 
und für jedes s > 0 

R Q ( X ) = 0[X ) , also auch R Q ( X ) = I O [ X ~ j, 
w. z. b. w. 

Wir sollen also noch (da der Satz 5 aus den Sätzen 1, 6, 7 folgt) 
die Sätze 4, 7, 9, 10 beweisen. 

Beweis der B e h a u p t u n g 1 des Sa tzes 4. Die Voraussetzungen des 

Satzes 4 seien erfüllt, es sei ccx > 0, cc2 > 0, — irrational, e > 0. Jedem a2 

z 
j-2 ganzen t > c4 ordnen wir die Zahl xt = q* " zu. Aus dem Hauptsatz 2 

folgt bei ganzzahlig wachsendem t 

X' 1
 ^

 q• 
l " 1 

wo w durch. qw xt < qw+1 definiert ist; wegen qt — xt * <xt ist 
to 

T - 1 

t. Also ist 

o<v<w 1 z» *»- 4 - 1 o t ? < r + 1
 t<r<* 

w. z. b. w. 

Beweis der B e h a u p t u n g 2 des Satzes 4. Wir setzen a1 = 1 und 
wählen (ähnlich wie im Beweis der Behauptung 2 des Satzes 3) a2 so, daß 
#n + i>e< 7 / l für alle Dann ist nach dem Hauptsatz 3 für x > c 6 

1" T " 1 

+ V 
r + 2 

Für q a < x < q a n
r ist also •ifß J-W 

r r 
r> r \ ^ * 2 r + 2 1 itofa;) > cfl—t = o.x • •, ; e £.log£ 6 loga;' 
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r + 2 

FÜR 9J < X < 9W+L IST T —-1 r_ 
-j-\ r \ X-1 2 r + 2 1 

w. z. b. w.9) 
Beweis des Satzes 7. Für v = oo ist nichts zu beweisen, denn 

Y 2 2 nach Satz 4 gilt f» (Q) j — 1 —. Es sei also v < oo, a>v, e > 0; 

dann ist = bei wachsendem n. Jedem ganzen J > c7 ordnen *»+i 
z— -a+1 

wir die Zahl xt = qf
z 2 ; dann ist nach dem Hauptsatz 2 für ganzzahlig 

wachsendes t 

Dabei ist qw^x£< qw + x, xt> qti also Also ist 

** ' q" q- r i o £ » < ( ^ I 
\Xt / 

Für jedes a > r und jedes e > 0 ist also 

- i 2 
2 — -a + 1 

also ist 

—1 — > w- z-b-w-
2 — -V+ 1 

Beweis der Sä tze 9, 10. Die Behauptungen 3, 4 des Satzes 9 brauche 
ich nicht zu beweisen; denn in Gpl, Satz 2 (Spezialfall a = 3) habe ich 
bewiesen, daß für fast alle ccx > 0, a3 > 0, > 0 und jedes e > 0 sogar 

P Q ( x ) = 0{X2 3+£) 

ist; die Behauptung 1 des Satzes 9 folgt aus der Behauptung 2 des Satzes 9, 

ö) Offenbar läßt sich die Behauptung noch verschärfen, wenn man die qn noch 
schneller wachsen läßt. 

Mathematische Zeitschrift. 36. 38 
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so daß es genügt, die Behauptung 2 des Satzes 9 und den Satz 10 zu 
beweisen. Es liege also eine Form (8) mit 4, > 0 (t = 1 , 2 , 3 ) , 
r = r1 + r2 + rs v o r - Nach dem Dirichletschen Fächerprinzip lassen sich 
jedem x > 0 drei ganze Zahlen q = q(x)> 0, p = p(x), t = t(x) zu-
ordnen, so daß 

*%-p\<i> 
q{x) wähle ich dabei möglichst klein, p(x) und t(x) nach einer beliebigen 
Vorschrift. Dann setze ich 

Qx(u)==^(q(U? + ... + Ur\) + V ( Ur1+1+... + U?l+r%) + t ( U ^ + ... + ; 

offenbar ist 

(12) \ Q { . u ) - Q x { U ) \ ^ C s ^ . 

In der Folge sei stets x > c e . Wenn 0 < l, l + 1 < J y , l ganz, so güt 
folgendes: Wenn 8 

(13) 3 - ^ Q W & O i - f - , 
so ist nach (12) 

Für ganze u{ (i = 1 , 2 , . . . , r) ist Qx(u) gleich einem ganzzahligen Viel-

fachen von y ; im Bereich (13) liegen also keine Gitterpunkte. Also ist 

ÄQ^y) konstant im Intervall 

(1 4 ) — 

für diese y ist daher nach (1), (2) 

^ = = _Cl0^< _Cll (if-* 
dy dy 10 y Vgy 

Diejenigen y des Intervalls (14), für welche 
1 

i P M K ^ a y 
• » N T - 1 

ist, füllen daher höchstens ein Intervall aus, dessen Länge höchstens ^ ist. 
Also ist 

OCXTF+L) 

J 

c^aifiy 1 

aiZ 
4 
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Daraus folgt aber für x > c12 

X R 

R Q ( * ) = I J I P Q ( » ) I ^ > ± ^ I 7 " 1 , 

0 

wo rechts über die ganzen l mit 0 < l, l 1 < J-^-, l - j-1 < summiert 
wird. Das ergibt für # > c34

 8 1 

r 

(15) B Q ( x ) > c n ^ r . 

Daraus folgt: Da q = q(x) = 0(x2), so ist 

Rq(z)=Q[X2 j, 

womit die Behauptung 2 des Satzes 9 bewiesen ist. 
Andererseits: Nach einem Satze des Herrn Khintchine10) kann man 

die Zahlen cc± > 03 > 0, az > 0 so wählen, daß 
1. keine Relation 

M i + M s + M s ^ O f o , ^ ganz, k l + l c t + h t > 0) 
gilt, 

2. für jedes x > c16 die Ungleichung 

q — q(x) < #loga; 
güt. 

Für die entsprechende Form Q(u) ist also nach (15) 

womit offenbar der Satz 10 bewiesen ist. 
10) Der betreffende Satz lautet (A. Khintchine, Über eine Klasse linearer dio-

phantischen Approximationen, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 50 (1926), 
S. 170 — 195, Satz II): Es sei rp(t) eine stetige, positive, beständig zunehmende Punk-
tion des positiven Argumentes t, und v ( 0 + 0 0 ^r + Dann lassen sich 
zwei linear unabhängige reelle Zahlen ßl9 02 finden von folgender Beschaffenheit: Für 
jedes genügend große t > 0 können ganze Zahlen q > 0, p} r derart gewählt werden, daß 

\*BI-P\<j, \<L0*-r\<j, Q<*V>W 

ist. Dabei bedeutet die Aussage nd1> d.2 sind linear unabhängig", daß es keine Rela-
tion a6± + bd2 + c = 0 gibt mit ganzen, nicht sämtlich verschwindenden a, b, c. Die 
Zahlen 0X, 03 können ohne Beschränkung der Allgemeinheit positiv vorausgesetzt werden 
da sie ohne Veränderung von q um eine ganze Zahl vergrößert werden können. 

Der Satz II, welcher die simultanen Approximationen zweier Zahlen betrifft, ha 
kein Analogon in der Theorie der diophantischen Approximationen einer Zahl, wi 
Herr Khintchine daselbst (Satz I) gezeigt hat. Dieser Unterschied spiegelt sich i 
unserer Abhandlung in dem Gegenteil zwischen dem Satz 4 a und dem Satz 10 wiede 

38* 
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§3. 
Beweis der Hauptsätze 1, 2. 

Wir wollen zunächst zeigen, daß der Hauptsatz 1 aus folgendem 
Hilfssatz folgt: 

Hilfssatz 1. Dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie im 
Hauptsatz 1. Dazu sei noch y durch 

IIN eY£*<Qr+i 
definiert"•). 

Behauptung. Für wachsendes x ist 
/ - l - i r / r T 4—1+« r 

p / \ V 1 , * , ~ 9 + ' 

0 " ^ / 
Es seien die Voraussetzungen des Hauptsatzes 1 erfüllt; wir setzen 

für einen Augenblick voraus, daß der Hilfssatz 1 bereits bewiesen ist. 
Nach der Bemerkung 3 ist entweder q^ = für alle ju> 0 oder 
0/u == P/u+i ^ ^ 0 (je nachdem a± < oder > Für z > c17 

ist 7 > 0. Es ist erstens (da z 4) 

(1 . ) ^ - ' " . ( ^ " ' . i - o ^ . 

Zweitens: Für /x > 0 ist c18 < — < c19; also 13) 
Qu 

Weiter 

0 < < / * ^ X 0<*<V> * 

a; - — X < q v + x < c l 9 x 

n) Vny Qn> nn> Qn wurden in der Bemerkung 3 ( § 1 ) eingeführt; diese Bemer-
kung weiden wir jetzt reichlich ausnutzen. 

12) Man beachte c18 < ^ < c19 q^ ; n f i =q v , wo entweder stets v = ju+ 1 oder 
v = iL - 1. Aus < x folgt qv+1 < z , also v < w. 
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(denn aus ja<y folgt qv+1 = c10 <1 c19 3); die Summe rechts 
hat höchstens c20 Glieder (da ^ 2 Wenn in einem solchen Sum-
manden > x, so ist v^w und dann ist 

* [—) Z^«* * ' S T 

Wenn aber in einem solchen Summanden qv+1<Lx ist, so ist v < w und 
r z y - l + e _ y - 1 

das Glied x (qv+ix' ' x y q» tritt 

in der Summe 

a T " * V 1 

o 
auf. Also ist 

1 - 1 / £ - _ i r . v V 2 1 r , / vT -TT-l+M 

^ ; ^ * ' \ & / 
Endlich ist 

r r 
X X < , 

9y -1 gv 

wo 
ff« < QY£ C19 X , > C18 > C18 z. 

Wenn qv+1>x, so ist also 
r T 

wenn aber so ist v < w, also 

Es gilt also (16), (17), (18) und entweder (19) oder (20). Also ist 

2 1 5 
2 

2 { ¥ ) i y - - + * 2 

0^1) <w 
aus dem Hilfssatz 1 folgt also in der Tat der Hauptsatz 1. 
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Wir zeigen nun weiter, daß der Hilfssatz 1 aus folgendem Hilfssatz 
folgt: 

H i l f s s a t z 2. Dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie im 
Hilfssatz 1. 

B e h a u p t u n g . 
r r i / , —-1 r .x — —-1 I r _ . , % 9

 1 —-2 + s 
x* 

{ + i j \ o<:*<«A J q» 

r \ 

0 x J ^ R 

(Diese Formel soll gelten: erstens wenn auf beiden Seiten das Vorzeichen 
zweitens wenn auf beiden Seiten das Vorzeichen — gewählt wird; und 
analog im folgenden.) 

Zur Abkürzung setzen wir bis zum Ende dieses Paragraphen 

Gesetzt, der Hilfssatz 2 sei wahr; dann ist, da Aq{x) eine nicht ab-
nehmende Funktion ist, 

i x H— - r x _ _ 
\ Mv)dy = - r ^ l x \ r — r + o{xF{x)), 

i 1) 
x r r 

Aq(x)>x J AQ(y) d y = - " l x ) r - + 0(xF(x)); 

das ist aber genau die Behauptung des Hilfssatzes 1. (Man beachte (1), 
(2) und D=cc[1-a£2.) Um also den Hauptsatz 1 zu beweisen, genügt 
es, den 

Beweis des H i l f s s a t z e s 2 zu erbringen. Es seien also die Voraus-
setzungen des Hilfssatzes 2 erfüllt. 

00 

Wir setzen 6(s) = e~m*s für SR (5) > 0; es seien 
m— — 00 

0 = XQ < < < . . . 

diejenigen Zahlen, die sich in der Form 

K = ai + + • • • + W!) + (>£+1+ WI+2+ • • • + Wr2) 
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mit ganzen u• {j = 1, 2, . . . , r) darstellen lassen; an sei die Anzahl der-
artiger Darstellungen der Zahl Än. Dann ist offenbar für x> 0, di(s) > 0 

= AQ(x)= £ 
n=0 a; 

also 
x 

fAQ(y)dy= 2 
0 INFK X 

Aus der bekannten Formel (bei geradlinigem Integrationsweg) 
a+i oo 

[ 
2s 
J L J eT°^2 = Mzx(T, 0) (a > 0, T reell) 

a—i oo 
folgt also für x > 0, a > 0 

a + i o o x 

a-ioo n=0 J-n^x 

da der Integrand offenbar gliedweise integriert werden darf. Also ist für 
x>liz) 

x±— —+i oo 

( 2 1 ) = 
X 1 1 00 

X 

f 2 JT 2 JE \ Wir setzen dauernd = Max ^ —, —-J und schätzen zunächst das Integral 

1 ^ •A 

* V* 
I e**le±a; —l) 

I . ^ l— 
v'x 

ab; nach einer leichten, aber etwas umständlichen Rechnung14) findet man 
(man beachte r ^ 8) 

r r , — 1 r r 
Ix{X) Q: - — ^ L — = O ^ " 1 ) + 0(X~3) = 0(F(Z)), 

l / ^ ^ r g + i ) 

l3) Bis zum Ende des Beweises sei von nun an x > cä2. 
M) Diese Rechnung ist in Gp H, S. 139, Zeile 2 v. u. bis S. 141, Zeüe 7 v. u. für 

die allgemeinere Form Q (u) = ccx u} + a2 ug +... + ccr u* durchgeführt, wenn man dort 

speziell z = — setzt. 
x 
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also das gewünschte Hauptglied und ein 0 - Glied der gewünschten Größen-
ordnung. Wenn wir noch beachten, daß der Integrand rechts in (21) für 
konjugiert komplexe Werte von s konjugiert komplexe Werte annimmt, 
sehen wir, daß es für den Beweis des Hilfssatzes 2 genügt, wenn wir die 
Formel 

C ±— 
(22) Je*(«,«)e r*(«,«)«"(e * - l) £ = 0(F(x)) = ± + 

A 
Ti 

beweisen. Hier ist erstens 

I | = e, | \ | < | 11 < c23; i s i 1 

zweitens ist nach dem Mittelwertsatz 
s 1 ±— . ±-r ( t , . . t\ . e x — 1 = e x cos — + % sin — — 1 

\ X — x j 

= ( l + \ e±xi) (l - — sinö* - ± i - c o s ö, - ) - 1 V — x2 J \ x 3 x x 3 x) 
(0 < <5{< 1 für 1 = 1 , 2,3) , 

also 

1 t t 
\ e ~~ 1 | < C24 "J2 C25 < C26 ' 

Es genügt also, wenn wir statt (22) die Formel 
00 

(23) J | 6 f ' K « ) 0 , , ( « s « ) !Min = 0 P ( * ) ) 
A_ 

beweisen (s soll bis zum Ende des Beweises ~ + ® t bedeuten^. 

Beweis von (23). Wenn x > 1, so nenne ich die Zahl eine Farey-
zahl oder einen' Fareypunkt, wenn A ^ O , 0 < Je (h,k)= 1. Wenn 

ich einen Bruch ^ aufschreibe und ihn eine Fareyzahl oder einen Farey-
punkt nenne, verstehe ich darunter immer, daß der Bruch schon in seiner 
reduzierten Gestalt aufgeschrieben ist, d. h. daß h ^ 0, 0 < fc / z , (A, &) = 1. 
Zwei Fareypunkte (und ebenso später zwei Medianten) nenne ich benach-
bart, wenn zwischen ihnen kein Fareypunkt (bzw. keine Mediante) liegt. 

Ji -4- Ä' h> h>r 
Dabei bezeichne ich als Medianten alle Zahlen wo —, — zwei be-

^ Je "f" Je Je Je 
nachbarte Fareypunkte sind. Wenn ein Fareypunkt mit h > 0 ist, 
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so sei dasjenige linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offene Intervall, 

welches den Punkt enthält und für Endpunkte zwei benachbarte Me-

dianten hat. Wenn I=(a,b) und <5 > 0, so bedeute 61 das Intervall 

(da, db). Die kleinste Mediante ist Q"t * < -L; wenn also bei festem 
;
 h i + i > ] r* 

j [j = 1, 2) der Bruch alle Fareyzahlen mit h > 0 durchläuft, so über-
2 jt deckt die Vereinigungsmenge der Intervalle — SS7i k sicher das ganze 

f A \ •
 aJ ' Intervall (—. + oo . Bekanntlich ist / 

SB. 

^k k^x k k)x 

wo i ^ e ' ^ i , 
Zu jedem Punkt t des Intervalls t> — , der mit keinem Punkt 

)x 

(25) (h> 0, 0<k£ix, (h,k) = 1, j = 1 , 2 ) 
2n zusammenfällt, gibt es also erstens genau zwei Intervalle — — 3 3 A . , , JC2, 

in deren Durchschnitt der Punkt t liegt und zweitens genau zwei ganze 
Zahlen n1}nso daß 

(26) 

2JT ^ 2 jtht ^ 2*r 
Jbi 

2TT < 2 ̂ r I - 2 3t 

nach (24) ist T ^ ^ O , n2^>0. Umgekehrt: Wenn sechs ganze Zahleit 
A1, kx, n19 7i<2 mit 

( 2 7 ) \>0, Ä 2 > 0 , 0 <kx<L^~x, 0<k2£ix, (h1,k1) = l, 

(A2,Ä;3) = 1, n ^ O , n ^ O 

gegeben sind, so bedeute 

8(Ä; n) = S(h19 Aa; J^, n19 n0J 

die Menge derjenigen t, welche im Durchschnitt der Intervalle 

liegen und die Ungleichungen (26) erfüllen. Offenbar überdeckt die Ver-
einigungsmenge aller Mengen S(A; k\ n)15) schlicht genau das Intervall 

15) Von welchen freilich einige leer sein können. 
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Ausnahme der abzählbax vielen Punkte (25). Die zu be-
\1* J 
weisende Beziehung (23) ist also mit der Beziehung 

(28) 2J J l)^ = 0(f(x)) 
hi>ki S(h;k;n) 

n1}n2 

äquivalent; der Summationsbereich ist dabei durch (27) gegeben. 
Da sich die Formel (23) nicht ändert, wenn wir in ihr alf r1 mit 

cc2, r2 vertauschen, dürfen und wollen wir uns auf der linken Seite von 
(28) auf diejenigen 8 { h ; k ; n ) beschränken, für welche gilt 
(29) 

Es sei nun l i m ^ m ^ n ^ n ^ ein System von nichtnegativen ganzen Zahlen; 
wir wollen sagen, daß die Menge S(h; k; n) = S(h19 h2; k19 n19 ?i2) 
zur Klasse [l; m; n] = [ l ; m1, m2; n19 n2] gehört, wenn 

(30) 2 l <Lh x < 2l+\ 2mi£Jc1< 2Ml+1, 2m*£ki< 2m*+1. 

Jede Menge 8{h; k;n) gehört also genau einer Klasse [l;m; n] an, wobei 
wir wegen (27), (29) noch die Einschränkung 

(31) 2 m ' <L ix , 2 m 2 £ f x 9 2 m * + n * £ 2 m i + n i 

machen dürfen. 
Endlich vereinigen wir die Klassen in drei Oberklassen {0}, {1}, {2} 

folgendermaßen: die Klasse [l; m; n] gehöre zur Oberklasse {0} bzw. {1} 
bzw. {2}, je nachdem 
(32) 2 1 % + n t ^ 2 m i + n > < f x 
bzw. 
(33) 2 " h + n * < i x £ 2 m i + n i 

bzw. 
(34) - ß < L 2 m * + n 2 £ 2 m i + n i 

ist. 
Es sei nun t ein Punkt der Menge S(h; k; n)9 die zur Klasse [l; m; n] 

gehört; dann ist erstens nach (26) 
2 j z \ 

t "i K 
^ 2 7t 

also (da A1 > 0) 

also 

(35) c3» 2l~mi <t<cs0 2l~m'; 
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Zweitens ist s = ~ + ti, t in ^ 3 3 a l s o 1 6 ) 

Daraus folgt nach (26), (30) für j = 1, 2 
1 1 mj nj. 

(36) + " 

2 2 

Nach (26) ist das Maß von S(h\k\n) kleiner als 
C33 

Diesen Umstand und die Ungleichungen (35), (36) benutzen wir zur 
Abschätzung der Integrale in (28). Wir bezeichnen noch mit N(l;m;n) 
die Anzahl der nichtleeren Mengen 8(h;k;n) der Klasse [l;m;n] und 
bekommen sofort folgendes Resultat: um (28) zu beweisen, genügt es, 
die Formeln 

*
 r2 

(37) 2 -^Tr1'^^"11-1, m; ») = 0(F(X)), 
{0} 

ri , ra 1 
(38) J j x * 4 ^ • M i n ( 2 m - 3 ^ - i V ( i ; m ; n ) = 0(J'(a;)) ) 

JL-.L 

( 3 9 ) 2 
nx+l+m^ + m*— K ' 2 a 2 

zu beweisen. Dabei bedeutet Jg für x = 0, 1, 2, daß über alle Klassen 

der Oberklasse {T} summiert werden soll. 
Unsere nächste Aufgabe besteht also darin, für N(l; m; n) eine ge-

eignete obere Schranke zu finden. Zu diesem Zweck beweisen wir folgenden 
Hilfssatz, der im wesentlichen von Herrn Behnke17) herrührt: 

Hi l f s sa tz 3. Für reelles ß sei y>(ß) = ß — [ß]. Es sei L>0, 
M> 0; a± > 0, > 0 seien die im Hauptsatz 1 auftretenden Zahlen. 

") Vgl. z. B. Gp I, S. 708, Formel (13). 
17) Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Abhandlungen aus dem 

math. Seminar der Hamburgischen Universität 3 (1924), S. 261—318; vgl. insbes. die 
Sätze IV und V; einen verwandten Hüfssatz habe ich auch in Gp III (Hilfssatz 1) 
angewendet. 
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/ cc \ M 
Die Anzahl der ganzen Zahlen f mit \ < L, werde 
mit A (L, M) bezeichnet. 

Behauptung . 1. Wenn es ein ganzes t ^ 0 gibt, so daß 

so ist 
A(L, + Qt 

2. Sonst ist 
A{L, M)£8LM. 

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei L < ~ (sonst 

wäre nämlich A{L, M) < M 8 LM). Wir setzen zur Abkürzung — = cc ai 
und bezeichnen mit z1< z2< z8< ... < zy diejenigen ganzen Zahlen 
für welche 

0 < f < M, yj(tcc) < L 

gilt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei v > 0 (denn sonst wäre 
A(L, M) = 0 8LM). Wir unterscheiden zwei Fälle: 

1. Fall. Es gibt ein ganzes j mit 1 j < v so, daß ip{zja) > ip(zj+1cc). 
Wir setzen z- = f , zj+1=g, so daß also 

0 <f<g<M, y(gcc) < y(fcc) < L. 
Dann ist 0 < g — f< M, y>((g — f ) cc) > 1 — L. Wir konstruieren eine 
Folge von ganzen positiven Zahlen mit folgenden Eigen-
schaften : 

1. 0 < vi+1—v{< M (£ = 1, 2, ...), 0 < vx< M. 
2. Für jedes i (£ = 1 , 2 , 3 , . . . ) gilt eine von den Ungleichungen 

ip(via)< L, \p(via)>l — L. 
Das geschieht folgendermaßen: wir setzen vx= zx; wenn ein v{ (£ 1) 

bereits konstruiert ist, so konstruieren wir vi+1 folgendermaßen: Wenn 
y>(v.cc)<L, so sei vi+1 = v{+ (g — f); wenn aber y){v{a) > 1 — L, so 
sei = Diese Folge hat offenbar die verlangten Eigenschaften. 

Aus greifen wir nun eine Teilfolge w1,w2, . . . heraus, 
so daß 2nM< wn< (2n + 1)M für n = l , 2, . . . (das geht wegen 
0 < vi+1— v{< M, 0 <v±< M). Endlich konstruieren wir die Folge 

{u>l+Zl> W^Z^, ...,WX+Zyi W2+Z1} W2+Z2, ...,W2+ZV, 

für jedes Glied dieser Folge ist offenbar entweder ip((wn-\-z{) cc) < 2L 
oder xp((wn-\-z{) cc) >1 —L. Weiter ist offenbar (40) eine wachsende 
Folge. 
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Für X>0 sei B(X) die Anzahl derjenigen Glieder der Folge (40), 
die kleiner als X sind; offenbar ist 

(41) £ ( X ) = ^ X + o ( X ) 

(für wachsendes X). Weiter sei G(X) (für X > 0 ) die Anzahl derjenigen 
ganzen positiven Zahlen £ < X, welche mindestens eine (also genau eine) 
von den Ungleichungen < 2 L , y>(Zcc) > 1 — L erfüllen. Offenbar ist 

(42) B(X)£C(X) 

und da a irrational ist, so ist nach einem Satz vom Herrn Weyl l s) 

(43) <7(X) = 3 L X + o ( X ) . 

Aus (41), (42), (43) folgt aber 

2. Fall. Der erste Fall tritt nicht ein; also ist entweder v =1 oder 

(44) v i* !* ) < < . . . < y{zv<x)> 

Ich behaupte: Alle zi ( l ^ i ^ ? ) sind ganzzahlige Vielfache von zx 

(für v = l besagt diese Behauptung nichts). Denn es sei schon bewiesen, 
daß ze=gQz1 (gQ ganz) für £ = 1, 2, . . . , a , wo a eine ganze Zahl ist, 
1 ^ o < v. Dann ist nach (44) 

V((3, + l ~ Zo) «) = + 1 «) - V(*a«) < ¥>(«* +1«) < L> 
0 < za+1— za < M, also z0+1 — za = zr für ein z mit l ^ r ^ a , also 

Weiter behaupten wir: 

y j(z
v") = z f v ( z i«) . i 

Denn sonst wäre — yj(zxa) > 1 , also würde es unter den Zahlen zi 

eine erste, sagen wir r j ip faa ) , geben, die größer als 1 wäre. Es wäre also 
r)>l, rjzx^zvi l<rjip(z1a)<l + y){z1a)) also ip (tjzl a) < \p{zxa)9 

was wegen 0 < rjz1 ^ zv < M mit (44) im Widerspruch steht. Für 

l ^ i ^ v ist also i rp(zjcc) ^ v ip^z.a) — ip(z±a) = y>(zya) < L, also 

y{iz1a) ^iyj^cc) < L, also zi=iz1. Also ist yxp{z1a) = xp{zvcc)<L, 

r < ^ Wenn w{ z i a ) ^ s o i s t a l s o < w e n n 

18) Vgl. z. B. Über die Gleichverteilung von Zahlen mod Eins, Math. Annalen 
77 (1916),.S. 813—352. 
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aber y>(zxcc) < g ^ , so ist bei passendem ganzen ux 

0<z1cc — u1<Li 0 < zxa — ux< 

also 
ui cc - ^ 8 Mzx ^ 8 z* ' 

also u± = lpv z1=lqt (l ganz positiv) für irgend ein ganzes t 0. Weiter ist 

also ip (qta) < L, also qt = z1 (wegen qt^z±)\ also ist qt< M. Da die z. 

Vielfache von qt sind, z{< M} so ist sicher A(L\ M) ^ v ^ —. Wenn 
1 ^ M qt^. g-^, so ist also wieder A(L, M) ^ 8LM. Wenn endhch qtqt+1^ g^, 

so ist 

oder 

also ZQtQt+iL^ 
also = 

Wir haben also in der Tat in allen Fällen die Ungleichung A 8 LM, 
ausgenommen, wenn für irgend ein ganzes t 0 

1 M 
qt<M, qtQt + i>QL 

ist; in diesem Ausnahmefall ist entweder A(L,M)<z8LM oder 
M 

A(L, M) i e nachdem der Fall 1 oder der Fall 2 eintritt. Damit 

ist aber der Hilfssatz 3 bewiesen. 
Hi l f ssa tz 4. Es sei L> 0, M> 0; ax> 0, a 2 > 0 seeen die im 

Hauptsatz 1 auftretenden Zahlen. Die Anzahl der ganzen Zahlen £ mit 
wer^e mti A'(L, M) bezeichnet. 

Behauptung . 1. TFerm es em ganzes t^0 gibt, so daß 
1 AT ? ( < 8 l > ? « ? « + ! > 8Z' 

so «s< 

2. jSonsi «si 
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Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei L < § (da sonst 
Ä{L,M)<M<L8LM) und M> 1 (da sonst A'(L, M) = 0 ^ 8LM). 
Bs sei 

a = * = i ( J,-ganz ( t ^ O ) ; 
* + + U o ^ O , 6 , > 0 ( / ^ l ) 

dann ist 

1 "f" x i - . l , 0 ' + 
+ + 

je nachdem \>1 oder bx = 1 ist19). Die Folge der Näherungsnenner 
q'Qi q[, g2', . . . von b0 + 1 — cc ist also, wie der Leser sofort nachrechnet, 
für bx > 1 mit der Folge 

Q0> ?0» ••• 
und für 61 = 1 mit der Folge 

<h> <h> QZ5 -

identisch. Jedes (geordnete) Paar qi}qi+1 ist also mit einem Paar qt,qt + 1 

identisch, mit Ausnahme des Paares qo,qll im Falle bx>l (wo qo = h 
(7i = Sro = l)- Da ip(£(b0 + 1 — cc)) = 1 — ip(£cc), so gilt nach dem Hilfs-
satz 3: Es ist Ar{L9 M) ^ 8LM, außer wenn es ein Paar ql,qv+i gibt, 
so daß 

1 M (44) qlql+i> g£> qi< M; 

, TUT 

in diesem Fall ist A(L, M) <; —t + 8LM. Wenn aber (44) güt, so ist 

9vQv+I>1J also ist nicht qi= qi+x = l, also ist das Paar qi, qi+1 mit 
einem Paar qt, qt+1 identisch, womit der Hilfssatz 4 bewiesen ist. 

Wir wollen nun für N(l; m\ n) (wo die nichtnegativen ganzen Zahlen 
l, m±, ra2, n1, n^ die Beziehungen (31) erfüllen) folgende Abschätzung 
beweisen 20): 

B e h a u p t u n g I. Wenn es ein ganzes v^.0 gibt, so daß 

(45) qvqv+1>CS6 ^ qv < c8< 

so «st 

tf(J;m;W)<cS7* + c37 2 1 

19) 0. Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen (Leipzig und Berlin 1913), 
S. 65, Beispiel. 

20) Alles freilich für z > c M . 
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B e h a u p t u n g II. Sonst ist 

N(l; m; ») < c37 2 ^ 
i x 

Beweis. Wenn eine Menge S(h;k;n) der Klasse [l; m; n] nicb 
leer sein soll, so muß es mindestens ein reelles t geben, welches (26) er-
füllt; also muß (wegen (30) und 2Wl+Wl) 

2 7t lî  2 7t 
K ai h a2 

< 

sein; also muß sein 

(46) | \ \ * - h, kx | < 2 I + - 2l+nh+z. 

Nach den Hilfssätzen 3, 4 (mit 

haben wir also folgendes Resultat: 
1. Wenn es ein ganzes v ^ O mit (45) gibt, so haben wir für hx 

höchstens 

Möglichkeiten. 
2. Sonst haben wir für h±k2 höchstens 

. oZ+ma+Wi-nj 1 

Möghchkeiten. 
Jedem Wert von hxk2 entsprechen aber nach (46) höchstens c40 Werte 

von Äg^ (da 2™1 und es ist h^kx< c^2l+mt. Wenn endlich hxk^ 

h2 kx gegeben sind, so haben wir für h±) k2> h2, höchstens c432 
Möglichkeiten, da bekanntlich die Anzahl der Teiler der ganzen Zahl X 
gleich 0 (X'}) ist für jedes rj > 0. Damit sind offenbar die Behauptungen I, II 
bewiesen. 

Ich bemerke noch, daß aus (45) folgt 

(«) qv+1 > c43 2na""Wl tfx. 

Wir werden nun die Formeln (37), (38), (39) und damit auch den 
Hilfssatz 2 beweisen. 
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Beweis von (37)21). Die Summe links in (37) ist höchstens gleich 

4 2 V~7 n ^ + n x f - n t - l f l x (Wa+Z) ( l + 1 
2 J 2 2 2 -Min(2 1 , —j-2 V ~ 

Z, wi.,, Wo r 
na>«2 

r 1 * ri4.« r* * 7 il + mt)(1+4") 

n1} tii 

In ist der Summationsbereich durch (31), (32) gegeben, in 2 a 

summiert man über alle ganzen v ^ 0 und für jedes v ist der Summations-
bereich von Z, mX9 m.2> nx, n^ durch (31), (32), (47) gegeben. Das ergibt 
erstens 

* 2 2 
Wj, na 

Wi, 

(man beachte, daß — 2 0 und daß die letzte Summe höchstens 
0 (log2 a;) Glieder hat; solche Bemerkungen werden wir oft gebrauchen). 

Zweitens: Jedes feste v liefert folgenden Beitrag zu 2 9 : 
r 1 

X 

' % 

45 qv ^ 

mit m3y 

r H s 

< C « gv 2 2 Vä 1 8 
qv MjjWzflli, flz 

2l) Die Summationsbuchstaben v, l, m1} nlf n2 bedeuten ganze nichtnegative 
Zahlen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei e < 1. 

Mathematische Zeitschrift. 36. 39 
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Für v^w, d. h. für qv+1 > x ist 

i x - h g x - j j 2 18 1 ^ }<ci8
x— 

q" Zk 8 «» 

Für v < w bekommen wir, wenn (man beachte (47)) 

'49 
X 

< C ~q ^ < C ß 0 Q 

< c " — s — v w v ( d a * = o -

Für v < w , r± < r„ bekommen wir endlich 

^ « . ^ ( f - 1 ) W * ' t r 

Also ist 

v=0 \ J «gipV 

^ d e n n = Damit ist aber (37) bewiesen. 

Beweis von (38)9 1). Die Summe links in (38) ist kleiner als + w o 

nltna * 

T + 7 - T V 2 2 1\ 2 ^ 
«a i"ö" 

Dabei ist der Summationsbereich in durch (31), (33) gegeben; in 2*4 

summiert man über alle v ^ 0 und bei festem v über alle Z, m13 m23 nlt n2 
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mit (31), (33), (47). Es ist also erstens 

fi , r, 
/ 1 v o "* , o % v O V T) 

a;"8" 2 2 / , ^ 

nls ti* 6 

V ^ / H i H - T J M I M - T ) / 

Zweitens: Jedes feste v liefert folgenden Beitrag zu 
«•j , 1 _ 

x 4 2 V» 2 2 
t i l l i w ^ , « , 
— - ; 2 2 * + 2 2 

^ ni+Mi-j \ 2l<2mix 2l^2mix 

ra , r a 3 , e ra , ri ( r2 3 « 
2 ' 4 2 ' 4 ^ o'"2 Tim*+mJ x2 ' 4 2 ' 2 x-7 *) 

5 Z - < c 6 8 * 

Für v^>w ist also 

* 58 & - - » f ö - ^ 

at» 
Für v<w, rx r3 ist 

^ . . < « • 0 £ ( - ^ j 2 / 2 , < c 9 1 - i r [ — ) (da z = 

Für v < w, rx < r2 ist 

r x r t 3 € . , 3 * r, , 
- "»(T-T) 

r z « —-2+« v T " 

Also 
r < > T _ 1 , —2-f-e 

^ . s ^ ^ - o . 7 " ' (fcs.) " ^ i - w » -

Damit ist (38) bewiesen. 
8 9 * 
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Beweis von (39)S1). Die Summe links in (39) ist kleiner als 

nl9 n2 * 

2 2 * ~r —-Min (2mi~ l, —̂  L l i . 
n„Wa * 

Dabei ist der Summationsbereich in durch (31), (34) gegeben; in 2e 

summiert man über alle v 0 und bei festem v über alle l,ml9m2,n ,n» 
mit (31), (34), (47). Es ist also erstens ' 2 

2 ,„ J l 2 *'*+*- 2 2 ~ ' H ) ) 

ö / f 2 + i j 7 i \ 0 / J - h + t v i > 

= ö ( » T ~ ' + , ) = 0 ( J F ( * ) ) . 

Zweitens: Jedes feste v liefert folgenden Beitrag zu 

JL_ J. 2 2 X 
' % 

U 

< c * 2 " 2 2 v L _ 
q ^J 77, 3, v' ma, % «a+Wi - l j 

Für v ;> w ist 
r * . e r 

^ 8 , „ < Oe7 ^ ^ ». /r, \ < 
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Für v < w, rx > r.2 ist 
n r* B e fr, \ 
T T~T + T „ o M " 1 ] 

5 U 

Ii , _ , JL 
„2 4 2 2 fr2 r,\ 

(**±i\* y2
m>\T-T) 

** W * ; ^ 
.1—2+c 2L-1 

** /ÄD + l V (da z = r3) . 

Für v <w, r± < r2 ist 

Also ist 

^3, v < C72 J 1 l^T) ^ fi ^ 

, r2 3 e rx , . 

V T » / 1 ? 
T Z 2+£ —-1 

r „ , , — - 1 

v=0 \ J % vZw 

Damit ist aber auch (39) bewiesen. 
Beweis des H a u p t s a t z e s 2. Die Voraussetzungen des Hauptsatzes 2 

seien erfüllt. Es sei x > qx. Dann ist 
Qi 

S\?Q{y)\dy = clf>. 
o 

Nach (9) ist für l<Lv<Lw, qv^y <qv+1 (w ist durch qw x < qw+x 

definiert) 

z r 

X 0 <t<v Ht ^ als erstens für 1 <>v < w 
/ r z "i""1 i+£ 

Qt+i 
0<t<w 

j \PQ(y)\dy<cJgj+7+1+C + 
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zweitens 
2 i r , r z Y T + s 

Also ist 

* / r z 
{\PQ(y)\dy<cJxT~Y+1+' 2J . 

ff» 0<*<«, ** 

r z 

X 

z f r 
V - l T + . y + 

. VI ?»+! . * 
2 ^ + 2 

0^t<w ^ l<v<w ^ 
Es ist aber 

l ä » < w 

T + £ / * « „ 
n L T " T + 1 + ' vr 9,+i 

Also 
lg=v<w \ 0<v<w 

ar 

womit offenbar der Hauptsatz 2 bewiesen ist. 

§ 4 . 

Beweis des Hauptsatzes 3. 
Die Voraussetzungen des Hauptsatzes 3 seien erfüllt. Wir zeigen zu-

erst: Es gibt ein c7e mit «1c79 < 1, so daß für jedes ganze v^>0 und 
jedes ganze l mit 
(48) l> 0, l + l<cnqvqv+1 

gilt 
i+1 aJ r Qv — -1 

(49) f ! PQ { y ) \dy > cso . 
L 0 T + 1 

3• 

Wir setzen <2,(«) = («£ + . . . + «» + J + . . . + «,')); also ist 

(50) | Q ( u ) - Q v ( U ) \ ^ C 8 1 £ ^ 

(vto wir c81 so groß wählen, daß < . 
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Es sei l ganz, l > 0, l + 1 < - g l - q v q v + 1 = c 7 9 w e n n ö 81 

(51) 

so ist nach (50) 

Für ganze ^ (i = 1 , 2 , . . . , r) ist aber Qv(u) ein ganzzahliges Vielfaches 
von —; also liegen im Gebiet (51) keine Gitterpunkte. Für 

% 

<+T < 4 
(52) < „ < « , _ • 

ist also Aq(y) konstant, also ist nach (1), (2) 

Diejenigen y des Intervalls (52), für welche 

ist, füllen daher höchstens ein Intervall aus, dessen Länge höchstens 
ist. Also ist 

*+.| 

womit (49) bewiesen ist. 
Es sei nun qw^x< qw+1, w^. 2. Es sei = 0 oder vQ = 1, je 

nachdem w gerade oder ungerade ist. Dann ist (in der Folge beachte 
man axc19 < 1) 

( \PQ(y)\dy> z f 

v=v0 (raod 2) 

l+l l+l ax aJ C79Qv+2 QV 

Weiter ist nach (49) 

C79fft>+2 ... --

J 2 j + 2 J 
l+l<cT9qvav + i l 1+1<Ct9Qv + \<Iv + z l 

i>Cr.flJ +1 

7 > c79 q§ $v + l l>c79q$+i 
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Nun ist 2gw> also 

A. entweder qvJrl + 1» 

B. oder qv+1 > Qv+<5 

C. oder u n d d a n n notwendig q v + < 2 ^ i~2q v + 1 . 

Im Fall A ist für v > csi 

zjj , Wü+iÖD+a)8 

J- > C85 ! 

r r 
Qv+1 1 I %V + <2 

Im Fall B ist für v > c8i 

- / " 

r r 

\ a ' o 

Im Fall C ist für v > cH4 

T > C s 8 JL+1
 - C 8 8 \ W - 88 2 l \ w % + 1 V 8, ) q 

3 . + 1 

r r_ 

1 ( $v+l , Qv+2 

Also ist für w > c84 + 2 
r a 1 c,9 — 

(53) f | P 0 ( » ) i r f y > c M 
y C8t + l<v<w 

Wir unterscheiden nun wieder drei Fälle: 

H. x<2 qw9 

L- und zugleich c7» ^ z < qw + a. 

Im Fall H ist r — r 2 
(54) 7 " < ( 2 f f „ ) \T 1 

% v V - i 
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Im Fall K ist nach (49) 

(55) f \ P Q ( y ) \ d y > c 8 0 - ± - 2 J 
J — +1 i V-w 

Qtv 
l + l OCj < X 
QTV 

für x > c01 [man beachte ^ > 2 c ^ g j ) . 

Im Fall L ist nach (49) (man beachte, daß in diesem Fall qw+1 > 2 qw) 
r 

X 7̂9 QTV -j-1 r 

f I I dy ^ Cgo"-r 2 J J —+i z <lw *iC79Qn, aiCrgff«, „2 — > C79 tfn, 
qn 

für x > c93. 

z+i 
Qn 

Nach (53), (54), (55), (56) ist für a :>c 6 4 

/ | P « ( y ) l dy>cJ 2 ^ + 
Q \cei+l<v<w 

Weiter ist aber 

yr gp+i 
^ J „ — CÖ6 > 

2 J -j. 
während — ^ x 2 . Also ist für x > c97 

Q-w 

f I P«(2/) i dy > c68 ( 2 1 , % % W I 

womit der Hauptsatz 3 bewiesen ist. 

Prag , den 15. Mai 1982. 

(Eingegangen am 18. Mai 1982.) 
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