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Uber die Mittelwertsiitze der Gitterpunktlehre.
(Dritte Abhandlung?).)
Von
Vojtéch Jarnik in Prag.

§1.
Einleitung.
Es sel r ganz, r = 5;
Q = Q(u) =F§]f1,uvu,uuv (a#,,:am)

sel eine positiv definite quadratische Form?) mit der Determinante D.
Wenn >0 (in der Folge wird stets 2 >0 vorausgesetzt), so sei
A(x) = Ag(x) die Anzahl der Gitterpunkte im abgeschlossenen Ellipsoid
Q(u) £ z. Das Volumen dieses Ellipsoides ist

) V(z) = Vo) = 5
Endlich sei
(2) P(2)=Polx) = do(2) - Va(a); R(z) = Re(x) = [ |Pa() | dy.

In MwI und Mw II habe ich die O-£2-Probleme fiir R(x) unter-
sucht; hier will ich eine andere Reihe von Problemen behandeln, wobei ich

1) Die erste und zweite Abhandlung sind in dieser Zeitschrift 83 (1931), S.62—84
und 8. 85—97 erschienen; sie werden weiter mit MwI, Mw I zitiert. AuBSerdem
beachte man meine Abhandlungen ,Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipso-
iden“, Math. Annalen 100 (1928), S. 699—721; Math. Annalen 101 (1929). S.136—146;
The Téhoku Mathematical Journal 30 (1929), S.854—871; sie werden weiter der Reihe
nach mit GpI, GpII, Gp II zitiert.

) Mit sonst beliebigen reellen Koeffizienten.



582 V. Jarnik.

mich meistens auf die Formen folgender einfacher Gestalt beschrinke?):

Q(u) = ay(ui+ ug+ ... 4 up) + ta(Uner 4 Unpot oo )
(>0, 0, >0, r=r4r, r,. =24, r,24).
Un eine bequeme Ausdrucksweise zu erreichen, fiihre ich folgende
Bezeichnungen ein, von welchen die drei ersteren allgemein geldufig sind.
Es selen f(z), g(x) fiir hinreichend groBe x definiert, g(z) >0 fiir
hinreichend grofle z.
Die Beziehung

f(x) =0(g(z)), bzw. f(z)=0(g(x)), bzw. f(x)=2Q(g(x))

sei gleichbedeutend mit
: |f(=) |
hﬁtlp g(=)
Ebenso die Beziehung

f(z) =0(g9(@)), bzw. f(x) =0(g(2)), bzw. f(z)= L(g(=))
sei gleichbedeutend mit

hmmflggxg‘<oo bzw. hmmeE”‘%’_o bzw. 11mmf|fém;|>0.

Die Symbole O, o, £2 beziehen sich also sozusagen auf die maximale
GrdfBenordnung, die Symbole 0, 0, 2 auf die minimale Gré8enordnung von
f(z) bei wachsendem z.

In dieser Abhandlung will ich nun eine Reihe von O- Q-Sitzen
iiber R(z) beweisen und werde diese Resultate mit den (meistens be-
kannten) 0-o0-£-Satzen vergleichen. Der folgende Satz zeigt moch keinen
Unterschied zwischen dem O-£-Problem und dem O-£2-Problem:

Satzl. Essei r,=>4, r,=4; r,, ryganz; r=r,+r,;0¢,>0, 0, >0 £
rational ;
(8) Q) =e(uf +ud 4 ... ) + oy (Ur g+ Ut ).

Dann st

17(=)|
g(x)

1f(=)]
g(=)

< o0, bzw. hmsup =0, bzw. hmsup > 0.

(4) R(z) =0T,
(5) Ro(2) =2 (77,
(6) Ro(2) =0 (=77,
1) Ro(z) =257 7).

%) Ich formuliere auch die Resultate meistens nur fiir solche Formen, obwohl
gie teilweise etwas allgemeiner gelten.
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Rg(z) verhdlt sich also in diesem Fall sehr regulir: es gibt zwei

positive Zahlen a,, a,, so daf fiir alle hinreichend grofen z
a, zr < Ryg(z) < a,d,x?—

gilt. Der Satz 1 ist nicht neu; (4) ist in der dritten Behauptung des
Hauptsatzes aus MwI*), (7) im Satz 3 aus Mw I enthalten; (6) folgt offen-
bar aus (4); (5) aus (7).

Wenn wir die Voraussetzung der Rationalitit von =2 fallen lassen,
bekommen wir, folgenden Satz: a‘

Satz2. Es sei ry 24, r,2>4; v, ry9anz, v, 41, =r; fir a, >0,
a, >0 set @ (u) durch (3) gegeben.

Behauptung 1. Fiir alle ¢, >0, oty > 0 ist

Ro(z) = 077,
Behauptung 2. Fir alle ¢, >0, o, >0 dst

T 9
RQ(:I;)=__.Q_<:1:2 ~).
Behauptung 3. Fir fast alle®) e, > 0, ay >0 st

Ro(2) = 0 (z772%) fiir jedes ¢ >0.
Behauptung 4. Fir fast alle «; >0, ¢, >0 ist
Ry(z) = Q(x%'“‘) fiir jedes & > 0.

Die Behauptung 1 folgt natiirlich aus der Behauptung 2 und die Be-
hauptung 4 aus der Behauptung 3. Ubrigens ist die Behauptung 3 nicht
neu®), sie wird aber in der Folge mitbewiesen werden.

4) Ubrigens ist nach Herrn A. Walfisz Po(z) = O(a:?_l), woraus sofort (4) folgt.
Uber die Geschichte der O- 2-Probleme fitr Py(z) vgl. die Einleitung zu Mw I oder
noch besser A. Walfisz, Uber einige neuere Ergebnisse der Gitterpunktlehre, Prace
matematyczno-fizyczne 86 (1928—1929), S.107—-135.

®) Die Behauptung 8 ist folgendermafien zu verstehen: Es gibt im Cartesischen
Raume der Punkte [c,, «,) (mit den Koordinaten e, ;) eine Punktmenge N vom
Lebesgueschen MaB Null, die folgende Eigenschaft besitzt: wenn o, >0, ;> 0 und

T o aie
wenn der Punkt [«,, «,] nicht zu N gehdrt, so ist fiir die Form (3) Re(2)=0 <x2 * )
fir jedes s>0. Analog sind die Worte ,fast. alle in allen iibrigen Fillen zu ver-
stehen.

%) In GpI, Satz 2 (Spezialfall ¢ =2) wurde niimlich bewiesen: fiir fast alle
>0, >0 ist Pe(z)=0 (:v2 +£) fiir jedes &> 0, woraus natiirlich die Behaup-
tung 3 folgt. )
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Der Fall ,, %2- rational® wurde durch den Satz 1 erledigt; der Fall
1

,— irrational® wurde durch den Satz 2 nur fiir ,fast alle” o, «, erledigt
oy

(und dazu noch nur ,bis auf 2*“); wenn wir nach Resultaten suchen, die
fiir alle irrationalen % gelten, kommen wir zu folgenden S#tzen, in welchen
1

sich zum erstenmal ein scharfer Unterschied zwischen dem O-0-Q-Problem
und dem O-L2-Problem zeigt:
Satz 3. Es set r, =>4, ro =4, r,, 7y ganz; vy +1,=r.

2

Behauptung 1. Wenn ¢, >0, ¢, > 0, % irrational, so gilt fir die
Form (3) '

Ro(z)=0 (xE—l) .
Behauptung 2. Es se ¢(x)— oo fir xz— -+oo; dann gibt es

zwet Zahlen o, > 0, a, > 0 mat srrationalem %“f so0, daf fur die Form (3)
die Abschdtzung , ’
=
Bo(z) =2\ wmy
gelt.
Satzd. Bssetr, =>4,1, 2 4; 7,1y 90m2; 1 =1, + 7y, 2 =min (r,7,).

2

Behauptung 1. Wenn o, >0, ¢, >0, % irrational, so gilt fir die
Form (8) die Abschdtzung '

Bo(z) =075 %)

fir jedes ¢ > 0.
Behauptung 2. Es gibt zwei Zahlen «, > 0, &y > 0 mzt irrationalem
%"i 80, daf} fir die Form (3) die Abschitzung
1
r T
Ro(z) =2 (% 7 1)
gilt.
Fiir rationales % gilt nach Satz 1
0< liminfR?—(x) glimsup—w < o0;
r=00 —_)—-—1 r=co ?—-1
x” x

fiir irrationales % ist zwar nach der Behauptung 1 des Satzes 3
L

r
a}i_qu(x):a:T g 0, aber die Konvergenz kann nach der Behauptung 2
des Satzes 3 beliebig langsam sein, wenn man «,, ¢, geeignet wihlt; das
0-Q-Verhalten von Rg(x) bei irrationalem % schlieft sich dem Verhalten

1

bei rationalem % sozusagen.stetig an. (anz anders liegt die Sache bei dem
1
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0-9-Problem, wo man nach der Behauptung 1 des Satzes 4 stets sogar
einen kleineren Exponenten als %——1 bekommt. Ich bemerke noch, daB
die Behauptung 1 des Satzes 3 nicht neu ist; nach GpII gilt nimlich in
diesem Fall Py(x) =o<x? —1>, also um so mehr Rg(z) =o<x?—1>.

Fiir spitere Zwecke wollen wir noch eine unmittelbare Folgerung des
Satzes 4 hervorheben. Fiir ganze r, > 4,7, >4 (r,+r,=r, Min (r,, 7)) =2)
sei g(r,,7,) die untere Grenze derjenigen Zahlen a, fiir welche

Ro(#) = 0(2")

ist fiir jede Form (3) mit ;> 0,0, >0 und mit irrationalem 2. Dann
ist nach Satz 4 !

r z2—2
_2“—1_' p gg(rlxrﬂ)g%_l* ,,.:_2:
also insbesondere
Satz 4a. Lim (g(rl, re) — (% - 2)) = 0.
73=00 4

Wir wollen uns noch eine andere Frage stellen. Es sei () durch
(3) gegeben, wo o, >0, &, >0, r,2>4, r,=4, r=r,+r,; dann sei
f, = f,(@) die untere Grenze derjenigen Zahlen a, fiir welche Bg(x) =0(z?);
analog sei f,=171,(Q) die untere Grenze derjenigen Zahlen a, fiir welche
Ro(z) = O(z%). (Also ist bei jedem ¢ > 0:
Ro@)=0(@"+), Rq@@)=R2("9; Re@)=0@"*), Re(z)=L("").
Es ist stets f,<f, und fiir den Verlauf von Rg(z) ist es sicher von
Bedeutung, ob das Gleichheitszeichen gilt oder nicht?). Diese Frage wollen
wir beantworten, wir miissen aber noch eine Definition vorausschicken. Es
sel S eine reelle Irrationalzahl; wir bezeichnen mit »(8) die obere Grenze

aller Zahlen @, die folgende Eigenschaft haben: Es gibt eine Folge von
Paaren ganzer Zahlen s, t,; s,,%,; 8,3, %, s0, da bei wachsendem n

1. — 00, ],s—j—: =0(rl—)

(Aus den Elementen der Theorie der Kettenbriiche folgt, daB stets

") Wenn f,(Q)=7:(@), so ist fir jedes ¢>0
2175 < Ro(z) <ahte
von einem z an: die Gr5Benordnung von Ry(x) bei wachsendem x ist gewissermafen
ostabil“. Wenn dagegen f,(Q) < 7,(Q), so ist fir jedes £>0 immer wieder Rq(z)>x/~*
und immer wieder Rg(z) < z2t%: Die GroBenordnung von Rg(z) ,schwankt® bei
wachsendem z.
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0 <v(f) Loo; und umgekehrt zu jedem » mit 0 <» < 0o gibt es eine
reelle Irrationalzahl 8 mit » (B) =v; offenbar ist » (%) =7(f).) Und wir
werden zeigen:

Satz 5. Esserr, > 4,1, 24; 1, ry9anz; 7o+ 1, =7; @, >0, ,>0;
Q(u) ser durch (3) gegeben.

Behauptung. Dann und nur dann ist f,(Q) =1,(Q), wenn ent-
”) =0 zsi.

, . >4
weder =2 rational oder v(—
oy 57

Wir werden noch mehr beweisen; wir werden nimlich f, bestimmen
und fiir £, eine obere Schranke finden:

Satz 6. Esseir,=4,ry24; 1y, ry9anz; r =1, +1,; ¢,>0,0,>0,
Z—‘g- irrational, » (?) =v; Q(u) ses durch (3) gegeben. Dann ist
1 1

1
Q= —1— 5

(fur vy = o0 ist +1
Satz 7. Essei r, >4, 1,2 4; 1,7, ganz; r =1, +r,, z=Min(r,, r,);

o, >0, a,>0, % trrational, v(%) =»; Q(u) sei durch (3) gegeben.
Dann ist ! !

={ zu setzen).

—2
2
v+1
_ZH = 0 zu setzen; die Ungleichung f£,(Q) = % — 2 folgt
aus der Behauptung 2 des Satzes 2).

7 25R(@QLg -1~

72—

(fir v = oo ist

Durch die Satze 1, 6, 7 wird der Satz 5 bewiesen sein; denn aus Satz 1

folgt £,(Q)=1(Q)= ————1 wenn %” rational ist. Aus Satz 6 und 7

1

folgt £,(Q)=1(Q)=5—2 fiir »=0. Aus Satz 6 und 7 folgt

A ES T B
endlich aus Satz 6 und 7

(@) fiir » ==00. Fiir 0 < » < oo folgt

z2—2
QS F—1— 2 <5 —1— 5y =4(Q)
z—v-{-l
es ist namlich
1 z—2
v+1< 2 2
z—v—i—l

d. h.
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fiir 0 < v << 00, 2= 4; denn fiir » =0 ist die linke Seite
2

gleich Null und fiir » > 0 ist ihre Ableitung nach » gleich

2
(r+1y

—(z—2)<2—(z—2)<0.

Bei dieser Gelegenheit — weil es keine Mithe mehr macht — beweise
ich noch einen Satz, der sich auf Pg(z) bezieht und dem die Abhandlung
Gp III gewidmet war. Es sei f(Q) die untere Grenze derjenigen Zahlen a,
fiir welche Pg(z) = O(«%) ist. Dann gilt der

Satz8. Es ses r,=4,r,=24; r, 7, ganz; ri+ry==r; ¢, >0, 0,>0,

2 drrational, v(%?) =; Q(u) ses durch (3) gegeben. Dann ist
1 1
1

@) =5~1—557

. . 1
(fur Yy =00 I8t Py e 0 zu setzen).

Wir wollen noch einige Worte iiher die Formen der Gestalt
(8) @(u)=ay(us +us+ ...+ u) + &y (Uns1+ Uieat ... Futir)
+ o (’“re, +r2+1+u31+r,+2 + ... + u;a)

sagen. Analog zum Satz 2 gilt hier der

Satz 9. Esset r, =>4, 1,224, rg =245 1y, 15, 75 ganz; v,-+ryfry=r;
fiir ¢, >0, ¢y >0, 0 >0 set Q(u) durch (8) definiert.

Behauptung 1. Fir alle ¢, >0, ¢y >0, ¢, >0 ist

Ro(z) = 2(2 ).

Behauptung 2. Fir alle ¢, >0, ¢, >0, ¢5 >0 25t

I3
Ro(z)=2(a" ).
Behauptung 3. Fiur fast alle ¢, >0, ¢y >0, o5 > 0 st
L84
Bo(x)=0(a” )

fir jedes £ > 0.
Behauptung 4. Fir fast alle ¢, >0, ¢, >0, oy > 0 it

—;;—3+e
Ry(z)=0(" )
fir jedes ¢ > 0.
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Man sieht, daB die Zahl % — 3 1m Satz 9 genau dieselbe Rolle spielt
wie die Zahl —;——- 2 im Satz 2. Wir wollen nun eine Funktion ¢ (r,, r,,r,)

analog zu g(r,,r,) definieren. Fiir ganze r, >4, r,2>4, r,>4 sei
g(ry, 75, 75) die untere Grenze derjenigen Zahlen @, die folgende Eigen-
schaft haben: Wenn o, > 0, ¢, >0, ¢; > 0 und wenn keine Relation

oty + kytty + kyey =0 (ky, by, by ganz, &y + k3 -k > 0)
gilt®), so ist fiir die Form (8)
Bo(z) = 0(=").
In Analogie mit dem Satz 4a konnte man erwarten, da8
lim  (g(ry rarrs) = (5 —8)) =0,

=0, 7,=x,
Ty=00

Dies ist aber nicht der Fall, denn es gilt der
Satz 10. Bssei r, =4, 1,24, 1, 24; 7,75, 75 ganz, r=r,+r,+7,.
Dann st

g (ry, 74, 7'3)2%—

Der Satz 10 zusammen mit dem Satz 4a deutet auf einen tiefen Unter-
schied zwischen den Formen (3) und den Formen (8) hin. Den wahr-
scheinlichen Grund dieses Unterschieds wird der Leser bei dem Beweis des
Satzes 10 kennen lernen.

Der Beweis der angefiihrten Sitze berubt hauptsichlich auf den fol-
genden Hauptsitzen:

Hauptsatz 1. Voraussetzungen und Bezeichnungen. Es ser
ro=4, 1,245 1,1, ganz; r=r,+7,, 2=Min (r,, 1,); &, >0, ¢, >0,
? irrational ;

Q(u) =eay(uy + s+ +u) F o (UnertUnrat- .. o).

Es seien g, q,, 4y, - .. dite Ndherungsnenner der Zahl % Fiir x >1 werde
1

die ganze Zahl w=w(z) durch q,< x <gq,, ., definiert. Es sei ¢>0.
Behauptung. Fiir wachsendes x st

r 1+e¢
a

I & 2 - —2+¢
(9) P¢)(:1c)=0<:4r:2 o X (q":1> .qlu_|_“’ I +>.

0=v<w

| =

§) Diese Bedingung ist ein genaues Analogon der Bedingung ,,g"f. irrational® bei
1

der Definition von g(7,,73); denn statt ,Es ist o, >0, «,>0, —’ irrational“ kann
man auch sagen ,Es ist «, >0, ¢, >0 und es gilt keine Rela,tmn
kot hoa,=0 (k,, ks ganz, k2+ks >0)%
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Bemerkung 1. Wegen ¢, < z darf man in der Klammer rechts in (9)

7
—2+4¢

das Glied z° weglassen.

Bemerkung 2. Mit c,, ¢,, ¢, ... bezeichnen wir im folgenden positive
Zahlen, die nur von ¢, «,, 7y, 4, ¢ abhingen.

Bemerkung 3. Wenn « > 0 eine irrationale Zahl ist, so besitzt sie
eine eindeutig bestimmte regelm#Bige Kettenbruchentwicklung
(bi ganz fiir 7 >0, )

1
«=0b,++— 1
© bty By 20, b,>0 fiir j>1

1
b2+b—3+.

Die Naherungszahler «, und die Néherungsnenner y, der Zahl « sind
folgendermaBlen erklart:

xy ="y, Yo=1; @, =8y b, +1, y,=b;; z,, =8, 2,12, 5

Yni1=Dbus1¥nt Yu_s (n=1).
Daraus folgt erstens
0L 2, <2, S Xy <2y <2, < ..., 1=9Zf U< thh<Y<y,<...,
zweitens
Zy o \4_227”, Yinie gzyn (nQO)

Also ist offenbar fiir wachsendes 2 und fiir @ > 0
2 yr=0(z%), 3 y,o=0(z""), 3 1=0(logz)
ynSz YnZ% YnZ
und analog fiir die z,. Weiter ist bekanntlich

: ! < lcx Zn
2YnYntr = Yn(Ynirt¥n) Yn

<

(% 9,) =1, L (=0

Yn yn+1 -

und wenn fiir zwei ganze Zahlen p, ¢ mit ¢ > 0 gilt %a—— %\ < %, 0
ist notwendig % = % fiir irgendein n = 0.

Wenn o > 1, so ist b, > 0 und

1
by +

1_
~ =

e

+

&

+..

Also: der n-te Niherungszihler von e« ist gleich dem (7 4 1)-ten
Néherungsnenner von % und der n-te Niherungsnenner von « ist gleich
dem (n - 1)-ten Niherungszihler von % Alle diese Eigenschaften werden
wir oft brauchen. Die Niherungszihler von ~2 werden wir in dieser Ab-

oy

handlung stets mit p,, die Ndherungsnenner von %: mit g,, die Naherungs-

. o . . - o . .
zéhler von —* mit =, die Naherungsnenner von —! mit g, bezeichnen.
2 £
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Hauptsatz 2. Dieselben Vorausseteungen und Bezeicknungen wyie
im Hauptsatz 1.

Behauptung,

Zo—lte

LA R : Lo
J‘BQ(ac)-——O<:r:2 Z ({%) '%ﬂ--}-x +2? 2+>.

0Zv<w I

Hauptsatz 8. Dieselben Voraussetzungen wund Bezeichnungen wie
im Hauptsatz 1.

Behauptung. Fir x > ¢, st

AV

Rq(x)>cg<x2 2 <qv:1.> i_}_”; )

0€r<w

Wir werden im § 2 die Séatze 1 bis 10 beweisen unter der Voraus-
setzung, daf die drei Hauptséitze bereits bewiesen sind; im § 3 werden
wir den Beweis der beiden ersten Hauptsitze, im § 4 den Beweis des
Hauptsatzes 3 duxchfiihren.

§ 2.
Beweis der Sidtze 1 bis 10.

In diesem Paragraphen setzen wir voraus, daB die Hauptsitze 1, 2, 3
bereits bewiesen sind. Den Satz 1 brauche ich nicht zu beweisen, da er
bereits bekannt ist.

Beweis der Behauptung 1 und 2 des Satzes 2. Fiir rationales 2
1

sind sie durch den Satz 1 bewiesen. Fiir irrationales % ist nach dem
Hauptsatz 3 , '
. — -1 7
2 T2
RQ(:z:)>c:2-""'q—gc.,:z:2 fir >c¢,,

womit die Behauptung 2 und also um so mehr die Behauptung 1 bewiesen ist.

Beweis des Satzes 3. Die Behauptung 1 brauche ich nicht zu be-
weisen, da sie bereits bekannt ist. Die Behauptung 2 beweise ich folgender-
mafen: Wir setzen ¢, =1 und in dem Kettenbruch

[+7
“2 =-—2-
&y

1
=”<>“*"?Z+T;1
e T,

wihlen wir die Zahlen b, b,, by, ... sukzessive so, dafl fiir hinreichend
groBe v gilt g, < ¢(g,,,). Dann ist nach dem Hauptsatz 3 (z = g,, gesetzt)

j;:-—l 1 q_‘Jt -1
Ro(9u) > a0 o>ty
fiir hinreichend grofie w, w.z. b.w.
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Beweis der Satze 6, 8. Wir bemerken zuerst: Nach den elemen-

tarsten Eigenschaften der Kettenbriiche ist » ( ?) gleich der unteren Girenze
\ ey .

derjenigen Zahlen a, fiir welche g, ., = O(gi**) (bei wachsendem ). Es

. o, . . - . -
sei also ¥ (f) = y; wir beweisen zuerst die Ungleichung
1

1
(10) Q<5 —1— 27
Fiir v = oo ist nichts zu beweisen, da nach GpII 7(Q) < % —1.ist. Es

sei also 0<v< oo, a>7r, >0, also ¢, , = 0(gé*1). Dann ist nach dem
1 1

Hauptsatz 1 (man beachte q, <z <¢q also ¢, > qﬁ >alte fiir z > cy)

w412
2.1 r
——1+z
—~—-1+a’ 9
Y [ Qo1 1 z*
P°(‘”)=O( 3 (&) re >
0Sv<w v »
r r 1
——1+¢ —mle -t
7 4 1
=0<x2 2, ”+1'——+x2 a+1 >
z e
0Z2o<w
I_ Qtg 1__1__ L—l_i-’-e
. B a+1 2 a+l1
_0(‘” Z A )
ISv<w

1 1 T 1
=0 (x%—gﬁgl_m -+ x%—lﬁmﬂ‘) =0 (x?—i—m+€>
w .
Dies gilt fiir jedes @ > », ¢ > 0; also ist (10) bewiesen. Aus (10) folgt

aber auch ,q(Q)g-;-— 1 —ﬁT.

Wir beweisen’ jetzt
1
(11) AC) PR -
Fiir » =0 ist nichts zu beweisen, da nach Satz 2, Behauptung 1,
fl(Q)g—;——Z gilt. Es sei also 0 <» < o0, 0 <a<v. Dann gibt es

unendlich viele solche w, so daB ¢, > gi*% Fir jedes solche w setzen
wir z, = q1+¢ (man beachte ¢, < x,<¢,,,); dann ist nach dem Haupt-
satz 3 fiir hinreichend grofie solche w

7

LAY
a r 2

Z, 2
RQ(xw) > ¢, "’g = Co Zn ati,

also ist fl(Q)g%— a+1 fiir jedes @ mit 0 < a < w; daraus folgt

aber (11) und aus (11) folgt offenbar f(Q)gE—

iT’ womit die
Sitze 6, 8 bewiesen sind.

— 7
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Beweis der Behauptungen 3, 4 des Satzes 2. Bekanntlich ist
v(e) =0 fiir fast alle « > 0; daher bilden offenbar auch diejenigen Werte-

paare «, >0, «,> 0, fiir welche v( ) > 0 ist, eine Menge vom (zweldlmen-

sionalen) Maf Null. Also ist nach Satz 6 fiir fast alle ¢, >0, ¢, >0
und fiir jedes ¢ > 0
JLA g LA
Ro(z)=0 <x2 ), also auch Rg(z) =Q<x‘) ),
w. z. b. w.
Wir sollen also noch (da der Satz 5 aus den Sitzen 1, 6, 7 folgt)
die Satze 4, 7, 9, 10 beweisen.

Beweis der Behauptung 1 des Satzes 4. Die Voraussetzungen des

Satzes 4 seien erfiillt, es sei «, >0, o, >0, a—” irrational, ¢ > 0. Jedem

1
2

z~2

ganzen {>c, ordnen wir die Zahl z, =g,
folgt bei ganzzahlig wachsendem ¢

zu, Aus dem Hauptsatz 2

Z1
1 1
--q;ﬂ:)):

L—1+e 2
.RQ (xt> —_ 0 (xf < 2 (%}4-1)
0Zv<w %
1-2

wo w durch ¢, <z, < g, ., definiert ist; wegen ¢,=uz, * <=, ist also
w2>1. Also ist

qu.n.1> 1 1 2 1
S (&) i+l i+ S Il
0Zv<w e % q —"1 0Sv<t v+t tZo<w I

x}

z

o]
|
A

2
—-1

=0<q{ +_1_)=0(x:1+§)’

——1 9
xtﬁ
w. z. b.w.
Beweis der Behauptung 2 des Satzes 4. Wir setzen «, =1 und
wihlen (Zhnlich wie im Beweis der Behauptung 2 des Satzes 3) «, so, da8
¢,., > €™ fiir alle n > 0. Dann ist nach dem Hauptsatz 3 fiir 2 > ¢

ks
2 2
Ra(x)>cg<%§gw +xq )
r_+2 w—1 w
Fir ¢, <x<Lg," ist also
= LA S

r

?

2 -
RQ(x)>cex10gx=cax .

fogz’
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r+2

fir g7 <2 <g,,, ist

——l—r-}-z 1

RQ($)> C, m,

>C
+
w. z. b. w.%)

Beweis des Satzes 7. Fiir » = co ist nichts zu beweisen, denn
nach Satz 4 gilt £,(Q) g%—l =2

dann ist g,

Esseialso v < o0, a>v, e > 0;

= 0(g2*°) bei wachsendem n. Jedem ganzen f > ¢, ordnen
2

Z2——
a+1
z-2

wir die Zahl z, =g, ; dann ist nach dem Hauptsz;tz 2 fiir ganzzahlig
wachsendes ?

5 —l+e Gysa 1,1
RQ(xt)=0(x, ( s (;) .3_+q_)>‘
0So<w ¢ v e

Dabei ist ¢, < 2, < q,.q %, > ¢, also w>1t. Also ist

---1

LAY

2
I o[ e Sl

0ZLr<w x—;—lo v<t g7 tSo<w
t v+1
_ 22
= ¢ ¢ +E" =0\z,
Fiir jedes @ > » und jedes ¢ > 0 ist also
z2—2
A@SE—14s— 222
*Tarl
also ist
r z2—~2
@(Q)gg—l—*—g——, w.zbw
z—v+1

Beweis der Sitze 9, 10. Die Behauptungen 3, 4 des Satzes 9 brauche
ich nicht zu beweisen; denn in GpI, Satz 2 (Spezialfall ¢ = 3) habe ich
bewiesen, daf} fiir fast alle «;, >0, ¢, >0, ¢, >0 und jedes ¢> 0 sogar
%—3+s)

Pe(z) =10 (x
ist; die Behauptung 1 des Satzes 9 folgt aus der Behauptung 2 des Satzes 9,

9) Offenbar 148t sich die Behauptung noch verschirfen, wenn man die ¢, noch
schneller wachsen liBt.
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so daB es geniigt, die Behauptung 2 des Satzes 9 und den Satz 10 zy
beweisen. Es liege also eine Form (8) mit », >4, o, >0 (1=1, 2, 3),
r=r,+r,+ r; vor. Nach dem Dirichletschen Ficherprinzip lassen sich
jedem x>0 drei ganze Zahlen ¢ =g¢(z)>0, p=p(x), t=1t(x) zu-
ordnen, so daB

2 —pl<i, |e2—t|<i, ¢<(eI+1)y

g(z) wihle ich dabei méglichst klein, p(«) und ¢(«) nach einer beliebigen
Vorschrift. Dann setze ich

Q. (u) =%(q<uf+...+uf,> + P Uriat oo Ut + (U 1))
offenbar ist

(12) |Q(u) — @, (w)] <o L2

In der Folge sei stets 2 >c,. Wemn 0 <1, [ +1< 2~ qx , | ganz, so gilt
folgendes: Wenn

z+% l+§
Sew=e2,

(13) % .

so ist nach (12)

<Q (u)<¢xll—;1.
Fir ganze w;, (1=1,2,..., r) ist @Q,(u) gleich einem ganzzahligen Viel-
fachen von %; im Bereich (18) liegen also keine Gitterpunkte. Also ist

Ag(y) konstant im Intervall

1 2
l+§' l+'3—
(14) ——S Sal—q ;
fiir diese y ist daher nach (1), (2)
r
7 -1
dPg(y) _ _ am, Lo INT
;;!/ doy(y) Cp¥? <0y (?)

Diejenigen y des Intervalls (14), fiir welche

l
Pa(9) <352 (2)
ist, fiillen daher hochstens ein Intervall aus, dessen Linge hochstens <= ist.

) 6g
Also 1st
oy (I+1)

I

Pa(y)] dy > 552 ()]

“I:ﬁ%n
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Daraus folgt aber fiir 2 > ¢,
1 11 71
Ro(z) = ;ff Pe(y)| dy > ;013'—,;2# ,
0 q?

wo rechts iiber die ganzen I mit 0 < I, [ -1 < , I+1 < summlert
wird. Das ergibt fiir z >¢,,

I.D|~t
[
AN

(15) Rq(#) > 65—
Daraus folgt: Da g = g(a)=0(22), so ist

I3
Bo(z)=2(a” ),
womit die Behauptung 2 des Satzes 9 bewiesen ist.
Andererseits: Nach einem Satze des Herrn Khintchine®) kann man
die Zahlen ¢, >0, ¢y, >0, «, > 0 so wahlen, da8
1. keine Relation
ko, + kg oty + kgoty = 0 (ky, &y, &y ganz, ki + #65 + fos > 0)
gilt,
2. fiir jedes x > ¢,, die Ungleichung
g=q(z)<zlogz
gilt.
Fiir die entsprechende Form () ist also nach (15)

Y |
Ro(2) = (logw)

womit offenbar der Satz 10 bewiesen ist.

19) Der betreffende Satz lautet (A. Khintchine, Uber eine Klasse linearer dio-
phantischen Approximationen, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 50 (1926),
S.170—195, Satz II): Es sei w(#) eine stetige, positive, bestindig zunehmende Funk-
tion des positiven Argumentes #, und 1y (#)— + o0 fiir £+ o00. Dann lassen sich
zwei linear unabhingige reelle Zahlen 6,, 6, finden von folgender Beschaffenheit: Fir
jedes geniigend groBe ¢ > 0 konnen ganze Zahlen ¢ > 0, p, r derart gewihlt werden, daB

1 1
1991—Pl<'t—: lqes_”<7: g<ty(?)

ist. Dabei bedeutet die Aussage ,0,, 8, sind linear unabhingig®, da8 es keine Rela-
tion aB; + b6, + ¢ =0 gibt mit ganzen, nicht simtlich verschwindenden a, b, ¢. Die
Zahlen 6,, 6, konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit positiv vorausgesetzt werden
da sie ohne Veréinderung von ¢ um eine ganze Zahl vergriBert werden kinnen.

Der Satz II, welcher die simultanen Approximationen zweier Zahlen betrifft, ha
kein Analogon in der Theorie der diophantischen Approximationen einer Zahl, wi
Herr Khintchine daselbst (Satz I) gezeigt hat. Dieser Unterschied spiegelt sich i
unserer Abhandlung in dem Gegenteil zwischen dem Satz 4a und dem Satz 10 wiede

38*
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§3.
Beweis der Hauptsitze 1, 2.
Wir wollen zunéichst zeigen, daB der Hauptsatz 1 aus folgendem
Hilfssatz folgt:
Hilfssatz 1. Dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie im

Hauptsatz 1. Dazu sei nock y durch

Qy g z < @y+1
definiert*).

Bebauptung. Fir wachsendes x ist

z_, ’
r 2 <=1+ r
——14 2 ——2+4s
2 Tv41 1 z 3
PQ(x)=0<x > (x> A R a
0Sv<w : v i
z
2 4 r
» Pl ——1+4+e
——14z © 2
2 ut1 1 x
+ot 3 () 1y )
0Eu<y s r

Es seien die Voraussetzungen des Hauptsatzes 1 erfiillt; wir setzen
fir einen Augenblick voraus, daB der Hilfssatz 1 bereits bewiesen ist.
Nach der Bemerkung 3 ist entweder o, =p, , fir alle x>0 oder
0, = D+, fir alle u >0 (je nachdem &, < «, odere, >¢,). Firz >c,,
ist > 0. Es ist erstens (da z>4)

z
= -1

(16) x%'”’.(?z)g A o(x%_“‘) .

x

T
Zweitens: Fiir u > 0 ist ¢,g < i < €,y; also?)

(17) O te 2 <9#+1> l=0<x?— te 2 <¢Jv+1) _1_)
Ocu<y ® Ou 0Sv<w z b’
9.“+1<”::

Weiter

Z z
Foite Qu+1 ?_11 FLte % 1?—11
S s oAy ey
0<“<; O 1 <10
&7,u+1Zc—lg 19

) .y @ps T, 0, Wurden in der Bemerkung 3 (§ 1) eingefithrt; diese Bemer-
kung werden wir jetzt reichlich ausnutzen.

1%) Man beachte €40, <7, <Cyou; @u=g,, WO entweder stets v=p+1 oder
v=p—-1 Aus g,y, <cy'w folgt g4, <z, also v <w.
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(denn aus g <y folgt ¢, =m,, ;< €40,, 1< 0, %); die Summe rechts
hat héchstens ¢,, Glieder (da g,,,=>2¢,). Wenn in einem solchen Sum-
manden g,,, >, 80 ist v > w und dann ist

r z r
TG, 1 gl ogTite
x — S_ Cig X c -

% I

Wenn aber in einem solchen Summanden ¢, .. < z ist, so ist v < w und

Z

- =1
®g;" tritt in der Summe

das Glied z° s(qvﬂx"l)

auf. Also ist

Toate 1 T3t
w0 £ 3 ol

O<u<y

@z
0 z—
CHEI=T,

Endlich ist

T r
I 1t T14e
) 3
x P
< €y
ey o

wo
9, < €y Qyécm T, Qyy1- Cig Qi1 > i T
Wenn ¢,,,> «, so ist v 2w, also
-%-—1+8 —g—-l+s
(19) z < Cyy z ;
Qy I
wenn aber ¢, ., < z, so ist v < w, also

—1—2-—1-}-: »T——1+z —?—-—1

a:) 9 2
(20) z r» <l (61:;) (wo v < w).

Es gilt also (16), (17), (18) und entweder (19) oder (20). Also ist

F4
—=1 I
3 1+e

T 2
T—1+e
3 2 Q,u+1) 1 z
x . —
( z Cu + Oy

tsu<y

I—--—1+= g, %'—1 1 %—1+s L—2+e‘
x 2
=0|=* Z <'VT+1) " + p +z ;
v .

0Sv<w

aus dem Hilfssatz 1 folgt also in der Tat der Hauptsatz 1.
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Wir zeigen nun weiter, daB der Hilfssatz 1 aus folgendem Hilfssatz
folgt:

Hilfssatz 2. Dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie im
Hilfssatz 1.

Behauptung.

1

ot ! T e ] -1 L
s v 1 X

Ao(9)dy—+ " ol <’ (&) 1
f Q(y) y :I: et I’ (L_’_ 1> + 0<02<1w x ‘A + /7%
z 1 "2 P] =

T gte T e 0 -1 . Toate
+ x2 + xz 2 (;LT-H) kS + z .
0Zu<y Cu &r

(Diese Formel soll gelten: erstens wenn auf beiden Seiten das Vorzeichen -,
zweitens wenn auf beiden Seiten das Vorzeichen — gewshlt wird; und
analog im folgenden.)

Zur Abkiirzung setzen wir bis zum Ende dieses Paragraphen

2 2z
-ﬁ—)-—-l —E'—l
Dot 1 1 Qui1 1 1 1
S e 2 sl
0Zv<w Y T 0L u<y “ L4

F(z)= x%‘”’(

Gesetzt, der Hilfssatz 2 sei wahr; dann ist, da Ag(x) eine nicht ab-
nehmende Funktion ist,

1
z+— r 7
tae) S [ 4w 25 0(aF@)
QZ) =2 Yy)oy = T H(x)),
: Vot o1 (%Jr 1)
g P
do(z) =2 | do(y)dy= - + O(z F(x));
ot Vo ofoT (5+1)

das ist aber genau die Behauptung des Hilfssatzes 1. (Man beachte (1),
(2) und D =ui"-a;*) Um also den Hauptsatz 1 zu beweisen, geniigt
es, den

Beweis des Hilfssatzes 2 zu erbringen. Es seien also die Voraus-
setzungen des Hilfssatzes 2 erfiillt.

Wir setzen 0(s) = Zo’o e~m*s fiir R (s) > 0; es seien
m=—
0=, <i<i<...
diejenigen Zahlen, die sich in der Form

o=y (ui - us .+ up) + oy (Wt whget oo £ w)
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mit ganzen u; (j=1,2,...,7) darstellen lassen; a, sei die Anzahl der-
artiger Darstellungen der Zahl 1,. Dann ist offenbar fiir 2 >0, R(s) >0

07 (2,8)0™ (ay8) = Sa,e~hns,  Ag(2)= 3 a,
n=0

hZsx

also
[4a(p)iy=3 (s 10,

Aus der bekannten Formel (bei geradlinigem Integrationsweg)
a+1co
2%”. f eT“dE;=Max(T, 0) (@ >0, T reell)
a—1©
folgt also fiir « >0, >0
at+iow z
f Za e—ns. gus. L8 Za (x—1,) =fAQ(y)dy,
a—10 n=0 Sz 0
da der Integrand offenbar gliedweise integriert werden darf. Also ist fiir
x> 1 13)

z:l:% l+ico
1 671 J;s( ; )ds
(21) dy(y)dy = 2— (0, 8)0™ (p8) € -1
z ;—zm
Wir setzen dauernd 4 = Max (i—” &') und schitzen zunéchst das Integral
1 2
ik
V= L
Liz) =g [ 07 (0e)0 (@) ems(e P 1)
A
'Z%f/'x

ab; nach einer leichten, aber etwas umsténdlichen Rechnung**) findet man
(man beachte r > 8)

|=

4
2

[

-1 LA I3
L(z) F =22 —0le* )+ 0(" )=0(Fw),

V“). ag? ( —l—l)

1%) Bis zum Ende des Beweises sei von nun an x> .
4) Diese Rechnung ist in Gp II, S. 139, Zeile 2 v. u. bis 8. 141, Zeile 7 v. u. fir
die allgemeinere Form @ (u) = ot uf + g u§ +. . .+ o, u? durchgefithrt, wenn man dort

speziell z =% setzt.
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also das gewiinschte Hauptglied und ein O-Glied der gewiinschten GréBen-
ordnung. Wenn wir noch beachten, daB der Integrand rechts in (21) fiir
konjugiert komplexe Werte von s konjugiert komplexe Werte annimmd,
sehen wir, daB es fiir den Beweis des Hilfssatzes 2 geniigt, wenn wir die
Formel

el

8
o+ d
(22) fﬂ“(als)ﬂ”(% s)e“(e T — 1)5—: =0 (F(@)) <s =%+ z‘t)
A
beweisen. Hier ist erstens
1 1 2
|ezs| =, };!<7, !e 1—1’ < Cag;

zweitens ist nach dem Mittelwertsatz

8 1
+— += ¢ ..t
e % —1l=e ”(cos;-%_—zsm;)—l

d; ’

:t;> (1_ %sin&eéii;cos%%)—l

= (1‘__‘“ --1-,56
px:
(0 <d,<1 fiir 1=1, 2, 3),
also

' §
+— 1 t ¢
|e w—ll<°24ﬁ+c%;<cea;-

Es geniigt also, wenn wir statt (22) die Formel

(28) [167 (e )6™ (e | Min (£, 1) % = 07 (@)

Va
beweisen (s soll bis zum Ende des Beweises %—l— 21 bedeuten).

Beweis von (23). Wenn z > 1, so nenne ich die Zahl % eine Farey-
zahl oder einen Fareypunkt, wenn A 2> 0, 0 <k < ]/;, (h,k)=1. Wenn
ich einen Bruch % aufschreibe und ihn eine Fareyzahl oder einen Farey-

punkt nenne, verstehe ich darunter immer, daB der Bruch schon in seiner
reduzierten Gestalt aufgeschrieben ist, d.h. daB 4 >0, 0 <k < Ve, (h k) =1.
Zwei Fareypunkte (und ebenso spiter zwei Medianten) nenne ich benach-
bart, wenn zwischen ihnen kein Fareypunkt (bzw. keine Mediante) liegt.

Dabei bezeichne ich als Medianten alle Zahlen }Lh,, wo l, % zwel be-

k+k k

nachbarte Fareypunkte sind. Wenn I—Iz ein Fareypunkt mit A >0 ist,
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so sei B, , dasjenige linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offene Intervall,
welches den Punkt % enthdlt und fiir Endpunkte zwei benachbarte Me-
dianten hat. Wenn I=<(a,d) und 6 >0, so bedeute 61 das Intervall

(da,db). Die kleinste Mediante ist O—H ]< V_ -; wenn also bei festem
x x
i (j=1,2) der Bruch * 7 alle Fareyzahlen mit > 0 durchléuft, so iiber-

2

deckt die Verelmgungsmenge der Intervalle -a—’; B, , sicher das ganze

Intervall <—‘i, + oo) Bekanntlich ist

y=

0/’
(24) =1 3 T )
wo 1 <01, 1 <0"L1.
Zu jedem Punkt ¢ des Intervalls ¢ > Vil der mit keinem Punkt
2n

(25) a—j% (h>0,0< k< Yz, (h k) =1, j=1,2)

zusammenfillt, gibt es also erstens genau zwei Intervalle 20[—“ Bh,, kr> za-—” Bh,, .5
1 2

in deren Durchschnitt der Punkt ¢ liegt und zweitens genau zwei ganze
Zahlen n,, n,, so daB

2x \ _2ah < 2x
l o, 2™ g Yo e k| = g oMb Yr
26)
( 2x 2n hy 2
— =< |- 2| L
w0y 2™t g Y wg kgl = 2™k Vx

nach (24) ist n, >0, n,=>0. Umgekehrt: Wenn sechs ganze Zahler
by, kys by, Ky, gy 1, it
(27) B,>0, k>0, 0<k <Yz, 0<k, < Vo, (b, k)=
(hy, kaY =1, n, =20, n,=>0
gegeben sind, so bedeute

S(h; k;n) =S (hy, by by, Tg; my, my)

die Menge derjenigen ¢, welche im Durchschnitt der Intervalle

A 2% 2
(ﬁ, + 00), ;1-537;,,7«,, a_g%h,_, ke
liegen und die Ungleichungen (26) erfilllen. Offenbar iiberdeckt die Ver-
einigungsmenge aller Mengen S(k;k;n) ) schlicht genau das Intervall

%) Von welchen freilich einige leer sein kénnen.
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(Vi_, +oo) mit Ausnahme der abzihlbar vielen Punkte (25). Die zu be-
T

weisende Beziehung (23) ist also mit der Beziehung

ry 7y . t dt

28) 3 [ (67(e0)0"(e0) Min (£,1) % = 0 (a)

by B2 §(hs k1 m)

hay By

N1, Ny
dquivalent; der Summationsbereich ist dabei durch (27) gegeben.

Da sich die Formel (23) nicht &ndert, wenn wir in ihr «,,r, mit

¢,, 7, vertauschen, diirfen und wollen wir uns auf der linken Seite von

(28) auf diejenigen S(h; k; n) beschrinken, fiir welche gilt
(29) 2™k, = 2™k,
Es sei nun I; m,, m,; 1y, n, ein System von nichtnegativen ganzen Zahlen;

wir wollen sagen, daB die Menge S(h; k; n) = S(hy, hy; ky, ky; 1y, m,)
zur Klasse [I; m; n] = (I; m,, m,; n,, n,| gehort, wenn

(30) o' <Lh, <2, 2™ Lk < 2™, 2™ Lk, < 2™

Jede Menge S(%; k; n) gehdrt also genau einer Klasse [I; m; n] an, wobel
wir wegen (27), (29) noch die Einschrinkung

(31> 2m,§ﬁ, 2m2§ﬁ’ 2m,+n2 g 2m,+n,
machen diirfen.

Endlich vereinigen wir die Klassen in drei Oberklassen {0}, {1}, {2}
folgendermafBen: die Klasse [I; m;n] gehore zur Oberklasse {0} bazw. {1}
bzw. {2}, je nachdem

(32) gmatie L 9t 1y
baw.

(33) 2™t g L 2™
bzw.

(34) ]/Eé 2m,+n,§ 2m1+m
ist.

Es sei nun ¢ ein Punkt der Menge S (h; &; n), die zur Klasse [I; m; n]
gehort; dann ist erstens nach (26)

't _Znh

1

2
< ok, ]/x

also (da A, > 0)

h, hy
27k1<t<°’8k'

also
(35) € 2™ < 1< e 287
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. . 1 . . 2=
Zweitens ist s = — +-1¢, ¢ in E%hi’kj’ also %)

10(e;8)] < — = fiir j=1, 2.
VE l+ : 27 hp\?
V(-5 2)

Daraus folgt nach (26), (80) fir j=1,2

1 1 m; n;

' C, . 9 3 = tE
(36) }G(ajs);<—fn§’;Mm<x ,xt-2? 2).
2'2—
Nach (26) ist das MaB von S(&; k; n) kleiner als
-
2m,+n1-'/5 :

Diesen Umstand und die Ungleichungen (35), (36) benutzen wir zur
Abschitzung der Integrale in (28). Wir bezeichnen noch mit N(I; m;n)
die Anzahl der nichtleeren Mengen S(A; k;7) der Klasse [I;m;n] und
bekommen sofort folgendes Resultat: um (28) zu beweisen, geniigh es,
die Formeln

s b

r 1 o Rn,2

Il gty
2

(87) 2x4 .Min<2m1—l’ %).N(l; m; n)zo(F(z))’

! 2%,,+l
nyr 1 =
(38) 2‘”2 £ 22 - -Min(?.m‘_ s —1—\-N(l; m;n) = O(F(x)),
1) 2n,+l+m1-2—’ z/
r_ 1
2 2
(39) 256 _—_l—r:_r_, Min (2 ml—l, %).N(l’ m; n) . O(F(z))
{2} 2n1+l+ml?+m-_.—2—

zu beweisen. Dabei bedeutet > fiir 1= 0,1, 2, daB {iber alle Klassen
{z}
der Oberklasse {7} summiert werden soll.
Unsere nichste Aufgabe besteht also darin, fiir N(I; m; n) eine ge-
eignete obere Schranke zu finden. Zu diesem Zweck beweisen wir folgenden

Hilfssatz, der im wesentlichen von Herrn Behnke *”) herriihrt:

Hilfssatz 3. Fir reelles p ses w(f)=p—[B]. EBs sei L>0,
M>0; a,>0, >0 seien die im Hauptsatz 1 aufiretenden Zahlen.

16) Vgl. z. B. Gp I, 8. 708, Formel (13).

17y Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Abhandlungen aus dem
math. Seminar der Hamburgischen Universitit 3 (1924), S. 261—3818; vgl. insbes. die
Sitze IV und V; einen verwandten Hilfssatz habe ich auch in Gp IIT (Hilfssatz 1)
angewendet.
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Die Anzahl der ganzen Zahlen { mit w(é‘ )< L, % L<t< M werde
mit A(L, M) bezeichnet.

Behauptung. 1. Wenn es esn ganzes t > 0 gibt, so daf

1 M
Qt<'8"_i, qtqt+1>8_L’ Q¢<M,

so st
A(L, M) g%Jr 8L M.

2. Sonst st
A(L, M) X 8LM.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei L < (sonst
ware niamlich A(L, M) < M <8LM). Wir setzen zur Abkurzung =

1

und bezeichnen mit 2z, <2z, <<2,<... <z, diejenigen ganzen Zahlen ¢,
fiir welche

0<l< M, w(le)<L
gilt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei » > 0 (denn sonst wire
A(L, M) =0 < 8LM). Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall Es gibt ein ganzes j mit 1 < j < » 8o, daBl w(z¢) > w(z

Wir setzen =1, 2;,,=¢, 80 daB also

O<f<g<M, y(ge)<w(fe)<L.
Damn ist 0 <g—Ff< M, w((g— o) >1— L. Wir konstruieren eine
Folge von ganzen positiven Zahlen v, v,, vy, ... mit folgenden Eigen-
schaften:

LO0<y ,—o,<M(i=1,2..), 0<v, < M.

2. Fiir jedes 7 (¢=1,2,8,...) git eine von den Ungleichungen
w(v,e)< L, p(v;e) >1— L.

Das geschieht folgendermaBen: wir setzen v, = z,; wenn ein v; (¢ > 1)
bereits konstruiert ist, so konstruieren wir v, , folgendermallen: Wenn
p(v;e) < L, so sei v, ., =v;+(¢9—/f); wenn aber y(v,e)>1—1L, so
sei v;,,, =9, 2,. Diese Folge hat offenbar die verlangten Eigenschaften.

Aus v, v,, ¥,, ... greifen wir nun eine Teilfolge w,, w,, w;, ... heraus,
so daB 2nM<w, <(2n+1)M fir n=1,2, ... (das geht wegen
O0<v, ,—v, <M, 0<wv,< M). Endlich konstruieren wir die Folge

{ Wyt 2y, Wy 2y, ., W2, Wyt 2, Wat 2y, ..., WaTt 2,
Wy 2y, Wy~ 2, 00y Wyt 2,, Wy 2, .43
fiir jedes Glied dieser Folge ist offenbar entweder v ((w,+2,)e)<2L

oder y((w,+ 7)) >1— L Weiter ist offenbar (40) eine wachsende
Folge.

J+1 )

(40)
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Fir X > 0 sei B(X) die Anzahl derjenigen Glieder der Folge (40),
die kleiner als X sind; offenbar ist

(41) B(X) =57 X +o(X)

(fiir wachsendes X). Weiter sei C(X) (fiir X > 0) die Anzahl derjenigen
ganzen positiven Zahlen { < X, welche mindestens eine (also genau eine)
von den Ungleichungen y({a) < 2L, w({a)>1— L erfiillen. Offenbar ist

(42) B(X) < C(X)
und da o irrational ist, so ist nach einem Satz vom Herrn Weyl?s)
(48) C(X)=8LXH o(X).

Aus (41), (42), (43) folgt aber
AL, M)<»<6LML8LM.

2. Fall. Der erste Fall tritt nicht ein; also ist entweder » =1 oder
(44) p(z o) <ylze)<...<y(zew).

Ich behaupte: Alle z; (1<¢ <») sind ganzzahlige Vielfache von ¢z,
(fiir » =1 besagt diese Behauptung nichts). Denn es sei schon bewiesen,
daB z,=g,2, (g, ganz) fir ¢=1,2,...,0, Wo o eine ganze Zahl ist,
1< o< ». Dann ist nach (44)

V(2o — 20) @) = (2,4, ¢) — y(2,6) < y(z,,,0) <L,
0<z, ,—2,<M, also 2, ,,—2,=2 fir ein v mit 1<7<0, also

2, 1=2,+2=_(9,+9)2, W.z.b. w
Weiter behaupten wir:

Z‘V
v(5,6) =2y (za).
1
Denn sonst wire ?y;(zla) >1, also wiirde es unter den Zahlen
1
2
w(z,e), 2vy(za), 3y(ze), ...,z—lcp(zla)

eine erste, sagen wir ny(z, «), geben, die grofer als 1 wire. Es wire also
1>1 12<z, 1<ny(ne)<l+y(ze), alo y(nze)<v(ze),
was wegen 0 <9z, <z <M mit (44) im Widerspruch steht. Fiir
1<y ist also sy(zye) <vy(z0) g:—:tp(zlu) =y(z,a)< L, also
y(iz,a) =1ty(ze) < L, also z;=12,. Also ist vy(z,a) =y (z,0) <L,

» < Wenn w(zla)Z—l— so ist also A(L, M) <v < 8L M; wenn

vz a) =3sM’

18) Vgl. z. B. Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod Eins, Math. Annalen
77 (1916),-8. 813—352.
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1 . .
aber y (2, ¢) < g7, so ist bei passendem ganzen u,

1
0<ze—u <L O0<ze—u<gy,

also
1

8 Mz, < 822 °

also u, = Ip,, 2, = lq, (I ganz positiv) fiir irgend ein ganzes ¢ > 0. Weiter ist
0 <gee— pt=-%' (Be—w)<zne—u, <L,

also y (g,e) < L, also g, =2, (Wegen ¢,<z,); also ist ¢, < M. Da die
V1e1fache von ¢, sind, z,< M, so ist sicher A(L, M) < < o Wenn
g, 8L’ so ist also wieder A(L, M) < 8L M. Wenn endlich 9t9¢+1 <X

=8L’
so 1st
1
L > w(e,0) =#p(g,0) >, 50—
oder
L r—,
>1,U(Z,,0£) >2%91+1
also

2, <2¢ ¢, L g =z
also A(L, M)=0L8LM.
Wir haben also in der Tat in allen Fillen die Ungleichung 4 < 8L M,
ausgenommen, wenn fiir irgend ein ganzes £ >0
1 M
<M, ¢,<gp %417 37T
ist; in diesem Ausnahmefall ist entweder A(L, M)<S8LM oder
A(L, M) g%, je nachdem der Fall 1 oder der Fall 2 eintritt. Damit
z

1st aber der Hilfssatz 3 bewilesen.

Hilfssatz 4. Es ses L>0, M>0; o, >0, o, >0 seden die im
Hauptsatz 1 auftretenden Zahlen. Die Anzahl der ganzen Zahlen { mit

w(é‘ g-*) >1— L, 7 S0 < M werde mat A'(L, M) bezeichnet.
1
Behauptung. 1. Wenn es ein ganzes t =0 gibt, so daf

1 M
9, << 8L’ 99 11> 3L < M,
80 18t
A'(L, M),gq‘lJr 8L M.
14

2. Sonst ist
A'(L,M)<8LM.
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei L < (da sonst
AL, M <ML8LM) und M>1 (da sonst A"(L, M) =0<L8L M),

Es sei
o= 0+l 1 ( b; ganz (¢ > 0); )
b4, 1 . ;
“ Hhtg. \B20,5>0 (j 1)
dann ist
1 1
b+ 1—oa=+ bzw, by +1—a=—— 1
° M1+l ° batltyp L
bg-l-'g_‘_. b4—|—-._'

je nachdem b, >1 oder b, =1 ist*®). Die Folge der Niherungsnenner
96> 41> 94> --- von b+ 1 — ¢ ist also, wie der Leser sofort nachrechnet,
fiir b, >1 mit der Folge

Go> Qo> 91> 99> Q3> 94> -+ -
und fiir b, =1 mit der Folge

Qys Qo> 3> 94> -+ -

identisch. Jedes (geordnete) Paar g, g, ist also mit einem Paar g, ¢, ,
identisch, mit Ausnahme des Paares gg, ¢f im Falle b, >1 (wo ¢j=1,
gi=¢o=1). Da p({(by+1—«a))=1—y(le), so gilt nach dem Hilfs-
satz 8: Es ist A"(L, M) < 8L M, auBer wenn es ein Paar g;, g,+; gibt,
so dafl

’ 1 ’ oy M ;
(44) qv<ﬁ, 91)%+1>'8‘Z, q,,<M;

in diesem Fall ist 4'(L, M)g%—f-BLM. Wenn aber (44) gilt, so ist

¢v@s+1>1, also ist nicht ¢j= ¢j+,=1, also ist das Paar ¢,, ¢;4, mit
einem Paar g,, g, , identisch, womit der Hilfssatz 4 bewiesen ist.

Wir wollen nun fiir N(I; m; n) (wo die nichtnegativen ganzen Zahlen
I, m,, my, n,, n, die Bezichungen (31) erfiillen) ‘folgende Abschitzung
beweisen °):

Behauptung I. Wenn es etn ganzes v >0 ¢ibt, so daf

(45) g, < ¢z, 2™ ™ Vz, Qo Gos1 > Css Qitmth = o g, < Ceq gitms

80 st
&
(1+my) (1+ 7)

° Mkl (14 o) —ms |
N(l;m;n)<cs7——q———+ca,2 ( 4) —

Ve
19) Q. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen (Leipzig und Berlin 1913),

S. 65, Beispiel.
20y Alles freilich fiir x> Cgy.
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Behauptung II. Sonst ist
m1+(ms+l)(1+%>”‘nn 1

Beweis. Wenn eine Menge S(k;k;n) der Klasse [I;m;n] nich
leer sein soll, so muf es mindestens ein reelles ¢ geben, welches (26) er-
fiillt; also muB (wegen (80) und 27™*"™ L 2™*™)

N(l;m; n) < ¢y, 2

M2a_ K2x| o
LA LA 2% kY
sein; also muf sein
. $ 2m,+1
(46) hy k, i:—* — b, Icll < -‘-’“—nﬁ— 2t L p ke, < 2FTMTE

Nach den Hilfssitzen 3, 4 (mit

my+1
L— 0382 1t

— {4my+-2
2”’}/2 ’ M 2 )

haben wir also folgendes Resultat:

1. Wenn es ein ganzes v > 0 mit (45) gibt, so haben wir fiir A, &,
héchstens

2l+m2 c 2l+’m"+m,—'n,. i_
39

% V=

Cg9
Moglichkeiten.
2. Sonst haben wir fiir A, k, hochstens

2Z+m2+m,—n, . L

Y=

Csg

Méglichkeiten.
Jedem Wert von A, k, entsprechen aber nach (46) hochstens c,, Werte
von hyk, (da 2™ < yz) und es ist h,k, < c,, 2°7™. Wenn endlich &, k,,

- tmy)
ko k, gegeben sind, so haben wir fiix Ay, k,, ko, k, hochstens c,,2°

Méglichkeiten, da bekanntlich die Anzahl der Teiler der ganzen Zahl X
gleich O (X") ist fiir jedes # > 0. Damit sind offenbar die Behauptungen I, IT
bewiegen.

Ich bemerke noch, dafl aus (45) folgt
(47) Q1= Cag 2m—m,ﬁ.

Wir werden nun die Formeln (87), (38), (89) und damit auch den
Hilfssatz 2 beweisen. )
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Beweis von (37)?!). Die Summe links in (37) ist hochstens gleich
044(214— Zﬁ), wo

r x PR I B 2+ (M3 (14 =) =
Faary g T T T . -1 1 ! FYANCS!
S=z 32 Min (2™, 2.2 —,
1, my, My ]/x
Ny, My
&
1 f T a1+ 2)
P 773 g +n:2 n~1 Mi 2’))?.1—l _]; 4
==& E, -Min 2 2
0,1, 7, 7y v
N1y Mo

In 2, ist der Summationsbereich durch (31), (32) gegeben, in =,
summiert man iiber alle ganzen v > 0 und fiir jedes v ist der Summations-
bereich von I, m,, my, ny, n, durch (31), (32), (47) gegeben. Das ergibt

erstens

T
Tt
z

21
My, Nen,

N1, Pog
r
4

0

I

3

71

2

£
4

1)+n2(%—1)+ml+m(1+—i—)'<% 2 21

slagMiy

LD 24(1*%))

2l zomig

Meys Mooy

_2+-i— Z 271,, (% —-1) +1N2 (125—1) +m (1+ —:T)—i-mz <1+ —i—))

7, N

£
r
2

0 ([

e ynlinli)

To

o] %

0" ") = 0(F))

My, Moy

(man beachte, daf ”

5 —220 und dal die letzste Summe hochstens

O (log®z) Glieder hat; solche Bemerkungen werden wir oft gebrauchen).
Zweitens: Jedes feste v liefert folgenden Beitrag zu 2,:

r 1
P T ke £ x - ( A
x yzm(g 1)+n,2+m,(1+ 4> ) l 2 214 +9m1 7 o {1 p
q, L z “ z =
0y, Mg, olcomy 2lzomiy
KGR
r_ s,.:=
zt 2 4 n (% —1) +n112’-+m1-i—+m2 (1+ %)
<l P Z 2
v
"My, My
My, Mg
r 3 e
T 5ty r 7,
zt %R Z nx(?""l) +ra gy
< Gy 2 =27 ,
7 M3, Mgy Mgy Np
1) Die Summationsbuchstaben », I, m,, m,, n,, n; bedeuten ganze nichtnegative
Zahlen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ¢ < 1.

Mathematische Zeitschrift.

36. 39
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Fiir v 2w, d. h. fiir ¢, , > 2 ist

7

3
e T

’ ]/:/v logz- Zan( )+m(%_1)< Cﬂx

Tyy Mg v

Zl, v < 047

Fiir v < w bekommen wir, wenn r, > r, (man beachte (47))

_,1+_.. 7y Ta —_ _l_i.'.i 2.2_1
2 < o 4q Zzn,(z‘ 1>+n2(22 1)<650x4 R 222” (2 )

71
v my (=X —
N1y Nay Mg Ny My 9 1 (2 1)

T T2 8 &
4+4 2+2

___1 £
< ¢, x——————(q‘"f) 22 <~—_—>< Cgq — (q’”’l)z (da z==r,).

%@ -V X my %y x

Fir v <w, 7, <r, bekommen wir endlich

r . 7n_8 . ¢ r . n 8
z‘f‘-: 2+2 2’"'2(?—1) _+_’...___,+i —=-—1 (1’2 ,T,)

4 4 g2 2 Na
Zy , < 0" = > < ¢, “’_T (q”f> D2
v g

x Qoa, 2
<o — (%) (da z=1,).

z

il %—2+e Goyr 7! 1 %—2+a
ngyz,~ole" " I (k) Ly, L)o@
v=0 v v zw "

0Zo<w
(denn 2 -él-= O(El-)) . Damit ist aber (37) bewiesen.
oZw it

Beweis von (38)?). Die Summe links in (88) ist kleiner als
Cse (23 + 2), WO

-

v, Ty 1 Ng— s
hyh o P My (g 1) (14 =) =,
273 2 2 : -z 1 ? ( )
S, =g ) S M1n<2m‘ 2 ;).2 A
7, my,ma 2n,+m1—2—+l Vx
ny, N

7y £
n . n 1 Pp—o (l+1ﬂz)(1+'—'>
S - 532 92 Min/om—t 1Y).2 4
A== —— - Min(2™7, 2) -
v,1,my,my n1+m1?+l %
Ny Na,

Dabei ist der Summationsbereich in 3, durch (31), (38) gegeben; in 3,
summiert man iiber alle v = 0 und bei festem » iiber alle 7, m,, m,, 0y, %
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mit (31), (83), (47). Es ist also erstens

23=z%+’z’-122”’(?‘1)+%(1+ )< 3 _{_2,,,1 E (*z))

My, May 2n‘+m’(?- ) ol ety glzotmiy
73,72

I

T2
2”‘ ( F 1)+m2 —:—(m1+1r11)>

0<x?+_4‘-—2+~2—————+ - -2
My 2 m‘<— )

N1, T

—0( iy b ,)>=0(x%_3+‘)=0<m>>-

My, My 2m, (-5—2—1)4'%(—2‘—2——4—

Zweitens: Jedes feste v liefert folgenden Beitrag zu 2:

L Ry 2ty (14 _ &
2 2 2 ( ) < 2 2 + 9™ 2’ 9 ( ))
My, Mo 2"’*’"" ) ol gy 2l z oMy

N1y Ny

Nyt
24

*y, 7y 8 & ki n.n_8,.¢ 2
EriTetT g2 ™ mymn) x2+4 22 2" <2 1)
< ¢ _tla — 2 < Cyq Z ( ) Zz,u.
My, May 1 1% Toas T 2
sh "
Fiir v 2 w ist also
x?—z-ks
Za,v<c59 5
Fir v < w, Tlgfﬁ st
ry, 1a 8 ¢ iy z -1
PRt 2 L ¥ R 8
271 22 (g iy =3 2 g
Zy ,< Cgg ( Uil) 22 (2 2) < Gy . (H—l) (da 2 =1a)
% Yz m. 4 i
29
Fir ‘v<w, 1'1<7‘g ist
no ot 8 by nhyf 8 ¢ n_
Z < 2 * 4 2 " 2 (qv+1>2 sz(%—%> 274 ¥ 2 2 * 2 (q”+1)2 :
L <¢ 5
2,9 <~ a2 % Ve < 3 g V=
— 24 '2__1
a€ v41
< ¢4 - ( . ) (da z=1r,)
Also
s ’:——1 1 r 24-g 1
T +¢& 90+1 = 2 el R
223n,-0[ " 3 () e Fh)—ow@.
=0 0So<w 120

Damit ist (38) bewiesen.
39*
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Beweis von (39)%). Die Summe links in (89) ist kleiner als
€y (5 + 2y)» WO

r 1 €
=7 1 . -1 1 my+(mg-1) (1+—)—'n.2
Z=x P ——T—T'Mm(zm‘ ,—)-2 o =L
1, M, Mo, n’+l+m’§¥+%§2— ¥ z
M, Nz
1 . Jm) (t+4)
2 . -1
= ° L Mi(2m, L
2
0,0, M1y Ma, 2n,+l+m1 3 +7"2§‘ %
LOPRLS

Dabei ist der Summationsbereich in 2, durch (81), (34) gegeben; in Z,
summiert man iiber alle ¥ > 0 und bei festem v tber alle 7, m,, m,, n,, n,
mit (31), (34), (47). Es ist also erstens

——1 2 4

25=x; 2> ,wi)m(__)< > o' +2ml D 2 (_7)>

1
My, My, o Mt B2t {5 2lcoMiyg alzam g

%’2“'—; 1 %—3+§ 1
= = — 0 9
O<x G e o] +m=(-%“-1)> <w e s ))

By Ny

—0(s? Ch )= 0(F @)

Zweitens: Jedes feste v liefert folgenden Beitrag zu 3,:

r 1 m F3
T g (__)
x 2
2 Loy e igm 3 gt
2
Vv ml’mzrznr‘.ml ) +7n‘z(? ) 2l<2m1z 2l>2m,x
Nyy N
7 3 £
2 7% 1
< Cg5
% gty 2 mg (221
mumz;z 1HML T
Ny, N2
7 3 e
—_———t =
z2 2 2 1
<<>86 M =2 ,-
q r Ta I
? My, Mg, Ny 2n=+ml (? _1) +m’?
Fir v 2> w ist
r
—2-—-2+— ?—2-}-;

Zy, < Cg, 7 2 ( = 7y < Cos z

nh_ T2
™ 3 1)+m,(2 1)

Iy
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Fiir v < w, r, =7, ist

._‘_+ﬁ____+:_ T2 w7
a T e T2 TE ) my{2— 2
T qv+1> ’< 2)
<e¢, ( = Py
0 qu yx ‘;1/
7 z
x—:—2+£ o+1 7_1
<oy - (da z=r,)
v
Fir v <w, r,<r, ist
r 3 £ T,
_——— = e
2 2 2
x Qs \ ! 1
Zs,v < € , o <_;ﬂ> 2/ N T2
M2y By 523 3
T, T2 38 & )
= —— e — — -1 Ty Ta
e T2 TR ) g (2~ 2
z Ty+q -(2 2)
< 6y P ( —) 22
v Vﬁ’ e,
a,%_gﬂ . %—1
< ey ( ”—:—3> (da z=1,)
v
Also 1st
- —2t_2+£ Qot1 _:—-_1 1 _’2:'-2""Z 1
5,£22,,=0\= > (—) — 42t ) =0F @)
=0 0So<w % V2w %

Damit ist aber auch (39) bewiesen.

Beweis des Hauptsatzes 2. Die Voraussetzungen des Hauptsatzes 2
seien erfiillt. Es sei z > ¢,. Dann ist

g

flPQ(y)\d?/zc?s'

0

Nach (9) ist fir 1<v<w, ¢, Ly <g,,; (w ist durch ¢, S <,y
definiert)

ST
o) n

2

. %-1 %—1+e
CE & g, Yy
iPQ(?/)|<0m<y D) )

0St<y % %
als erstens fiir 1 <v < w

z 7
42 — -1 ~— s
| ';——§+1+5 5 qu+1
lPQ(y) I dy < Gz qv+1 Z q + q ’
0<t<w it v

v
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zweitens
Z- +1+a q_;‘—.l x?+8
f|Pa<y ay <ot 3 B T
0St<w % %w
Also st
x r P 1
5 +1+£ ———+1i+s
J‘IPQ(?/)Idy=O<1+(IZ qv+1 42 2 )
& Sv<w
———1 —-—+e
qt+1 9v+1
s )
0= t<w 1S9<w
Es ist aber
T, T_E ., s
S drirmo(E) cofs i)
1Zv<w
- Tz r z 5 ~1
91;2+1 =0<x?—?+“” qv+1>
1€o<w T 0Sv<w %
Also

v L-{-s —;——1 —;_+5
flPa<y>$dy=0(1+w2 S () lae )
b w0

0S8t<w

womit offenbar der Hauptsatz 2 bewiesen ist.

§ 4.
Beweis des Hauptsatzes 3.
Die Voraussetzungen des Hauptsatzes 3 seien erfiilllt. Wir zeigen zu-
erst: Es gibt ein c,, mit o, ¢, <1, so daf fir jedes ganze v >0 und
jedes ganze 1 mat

(4"8) l>0’ l+1<c7QQqu+1
gelt
1+1
(2] l%—l
(49) [ 1Pa(e) 1 ay > e L
1 q?+1
al—q; 7

Wir setzen @,(u) = o, (uf—{—...—!—u,i—l—&(uf,ﬂ—[— —}—u,)) also 1ist

Q(u)
(50) |Q(u) — @ (u)l<cs1q Br

wo Wir ¢,, so groB wahlen, daB - < 1).
sy S0 gr EPm
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Es sei ! ganz, >0, I+1<4— — 0y Gy = Cr9 9y Gosad WORD

l+— l+§‘
(51) )<“1—q—')

so ist mach (50)

I+1

oclzl~ <@ (u)<e,
Fiir ganze u; (1 =1,2,...,r) ist aber @, (u) ein ganzzahliges Vielfaches

von —‘;—1; also liegen im Gebiet (51) keine Gitterpunkte. Fiir

v

I+ 13
(52) oy *—q—— <y< o 7
ist also dq(y) konstant, also ist nach (1), (2)
T —-—-1
dP 71 A%
(1)

Diejenigen y des Intervalls (52), fiir welche

’
=1

' . 1\2
|Pe(¥) | < ‘ffq: Cs3 (Z)
ist, fiilllen daher hochstens ein Intervall aus, dessen Lé&nge hochstens 6(!1
ist. Also ist

v

l+-"[;

2
f (Pa(y)l dy = e (1)
I+%
')
womit (49) bewiesen ist.
Es sei nun ¢, <z <g¢,,,, w=2. Essei 9y,=0 oder v,=1, je
nachdem w gerade oder ungerade ist. Dann ist (in der Folge beachte
man ¢, ¢, <1)

%

®1Cre O % €19 Gy 42
[Po(y)ldy = f |Pa(y)| dy.
wEv<wW ;819 Qy
v=1,(mod 2)

Weiter ist nach (49)

a1l+1 « I+1
%1 Cr9Qp 42 Qv dy 42
Pa(p)dy = D) f + 2 f
%) Croqy I+1<ero@ov 1 ] I+l <eras@oyiqoia 14
I>en 0} dlE > e q3+1 “’ql,_l_,

T

I T 1
1 7! 1 3
\ — -
= Cgo| —7 l - 2, !
o Tl I+1<ern, g Qu+1 _g'+1 l+1<eyy Qv+14v+2
o

I>ernad q‘v+1 l>09qD+1

Il
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Nun ist ¢,,, = 2¢,, also
A. entweder ¢, ., > Y24y @pio> VE!I@H’
B.oder g, >V2q, 240 <V28u11
C. oder Gy.1 <7V2¢,, und dann notwendig ¢, , = Y2¢,,,-

Im Fall A ist fiir v >¢,

r r r r
Golord)” | (or1%4e) 4. pro
T>686 (v :J+1)_ +( v+1 v+9) = Cq v+1 + v+2 .
—+1 — 41 9 o+1
2
e qv+1

Im Fall B ist fiir v > ¢,

7

KA
(4 %p4a)® g +1 1 qm+1 _"1 qv+2 Dota :
T>086 ”'Z‘+1 2686 > qu+1 gcse 2 q”.}.i + >

%+1 ¥e
g
r r
>e (513+1 qvﬂ+2>
AT
Im Fall C ist fiix v > ¢,
r z x r
Y r
(fo+1%1+9)° Goto\” F-1 1({( %42\ 53, (Bt 72
T>c¢ =¢ 2 Cgs* 5 2 —=] qf
= Cgg T 88\ g, o) = Cgs AN 9ot + g q,
Ty+1
x r
=—1-c (qv?+1 ‘-’vg+a)
2781\ g, o+1
Also ist fiir w > e¢5, + 2
o) Cog Oy q—;-
{ +1
(53) | iPawyiay>e, 3 B
0 Caatl<v<w P

Wir unterscheiden nun wieder drei Félle:

H  2<2gq,,

K. 2¢,£2<e640,41

L 2¢,<z und zugleich & ¢4q,,, L2<g, 4y
Im Fall H ist

(54) z < (2g,)"
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Im Fall K ist nach (49)

z r r
1 -_—3——1 2
) [ IP@ltyz e 3 T e,
a1 Cro Iy 13 axa>°‘xc79 aw hd
a,%<x
¢

fiir z > ¢y, (man beachte %{1 > 2¢,, qj)

Im Fall L ist nach (49) (man beachte, daB in diesem Fall ¢,,,, > 29¢,)

7

IR

z 1 Cro w41
1 et % 2

(56) f IPQ(y)]df’/g |PQ<y)|dygcso'_r_ Z l >092iq";1_>092%—

— 41 1 0 w0
o) Cro O €79 I 2 ——>Crs Op

w 2]

%<679qﬂ;+)

fiir > ¢,q.
Nach (53), (54), (85), (86) ist fiir & > ¢,,

fIPQ(?/)]d?/>095< Z "q§—+{+z_2)
0 v W

Cpytl<v<w

Weiter ist aber
,
r)
Br1
g, O
vE g+l Y
r

2 L._1 .
wahrend Z— =2z? . Also ist fiir z > ¢,
w

x —;— _2_
f|P0<y>zd.«/>o%< > ——q’;“+-“°—>,
§ v

0Sv<w

womit der Hauptsatz 3 bewiesen ist.

Prag, den 15. Mai 1932,

(Fingegangen am 18. Mai 1982.)
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