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Zvlaitni otisk z Vést. Kral. Ces. Spol. Nauk. T#. II. Rod. 1934,

Sur la dérivée approximative unilatérale.
Par. VOJTECH JARNIK.

-~

Présenté le 7 mars 1934,

§ 1. Résultats.

Soit x(¢) une fonetion continue dans 'intervalle [0,1].%)

Soit e [0,1); s'il existe un ensemble mesurable E, dont la den-
sité droite au point ¢ est égale & un?) tel que la limite (finie
ou infinie)

. xt)—zx(t)

V)
existe, alors cette limite s’appelle la dérivée approximative de
z(¢) au point ¢ du coté droit. Plus généralement: s’il existe un
ensemble mesurable E, dont la densité supérieure droite au
point ¢ est au moins égale & un nombre positif a, tel que la li-
mite (finie ou infinie)

Hme——3—
existe, alors cette limite s’appelle un nombre dérivé de x(f) au
point ¢ du coté droit de densité a. On a des définitions analo-
gues pour le c¢oté gauche.

1) Notations: [a, b] = ltE} (a<t<d), (a, b)=f6(a<t< b) [a, b)={f7
(a <t<b) ete. Il ne s'agit dans cette note que des nombres réels.
?) Notations: « E signifie la mesure de 'ensemble (linéaire et
mesurable) E. La limite lim »™!. .[E.(t,t + h)] s'appelle la den-

h—0+
sité droite de l'ensemble —24; au point ¢, dans le cas ou elle existe.
Plus généralement, le nombre lim sup A~1.4[E.(t t+h)] s’appelle

h—0+4+
la densité supérieure droite de I’ensemble E au point ¢£. Par le
symboletlin%E f(t) nous allons désigner la limite de f (f) quand ¢
[, —>

tend vers t, tout en restant contenu toujours dans ’ensemble E.
Le symbole a - E signifie: ,,a est un élément de ’ensemble E*.
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Soit C 'ensemble de toutes les fonctions £ = z(f) d’une
variable réelle ¢, qui sont définies et continues dans [0,1], avec
la définition usuelle de la distance.?) Alors on peut énoncer le
théoréme suivant:

11 existe un résiduel®) R tel que toute fonction z¢ R pos-
séde les propriétés suivantes: .

1. Dans aucun point £¢(0,1), la fonction z(¢) n’admet de
dérivée approximative finte ni du c6té droit ni du coté gauche.

2. Au contraire, il existe un ensemble parfait et non vide
M (dépendant de la fonction z) tel que la fonction z(f) pos-
séde une dérivée approximative (et méme une dérivée ordi-
haire) du c6té droit, égale & + » dans chaque point teM. (On
a des énoncés analogues pour les quatre combinaisons droit ou
gauche, + = ou — x.)

3. Mais, dans aucun point t¢ (0,1), les deux dérivées
approximatives unilatérales de la fonction x(f) n’existent pas
simultanément.d)

L’énoncé 1. est un cas particulier du théoréme démontré
dans ma note »Sur la dérivabilité des fonctions continues«;®)
Pénoncé 2. a été démontré par M. S. Saks;?) le but de cette
note est la démonstration de I’énoncé 3.; au surplus, nous allons
démontrer un théoréme plus précis®) que voici et dont I’énoncé
3. est une conséquence immédiate:

Théoréme. Soit B Uensemble de toutes les fonctionsxe C
qui jouissent de la propriété suivante:

?) La distance des deux fonctions x.(', y:C est égale a
M<ax |x () —y(®]|; alors C est un espace complet.
<1 ’

==

4) Toutes les notions relatives, tant qu'il s’agit des ensembles
de fonctions, sont & interpréter relativement i l'espace C. Un en-
semble M © C s’appelle un résiduel, si C— M est un ensemble de
premiére catégorie. C lui-méme étant de seconde catégorie, un ré-
siduel ne peut pas étre vide.

%) C’est-a-dire: & chaque £.(0,1) on peut faire correspondre un
¢Oté (¢) (droit ou gauche) tel que la dérivée approximative de la
fonection x (¢ du co6té (¢) n’existe pas au point .

%) A paraitre dans les Publications de la Faculté des Sciences
de 1'Université Charles, No. 129.

7) On the functions of Besicovitch in the space of continuous
functions, Fundamenta Mathematicae 19 (1932), p. 211—219.

*) Qui pourrait encore &tre précisé davantage.
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a chaque te (0,1) on peut faire correspondre un coté (c)
(droit ou gauche) tel que deux au moins des trois nombres —w,
0, + & sotent des nombres dérivés de x(1) au point t du cété
(c) de densité Vj.

Alors B est un résiduel.

§ 2. Démonstration.

n étant un nombre entier (n > 2), posons pour z & C,
teln™, 1—n™Y, ue(0,n7Y:

F*(x; t,u) =§' (x(t-}- hl)z 2 (1)
z(t+ h)—a(t)
h
Fs" (@; t,u) = F(lx(t+’;) —z (¥

Fo(os tu) = F(sc(t +h;,, z(t)

Fs*(x; t,u) = {g_,(x(t-}-h’z——x(t) < —n, O>h'-_;j—u);

an (Z; t, ’Il:) =F ( ‘1‘ (t -+ h])— w(t)
) )

Pour ¢ =1, 2,..., 6, désignons par E? (x) 'ensemble de
toutes les valeurs te[n™, 1 — n~!] qui satisfont & la condition
suivante: pour chaque w #(0,727', on a uF* (z; ¢, u) =y u.
Posons encore

> n, 0<h§:u);

Fo* (x3t, u) = ( <—n. 0<hf._.u);

<7, 0<h_.’_~u);

>n, 0> hg—u);

l<—1—, 0>h2—u).
n

)= [ 1—a ) —EPr (2)
ct
M (x) = G (z) Go™ (x) + G (%) Gs*(x) + GJ* (x) G5 (x) +
+ G4" (fD) Gs"(w) -+ G4" (fD) Geﬂ (x) -+ G5” (1‘) Gsn ((B) .
Soit Cn I’ensemble de toutes les fonetions x¢ C, pour les-
qudleb M*(x)=[n"1, 1—n"1; posons encore Dn = C — Cha,
H = IICn

Sl zeH et si te(0,1), on peut évidemment trouver deux
nombres entiers ¢, & (ot 'on a ou bien 1 <i< k<3 ou bien
4 Li<kZ6) tel que on ait £eGi*(z) G&* (x) pour une infi-
nité de valeurs de l'indice n; il s’ensuit évidemment z¢3; on
a donc HcB et il suffit de démontrer que H est un résiduel;
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pour cela, il suffit de démontrer que les ensembles D» sont non
denses. Pour démontrer enfin cette derniére assertion, il suffit
de démontrer les deux lemmes suivants:

Lemme 1¢*. D, rst un ensemble fermé.

Lemme 2¢me, K éiant une sphére (ouverte) quelconque de
Vespace C, Uensemble K—Dn w'est pas vide.

Pour démontrer le lemme 1¢%, nous allons démontrer tout
d’abord le lemme suivant:

Lemme 3®™e, Soient n, i deux nombres entiers, n>2,
1Z=4i7=6. Sott 216 C, tie E™*(z1) pour1=1,2,3,.... Soit ti— =;
soit mi(t)—>x(t) uniformément pour 0=t=1; alors on a
re B*(z).

Démonstration. 11 suffit de considérer le cas ¢ =1, les
autres cas pouvant étre traité d’une maniére complétement
analogue. On a tis[n™1, 1 —n"1, d’'ol ve[# 7, 1—n~1]. Soit
maintenant ue (0, n~ 1] : on a done uFi* (a:z, b, u) =Y,u,
c’est-a-dire

3

uE mz(tt'jl"h) xl(tl)/n 0<hZul=>u
h h 4

pour I =1, 2., Posons®)

e e o (TG B) —
N(u)—ht}iz}lpg( A

donc pN (u) = % u. Pour heN(u), on a pour une infinité de
valeurs de [ la relation

i+ h)—x:(t) .

wult) -, <h£u);

L x(rt+h)-x(x)

o Zn, d'ou h =n;
on a done pour we(0, n11:
N(u)cE(x(f_Hz 2(x) - 0<h_=u)

“E(x('v-l-ll) :v('z)/n 0<h= )—.,uN(u)/—u,

d ot uFi*(x; v, u) =Ysu, done z¢ E1*(x).

Démonstration du lemme 1¢r. Soit » un nombre entier
(n > 2). Soit 2; ¢ Do pour I =1, 2,3,. .; soit a1 (¢) — () uni-
formément pour 0=¢<=1. Tl existe donec une suite ¢,, #;,...

’O
%) Nous posons hm sup N;= k Nz.

—11=k
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telle que ¢ e[n™, 1 —u1— M"(z;); il faut démontrer V'exi-
stence d’'un nombre zg[n™', 1 —n"1— M*(z). On peut
supposer que la limite lim #; = 7 existe.’®) Soient ¢, k (¢ 5 k)

l— =
deux nombres entiers tels que l'on ait ou bien 1 -Zi= 3,
1=k<3 oubien 4=i{=6, 4=%k=6. On a done

tieln™, 1 — 1 — G (z2) G () pour 1=1,2,....

En choisissant la notation d’une maniére convenable, on
peut supposer que

heln™, 1 —n"]—Gi*(z) = E (1)
pour une infinité de valeurs I. En appliquant le lemme 3éme
a une suite partielle de la suite x,, ., ..., on voit que

1e EMz)=[n"1Y 1 —n ) —GMz)c[nY, 1 —n~]— G*z) Gelx).

Cette relation étant vraie pour tous les couples /, k consi-

dérés, on a
veln™t, 1—n ] —M"(z).

Démonstration du lemme 2tme, Soit » un nombre entier,
n > 2; soit K une sphére de 'espace C. Il existe un polynome
w(t) e K. Ensuite, on peut trouver deux nombres positifs p, r
satisfaisant aux conditions suivantes:
w (') —w(t)

' —t

2. les relations zeC,olgtagllz(t)I < r entrainent la relation

wtzeK. T

1. pour 0=¢t<t'=Z=1 on a

<p;

Posons
1) 9=7/16s ’7=l/65’ d="1s,
d’ou
1 0 2 ¢ 1
@) fi—l—275>0, +o(1—24)> .

Choisissons encore un nombre pair m satisfaisant aux
conditions suivantes:
(3) A) Ym<Ya(done m>12), 7rzr(-i-—-é-—2q)>p+n
B) Les relations 0=t < t'gl , P—t=m

1") Dans le cas contraire, on peut se borner & une suite par-
tielle de la suite X1, X25....
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entrainent 'inégalité

(4) | () —w ()| <yr="]gs.
Ceci fait, définissons une fonction z = z(f) par les condi-
tions suivantes:

1. pour (s =) m'Zt=(s+d) m (simpair, 1 Z=sZ=m—1)
soit
S
z(t)=w (—1) —w(t);
2.pour (s—d)m =t = (s+ 8 m™ (s pair,22sZm—2)
soit
=21 Sy .
z(t) g T w(”,) w(t);
3 pour s+ dmrP=t=(s+1—9dm ! (s entier,
1Z=sZ=m—2) soit 2(f) une fonction linéaire;

4. pour 0Z 5 (1 —d)m=" soit z(¢) = (1;5);

5. pour (m—14+d)m 121 soit 2(8) =2 (ﬂ_”l'—-l_-‘-a) .

Daprés (4), ona —r<—gpr<z(t) <'[;+qr<r,donc
w + 2z K. 1l nous reste & démontrer que w + 2¢ C— Da, c'est-
a-dire w 4 z ¢ Cy; done: il nous reste 4 démontrer 'assertion
suivante:

st toeln™t, 1—n™1, alors on a toe M™ 10 + 2).

Soit done £, un nombre de Pintervalle [n~t, 1 — n™Y]; il
existe alors un nombre impair s tel que (s—d) M 11, < (s +
4+ 2 —d)m™Y on en tire (voir 3)) s=3, s+ 2 m—
d’ott (m ¢étant un nombre pair) s+ 2<m —3. Nous allonsv
distinguer huit cas:

L (s—dm'=t<(s+d)m™ II. to=(s+ 0) m™1;
T (s+)m ' <t Z(s+ YY) m 1;
IV. (s+Yym™r <ty < (s+1—3)m™,;
V. s+ 1—d)m 1=t (s+ 1+ ) w1t
VI to=(s+ 14+ ) m™
VIL s+ 14+ 0m 1 <ty=(s+3)m™1
VIIL. (s+3)m i<t <(s+2—¢) m™L
Premier cas: (s—d)m—'1=1t,< (s+ d)m—'. Posons
d’abord v = (s + d)m'—+ty done V< u=26m1=n"L
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Pour 0 < i = u on a'?)

w(to+ h) + 2 (te+ h)— (e (to) + 2 (#0)
h
wFs(w+2; to) =u> %u, done tge G® (w0 + 2).
Posons ensuite u = (s +1—308) m™r — ¢, dodt 0<u=
mr=n"l Pour (s+¥)m1=t=(s+1—3d)m™} on a évi-
-demment

=0, done

-y _ 1 s+4d s+1—34d
2=z ((s+1/2)m 1)—?( ( m )+ ( m )) -
1 r
>‘—Z(—L)‘+-§-—1;)')=)'(—4:—17);
(’autre part z(t,) < 5. Pour (s 4 o)m—1—t,
Zh=G+1—06)m —to u on a donc (voir (3))

2(to+ h) —2(to)
h

> = (——-2n)_m r (-———2:1) >p -+ n,

d’ou
w(to+ h) + 2 (te+ 1) — (10 (2) + 2 (1)
h
onadone (wm™, d=1;)

wF*(w+2; to,u) = (e—0) m™ >, u,
d’ol ¢, ¢ Gy* (0 4+ 2). On a done
tae G (w+2) Ga" (w+2) cM™ (w + 2).
Deuxiéme et troisiéme cas:

(s+ ) m 1<t <(s+'y) m~'. Posonsd'abordu = ty— (s —1 +
+d)m™ . done O <u<3ym'=n"' Pour(s—1+d)m 1=t
Z(s—14+d)m 1+ 0(1—20) m—Lon a

z(t)=z((s—1+09) m_1+()(l—2d) m—) =
=(1—g)z(——l+d)+

>n;

(4= nr)—enr

(" -
D) /
d’autre part, on a

1) Remarquons que la fonetion w () + z2(f) =w (sm‘l) est
constante pour te[(s—d)m™b (s + Hm™ 'L
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2(to) éz((s+‘/z)m“1)=%( (SJ;LJ)+ (s+1—6))
1

r
<E (5 +npr+ 1]1‘)=r(j4- +r,).
Done, pour
to—(s—14d8)m1—o(1—28)m 1 —hZth—

—(s—148ml=1u
on a (daprés (3))

— 1
¢ (t°+};3 2 (to) <-—r(z-——g--—2n) ——2; <—p—n,
d’ol
w(to-l—h)-l-z(to-i-h)-—(w(to)-i-z(to))<___n

h
d’ott (voir (2))
wFs"(wz;t,u) = (1—28) m™1 > o (1 —20) 23u>su,
c'est-a-dire ¢, ¢G5 (w + 2).
Séparons maintenant le deuxiéme et le troisiéme cas.
Pour ¢, = (s + d)m™ posons u=20m™?, done0 <u<m1<
Z<#n L Pour0>h=—u on a 1)

w(te+1) + 2 (8o + b) — (w(t)) 4 2(8)) =0, done « Fe® (1c+
h ’

+z; tou)=u> 7}- u, donce ¢y e G¢" (w +2). Dansledenxiéme cas,

on a donc e G*(w+2) Gg* (1w +2) c M (w+-2).

Pour (s+d)ym—1< ¢, < (s + Lo)m™1 posons
u=1ty— (s+8)m™1; donc V < u < m~1=<n~'. Pour
0>h>=—wuon a'?) (voir (3))

2ltet+h) —2(t) _ (z( s+1—4 )_z<s+d )\’ (l —26) -~
m

h m mn
(5) > (%—m,;);n:7.(1?_2p;)m>n+ D,
d’or
(6) w (to+ 1) + 2 (to+ h) — (10 (£a) + 2 (£0)) 0
I3 ’

1) Les relations (b), () sont vraies pour toutes les valeurs ¢,
h, pour lesquelleson a(s+&)m—1 < HL<(s + 1 —8m—1, h=E0, (s + S)m—
<to+h=Z(s+1—8m—L Nous allons utiliser cette remarque dans
le quatriéme cas.
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done uF " (w + 25 to,u) = u > Yau, done ¢, G (w + 2).

Dans le troisiéme cas, on a done

toe G (w+ 2) G (w + 2) e M™(w + 2).
Quatriéme cas:
(st m<te<(s+1—d)m™1
Posons d’abord u = (s +1—98)m™! —1,, done
O<u<m1<nL Pour0 < h < u,ona (daprés'?)) la rela-
tion (6), d’ou
uF*(w +2; to, w)=u>*qu, done £ ¢ G," (w + 2).

Posons ensuite v = (s +2—38)m~! —t,, done
0<u<3ym<nL Pour

+2—08) m1—po(1—20) m 1<t (s+2—38) m™?
on a

z(t)§z(s+2_‘6.——g 1-—26)=(1_ )z(s+2_~_—_§_)+

to (:,+1+d

) <(1—eyr +e(—+1;r)—r(g-+n)
d’autre part

z(to)>z((s+1/2)m—‘)——§< b;;&)Jr (s+1—d))

>—;—(—nr+%r—nr)=r(%— )
Done: pour (s+2—d) m™—o(1—208) m'—tHh = h<

(s+2—3d) mt—t;=u on a (voir (3))

2 llo+ h})b—z(to) <_,.(L__q_

d’o;‘l
w(te+ k) 4+ 2o+ h) — (w (t,) + 2(to) <
h

On a done (voir (2))

puF(w+2; to,u) =o(1l—24d) m™? >-§- g(l—2d)u>%u,

d’ou 206G (w +2); on a done
toe Gi™(w + 2) Go" (w + 2) € M™(w + 2).
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Nous avons donc démontré la relation cherchée
to e M" (w + 2) dans les cas I, IT, ITI, IV. Les cas V, VI, VII,
VIIT peuvent étre traité évidemment d’une maniére compléte-
ment symétrique.

Résumé,
Sur la dérivée approximative unilatérale.
Par Vojtéch Jarnik.
(Présenté le 7 mars 1934).

Soit C l'ensemble de toutes les fonctions réelles d’une
variable réelle qui sont définies et continues dans l'intervalle
(fermé) [0,1], avec la définition usuelle de la distance. Alors
il existe un résiduel R de l'espace C tel que toute fonction
x (t) e C posséde les propriétés suivantes:

1. Dans aucun point #¢(0,1), la fonction () ne possede
de dérivée approximative finie ni du cdté droit ni du co6té
gauche.

2. Au contraire, il existe un ensemble M parfait et non
vide tel que la dérivée approximative de la fonction z(f) du
coté droit cxiste et soit égale & + o dans chaque point e M
(on a des ¢énoncés analogues pour les quatre combinaisons:
droit ou gauche, + 0 ou — o).

3. Mais, dans aucun point ¢&(0,1), les deux dérivées appro-
ximatives unilatérales de la fonction x(¢) n’existent pas simul-
tanémendt.

Les propriétés 1. et 2. sont déja connues; c’est la démon-
stration de la propriété 3. qui fait I'objet principal de la note
présente,
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