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Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden.
(Zweite Mitteilung?).)
Von
Vojtéch Jarnik in Gottingen.

Es sei dauernd > 0 ganz, k > 5 ganz, Q(u) = 2 B Yy sei eine

positiv definite quadratische Form mit ganzzahligen Koefﬁmenten (d. h.

a,, und 2 a,, (u+v) seien ganz) und mit der Determinante D. Ich setze

1‘10

Flz)= 2 1=

oiss (ks )y‘p“’(”)

Bekanntlich gilt*)
P(z)= 0 (z¥2-1), P(z)= Q(z*2-1),
ersteres sogar auch bei stetig wachsendem z. In der Q-Richtung habe
ich bewiesen®) (¢,, ¢,, ... seien in dieser Note positive Zahlen, die nur
von der Form @ (%) abhéngen):
Es gibt eine Zahl ¢, > 0, so daf jede der beiden Ungleichungen

P(z) > (M +¢,)a¥2-1, P(z)<(M—e¢,)z*?
fiir unendlich viele natiirleche Zahlen z erfillt ist.
1) Vgl. die erste Mitteilung, Math. Zeitschr. 27 (1927), S.154—160; weiter mit
I zitiert.

?) Nahere Literaturangaben siehe in L
3) In L
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In der vorliegenden Note will ich nun aus diesem Satz folgenden
schirferen Satz ableiten?):

Satz. Bs gibt zwet Zahlen ¢y > 0, ¢, >0 und drei ganze nur wvon
der Form Q(u) abhdngige Zahlen A4, >0, 4,> 0, N> 0, so daf

(1) P(z) > (M + o)zt
fiir alle x mit x > ¢,, x= 4, (mod N),
(2) P(2) < (M —c)ak*

fir alle x mit x > ¢, v = 4,(modN).
§1.
Hilfssitze.

Hilfssatz 1°). Es sei x > 0 ganz; dann st
. 2 1
g/:nk,'z-1 =St 4 52k 4+ 0 (zh2=2).

Beweis. Es sel y(u)=u — [u] —3, wenn u nicht ganz; y(u)=0
fiir » ganz; dann gibt die Eulersche Summenformel

z T
Z’nkxz—l =% k2-1 -|-fu’¢/2 1du—|— 5 — 1 f’u 2x(w)d
n=0 0

1
=z zhe-1 4 2 xk/°+0 (hi2-2)

Hilfssatz 2. Es seten z, p, ¢ ganz und positiv; (p,q)=1, ¢>1.
Wir setzen moch

z=Lg+ R,
wo L= L(z,q) ganz, R= R(z, q) ganz, 0 < R < gq. Endlich se
1 3 —2xird 2 —2::‘51'2-
0=O(p,q,x)=;2re ﬂ—l—Ze a;
r=0 r=0

dann behaupten wir:

z

p
an/z- TR — O gk 14 O (zk2-2),

n=0

4) Wegen seiner Beziehungen zu anderen Ergebnissen vgl. die Einleitung und
Bemerkungen in I und den § 8 der vorliegenden Note.

5) Die Zeichen 0,0 sind stets in bezug auf z— - co zu verstehen; GleichmaBig-
keit in bezug auf evtl. vorkommende Parameter wird nicht behauptet.
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Vorbemerkung. Man beachte, daB bei festen p, ¢ die GroBSe C nur
von der Restklasse von  modulo ¢ abhingt.

Beweis.

—eain2 oS vy —2airl & 9y —2airl
Dt e 3T gyt e T 4 Y (Lg o) e
n=0 =0 r=0 r=0
Hier ist

L/-—l —211.71’ Ee—1 —211.1"’- , 2
(2) 5’(Lq+ ) q=wf-2’ 740(gk2).
r=0 r=0
Weiter ist bei festem r mit 0 <r < g
-1 -1

ZUQ‘I"')M— Z(ZQ)k/z -1 ( )Zr(lq)m z+02 lq)ki 3, +0(1)

I=0

-1
= (lq)k/2—1 + %xkl2—1+ O (z42-2).
1=0
! 2atr—
Daher ist (Wegen }—'e i -—0)
7—0
o9 e %—1 et P
3) 2 g+ e ez 7 Dlre 4L 0(zhe-2).
=0 r=0 r=0

Aus (1), (2), (3) folgt aber die Behauptung.
Hilfssatz 3. Es seten z, p,q ganz und positiv; (p,q)=1, ¢>1,
I<p<uy,
= — 2 _9
s=2s(p,q) Max(p,q_p).
Dann st

d omin®
, —2ain—
E’nk,sqe ‘ < g-gki2-1,

n=0

Beweis. Fiir m, = m,, m,, m, ganz ist

| M —2ai ”_I 1
|3t g <
R
| n==m, 8in x —
q9
also durch partielle Summation
T
P
Z’nk/z—1 Py < s-zhe-t,
n=0
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§ 2.
Beweis des Hauptsatzes.
Es ist®)
k2 z X
PO =
2

ke —2zinZ
tr—= X X St e 4 0 (k4 loga);

dabel 1st

und 3’ bedeutet, daB nur iiber die p mit (p,¢)=1 summiert wird.
Nach Hllfssatz 1 ist also

k/2 —2zin

P(x)=Mx“‘1+__—n——k— 2 y MZn”’ le

VDT<2>2<q<1zp_o n=0
Wir setzen .

P M Py (a);
wir wissen, daB jede der beiden Ungleichungen
1) Pi(x)>c, Pi(z)<—¢
unendlich oft erfiillt ist?).

Es ist$
) Sp.ql<ciqk2;

also ist nach Hilfssatz 3 fiir jedes ganze d mit 2 < d < }2

: —2zin

| Pq

| Z’ 5 Zn“ ‘e Lot ) MZ’S
‘a0 Vz

ua['s

]
i
d<q<lz

Loy ahi-t Z Jdogg_ < % gro-t1,

k=1 = 1
dquv;q ' ah

6) E. Landau, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math.
Zeitschr. 21 (1924), S. 126—132, Formel (4).

") punendlich oft“ bedeutet: fiir unendlich viele natiirliche Zahlen z.

%) E. Landau, loc. cit. ¢), Formel (12).
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Nach Hilfssatz 2 ist also
-1

_L,k/‘l
Pe) =" 5 S 000+ 52 (),
"DT(-§->2§q<dp 0

wo |@(2)| <¢;; w(x)=o0(1). .

Wir wéhlen nun d =¢; so, dal % < g und dann ein ¢, so, da

(bei d=cg) gilt |y (x)| < L fiir £ >c,. Wir setzen noch

g—1

Pe)=—" 3 3%, g, ),

k
VDT(k> 2<e<ep=0 ¢

Wegen (4) ist unendlich oft P,(z)>>c¢,, also auch unendlich oft
RP,(x) > 2c,. Wirnehmen ein ganzes positives z =4, mit RP,(4,) >3¢,;
nach der Vorbemerkung zum Hilfssatz 2 ist aber P,(z) nur von der Rest-
klasse abhingig, in welcher sich z modulo N= (¢, —1)! befindet; also ist
fir alle x = 4, (mod N) die Ungleichung RP, (z) > 3¢, erfiillt; fiir alle
z = A, (mod N) mit z > ¢, gilt also

x)> ¢, also P(x)>(M+%>mk/2—1’

womit die erste Hélfte des Hauptsatzes bewiesen ist. Aus der unendlich oft
richtigen Ungleichung P, () < — ¢, folgt dann ebenso die andere Halfte.

§ 3.
Schlubemerkungen.

Wegen der trivialen Beziehung?®)
P(z—1)— P(z—0) ~ 2 Mzhe-1

kann man unseren Hauptsatz auch folgendermaBen formulieren:

Es gibt fiinf positive, nur von Q(u) abhdingige Zahlen 1,c,, 4,, 4;, N
mit A, 4,, N ganz, 2> M, so dap P(z)>iz*¥2-! fir alle x> c,
mit x=A, (modN), P(z—0)< —Az¥*-1 fir alle z>c, mit
x= 4, +1 (mod N).

Trivial war nur®), daB fiir jedes 1 < M mindestens eine der beiden
Ungleichungen

P(z)>iz*?-1, P(z—0)< —Azgke-?

?) Vgl I, Formel (4).
10) Vgl. I, Bemerkungen.
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unendlich oft erfiillt ist. Dariiber hinaus haben wir gezeigt: 1. das un-
endliche Auftreten von jeder dieser beiden Ungleichungen, und zwar 2. mit
einem 1 > M, ') und zwar 3. bei ,mehr als 0%/ “ von natiirlichen Zahlen z,
ja sogar 4. in ganzen arithmetischen Progressionen.

Einige von diesen Ergebnissen sind schon frither von den Herren
Landau, Miintz, Walfisz und Petersson?®) bewiesen worden. Wenn ins-

t4

]
besondere @ (u) = 3 ug, so sind die S, A Potenzen von GauBschen Summen
u=1 '

also bekannte GroBen. In diesem Spezialfall sind unsere Resultate bereits
von Herrn Petersson®) vollstindig bewiesen worden.

Gottingen, den 14. Dezember 1927.

1 Allzu groB darf 2 wegen P (z)= O(x"lg‘l) sicher nicht sein.

12) Vgl. die Literaturangaben in I und dazu noch: H. Petersson, Uber die An-
zahl der Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Abhandlungen a. d. math.
Seminar Hamburg 5 (1927), S. 116—150.

13) loc. cit. 1%).

(Eingegangen am 17. Dezember 1927.)
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