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Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 
(Zweite Mitteilung1).) 

Von 

Vojt&ch Jarnik in Göttingen. 

k 
Es sei dauernd x > 0 ganz, k ^ 5 ganz, Q ( u ) = 2 a

f i v
u

i i u
v
 se* e^ne 

fJ, V=1 

positiv definite quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten (d. h. 
a und 2 a (tu=^=v) seien ganz) und mit der Determinante D. Ich setze 

V - , -Ä-/2 T/S 

Q(m)£* r f ä + lJVD 

„w 
M= n 

2 

Bekanntlich gilt2) 

P (x) = 0{xU2-1), P 

ersteres sogar auch bei stetig wachsendem x. In der Q-Richtung habe 
ich bewiesen3) (c15 c2, . . . seien in dieser Note positive Zahlen, die nur 
von der Form Q{u) abhängen): 

Es gibt eine Zahl cx > 0, so daß jede der beiden Ungleichungen 

P(x) > (M+c^x**2-1, P{x) < (M-eJx**-1 

für unendlich viele natürliche Zahlen x erfüllt ist. 

Vgl. die erste Mitteilung, Math. Zeitschr. 27 (1927), S. 154—160; weiter mit 
I zitiert. 

2) Nähere Iiteratnrangaben siehe in L 
8) In I. 
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In der vorliegenden Note will ich nun aus diesem Satz folgenden 
schärferen Satz ableiten4): 

Satz. Es gibt zwei Zahlen c3 > 0, c3 > 0 und drei ganze nur von 
der Form Q(u) abhängige Zahlen A1 > 0, A2 > 0, N> 0, so daß 

(1) P (x)>{M+e%)x*l*-* 

für alle x mit x>c3i x = A1(modN), 

(2) P (x )<(M-C 2 )XV*~I 

für alle x mit x > c3, x = A»(modN). 

§1. 

Hilfssätze. 

Hi l f s sa t z l 5 ) . Es sei x > 0 ganz\ dann ist 
X 

j r V ' 3 - 1 = | + ^ a;W2-l 4. 0 (xl''2~2) . 
n— 0 

Beweis. Es sei %(u) = u— [u] — wenn u nicht ganz; %(u) = 0 
für u ganz; dann gibt die Eulersche Summenformel 

X X X 

2 - 1 = 1 xJcß-l + g . _ l ) \ u * t * - * z ( u ) du 

n=0 % J 

= ^x*'2-1 + + 0(xW-2). 

Hil fssa tz 2. Es seien x, p, g ganz und positiv, (p , g) = 1, g > 1. 
setzen noch 

x = Lq + R, 

wo L = L(x, q) ^awz, R = E (x, q) ganz, 0 Ä < g. Endlich sei 
3-1 v R p 

C=C(p,q,x) = - 2 j r e 
r = 0 r = 0 

dann behaupten wir: 
X _ ' P_ 

J ^ V / 2 - 1 g 2 j r i n 7 = o«*/2-1 + 0 (z* /2-2). 
n=0 

4) Wegen seiner Beziehungen zu anderen Ergebnissen vgl. die Einleitung und 
Bemerkungen in I und den § 8 der vorliegenden Note. 

5) Die Zeichen 09o sind Btets in bezug auf z—• + 00 zu verstehen; Gleichmäßig-
keit in bezug auf evtl. vorkommende Parameter -wird nicht behauptet. 
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Vorbemerkung. Man beachte, daß bei festen p, q die Größe G nur 
von der Restklasse von x modulo q abhängt. 

Beweis. 
L - 1 q-1 . \v\ 

{LQ-R T 
1=0 T=0 r=0 

v*' 2-1 
«=o 
Hier ist 

(2) ( i f f + r)**~ V " * * = a * » - ^ « " * " ' « + 01 **•- . ) . 
r = 0 r = 0 

Weiter ist bei festem r mit 0 ^r <q 
- 1 L - 1 I - 1 £-1 

J=1 0 Z = 1 1=1 

L - 1 

1=0 

q-1 

Daher ist (wegen ^J e 2*%r Q = 0 
r = 0 

£-1 g-1 
- S r r i r — ^ 2 1 ® 1 _ 2 r r i r ü 

Z=0 r = 0 ^ r = 0 

Aus (1), (2), (3) folgt aber die Behauptung. 
Hi l f s sa tz 3. sezen x,p,q ganz und positiv, (p>q) = 1, g > l > 

0 < V < q , 
s = s(p>q) = M a x ( j , 

Dann ist 
x * JJnH*-1*'*™*^] ^s-x*!*-1. 

n=0 

Beweis. Für m2 ^ m15 m, ganz ist 

Ii? l n=«i 

-2.-T»» — 
6 « < 1 < 1 -— = 2 3 

also durch partielle Summation 

* p V7 7 Ja . -2.-rin— 
yjnW-ie * 

n=0 
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Es ist6 

§2 . 

Beweis des Hauptsatzes. 

r ( | )> ;>*=o 

= 2 Z ' ^ S ^ ' ^ + O ^ log»); 

dabei ist 

K.-sr*" 
(m)=0 

und y}' bedeutet, daß nur über die p mit (p, g) = 1 summiert wird. 
Nach Hilfssatz 1 ist also 

f̂c/2 _ Iii/ Sn „ JL ~2xin — 
P (x) = Mx k 2 - 1 + 2 « + 0 (s**- i , . 

H ^ g ) 2<*<yzp=0 * n=0 

Wir setzen 

wir wissen, daß jede der beiden Ungleichungen 

(i) Pt (x)>c19 P 1 ( ^ ) < - c 1 

unendlich oft erfüllt ist7). 
Es ists) 

also ist nach Hilfssatz 3 für jedes ganze d mit 2 < d < ~{x 

ld<q<Vxv=0 n = 0 1 Va; 2 

< c a.Jfc/ä-1 y lQgg < c6 ^,8,1 

6) E. Landau, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. 
Zeitschr. 21 (1924), S. 126—132, Formel (4). 

„unendlich oft" bedeutet: für unendlich viele natürliche Zahlen x. 
8) E. Landau, loc. cit. 6), Formel (12). 
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Nach Hilfssatz 2 ist also 
2-1 

wo | cp (x) | < c7; y;(aj) = o( l) . 
Wir wählen nun d = c8 so, daß -^r < ~ und dann ein c8 so, daß 

dV. 
Ci (bei d = c8) gilt | V (z) | < "g- c2. Wir setzen noch 

qK 
Q<c& p= 0 

Wegen (4) ist unendlich oft P 1 ( ^ ) > c 1 , also auch unendlich oft 
9R P9 (a) > | c1. Wir nehmen ein ganzes positives x = A1 mit 9i P9 {A^j > f cx; 
nach der Vorbemerkung zum Hilfssatz 2 ist aber P9 (x) nur von der Rest-
klasse abhängig, in welcher sich x modulo N = (c8 — 1)! befindet; also ist 
für alle x = Ax (modiV) die Ungleichung P3 (x) > erfüllt; für alle 
x = Ax (modN) mit x > c3 gilt also 

Pi C*) > > ako P (s) > (Jf + f ) s*/*"1, 

womit die erste Hälfte des Hauptsatzes bewiesen ist. Aus der unendlich oft 
richtigen Ungleichung Px(a;) < — c± folgt dann ebenso die andere Hälfte. 

§3 . 

Schlußbemerkungen. 

Wegen der trivialen Beziehung9) 

P ( s — 1 ) - P ( a ? - 0) - 2 Mz**-1 

kann man unseren Hauptsatz auch folgendermaßen formulieren: 
Es gibt fünf positive, nur von Q(u) abhängige Zahlen X, c9, A19 Ai3 N 

mit Ax, A2, N ganz, X > M, so daß P(x)>Xxm~1 für alle x > c9 

mit x = Ax (mod N), P (x — 0) < — Xx^2'1 für alle x > c9 mit 
x = A2 + 1 (mod N). 

Trivial war nur10), daß für jedes X < M mindestens eine der beiden 
Ungleichungen 

P{x)>XxV*-\ P(x-0)< -XxW-1 

9) Vgl. I, Formel (4). 
10) Vgl. I, Bemerkungen. 
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unendlich oft erfüllt ist. Darüber hinaus haben wir gezeigt: 1. das un-
endliche Auftreten von jeder dieser beiden Ungleichungen, und zwar 2. mit 
einem / > M, u ) und zwar 3. bei „mehr als 0°/o" von natürlichen Zahlen x, 
ja sogar 4. in ganzen arithmetischen Progressionen. 

Einige von diesen Ergebnissen sind schon früher von den Herren 
Landau, Müntz, Walfisz und Petersson12) bewiesen worden. Wenn ins-

k 
besondere Q(u) = ^ u * , so sind die Sp^q Potenzen von Gaußschen Summen, 

also bekannte Größen. In diesem Spezialfall sind unsere Resultate bereits 
von Herrn Petersson13) vollständig bewiesen worden. 

Gö t t ingen , den 14. Dezember 1927. 

ir) Allzu groß darf l wegen P (x) — 0 sicher nicht sein. 
12) Vgl. die Literaturangaben in I und dazu noch: H. Petersson, Über die An-

zahl der Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Abhandlungen a. d. math. 
Seminar Hamburg 5 (1927), S. 116-150. 

13) loc. cit. 12). 

(Eingegangen am 17. Dezember 1927.) 
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