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Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden.
Zweite Abhandlung?).

Von
Vojtéch Jarnik in Gottingen.

§1.
Einleitung; Wortlaut des Satzes.

Es sel 2 >0, r =5, r ganz;
7
Q(u)= 2 aeauguo

e, 0=1

sei stets eine positiv definite quadratische Form. Jy(z) sei der Inhalt
des Ellipsoids @ (u) < x; Ag(x) set die Anzahl der Gitterpunkte in diesem
abgeschlossenen Ellipsoid; endlich sei Pg(z) = Adg(z) — Jo(z). Wenn die
Zahlen a,, simtlich ganzzahlige Vielfache einer und derselben Zahl sind,
so ist bekanntlich

r r
Po(a)=0(2%7"), Pola)=2(ai™").
Fiir die ,irrationalen“ Ellipsoide hat Herr Walfisz?) unlingst folgendes
bewiesen: Es habe Q(u) die spezielle Form
-1

T Py . .
Q(u)= Zla,_,,,ueua +eu,, a,, ganz, ¢« irrational, r>10;
0,06=

e

dann ist

I1

& Po(2) = o(z*7),

und diese Abschéitzung 158t sich — auch bei festen a oo (e,0=1,2,...,r—1)—
nicht verschirfen, solange man « keiner weiteren Bedingung unterwirft.

) Die erste Abhandlung ist in den Math. Annalen 100 (1928), S. 699—721, er-
schienen und wird weiter mit I zitiert; sie enthilt auch nihere Literaturangaben.

2) A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, 3. Abhandlung,
Math. Zeitschr. 27 (1927), S. 245—268.
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Wenn man aber von Mengen vom Lebesgueschen Maf Null absieht, kann
man das Resultat noch weiter verschirfen: fiir fast alle « > 0 ist

r 6 1
Po(z)= 0(:&:2 5 log4a:).
Ich habe kiirzlich in I allgemein die Formen der Gestalt

Qu)=erus +emus + ... +eu, @>0,r>4
mit einer anderen Methode in Angriff genommen und habe unter anderem
gezeigt: fiir fast alle positiven Wertsysteme der «; und jedes ¢ >0 gilt
bei diesen Formen

Po(2) = 0(s* ).
In dieser Note will ich auch die Abschitzung (1) auf alle diese Formen
ohne Ausnahme iibertragen — allerdings nur fiir r > 6; ich werde nidmlich
folgendes zeigen:

Satz. Es ser
726, “]>0 (j=1>23'°'5r);

Q(u) =ZT' wui; do(z)= X 1 fir z>0;
ji=1 Qm <z

endlich set mindestens eine wvon den r — 1 Zahlen :" (4=2,8,...,7)
irrational; dann ist
Aol = = olat™).
ydl &y . <'§ )

r
Nach H. Walfisz 148t sich hier das o (a:g—l) nicht weiter verschérfen.
Ich benutze eine analoge Methode wie in I, d. h. den Hardyschen
Ansatz mit den Thetafunktionen. Statt direkt von Ay(z) auszugehen,

z
gehe ich jetzt von [ Ag(y)dy aus; dadurch werden nicht-absolut kon-
0

vergente Integrale vermieden, die damals immer einen iiberfliissigen
logarithmischen Faktor in den Abschitzungen verursachten (der fiir meine
damaligen Zwecke belanglos war, hier aber storen wiirde). Der Beweis
1st ziemlich einfach, insbesondere brauche ich keine tieferliegenden Sitze
aus der Theorie der Irrationalzahlen. Das Resultat lieBe sich mit der
benutzten Methode zweifellos auch auf positiv definite Formen der Gestalt

Q (u) =0 Ql(%, U2y ooy un) _I" Gy Q2<u1'1+1’ Up,+25 - --» uf]‘l‘fz)
T @3 Qs (U tryi1s « v os Urbrptrs) T -
iibertragen, wo die Formen @, ganzzahlige Koeffizienten haben.
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§2.

Beweis.
Es sei > 6 und ganz; ¢, >0 (j=1,2,..,, r); mindestens eine der
r — 1 Zahlen {Zﬁ (§=2,8,...,r) sei irrational. Mit @Q(u) bezeichnen
wir die quadratische Form
Qu)=mu +owy + ... +au.
Wir setzen fiir 2 > 0

do(2)= 23 1

Qm<z

die Behauptung unseres Satzes lautet dann

wls

_ o
AQ(z)_]’alag... tx,T(%-l—l)

Wir setzen noch
+o®
B(s)= 3 e+ fiirx R(s)>0;
die Dirichletsche Reihe
(2) 0(e;8)0(eys)...0(a,8)= jane““ O0=4L<i,<...)
a=1
ist fiir R (s) > 0 absolut konvergent, und es ist
2 a, = 4do(=);
insz
daraus folgt sofort
[ 4o(9)dy= 3 (z—4,)a,.
[ nZa

Aus der bekannten Formel®)

ati®
1 eT‘d >
b ey S=M8X(T,O) (a>0, TZO)
a—t®
folgt fiir 2 >0, a >0
a+io
1
(3) O f Za e"la‘———ds—Z(a:—l Ya, = fAQ(y)dy,
a—iwo #=1

da der Integrand offenbar gliedweise integriert werden darf.

%) Alle Integrationswege sind geradlinig zu nehmen.
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Wir setzen nun A= Max i. Weil die Zahlen .5‘1 nicht alle

i=1,2 .1 9 1
rational sind, gibt es eine fiir 2 > 0 definierte positive Funktion f(z)
mit lim f(x)= + oo, so daB aus

r=+w
h; ganz, k; ganz, h;>0, k>0,
B 1 B 1] -2 .
=R L= = cee
b o ko oy | = yz (1=1.2, )
folgt

Max (b, bgy oous by Bys Byy ..o b)) > F2).

Wir setzen nun dauernd z=2z(x)=; ! ; aus (2) und (3) folgt
dann fiir z > ¢*) 7=

1
Ttz PR
1 8 8 ... 0 z8 :!:zs_l
(4) fAQ(l'/)d?/=2—,”~ f COLCUBNIC Ll Cakh) W
z ;-—iaa
Wir werden beweisen
24z oz ,
2 2 T 1
5 [ deldy=t "4 o(a77).
z 'Vo:locz...a,.f'(§+l)

Damit wird unser Satz bewiesen sein. Denn, weil A4y(x) eine nicht ab-
nehmende Funktion von z ist, folgt aus (5)

z+2z

Ao(x)gézf‘%(y)dy:vmgx;(%ﬂ)ﬂ(ﬁ—l)’
1 ; _ n%xé _g_l
AQ(x);;z—JzAQ(y)dy_ v&raz...a,r(.;ﬂ)’*"(” )

diese beiden Ungleichungen geben aber unsere Behauptung.
Beweis von (5). Wir schitzen zunichst

EASEA
1 E24
s | 0@ 5)0(e0)... 0(e, )% (e — 1)ds
1 2=d,

—-—

zy;

J(z)=

*) Mit ¢ bezeichnen wir unterschiedslos positive Zahlen, die nur von 7, &g, g, ..., &
und von der Form der Funktion f(x) abhingen. Mit u bezeichnen wir unterschieds-
los Funktionen von irgendwelchen Verinderlichen, fiir die {4 {<1.
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ab. Nach einer bekannten Transformationsformel ist?®)

0 (e;8) = l/% 1+ ¥ (s)),

wo

T(s)—-22e “",

. ) 2=Ad
fir s=_ 11, 1| < —= T z>c ist ?R( ) 1+x“,&>c also
|¥’(s)!<2e i )2 <ce 'TTF,
Demnach ist
24
Ve
z x(—1—+it) cz
1 2 T *z(—+12 ——
J () = 5= —— ¢ (e ( ) 1) (1—}—pce 1""”)dt.
2 .. Oy %.;.2
1 .
2 A <Z+©t>
Vz
Es sei ein fiir allemal bemerkt: fiir 22 > ¢ ist einerseits
iz(—;—-i-ti) z .
(6) e —1|=|e *(coszt +¢sinzt) —1
='(1 +,uc%) (1—|—,uozt)—1|=,uc%+,uczt,
andererseits
:I:z(%+ti) {
(7) e —1l=pe.
Es ist also erstens
24 24
Vz Vz
cz | "'Ln 2
e“l-&-z’t%’(?“‘) iz(iﬂi) e 11 (;‘i‘”)
_—— -(e ’ —1) dt=0 —Ldt
Zie L1
1 2 1, .\
| (245 =
_2a4 | (-"’+”) 0 (’32+t>
Vz
endVz 22A4Vz
. _ez , _ts
T+1 1+ 5 1+¢
= (gx"‘ —f——dt|+0\zz® | ——dt].
-— __+_
\ ¢ (l+t2)4 (1+ta)4 2

3) Alle Quadratwurzeln sind mit positivem Realteil zu nehmen.
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Der Integrand im ersten Integral hat fiir z > ¢ sein Maximum fiir
14 12= , und dieses Maximum ist O (—————), also ist der erste Sum-

LS
ot

4 r 1

mand gleich O(zxz—; ; ebenso erkennt man, daf der zweite Summand
T

0 (zzz) 1st.
Weiter ist
24

Vz

i G+ ()

e

7
E'+2

.
‘_m (%4-“) Q
Vz
i

I
=0 <z:c 4) .
—-+2
Endlich 1st
T %+mi %+wi
ez(—_Ht) iz( +sz) 1 e(z:l:z)s 1 ezs
(e — 1) dt == ——= ——ds
?+2 ¢ —)—+2 4 -2—1"2
( +it> J ¢ 8
B —— w3 ;;1——-0)@
T T
2 Z+1 Lh z St
= ,ﬂ ((xizg —z° >= 2z a:zzJ—O(x‘ z)
Fio r
r (2 + d) r (2 +1)
Es ist also r 7
x? x—z_z T:“‘l
Jy(z)= +o (x : z) .

Vala, N (;—l- l)
Um (5) zu beweisen, geniigt es also — weil der Integrand rechts in (4)
fir konjugiert komplexe Werte von s konjugiert komplexe Werte an-
nimmt — zu zeigen, daB

1,
;‘+l@
J‘ 6(“13)6(0598) .o 9(“,8)5:—:(31:25 _ 1) ds — O(x?—lz) .
1 2414':
7 Vs
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2;'_‘4, also ist nach (6), (7)

x
|ex2¢ — 1| < ¢ Min (2¢, 1) fiir # >c. Es geniigt also zu zeigen, daB

Auf dem Integrationswege ist ¢ >

@ ‘%_1
(8) f |0(e;8) 0(ey8)...0(e,s)| Min (z¢, 1)% = o(x - z)
LEF
W o
(3 = z + ti) .
Beweis von (8). Wir legen nun, bei gegebenem z > 1, auf das
Intervall — oo <t < + oo alle Fareybriiche % mit A % 0, 0<k< Ve,
(h, k)=1 und konstruieren noch ihre Medianten, d. h. alle Zahlen %{—7’:,

wo ﬁ, % zwei benachbarte von unseren Fareybriichen sind. Es sei 9, ,

k
das linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offene Intervall, dessen End-
punkte zwei benachbarte Medianten sind und welches den Punkt % ent-
hilt. Bekanntlich ist

h u h w
9 = =, = — =)
(9) B=(i— i3 i)
l . .
Es gilt nun bekanntlich folgendes: wenn ( m) mit z >0 eme
7 D )
Modulsubstitution ist mit % = 27}" (a.Iso n==Fk oder n= ;), go ist
- po 0 — g legs—mas
(10) ﬂ(“js)'— ;—2—1”-—;&—6( ”znajs—pml)’
Ve(e-3%)
wo
entweder 0(3)—26—"” oder ﬂ(s)— 2(_1)7” o
m=-o m=—®
(m 1)
oder B(s)= Ze
m=—m

Wenn nun s =%+ t¢ und ¢ im Intervall 247“%" . liegt, so ist
o Ok

(11) R (— i) . >c;

noys —pai xnz(a—f+(at—2nh)g>
z® 4 k

denn es ist .a.t~gn—h' <, nLk<L V.
td k kyao T T

) A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig (1903), S. 183—185.
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Fir s —~ + i, ¢ in 228, , ) ist dsher nach (10) und (11)
g

(12) 10(a;8)] < 2

I .
—1/1 PETN
&) (- 2%)

Zu jedem # unseres Integrationsintervalls 2—}/":4 <t < oo gehbren nun
x

eindeutig 27 ganze Zahlen
(13) By(2), ho(2)s - B, (8); Ry (1), Ro(2), .., B, (2)

so, daB der Punkt ¢ im Durchschnitt der r Intervalle %‘%hj(zujm liegt.
7

Da das Intervall 2:;5?80' 1 sicher’ im Intervall (—— 2z, 2::_) liegt

L EA

und 4 > é, so ist fiir unsere ¢ immer %;(¢) >0 (j=1,2,...,r). Weiter
7
ist wegen (9)

{ 27 h;(8): 27 2x 4
t— =2 < ==
] G 5@ = gtz Ja
also ist sicher
i1 A, (2) 1 & (2) 24 .
(14) 50~ whO| =)z (=12,

nach der Definition von f(z) ist also mindestens eine von den 27 Zahlen
(13) groBer als f(x). Bei einem ¢ unseres Integrationsintervalles sind also
nur folgende zwei Fille méglich:

1. Entweder ist mindestens eine von den 7 Zahlen k;(¢) gréfer
als Vf(z).

2. Oder es sind alle Zahlen k;(t) hochstens gleich Yf(z); dann ist
fiir 2 > ¢ sicher mindestens eine der » Zahlen k,(t) groBer als f(z); der

zugehdrige Quotient :’ Eg ist also grofer als }f(z); nach (14) sind also
7
fiir 2 > ¢ alle r Quotienten Z’Eg gréBer als ¢ Yf(z); um so mehr ist
7
dann k(1) > ¢ Vf(x) fiir alle § (j=1,2,...,7).

Wir teilen nun das Integrationsintervall 2}7_’1 <t < oo in abzihlbar
z

viele paarweise punktfremde Mengen

Mk by, b ks k)= MR k)

Y) Wenn <y, J=(B,y) und >0, so bedeute 4J.das Intervall (38, d¥).
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folgendermaBen: wenn b, &,,...,h,; &k, , k,, ..., k, positive ganze Zahlen sind,
so sei M(hy,...,h,; k,,....,k,) die Menge derjenigen ¢ unseres Integrations-
intervalls, fiir welche h, (t) =hy,esh (8)=h by (t)=ly,.... k(1) =k,
mit anderen Worten: M(h,,...,h,; k,,...,k,) ist der Durchschnitt der
7 + 1 Intervalle

2x . 2z A
Ti%},ﬁkj (7: 1,2,...,7'), <—_y;x.—, OO).

Jedes M(h; k) ist entweder leer oder ein halboffenes Intervall; auf jeder
endlichen ¢-Strecke liegen hochstens endlich viele Mengen M(%; k).

Die zu beweisende Beziehung (8) ist nun mit

(15) Z f 9(0518)0(%8)...0(%3);Min(zz,l)%zo(xg—lz)

Py has ooy e M (R3K)
kpks. ke

gleichbedeutend. Wir wissen, da fiir z > ¢ eine Menge M (4; k) h6chstens
dann nicht leer ist, wenn entweder

(16) Max (ky, ko, .., k1 > 1 f(2)
oder
7 Min(h,, ky,....h,) > ¢V f(2)

Wir betrachten zunichst den Beitrag derjenigen M (%; k) zu der Summe
in (15), bei welchen (16) gilt. Aus Symmetriegriinden diirfen und wollen
wir uns dabel auf die M(k; k) mit &, > } f () beschrinken. Auf M(h; k)
mit &, > }f(z) ist nach (12)

0(e,s) <cv <e—— Iz,
VE W

also 1ist

Jy(z) = Z f iﬂ(als)...ﬂ(ars)lMin(zt,l)%

hasevos by M (D, K)

kye o kr
by>Vf@)
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Es ist .
- 1r—1 - dt
gy, (%) = J‘fﬂ(ajs)' Min(z¢,1)-,
24
vz
< 3| [B(gs) " Min(22,1)%
h>0k 2x
_‘% Ry K
Wenn ¢ in 2% B, , liegt (A >0), so ist ]t~2_"% L
' a_,k]/z
ist c%<t<c% fir z > e.

Wegen (12) ist also fiir 2> 0

@
1 dt
f 0(e;8)|™" ! Min (2¢, 1) <c Mln — f —
27 2 —=» 2?2 4
"J%\h’h (:1:—3_}_(;‘ a.k)
w5 [ a ’
. T2 11
s Min(ag)e T |
hi ? (147 ¢
Also ist
=3 1 r—3 @ Iogﬁ 7=3 1
2 N 2 2
Iy (@) Lex ” 2 ﬁMm(z, <cx zZ = I zlog .
RS0k 3,3 2
Also ist
T 108% I
J(z)Lcx”

zl

=cxz’ loglf(z o(zg— z).
V7= Vf(m)

Nun bleibt uns noch iibrig, den, Beitrag derjenigen M(%; k) zu der Summe
in (15) abzuschitzen, fiir welche (17) gilt

Es ist

S 16as)

..0(c, 5)| Min(z2,1)%
Rrskos ooy by MBK) ¢
Erka ..oskr

Minfy>cVf (@)

<3 3

j=1 ’ln oy

16(e; 8)\" Min (22, 1) %
M (B E)
Mmh,.>cy’ﬂ§

Aus Symmetriegriinden diirfen wir uns wieder auf das Glied mit j =1
beschriinken. Die Mengen M(k,, &,,...,h,; k,, k,,..., k,) sind paarweise
punktiremd, und M(h,, by, ..., 2,5 Ky, ks, - ..

. - 2x .
,k,) liegb in ;;%m,; also ist
Mathematische Annalen. 101.

10
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00 (Min(zt )< 3T [ (6w, a)] Min(at, 1)
Fyseeey By Mk hy ky 2_"'$ ¢
eresbiy n>eVf@ o A ks

Mink,>e V{2

<e Z’ ——1—~—Min(z,—k—‘>f at

< -1
Ry k3 k 2
h>eyf@ T1™1

@t o k
L1
— x” : kx
o 3 Min(ag)
Toky oL 3T
>cV @) v &y
(4
31 log(zh,) ¢
S
< m>eVi@ P - log V7 (=)
= _%__1 = .1_3 __T__.)
9 52 )2
ca S L. = (7®)
, z‘.g—3 h>eV @ hl?-l
1_1 T
—eg® g loglf(z) _

o] =™
[~
—_
8
IR
1
—
(3]
~—
.

(f(x))i—

Damit ist aber (15), also auch unser Satz, vollstindig bewiesen.

Gottingen, den 27. Januar 1928.

% Fiir 7 =6.
% Fiir > 6.

(Eingegangen am 1. 2. 1928.)
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