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Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden.
Von
Vojtéch Jarnik in Gottingen.

§1.
Einleitung.
Es sei Q (%) =, ;': By U Yy (r = 4) stets eine positiv-definite qua-
dratische Form der u,. Fir z>0 sei Ag(z) die Anzahl der Gitter-
punkte im r-dimensionalen Ellipsoid Q () < z; Jo(z) sei der Inhalt dieses

Ellipsoids,
Po(2) = dq(z) — Jo().
Dann gilt
r_r 1 =1y %)
(1) Po(z)=0(a* ™), Py()=2(c 7).

Wenn insbesondere die @, , rational sind, so ist*®)

~(2) Po(2)=0 (x%d) fiir >4,

1) E. Landau, Zur analytischen Zahlentheorie der definiten quadratischen Formen,
Berliner Akademieber. 1915, S. 458—476.

?) E. Landau, Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, vierte
Abhandlung, Gottinger Nachr. 1924, 8. 137—150.

3) Vgl. die in der Math. Zeitschr. unter dem gemeinsamen Titel ,Uber Gitter-
punkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden“ erschienenen Arbeiten von E. Landau, erste
Abhandlung 21 (1924), S. 126—132, zweite Abhandlung 24 (1926), S. 299—310;
A. Walfisz, erste Abhandlung 19 (1924), S.300—307, zweite Abhandlung 26 (1927),
8. 106—124; V. Jarnik 27 (1927), S. 154—160. Weiter: H. Petersson, Uber die Anzahl
der Gitterponkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Abhandl. aus dem Math. Seminar
in Hamburg 5 (1926), S.116—150. Ch H. Miintz, Uber den Gebranch willkirlicher
Funktionen in der analytischen Zshlentheorie I, Sitzungsber. der Berliner Math. Ges.
24, 2 (1925), S. 81—93 und Zur Gittertheorie n-dimensionaler Ellipsoide, Math. Zeitschr.
25 (1926), S. 150—165.



700 V. Jarnik.

I

(3) Pg(x)=0(z2 logex) fir r=4,

= .
(4) ‘ PQ(a:)=Q(a:2 ) fir r>4.

Fiir r=4 ist noch in einigen Spezialfdllen (mit rationalen a,,) etwas
mehr bekannt*).

In einer vor einigen Wochen erschienenen Arbeit®) hat Herr Walfisz
das Problem von Formen mit ¢rrationalen Koeffizienten in Angriff ge-
genommen und folgende Resultate erhalten:

Er betrachtet nur Formen von der speziellen Gestalt

Q(u)=cu; + é’ a,,%,4, «>0 imational, a,, rational, r_=>10
By=2"" ’

und beweist:

1. Po(2)= o(z%_ )

T

2. Zu jedem ¢ (z) >0 mit @(z)= o(.@:2 ) 1i8t sich eine irratio-

nale Zahl « > 0 so finden, daB

Po(2) = 2(p(2)-
3. Fiir fast alle « > 0 ist trotzdem ®)
r 6 1
Po(z)=0 (x?_? logtz).
Ich habe inzwischen das Problem mit einer anderen Methode angegrifien

und werde hier folgendes zeigen:
Ich betrachte ausschlieBlich Formen?)

Q(u)=e1u + e u; +...+opu), @>0,r=>4.
Fiir diese Formen werde ich beweisen:

r

—1 3
1. PQ(a:)-:O(:x2 loga:) fiir >4,
KA
PQ(:z:)=O(a:2 logex) fir r=4. (Satzl.)

) E. Landau, Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, Gottinger
Nachr. 1912, S. 687—771; H. D. Kloosterman, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen
Ellipsoiden, Math. Zeitschr. 24 (1926), S. 519—529; A. Walfisz, Teilerprobleme, Math.
Zeitschr. 26 (1927), S. 66—88.

%) A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehbrdimensionalen Ellipsoiden, dritte Ab-
handlung, Math. Zeitschr. 27 (1927), 8. 245—268.

%) ,Fast alle“ bedeutet: alle bis auf eine Menge vom Ma Null. ,MaB* bedeutet
in dieser Arbeit das Lebesguesche MaB,

7) Rationale «; (einige oder alle) werden nicht ausgeschlossen.
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DaB sich dieses' Resultat nicht wesentlich verbessern 1a8t, zeigt die
im Falle rationaler o; giiltige Formel (4).

2. Fir fast alle ;> 0 st

7
— e
PQ (x ) =0 (334 )
bei jedem £ > 0 (Satz 3).
AuBerdem werde ich mich mit speziellen Formen der Gestalt

(5) Qu)=4p(uts+...tup )t B(tret . Fung)+...
+ﬂa(uia+"'+u;za:0)

mit §; >0, 6 =2, r; = 4 beschaftigen, fiir welche ich folgende, ziemlich
scharfe Resultate beweisen werde:

8. Fiir fast alle §;> 0 ist

L-—tH—a)

PQ(:c)=O<x2
bei jedem &> 0 (Satz 2).
4. Fir fast alle ;> 0 ist

1, o
Po(a:)=!2(x2 log"'“:c) (Satz 4).

5. Fir alle §; >0 ist

Po(x)=9<x2 G) (Satz 5).

Ich konnte zwar auch fiir Formen (5) ohne die Voraussetzung 7, > 4
einige Resultate bekommen, und zwar unmittelbar aus der Methode des
§ 5, doch verzichte ich darauf, um nicht uniibersichtliche Resultate zn
hiufen, Ebenso kiénnte man ohne Miihe das 2¢ im Satz 2 und 3 und das

o—1
Glied log°*'z im Satz 4 noch verschirfen. Endlich ist es zweifellos mog-
lich, die hier erhaltenen Resultate auch auf Formen von einer etwas all-
gemeineren Gestalt zu iibertragen.

Zum Beweis der Sitze 1, 2, 3 benutze ich den bekannten Hardy-
Littlewoodschen Ansatz, wie er im Falle von Formen mit rationalen
Koeffizienten von Herrn Petersson (loc. cit. ®)) konsequent durchgefiihrt
worden ist. Die erzeugende Funktion ist hier freilich keine Potenzreihe
mehr, sondern eine Dirichletsche Reihe; statt der Cauchyschen Integral-
formel wird darum die Perronsche Formel (6) benutzt. Die Unendlich-
keit des Integrationsweges bereitet hier einige Schwierigkeiten, die im § 2
iiberwunden werden; dann liB8t sich schon Satz 1 leicht beweisen (§ 3).
Dagegen brauche ich zum Beweis der Sitze 2 und 3 noch einen Hilfs-
satz iber die Haufigkeit derjenigen Systeme von ganzen positiven Zahlen



702 V. Jamnik.

hyshys ... by kyskys ..., k,, die bel gegebenem y.%y,,...,7, (¥;>0)
die 6 —1 Ausdriicke

h; .
-2, (=2,3,..., )

»klein“ machen (§4).

Zum Beweis der Sitze 4, 5 benutze ich eine ganz elementare (bis
auf die Benutzung eines Satzes von Herrn Khintchine bei Satz 4)
Methode, die im wesentlichen auf einer Approximation der Formen (5)
durch Formen mit rationalen Koeffizienten (oder vielmehr Koeffizienten-
verhéltnissen) beruht. v

§ 2.
Yorbereitungen.

Im folgenden sei immer r ganz, r > 4; z > 4; e >0 (=12, ..,7)

Es sei Q(u) eine positiv-definite quadratische Form von der Gestalt

Qu)=qc ul +ayul +...+ o u’.
Wir setzen noch?)

s

3
do(2)= 3 1; Jo(o)= ——"——~ = Ma";
Qm)Zz Valag...c:,.l“(g—{- 1)

Po(2) = dq(2) — Jo ().
Dabei ist die Summation iiber alle ganzen m,, m,, ..., m, zu erstrecken,
fiir welche @ (m) L 2.
Es sei

o)

0(s)= E,‘b e~™s " fiir R(s)>0;
die Dirichletsche Reihe T .
0(e,8)0(eys8)...0(c,s) =”§iaﬂ e~ts (0=1, <'12 <lg<...)
ist fiir R (s) > O absolut kenvergent und es ist
2 %= 4e(2)

Fiir jedes 2 > 4, welches sich nicht in der Formn 2 = Zr’m].‘" ¢; mit ganzen

m; darstellen 1iBt, gilt demnach'die Formel®) i=1
A %1—1200
-1 ]
(6) AQ(“)=§;;-fo(als)ﬂ(a,s)...ﬂ(‘urs)f:—ds.
b N -
2z e .

%) Quadratwurzeln sind mit positivem Realteil zu nehmen.
?) Alle benutzten Integrationswege sind geradlinig: Vgl z. B. Hardy-Riesz, The
General Theory of Dirichlet’s Series, Cambridge Tracts 18 (1915), S. 12.
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Wir setzen noch 4 (z) gleich der kleinsten unter den Zahlen

fz — 5’ e;|, wo die m; unabhingig voneinander alle ganzen Zahlen

duIchl;u.fen
Hilfssatz 1. Es ses y >0, 6 = 0. Es sei die Abschitzung

o (2) = O(z7log’z)

fir diejenigen z richtig, fir welche A4(x)> L_ dann ist sie auch fir
2
x
stetig wachsendes x richiig.

Beweis. Es ist1?) Y 1 <cx? fir @ > ¢; daher gibt es auf der

Ze <
2 EQm)=z

| =

Strecke % < y < z mindestens eine Zahl y mit 4 (y) > —zr— > —. Gesetzt

Y

cz? Y
nun, die Behauptung sei falsch; dann wiirde es eine Folge von Zahlen-
paaren z,, D,, z,, D,, ... mit z, — -+ oc, D, — 4 0o geben, so daB ent-
weder

1. fiir alle » gelten wiirde
7
Ao (z,) > Ma:nz + Dy, z; log *z,
oder

2. fiir alle » gelten wiirde

Ag(z,) < Mx,? — D,z log °z, .

Aus 1. ergibt sich nun ein Widerspruch folgendermaflen: Es sei y,

die untere Grenze der y mit y >z, 4(y) > —17 Dann wire 4(y,) > L

El T
. . . y Yn
z, Ly, <2z, fir z, > ¢; weiter wire

yQ an

also

21> z,,);xf—l.

22 <Q(M)Syn

19) Mit ¢ bezeichne ich unterschiedslos positive, nur von 7, «,, oy, .. ., . abhingige
Zahlen. ’
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Also

T

Ao(9,)2 Ma 4 (y,— 2,) 322 — 1+ Dacl log’ z,

1—1
ZM(xn+ (Y, — 2,) 92 )+2]f+, 7 log’y,

¥, D )
= My +hunlog’y, fir y,>c(y,9),

gegen die Voraussetzung, da 4(y,) > Lr

YL

Ebenso ergibt sich ein Widerspruch aus 2.: Hier sei yn die obere
Grenze der y <z, mit A(y)2 ; also A(y")g—l'-, Z2<y Zz;

2 ) =
Y,
A(y)g—,—ﬁiryngy<zﬂ, allesﬁira:n>c. Also "

?12

212 (2, —9,) 2yf 1,
Yn<QM)S 2,
kd 4
Ao(y,) < Mz} + 3 (y,— =)z, +1— D,y log’y,
7

<My —2nyllog’y,,

wieder gegen die Voraussetzung.
Hilfssatz 2. Wenn x die Zahlen mit 4(z) gL, durchlduft, so st

2

T
—i—+iz'
o) = 55 [ 0(e,8)0(ez0) .. B(e,8) Tds + 0(1).
1w

Beweis. Wegen (6) und weil der Integrand fiir konjugiert komplexe
Werte von s konjugiert komplexe Werte annimmt, geniigt es, fiir die
betreflenden 2 zu beweisen, daB

—+f.E

fﬂ(als) 0(e,s)...0(e, s)—ds

—+w'

(7)

fir alle £ > 2 und alle 2 > ¢. Die linke Seite von (7) ist gleich
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1

aad
| e (&= szaj)(%m)
e i
S |
m)=—
%+izf
(8) +oo I (z—},‘m, aj)( +zz) ’ +o ! (z—Zm aj)( +n) |
e 1 e
s 3| el S
m=-o | l == | z(—+w) |
7 \ 2 i
+®
Zm aje 1 1
¢ e ’ —— =)
S (m)=2—cn (x'!x—sz%! +x’+1)
j
. ki T
Es ist aber erstens ———— < x”; zweitens 3 1<c¢(2"x)”
|z — 2m o AmZ 2z
fir n >0, z>¢. Also
+ e T
-2 mia _gn— =
Z e 02(2”:4:) e < e
m)y=—c

also ist die rechte Seite in (8) kleiner als

r r
cxz(%xz—l—;,%—l)<c fir z>c¢;
w. z. b. w.
Hilfssatz 3). Es set A eine positive Zahl; dann ist

%+%i
1 ez n?zg ( %)
@) g7 | 0ee)0(ese) - 0e,0) Fdo= - 1ol
I"—+I)]/o:la,...oz,.
1 4 \2
z V2

Beweis. Nach einer bekannten Transformationsformel ist

B(e;s) =)/ = (1 + wyls)),

2

@ _m.z_
yi(s)=2e %
m=1

wo

1) Vgl. Petersson, loe. cit. 3), § 2, wo analoge Rechnungen vorkommen.
Mathematische Annalen. 100. 45
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wir setzen s = % —+ t¢; dann ist auf unserem Integrationsweg!?)

1 .
ER(;) 1+xzz‘~’>cl fir 2 >c¢,.
Also
a2z ™3 72 c, z
o1 (m2=1) —e
lw;(s)] < 2e oj A+ 2, <ce e
m=1

Demnach ist die linke Seite von (9) gleich

A
Vz
% z(—+zt) . —
_1_ % ¢ 1 _,_ 1+2%¢ dt
2% Yooy 0 e ’
(150
_alg+i)
z
wo | x| <e¢,. Hier ist erstens
Vz, 1 z AVz z
ez(;+zt).e—c,—1+z”2 ( % e—c’-l_-l-t_"
(10) " dt=0'% ) —dt;
I r.:
1 . 2 1422 4 2
| (5t g (e
Vz

Das Maximum des Integranden fiir >0 liegt fir z>¢, bei

T

1
124 1= —~x— und ist gleich 0( 4 2); daher ist die linke Seite von
+

)P'ﬁ

(10) gleich 0( ) Weilter ist

12) Mit ¢, bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von «;, r und 4
(1=1,2,...,7) abhingen.
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Endlich ist

1.
ez(‘z—'i'Qt) 9z %
—_r—‘dt=—;—z ,
'-2‘+1 T(E—*_l)

1 .
. (z“”)
-

womit die Behauptung bewiesen ist.
Hilfssatz 4. Wenn fiir irgendeine Form

Q(u)=a,ui +... +eu’ (@;>0),
fir drgendein A >0, irgendein y > und irgendein 620 gilt

1
—+iz’
z

i 10(x8)--0(e,8)| 2 = O (27log? ),
Lyid
. z Vz
so st
Po(z) =0 (z7loglz).
Beweis. Folgt unmittelbar aus Hilfssatz 1, 2, 3, wenn wir noch be-
merken, daf der Integrand fiir konjugiert komplexe Werte von s konju-

giert komplexe Werte annimmt und |e%®|=e ist.

§ 3.
Allgemeine Bemerkungen und Satz 1.

Fiir das Folgende (§ 3—6) machen wir folgende Verabredungen. Wir

legen, bei gegebenem z >4, auf das Intervall —oco < i< 400 alle
Fareybruche ~ mit hZO 0<k<Z7Vz, (h, k) =1 und konstruieren noch
ihre Medianten, d. h. die Punkte h—i—%, wo %, % zwel benachbarte von
unseren Fareybriichen sind. Mit %, , bezeichnen wir das linksseitig ab-
geschlossene, rechtsseitig offene Intervall, dessen Endpunkte zwei benach-

barte Medianten sind und welches den Punkt ﬁ enthilt. Bekanntlich ist

Ba = <70 kyz’ k+k}’z)
wo 0,0’ noch von &, k, z abhiingen, aber den Ungleichungen 1 <60 <1,
1<60'<1 geniigen. Wenn a,, a,, a, drei reelle Zahlen sind, a, >0, so
wollen wir, wenn J das Intervall (a,,a,) ist, mit a,J das Intervall
(a,a,, a, a,) bezeichnen.
Es gilt nun bekanntlich?®) folgendes: Wenn (J:) eine Modulsubsti-

13) A Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, S.183—185. Leipzig: B.G. Teubner 1903.
45%
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tution ist mit n > 0, %:% (also n =k oder n=§), so ist
A la s—mxni
0 noz s—pnz)
Vk 21n

wo %B,0 noch von &, k1, m,n, P abhangen, dabei aber || kleiner als
eine absolute Konstante ist und 6(s) eine der folgenden Gestalten hat:

(11) 6(e;s) =

+o + o
B(s)= D) e oder 8(s)= D (—1)™e—™ oder

m=-—aw m=—x
(12) (Zm, 1)
b(s)= Z e
m=—wm
Wenn nun s=%+ t7 und ¢ im Intervall %‘j%h.k liegt, so ist
.la,s—mai\ 7l A
S%(_nznaas—p”’:)_ o [l 27 h\? =&
w (G (et 1)
denn es ist
2xh| ¢ —
G — = > 0 'néké xX.
Gt =% < <nLk<y

Daher ist fiir s=%+ta‘, ¢ in %%h.k nach (11) und (12)

(13) 10(e;8)| <—

vE) (-2
also 1
(14) |0(ajs>i<ﬁmn<ﬁ, —Ié—h—) (Min (2, 2) —a).
ok

Satz 1. Es set Q(u)=e,ul+ou;+...+au’, ¢;>0, r=4;
dann st

1
P a:=0(x2 Ioga:) fir r>4,
Q

Po(z) =0 (a:%—llog“z) far r=4.
Beweis. Ich setze 4= Ma.x— dann ist
RV )
(15) zf JG(“‘S)‘;‘O(“’S)dsl <1 1 2”7} l0 (a,s)
—1-+1.ﬁ

wo s=—-|—zt (denn}'a a, .-._,.(01+%+---+a,) filr a,j_z_()).
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zf
87 (g,s) d 107 (a,s)
I C RO B
:[l ¢ bk 27:28 ( ¢

i/_—:; o s &

wo ich nur iiber diejenigen Paare von %, k summiere, fiir welche minde-

stens ein Punkt von gaf%h « im Intervall (7‘4:, a:’) liegt. Es ist also
7 ’ x /

Aber

dt,

sicher >0, da %;—ISBO’ , im Intervall (—- ;:i’v”__x_, :3%) liegt. Weiter ist
.. 2x Lyl 2x(h 1 T h
fiir ¢ aus ‘&:%h,k (wegen x> 4) |s|> |t(g7j(f—;ﬁ) > GE

Nach (13) gilt also

r [ dt
[ oediya, [ £ :
X 7 /1 27 B*\*
F ol
27!£ z «,
5 3k
+ @ 1_1
¢ dt cx?
< =

T ka T,
2 2
kR (3:1‘3 ,2>4 k® R

—®

Dieser Ausdruck ist itber einige 2 > 0 zu summieren, wobei aber stets
h<ca™?}; dann iber & mit 0 < k< Yz. Das ergibt

f\a'(a,s)
| s
4

Vz
wo W(z)=1 fir r >4, ¥(z)=1logz fir r =4. Wegen (15) und Hilfs-
satz 4 ist damit der Satz 1 bewiesen.

I
dt <ca® logz P(x),

§ 4.
Ein Hilfssatz iiber diophantische Approximationen.

Wir betrachten nun einen o-dimensionalen Euklidischen Raum E_;
seine Punkte seien durch ihre rechtwinkligen Koordinaten y,, 7y, ..., ¥,
charakterisiert. Es sel 6 >1. Es seien weiter drei Zahlen C, D, a ge-
geben mit 0 < C<D, a>0; mit W bezeichnen wir den Wiirfel
C<y;£D (j=1,2,...,06); mit W, bezeichnen wir den Wiirfel
CLy;<D (j=2,...,0), den wir als Punktmenge eines (¢ — 1)-dimen-
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sionalen Raumes R, , , betrachten. Es seien nun ganze nichtnegative
Zahlen ')
hy,>0,h,>0,...,h,>0, % >0,k>0,...,% >0,
Tgs Mgy ooy gy 0

und eine Zahl y, mit 0Ly, LD gegeben. Wir bezeichnen mit
M(h; k;n; 05 y,) die Menge derjenigen Punkte (y,,y;,...,»,) von W,
fiir welche gilt

(16) | &

(B, b | _a .

e k1yjl<2“fk,2~‘-’ (7=2,8,...,0).
Das MaB der Menge M(h;k;n; 0;,) im (o — 1)-dimensionalen Raum
R, ,_, ist hochstens

o

I3
2% p; 00

ji=2
Nun sei M(h; k; n;p0) die Menge von allen Punkten (y,7,,...,7,) des
o-dimensionalen Wiirfels W, in welchen (16) gilt; ihr MaB in R, ist hoch-
stens gleich

D 4

2a
of AL Suigyee 47

also %)
Ca
2m+n;+...+n¢ hz ha . ha 29(6_1) .

mM(h;k;n;0) <
Aus (16) folgt noch

by & a . .
k_].‘;,;;’l—yj <2”jhj29 (7_213a'°'36)s

fir o > ¢, ist also, wenn M(h;k;n; o) nicht leer ist,
k. h; h .
(17) c,_,i<7;<o,~,k—i (j=2,8,...,0)
Wir beschrinken uns im folgenden auf solche .
Es sel nun 7; m,, m,,...,m; Ny, My,...,n,; ¢ ein System von nicht-
negativen ganzen Zahlen. Wir betrachten alle Mengen M(h;k;n; o), fiir
welche gilt

(18) ol < hy <2 oM <k < 2™t (j=1,2,...,0).
Wenn ein solches M(h;k;n; o) nicht leer sein soll, so muB (17) gelten,

also
¢ 2l+mj-m < hj < €, 21+mj-m; (.7 — 2, 3’ e O')-

14) Man iibersehe nicht die Unsymmetrie in bezug auf den Index 1!
15) m M sei das MaB von M in R,; mit ¢, bezeichne ich unterschiedslos positive
Zahlen, die nur von ¢, C, D, a abhingen.
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Die Summe der MaBe aller dieser M(k;k;n; o) ist daher hochstens gleich

Cs 2(a—l)m. 201 2m¢+m,+... +Mg 9My+ Myt .+ Mg

QM nst . tng go—Dlglo—e gMatMet...+Mg glo=m,

21 oMyt Myt .+ Mo

=8.

= O notmt o tng glo—Tie

Wir betrachten nun die Menge M (I;m;n; ) derjenigen Punkte des Wiir-
fels W, in welchen die Ungleichungen (16) fiir mehr als

4 g 2
2l2m,+m2+...+ma
((9 + 10+ [T (m+ 1) [T (n;+ 1)) gt age—vz = O
j= =2
Wertsysteme von %;, k; mit (18) erfiillt sind; d. h. die Menge der Punkte,
die in mehr als M Mengen M(h;k;n;0) mit (18) enthalten ist; das
Maf dieser Menge ist offenbar héchsten %, d. h

C2

o [ 35
(e+1)@+1) T ms 1) 1 1))

(19) m M (I; m;n; 0) <

alles fiir ¢ >¢,. Der Ausdruck rechts in (19) ist aber das allgemeine
Glied einer konvergenten Reihe. Daher bilden diejenigen Punkte von W,
die in unendlich vielen Mengen M (I;m;n;@) mit @ > c, enthalten sind,
eine Punktmenge vom Ma8 Null, die wir mit N(C, D,a) bezeichnen.
Insbesondere haben wir also folgenden Hilfssatz bewiesen:

Hilfssatz 5. Bs s 0<O< D, a>0, o ganz, 6 > 1. Dann g:bt
es vm Wiirfel W:

C<y£D (1=1,2,...,0)
des c-dimensionalen Raumes R, eine Punktmenge N(C,D,a) vom Maf
Null und von folgender Beschaffenheit:

Zu jedem Punkt (y,, y,,...,7,) von W— N(C, D,a) gibt es esne Zahl

Qo = 90(71: Vareeos YR
so daf fir jedes System von nichinegativen ganzen Zahlen
Limg,my,...,m; Ny, Ny, n,; 0

mit o > o, die Ungleichungen

hy b
Bngn|<

—a -
oni .92 (7=2,8,...,0),
7

2l§hl < 2l+1, 2m;g kl < 2m,+1, 2”‘2§k2 < 2m2+1’ e
2mo§ ka < zma+1
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hochstens
212m,+m,+...+7na

((9 +1D(I+ 1)]] m; + 1)]](”‘ =+ 1))- oRaF Bt A g 96— e

=2

Losungen in ganzen h;, k; (=1,2,...,0) besitzen.

§5.
Satz 2.
Hilfssatz 6. Bs sei 0225 7,2 4(j=1,2,....0); 3 r,=rir,0
j=1

ganz. Dann gibt es in dem o-dimensionalen Raum der Punkte(B,, b,, ..., B,)
etne Punkimenge N vom Maf Null und von folgender Beschaffenhest:
Fir jeden Punkt (By,B,,.-.,8,) mit ;>0 (j=1,2,...,0), welcher nicht
zu N gehort, und jedes ¢ > 0 ist

zr

(20) [

ﬁ

07 (8,5)6™ (£;5) ... 67°(Bs 8)

8

dt=20 (z%—a“) ,

1 .
wo A= max s=—-+}1t.
ﬁ; z+

Aus Hilfssatz 6 folgt dann wegen Hilfssatz 4 sofort

Satz2. Esset 622,724 (j=1,2,...,0); Zr-—r, 7;, 0 ganz.
Es ser =t

Q(u) = (uiy +ubs+ ... + up1) + By (wds + w2+ - +ur0)
4 ... -{—,B,(uf,,,—f—ugz,,,—i—...—{—ufd,a).
Dann gibt es in dem o-dimensionalen Raum der Punkte (py,f,,...,8,)
eine Punkimenge N vom Maf Null und von folgender Beschaffenheit:

Fir jeden Punkt (By,pB,,---,8,) mit B;>0 (§=1,2,...,0), welcher
nicht 2u N gehért und jedes ¢ > 0 st

7
Po(2)=0(a* "),

Beweis des Hilfssatzes 6. Weil eine Vereinigungsmenge von ab-
zihlbar vielen Nullmengen !¢) wieder eine Nullmenge ist, geniigt es zu zeigen:
Zu jedem C,D mit 0 < C < D gibt es eine Nullmenge N (C, D), so da8
in jedem Punkt des Wiirfels W: C <5 <D (j=1,2,...,0), der nicht
zu N(C, D) gehért, fiir jedes ¢ > 0 d1e Beziehung (20) erfullt ist.

16) Statt ,Menge vom MaB Null“ sage ich im folgenden oft ,Nullmenge“.
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Es sei dauernd ¢ >4 und wir greifen aus W irgendeinen Punkt
( ﬂl,ﬂz, ,ﬂ) heraus. Zu jedem ¢ unseres Integrationsintervalls

(Max‘_e__ ,2’) und zu ]edem j (j=1,2,...,0) gibt es genau ein Paar

h;, k; s0, daBl ¢ im Intervall SB,,J z; liegt; diese Werte k;, k; sind also
bestimmte Funktionen von ¢, dle freilich noch von z,8,,8,,...,8, ab-
hiangen. Wir bilden nun zu jedem System von ganzen Zahlen

TysMayenesfys  RByyhoyooihys oy lgy..o ke,
mit ’

20, 0<k<7Vz, (h,k)=1 (j=1,2,...,0)
die Menge derjenigen ¢ unseres Integrationsintervalls, welche im Durch-

schnitt der o Intervalle 728;,_, y (1=1,2,...,6) liegen und die Un-
gleichungen

1 8. My
21 — Jt =2
( ) 2nj+1 kjyit < l k

erfiilllen. Diese Menge bezeichnen wir mit @ (k;k;n). Weil in 277,[53;;,‘,1:,-
J
gilt

< 1

=W (?=1,2,...,6)

g

By
T

kr

so sind diejenigen Mengen @ (%; Ic;n) leer, fiir welche mindestens eine der
Zahlen n; negativ ist; ebenso sind diejenigen Mengen Q(k;k;n) leer, fiir
welche mindestens eine der Zahlen hA; gleich Null ist. Weiter kommen

nur die A; mit k; <&, 2" in Betracht'?). Endlich ist jeder Punkt ¢

unseres Integrationsintervalls in genau einer der abzihlbar vielen Mengen
Q (h; k;n) enthalten, ausgenommen die endlich vielen Punkte ¢ = —237—” %
i~

%
Es geniigt also zu zeigen: fiir fast alle Punkte (8,,8,,...,5,) von

W gilt
f di—0(z* ")

&) B @ 1% my
fiir jedes ¢ > 0. Dabei konnen wir uns nach dem eben Gesagten auf die
Q(h;k;n) mit hj >0, n; =0, hj <&, 2"" ¥ beschriinken. Aus Symmetrie-
griinden diirfen und wollen wir uns sogar auf die Q(A;k;n) mit
(22) 2ME, = 2"k, > ... 2= 2™k,
beschranken.

67 (Bys)...07 by s)
8

17) &, bedeuten positive, nur ven #;, 0, C, D abhiingige Zahlen,
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Es sei nun I; m,,m,,...,m,; n,n,,...,n, ein System von ganzen
nichtnegativen Zahlen; wir wollen sagen, daB eine Menge Q(%;k;n) mit
(22) zur Klasse [I; m; n] gehort, wenn

(23) 2'<h <2, 2™k <™t (j=1,2,..., 0

Jede von unseren Mengen Q(%; k; n) gehort also genau einer Klasse an.
Wenn eine Menge Q(k; k; n) der Klasse [I; m; n] nicht leer sein soll, so
muB nach (21) (wegen 2™k, > 2%k, fiir j=2,8,..., ) gelten

Th_1h|__ & -
Bk Bk T omipee (1=2.3,.... 0,
wo die ganze Zahl o durch 2¢ < yz < 2°*! definiert ist. Wenn wir nun
den Hilfssatz 5 mit 7= 7;—, C= %, D= —é—, a = ¢, anwenden, finden wir:

J — — = =
Es gibt im Wiirfel W (C < §; < D) eine Punktmenge N (C, D) von
folgender Beschaffenheit:
1. Wenn der Punkt (ﬂl,ﬁz, oo
so durchlduft der Pu.nkt o

2. Zu jedem Punkt (ﬁl, ﬂ?, cees
es eine Zahl

) die Menge N(C, D) durchliuft,
) eine Menge vom MaB Null,
) der Menge W — N (C, D) gibt

e

4

i

=

Co=0o(B1s Bor s B3 C, Dy0, 11, 15, s 1,)s

so daB fiir alle 9> g, (also fir alle z>2°*") und fiir jedes System
von ganzen nichtnegativen Zahlen

Lm,my,...,m;n,n,...,0,
hochstens

_ ’ ° 2 ol tmat .. +mg
= 27 (logz (1-+1) JT (my+1) JT (n, 1)) 27
j=1 j=2 oMt ... tng xT

Mengen Q(h; k; n) der Klasse [2; m; n] nicht leer sind.

Aus 1. folgt freilich, daB auch

3. die Menge N (C, D) das MaB Null hat.

Es sei nun (B,, B, ..., B,) im Rest des Beweises ein fester Punkt
von W — N(C, D); und es sei z > Max (4, 2%%"). Wir vereinigen die
Klassen [Z; m; n] in Oberklassen {0}, {1}, ..., {o} folgendermafen: wenn
genau 7 von den ¢ Zahlen 2™ (j=1,2,..., o) groBer oder gleich }z
sind, so werde die Klasse [I;m;n] zur Oberklasse {z} gezahlt. Wegen
(22), (28) ist offenbar

2n.+m; g 2&'{'"& ; e g 21&5'(‘1»0.
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Es geniigt uns also zu zeigen: fiir unseren Punkt-(B,,8,,...,58,),
fiir jedes ¢ > 0 und fiir jedes z (r=0,1,2,...,0) ist

w3 [ [ ol i)

Q;kim)

wenn Q(h; k;n) alle nicht leeren Mengen der Oberklasse {z} durchlduft.
Fir ein Q(h; k;n) der Klasse [I; m; n], die zur Oberklasse {z} gehort,
ist nach (14) der Integrand kleiner als'f)

n e
G ——% -2 2,
2" mBsiim
2 2 2
das MaB von Q(h; k; n) ist wegen (21) kleiner als
s .
2m,+ml/75"

endlich ist die Anzahl der nicht leeren Q(h; k; n) der Klasse [I; m; n]
hochstens .
Also ist der Beitrag aller Q(%; k; n) der Klasse [I; m; n] zum Inte-
gral auf der linken Seite von (24) hochstens gleich
24 +ﬁ Tzn 7o
2

oz el T a]]' ]-_[2]( ) "

j=1 2n *ﬂb (—2— —1) j=t+1

71

=< log?z ({1 + ) J (my+1) J] (n; + ).

Diesen Ausdruck sollen wir nun iiber die nichtnegativen ganzen Zahlen
Limg,my,...,m; n,ny,...,n,
summieren, wobei zu beachten ist
2"t > Yz fir <Ly 2WTY< Y2 fir §>1;
2’”4‘_&_ Yz fir j=1,2,...,0; 2'< csz"*‘}.
Esseinun 1>e>0, 9= 6_:_;2 Mit ¢, (¢) bezeichne ich unterschiedslos

positive, nur von &, f;, 7,0 (j=1,2,...,c) abhingige Zahlen. Die an-
gekiindigte Summation ergibt:

18) Denn es ist |s ]>t>2n( ! )>oah‘; mit ¢, bezeichne ich unter-
B \Fy J’?
schiedslos positive, nur von §;, 7;,0 (§=1, 2, ..., s) abhingige Zahlen.
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2 (T4+1)° < e loghz < cy(e)2”;

2l<a;x’+%
2 (""_J'*'M<cs(e)logx 2 2 n(l 7
m+nj>1/z 2”]+m (?J_l) 2 ”<V—2 (-— ) =£

2Mi<Vz
7
<% 3 .;as(e)“‘—

2 (my+ 1) (y+1)° 2nj<;i—l> 2™< e, logta Y D) 2":'(‘3")

2 M %y 2 %<V

<c(e)x

(Fir j=1 haben wir sogar den iiberfliissigen Faktor (m;+1)® hinzu-

gefiigt; man vergesse bei der Summation nicht die Bedingungen 7; > 4.)

Aus diesen drei Abschitzungen sieht man aber, daB die durchzufiihrende
Summation des Ausdruckes (25) hochstens

Tr | Tzl ’j

1 7
Pt 2T L-5+2 L —o+te
a@at I e ) 1) —q s
2/ j=z+1
ergibt, w. z. b. w.
§ 6.
Satz 3.

Hilfssatz 7. Es ses r ganz, r > 4. Dann gibt es tm r-dimen-
sionalen Raum der Punkte (¢, e,, ..., ) eine Punktmenge N vom Maf
Null und von folgender Beschaffenheit: Fiir jeden Punkt (¢, e,, ..., )
mit ;>0 (j=1,2,...,r), der nicht zu N gehort, und jedes ¢ >0 gilt

f ‘9(0518)6(“2:)-..6(¢¥,8) di— O(x%ﬂ);

Vz
dabes ist s = 414, 4 —Max’2.
7
Nach Hilfssatz 4 folgt daraus sofort
Satz 3. Es set r ganz, r=>4. Dann gibt es im r-dimensionalen

Raum der Punkte («,, ¢,, ..., «,) eine Punkimenge N vom Map Null und
von folgender Beschaffenheit:
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Es sei (ay, ¢y, ..., ) esn Punkt mit ;>0 (j=1,2,...,7), der
nicht tn N liegt; es sei ¢ > 0; endlich sel
Qu)=ec,ul+oyul +...+eul.
Dann ist
LA
Pe(x)=0<m4 )
Beweis des Hilfssatzes 7. Wir wenden den Hilfssatz 6 mit r; =4,
a; statt B, r statt o und 4r statt r an; N sei die dort erklirte Menge
vom MaB Null, (&, ¢, ...,e,) ein Punkt mit ;>0 (§=1,2,...,7),
der nicht zu N gehért; dann ist nach dem Hilfssatz 6

z7 T g
f ( 0" (e, 5)...0%8) dt < f
i ’ 4
Vo Vz
—41—1'+
_0( )=0(x’+‘).
Nach einer Hélderschen Ungleichung *®) ist aber fiir ¢, >0, 2,20, m > 1
n m n ™ [ m—1
(Zawxv) §2“~xv (Z'a") .
v=1 r=1 =1

Durch Grenziibergang ergibt sich daraus sofort eine analoge Ungleichung
fir Integrale aus nichtnegativen Funktionen, aus welcher sich ergibt:

z" 4 z" z” 3
|6 (als) 0(x,8)) 4 8)...0%¢e,s) dt
( /! ) < : |48 ( | —)
A A

A —_—

8)...0%e,
s

JFH

Vz Yz
=0 (z7+%)-0(z*) = O (x7t**),

w.z. b.w.
§ 7.

Satz 4.

Satz 4. HBsset 622,7,21 (j=1,2,...,0); Sr,=r; o, 1; ganz.
Es sei =t
Q(u)=ﬂ1(uﬁl+u§1+ +ur‘i.1)+ﬁz(u;22+ +”;i2)+ .

+ Bo (no - - -+ Urgyo)-
Dann gibt es eine Punkimenge P des o-dimensionalen Raumes der Punkte
(By> Bas +++» B,) vom Maf Null und von folgender Beschaffenhest:

19) 0. Holder, Uber einen Mittelwertsatz, Gottinger Nachrichten 1889, S, 38—47;
vgl. besonders S. 44.
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Wenn ;>0 (j=1,2,...,06) und der Punkt (8, pB,,...,H,) nicht
zu P gehort, so ist

1, ezl
Po(z) = Q<x2 log"“a:).

Beweis. Herr Khintchine?®) hat bewiesen: es gibt im Raum der
Punkte (8, B,, ..., B,) eine Punktmenge P vom MaB Null und von fol-
gender Beschaffenheit:

Zu jedem Punkt (8,, B, ..., 8,), der nicht zu P gehort, gibt es eine
Folge von Systemen von ganzen Zahlen

Po,ns Pa,ns <=5 Pons In (n=1,2,38,...),
. B Pi,n 1 .
(26) mit g,— + oo, FJI—— qJ,, <T‘:L——L— (j=2,8,...,0).

7. °'log g,
Wir nehmen ein solches System (8, , §,, .-, §,) mit §;>0(j=1,2,...,0)
und eine zugehorige Folge (26). Es sei

Pe,n
9

Q. () = 8, (uf,1+u§,1+...+u:11+ R DR
+ 20 g o)),

fiir ganzzahlige Werte von #,, (d. h. in jedem Gitterpunkt) nimmt diese
Form einen Wert von der Gestalt ﬁlg (m ganz) an. Es ist

€. () — Q)| S — Py (uda b T )

;:T]oga—l

q’l q’l

< #)——1— fir n>e¢,.
s o1 ]og o o

1 1

1+ —
Es sei M, ganz, M, <gq, “‘log’*'q, < M, +1. Wemn

Moty Mo+l
Qw4

A

b

In 9

so isb
1 2
M+— Mx‘l"—
3 1 3 1
B, P (1" 1 1 )éQn('@é.& - (1+ et 1 )’
g.

14— = f= =
. “7llog © ga g °log ® gn

20) A. Khintchine, Zur metrischen Theorie der diophantischen Approximationen,
Math. Zeitschr, 24 (1926), S. 706—714. Sein Resultat ist noch schirfer und in sym-
metrischer Form dargestellt.
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also (wenn sich das Zeichen o auf wachsendes n bezieht)

2
M,,—l—%-l—o(l) M,,+§+o(l)

1 g é Q’n(u)-—_<=ﬂ1 G 2
also
M, M, 41
ﬂlz<qn(u)<ﬂl an
fir n > ¢,. In dem Gebiet
Mot 7
I O

liegen also fiir » > ¢, keine Gitterpunkte; also ist
1

2
Mot Mot
Ao(ﬁ' 3)=Ao<ﬂl 3);

In [

dagegen ist

2 1 2y 2 1
Mn+— -Mn+7 Mn+‘— - -Ma‘l"_ 3t
3) - JQ(ﬁl 0 3):‘%( 3) ( 3) s

Jo (3 1

c—1

hl

——0

M 2 M, —o_ﬁ
== log ==
= % (q.) ( i
fir n >c¢;. Fiir n > ¢; ist also mindestens eine der beiden Zahlen

Mn—!—% M,,+§
PQ 1 PQ 1 an

n
o~1

groBer als ’
T s =
(i) (e

womit wegen %lﬁa +- 0o der Satz bewiesen ist.

§ 8.
Satz 5.
4
Satz 5. Esset 0 22; 1,21 (j=1,2,...,0); Zrj=r; o, 1; ganz;
B.>0,6>0,....,6,>0. Es sei =1

Q(u) =By (usat usat oo F Uy F+ Bo (Uge+ oo FUna)F ...
+:Bc(uf:a+"'+u;ao-“)'
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Behauptung :
Po(z)=2(2® 7).

Beweis. Es gibt bekanntlich eine Folge von Systemen von ganzen
Zahlen

p’l,n’ p3,n’ e pa,*n’ qn (n=1’ 2"“)
B Dia

b 9n

mit ¢, — + oo, <—l—1— (j=2,8,...,0). Es sei
14—
o—1

Do.x
dn
Po,n, o .

-+ P UoF o FUpo));

fiir jedes ganzzahlige System von u;, hat der Wert von @, (u) die Form
ﬁlqﬁ (m ganz). Es ist

Q,,(u)=/31(uf,l+u§,1+...+uf,,l+ (u:e++ur?,2)+

2 d
lQn(u)—Q(u)lg—ﬁl—(%—_2++ufm)§ Q(’:),
q:+;‘_‘ q:+6——-1
wo d= Max £ (d ist also ein c¢;).
i=1,2,..., 0 B

1

— — + —
Nun sei H, ganz, M, < g, < H,4-1. Wem

_ 9
Mn+‘3‘
9In

<Q(w) <4

so ist
E‘"’% d ﬂ“*"g‘ d
ﬁl 2 (1 - 1+._li.) < Q”(u) < ﬁl ) (1 + 1+ 1 )’
o

o

o—1

also fiir n >¢,

M, M,+1
Bt < Qu(w) < B,
im Gebiet

E+% E.+—§
B, z QL4

9
liegen also fiir n > ¢; keine Gitterpunkte; also

= 1
7

Ae(l %3)=Ao(ﬁ1ﬂ:§);
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r

——0

)

andererseits
— 2\ = 1
Mn+§ Mn+'§ E%_l 2
Jo\By — Jo\by- > Gy >63(’1) fir n>c,.
911 gﬂ i Qn
2
9u
Fiir » > ¢, ist also mindestens eine der beiden Zahlen
E%)l ( ARAY
PQ ﬂl qn "2 ;PQ ﬁl qn '
I e
%> , womit wegen %, -L oc der Satz bewiesen ist.

groBer als 63<
Go6ttingen, den 21. November 1927.

(Eingegangen am 22. 11. 1927.)
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