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Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln. 
Von 

Vojtech Jarnik in Prag. 

§1-

Einleitung. 
Es sei dauernd k^> 5, x > 0; Tc, x ganz. Fk(x) sei die Anzahl der 

Gitterpunkte in der abgeschlossenen k - dimensionalen Kugel 
2 i 2 I i 2 % + + ... + uk x; 

weiter sei 
1 » 

Dann ist bekanntlich1) 

Pt(x) = o(x'~l), 
aber für kein von x unabhängiges a -) 

P le(x) = ax2 -\-o(x2 

Mit anderen Worten: Wird 

x2 

*) A. Walfisz, Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Zeitschr. 
19 (1924), S. 800—807; E. Landau, Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipso-
iden, Math. Zeitschr. 21 (1924), S. 126—132; H. Petersson, Über die Anzahl der 
Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Abhandl. a. d. math. Seminar Ham-
burg 5 (1926), S. 116—150; A. Walfisz, Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen 
Kugeln, Math. Zeitschr. 27 (1927), S. 469—480. 

2) E. Landau, Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden II, Math. 
Zeitschrift 24 (1924) S. 298-310, §4 . Folgt auch sofort aus den Resultaten von 
H. Petersson, loe. cit. *) und V. Jarnik, Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen 
Ellipsoiden, Math. Zeitschr. 27 (1928), S. 154—160. 
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gesetzt, so ist die Folge 

(1) ' f t ( l ) , (?*(2), . . . . (>.(»), . . . 

beschränkt, aber nicht konvergent. 
Es drängen sich nun naturgemäß folgende Fragen auf: 
1. Wie sieht die Ableitung3) der Folge (1) aus? 
2. Wie sind die konvergenten Teilfolgen von (1) beschaffend 
Der Behandlung dieser beiden Fragen sind die folgenden Zeilen ge-

widmet. 
Wir wollen von nun an stets h gerade und k^> 8 voraussetzen. Die 

Ableitung der Folge (1) bezeichnen wir mit Allgemeiner, wenn 

j «̂ gj • • * 

eine wachsende Folge von natürlichen Zahlen ist, so werde die Ableitung 
der Folge 

etM> QHM* ••• 
mit 99 ,̂3) bezeichnet. 

Mit c1} c2, . . . bezeichnen wir positive absolute Konstanten, mit 
cx (fc), c3 (k), . . . positive Zahlen, die nur von k abhängen usw. 

Wir wollen beweisen: 
Satz 1. Die Menge ist perfekt. 
Die Beweismethode des Satzes 1 gibt uns aber auch noch ein anderes 

Ergebnis von einem mehr quantitativen Charakter; nämlich: die Menge 
ist nicht „allzu dünn"; genauer: zwei nicht sehr kleine, zu komple-
mentäre Intervalle können nicht allzu nahe aneinander liegen; ganz genau: 

Satz 2 4). Es gibt ein c1(k)> 0, so daß für je zwei zu kom-
plementäre Intervalle (yiy d j , (y„, <52) mit y1<S1<y2<ö3 die Un-
gleichung gilt 

n - s ^ m n ^ i k ) , 

Weil es nicht mehr Mühe macht, beweise ich diese Sätze in einer 
etwas allgemeineren Form: 

Satz 3. Wenn (2)) eine wachsende arithmetische Progression von 
natürlichen Zahlen ist5), so ist SK*,® perfekt. 

3) Eine Zahl £ heißt Häufungswert einer Folge . . . , wenn es eine 
Teilfolge dieser Folge gibt, die gegen f konvergiert. Die (offenbar abgeschlossene) 
Menge aller Häufungswerte der Folge a^, a^, a3, . . . heißt die Ableitung dieser Folge. 

4) Es wird auch yx = — oo und S2 = + oo zugelassen. 
5) D. h. > 0 und ganz, xR — xn_1 > 0, ganz und von n unabhängig. 

Mathematische Zeitschrift. 30. 49 
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Satz 4. Wenn eine wachsende arithmetische Progression von 
natürlichen Zahlen ist, so gibt es ein c3 (&,'£>)> 06) mit folgender 
Eigenschaft: Für je zwei zu Stf*,® komplementäre Intervalle (y1, S^, 
(ys, d2) mit yx < ö1 < < ist 

Min (c2 (k, • 

Die Sätze 1, 2 schließen noch nicht die Möglichkeit aus, daß viel-
leicht ein abgeschlossenes Intervall wäre; dies ist aber mindestens für 
große k nicht der Fall; denn es gilt 

Satz 5. Zu jedem m > 0 gibt es ein c3 (m) > 0 , so daß für jedes 
(ganze, gerade) k > c.3(m) die Menge mindestens ') m komplementäre 
Intervalle besitzt. 

Nun zu der zweiten Frage nach der Beschaffenheit der konvergenten 
Teilfolgen von (1)! Aus Satz 3 folgt: Es sei eine wachsende Folge 

von natürlichen Zahlen gegeben; dann ist die Folge 

et M> ekM>'~ 
sicher divergent, wenn die Differenz xn — xn_1 einer von n unabhängigen 
Zahl gleich ist. Wir werden beweisen, daß dieselbe Erscheinung allgemeiner 
auch dann auftritt, wenn xn—xn_x unter einer von n unabhängigen 
Schranke hegt; d. h. wir beweisen den8) 

Satz 6. Es sei 
0 < x1 < < xs < .. 

xn ganz, xn+1 — xn=0 (1) (n = 1, 2, 3, . . .) ; 
dann ist die Folge 

divergent. 
Und noch etwas allgemeiner: 
Satz 7. Es sei 

0 < xx < < xs < . . ., 
xn ganz, xn = 0(n) (« = 1 , 2 , 3 , . . . ) ; 

dann ist die Folge 

divergent. 
Und diese Sätze sind in einem gewissen Sinn scharf; denn wiT werden 

noch die beiden folgenden Sätze beweisen: 
6) D. h. eine positive Zahl, die nur von k und (3)) abhängt. 
7) Vielleicht auch unendlich viele. 
s) In den Sätzen 6 , 7 , 8 , 9 bezieht sich das Zeichen 0 auf ganzzahlig wachsendes n. 



Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln. 771 

Satz 8. Es sei £ ein Punkt von und f[n) eine monotone Funktion 
der natürlichen Zahl n, für welche gilt 

f{ri) —*• -f- oo für n—»--j-oo-
Dann gibt es eine Folge von ganzen, Zahlen 

Vi> y*> 2/s> »••> 
so daß 

0 < y1 < y, < • • y n ~ y n - i = 0(f(n)) 
und 

«=oo 

Satz 9. Es sei £ ein Punkt von und f(n) eine monotone Funktion 
der natürlichen Zahl n> für welche gilt 

f{n)—*-\- oo für n - f oo. 
Dann gibt es eine Folge von ganzen Zahlen 

yi>y9,y*> • • • > 

so daß 
o <y1<y*<-.., yn~ 0(n f(n)) 

und 

M=(B 

Satz 9 folgt freilich aus Satz 8. Unsere Aufgabe besteht also darin, 
die Sätze 3, 4, 5, 7, 8 zu beweisen. Dabei ergeben sich die Sätze 5 und 8 
durch geläufige Limesbetrachtungen. 

§2-
Eine formale Umformung des Problems. 

Nach Herrn Landau9) ist 

5]' bedeutet, daß nur über die zu q teilerfremden p zu summieren ist. 
£ ist die Gaußsche Summe 

ff"1 Swi^-m1 

m=0 

ö) In einer allgemeineren Form loc. cit.1), Formel (4); Formeln dieser Art gehen 
auf Herrn G. H. Hardy, On the representation of a number as the sum of any 
number of squares, and in particular of five, Trans. Am. Math, Soc. 21 (1920), 
S. 2.55—284 zurück. 

49* 
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Nach bekannten Formeln10) ist 

0 für q = 2 (mod 4), 

für # = 1 (mod 2), 

^ <7 = 0 (mod 4); 
also ist 

wo 
qk ~ I * ff 

= 0 für g = 2 (mod 4), ^ = ( - 1 ) 2 für g = 1 (mod 2), 
(2) * 

jt -
2 für q = 0 (mod4). 

Es ist also immer 

(3) \ S p J £ i 2 q . Wir setzen für ganzes 2 

( 4 ) At(k, x ) = - - K J I R ^ J J - 1 * - ' - " * 
xi p=o ^ n—0 

(5) J»,(*) = •». 

J>=0 r=0 

Offenbar ist B'^x^) = B'Jx^), wenn a^ = x2 (mod q). 
Es gilt nun11) folgendes: 

»1=0 

I Xn2 e «\<x2 Maxf-i, — 
i w=o I Vj> S~P 

(für 0 < p < q, (p,q) = 1). 

10) Vgl. z. B. P. Bachmann, Zahlentheorie 2, S. 145—187 (B. G. Teubner, Leipzig 
und Berlin 1921 — anastatischer Nachdruck der 1. Aufl.). Auch bei Petersson, loc. 
cit. x), S. 138, findet man diese Formeln zusammengestellt. 

u ) V. Jarnik, Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, 2. Mitteilung, 
Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 311—316, Hilfssatz 1 und 3. 
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Also ist 

V r P o g f f + l); 
2* 

00 
die Reihe % AAx) ist also auf der Menge der natürlichen Zahlen x 

q=2 
gleichmäßig konvergent; daher ist 

Fk(z)-

(7) = 
r ( | + 1 
-7-1 

X ' r(f)V 
Wegen der trivialen Abschätzung 

02 
I , 

' 3 1 = — — -2 
i'2 

-= —2 

sind auch die Reihen |, 5] j B'(x) | auf der Menge der natürlichen 
e=2' 9 4=2 

Zahlen a; gleichmäßig konvergent; weiter ist für jedes feste q ^ 2 13) 

4 , 0 * 0 + * ( ! ) > 
wo sich das Zeichen o auf ganzzahlig wachsendes x bezieht. Daher ist 
nach (7) 

(8) 0*0*0 = 2=2 

Es ist nach (2) und (6) für q^ 2: 

B'9(X) = 0 für g = 2 (mod4), 

(9) 
B'Ax) (-i y 

* A-I . P 

2 2 ' e für ^ = 1 (mod 2), 
/=0 J>=0 

q-2 r=o j>=0 
' - 1 8y<? für = 0 (mod4). 

12) V. Jarnik, loc. cit.11), Hilfssatz 2. Man beachte, daß 

* -ZTcirZ « -2.1t/-? 
r=0 r=0 

wenn x = R (mod q), 0 < jB < g. 
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Dabei ist die Summe nach p bei jedem r eine ganze rationale Zahl 

^nämlich die Summe der r- ten bzw. (r — —p)-ten Potenzen allen primitiven 
g-ten Einheitswurzelnj; wir baben also den 

Hilfssatz 1. Es sei für ganzes q > 1 

0 
für q 

•1 (mod 4) 1 
1 (mod2) l . 13) 
0 (mod 4) J 

Dann ist B'q(x) ein Multiplum von 
Insbesondere ist also B'q(x) reell. Aus (8) sehen wir nun (da Bq 

von x unabhängig ist): Statt der Folge 

( i ) e*(i), e»(2), . . . 
können wir die Folge 

(10) 0,(1), ok (2), . . . 
untersuchen, wo 

(11) **(*)= J B't(x). 
q=2 

Genauer gesagt: Wir bezeichnen mit die Ableitung der Folge (10); 
allgemeiner: Es sei 
(®) a^, . . . 
eine wachsende Folge von natürlichen Zahlen; dann bezeichnen wir mit ^ 3 

die Ableitung der Folge 

Wir haben dann fünf Sätze 3a, 4a, 5a, 7a, 8a zu beweisen, die bzw. aus 
den Sätzen 3, 4, 5, 7, 8 entstehen, indem wir dort yjlk, 9)4 gk (x) durch 

2>, oj;(x) ersetzen14). Ich brauche diese Sätze wohl nicht explizite 
aufzuschreiben. 

§3. 

Hilfssätze. 
Wir benutzen folgende geläufige Bezeichnungen: 
Wenn n eine natürliche Zahl ist, so sei <p (n) die Anzahl der zu n 

teilerfremden Restklassen modulo n; ju(n) sei gleich Null, wenn n nicht 

1S) Diese Bedeutung von sq wollen wir im folgenden stets festhalten. 
14) Die Konstante c2(h, 2)) wird dadurch freilich auch abgeändert; dagegen 

bleibt die Konstante c3 (m) offenbar dieselbe. 
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quadratfrei ist; sonst sei ju (n) = (— 1)*, wo t die Anzahl der in n auf-
gehenden Primzahlen ist. 

Es sei Tn die Summe der w-ten primitiven Einheitswurzeln; es ist 
bekanntlich Tx = 1; Tn = — 1, wenn n eine Primzahl; Tn = 0, wenn n = pa

} 

p eine Primzahl, a> 1 ganz; Tnn,= TnTn,} wenn (n,n') = 1. Also ist 
stets Tn = fi (n). 

Hilfssa tz 2. Es sei r ganz, q > 0 ganz, (r, q) = d. Dann ist 

K> a— 1 — 2mr— „ ,„ 

y>e « = y(g) „ 1 

- »(1) 
bedeutety daß nur über die zu q teilerfremden p zu summieren ist. 

V V ff —1 —2 71 IT— 5-1 —2 nir 
Beweis. e 9 = £'e 

p=0 p=0 

wo = q' = also (q'} r') = 1 . Wir haben nur zu zeigen, daß unter 

den Zahlen —r'p nur die zu q' teilerfremden Restklassen modulo q' vor-

kommen, und zwar jede genau ——--mal; denn dann ist 

Qy,-2jtir'¥_J^q)_T _ v(g) j g 
^ e ~ fq\ >n\ r 

(I) 
p—0 

was zu beweisen ist. 
Nun hat die Kongruenz 

— r'x - a (mod q'), 

wenn (a, q') = 1, genau eine Lösung x = px modulo q\ die von selbst zu q' 
teilerfremd ist. Diese gibt modulo q=dq' zu d Lösungen Anlaß, 

(12) px, px + q\ px + 2 q', . . p x + (d - 1) q'; 

alle diese Zahlen sind zu q' teilerfremd; es bleibt nur noch zu zeigen, daß 

genau = y ^ unter ihnen auch zu d teilerfremd sind. Es seien 

7ix, ..71 s die in q aufgehenden Primzahlen; nx, 71^,..., nt diejenigen 
unter ihnen, die nicht in q' aufgehen. Es sind unter den Zahlen (12) die-
jenigen aufzufinden, die teilerfremd 7XL7ixni...nt sind. Die Zahlen (12) durch-
laufen aber offenbar vollständige Restsysteme modulo n x n^. . .n t\ 

daher ist die Anzahl derjenigen unter ihnen, die zu 7ix7i^...nt teilerfremd 
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sind, gleich cp ( ^ TT2 . . . nt) . Es ist aber 

<P (?) _ 2 "' ~~ = d U _ J_\ f i _ 1 

^ ( O g ' f l . ( l _ ± > \ V V ' V 
»< + 1 

- 09 ( t I . . . . . 7 1 . ) — - — , w . z . b . w . r X 1 t / 7l1 ... lt( 

Wenn q,x,y natürliche Zahlen sind, q > 1, x > y, so ist nach (9) 

I * —2jzir — 
(13) Bf

i{x)-Bf
a{y) = ± \ Z Z * 

w o a = 2/ + l , 6 = a; für <? ^ 0 (mod 4), a = + 1 — b = x — 
für q = 0 (mod 4). 

H i l f s sa t z 3. 23!s seien qx,l,x,y natürliche Zahlen, 1 < l < qx, 
qx eine ungerade Primzahl, q = lgx- Dann ist 

?x2 

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei x > y. Wir be-
nutzen die Formel (13); dabei ist hier offenbar eq — = ^ . Ohne Be-

-2.iir — 
schränkung der Allgemeinheit sei a ^ & < a + g (denn J j e = 0). 

r = c 

Wir setzen c? = (r, <7), d ' = (r, Z); nach Hilfssatz 2 ist15) 

(14) 

& 3-1 o • -./ — 2nir — 

^ \dJ * V1 d' 

«jjr V d I 9i\r \ ® 

Dabei ist nach Hilfssatz 2 (wegen (l, qt) = 1) 

r=a tp ^ — J » J ® r = a p ' = 0 

15) jjjr bedeutet: & teilt r. 
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wobei über die zu l teilerfremden p' zu summieren ist. Wegen 
e+l-X -2 
2 e =0 
r=e 

ist also 
(15) \ A \ ^ l < i ' 
Weiter ist 

- i = - i •^fk* (?) > 
ÖJ!? v dl Qi\r 

die Anzahl der Glieder ist höchstens l, also ist 

(16) \ A a \ £ l \ 
Endhch sollen wir 

b 
A _ y <p (ixl) (<iJ 

abschätzen. Es ist 

wo d" = (l, s). Also nach Hilfssatz 2 
/-I 

An=<p(<h)2' 2 e 
~ Qi 

wo über die zu l teilerfremden p' zu summieren ist. Es ist aber 
- 2jclŜ ~ I I ,7 7 

2 e ' I ^ l - M a x ^ , ^ 

also 

(17) l ^ m l ^ f f i ^ l o g i + l ) . 

Aus (13), (14), (15), (16), (17) folgt aber die Behauptung. 
Hi l f ssa tz 4. Wenn x, y, g natürliche Zahlen sind, q > 1, so ist 

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei x> y\ aus (13) 
folgt dann unmittelbar die Behauptung, da 

. P — a 
2* 

r=a 

b -2 nir — 9 
— 2 \p Q — pJ 
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Hil fssa tz 5. Zu jeder (ganzen, geraden) Zahl gibt es ein 
c5 (k) > 0, so daß für jede Primzahl qx > c5 (Je) und jedes Paar x, y von 
natürlichen Zahlen die Ungleichung gilt 

2 | B'q (x) - B'q {y) | + B^ (x) - B[ül (y) | < 0,95 1 

Beweis. Nach Hilfssatz 3 und 4 ist 

q2\ B'lQl{x)-B'lqi{y)\+ 2 | B'q{x)-B'q{y)\ 
1=2 q=ql 

ql l* q*l=2 lä " q=a!q* 

Dabei ist, wie man leicht nachrechnet, 

</!-l * 
( logf+l) ^ y g;4(ipj 

la 
^J e? (logZ+1) < yt st (log l+l) < 0 93 

1=2 12 1=2 

und für q± > c5 (&) ist 

«i-l * 00 
_2_ y e,-' . _2_ yr 0,01 

l' ' Ii q; 

«=«12 e=3i q'2 4 «1 2 Sis 

9 k \ 

denn k — — Damit ist aber der Hilfssatz bewiesen. 

Hi l fssa tz 6. Es sei qx eine ungerade Primzahl; dann ist 

<?i2 

wenn x = s (mod qx), 0 ^ s ^ ^ — 1. 
Beweis. Nach (9) ist 

4j-1 i a; tfx-l p 
— ; — ^ 1 , T—T' —-INIT — 

K(*) = (-1) 
q 'l r=0 2>=0 

ö j 

und 

£ 6 \ - 1 für q ^ r ] ' 
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§4-
Beweis der Sätze 3a und 4a. 

Wir denken uns jetzt ein gerades k^>8 gewählt; x1, D seien zwei 
natürliche Zahlen, xn = xx -f- (n — 1) D (n = 1, 2, 3,. . .); (2)) sei die Folge 

, X^ , X<j , . . . . 

Es sei | ein fest gewählter Punkt von 94, e eine fest gewählte 
positive Zahl. Weiter wählen wir eine natürliche Zahl n0, so daß 

U-tffcOJIc^. 
Endlich wählen wir eine ungerade Primzahl qx> D, so daß 

— < } < was für e < c7 (h, möglich ist. Es seien nx, n.2, ...,n 
4 — — l £ 

Ii alle Primzahlen, die von qx verschieden und kleiner als q\ sind; weiter sei 

= (also n?<q\ 
Endlich setzen wir 

M = 71^ 71^... 71«* 
1 2 S • 

Wegen (qx,D) = 1 ist es offenbar möglich, aus der Folge (5)) zwei Teil-
folgen 

V\ > ' Vi > •' • 5 z i ' za» z&> — 
herauszugreifen, so daß für n = 1, 2, 3 , . . . 

yn = Zn = xna(modM), yn^0 (modqx), 2n = qx — 1 (modgj . 

Nach Hilfssatz 5 ,6 gilt dann für qx > Max (c- (Je), 100) — also für 
e < c8 (Je, %) — einerseits 

I 0») ~ * i < I 0«) - Glc («*,) I + ij) 

£ iBi(yn) - Bi(xno) | + B'li} (yn) - B'lqi[xna]} 
1=2 

«=ffi ql 
und ebenso 

\°k{Zn) — £\<£> 
andererseits 

I ( i ü - ** OO1^1 K ( s ü - K ( O I - 0,95 ^ 
«1 

= - 0,95 ~ > 0,04 - L . > 0,01 
<il 2i 
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Es sei r] ein Häufungsweit der Folge ok (yt), ok (y2), ...; £ ein 
Häufungswert der Folge ok(zx), ok (z2) , . . . ; dann ist also 

Also: Zu jedem Punkt £ von und zu jedem positiven e 
gibt es einen Punkt von D, SO daß 

a s ^ l f - « ' ^ » -
Daraus folgt: 

1. Jeder Punkt von ist Häufungspunkt von womit Satz 3 a 
bewiesen ist. 

2. Es seien (yx, S^, (y2, zwei zu komplementäre Intervalle, 
y1 < dj < y2 < <52. Wir wählen £ = <5X und setzen 

= \ 2 ' ' " 2~ 

Der eben genannte Punkt liegt wegen yx< Sx — e rechts von S; 

also ist £ + ö̂ q ^ l ' ^ 1 + daher muß wegen <5a — y2 > e gelten 

r.^i'kAx + m* d - h -

V —A > — -min d2-y2 \ 

72 1 — 200 V 400 ' 400 ' 400 j ' 

womit auch Satz 4 a bewiesen ist. 
§5. 

Beweis des Satzes 7 a. 

Hilfssatz 7. Es sei 

-̂ 2' 8̂» * * " 
eine wachsende Folge von natürlichen Zahlen, xn = O (n). 

Ich behaupte: Zu jeder Zahl ß < 1 gibt es eine Zahl c9 2)), so 
daß jede Primzahl q> c9(ß,%) folgende Eigenschaft besitzt: 

Es seien nx, tt2, . . n s alle Primzahlen, die Meiner als <72 und von q 
verschieden sind; es sei 

^ = («fco 

JBS werde 
M(q) = 71«* ..'71** 

gesetzt. 
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Dann gibt es eine ganze Zahl a und mehr als ßg modulo q paar-
weise inkongruente Zahlen bx, ö2,..bt

 16), so daß jedes der t Kongruenz-
systeme 

xn = a (mod M (q)), xn = (mod q) 

(i = 1, 2 , . . t ) für unendlich viele n erfüllt ist. 
Beweis. Wäre die Behauptung falsch, so könnte man eine Zahl ß 

(0 < ß < 1) und eine wachsende Folge von Primzahlen qx, qz,... 
finden mit folgender Eigenschaft: 

Zu jedem ganzen i > 0 und jedem ganzen a gibt es höchstens ßq{ 

modulo q. paarweise inkongruente Zahlen bx, b.2, ..bt, für welche das 
Kongruenzsystem 

Xn = a ( m 0 d -äf (?i))» = bl (m°d Qi) 

für unendlich viele n erfüllt ist. 
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei qi+1> <??; dann ist offenbar 

M(qi + 1) durch qiM(qi) teilbar, also 

M(qi + 1) = M(qi)q(N, 

wo f , N ganze positive Zahlen sind, (N, q{) = 1. 
Es sei A{ die Anzahl derjenigen Restklassen modulo M{qi), die in (2)) 

unendlich viele Repräsentanten besitzen. 
Wenn eine Restklasse a modulo M(qi+X) in {%) unendlich viele 

Repräsentanten besitzt, so hat auch die Restklasse a, modulo M(q{) be-
trachtet, und ebenso die Restklasse a, modulo q{ betrachtet, unendlich 
viele Repräsentanten in (2)). Für die Klasse a gibt es also modulo M(qi) 
genau A{ Möglichkeiten, und für jede von diesen Möglichkeiten gibt es 
nach Voraussetzung höchstens ßqi Möglichkeiten modulo qv Also gibt es 
höchstens ßAiqi Restklassen modulo M(qi)qi, die in (2)) unendlich viele 
Repräsentanten besitzen. Jede Restklasse modulo M(qi)qi zerfällt aber 
modulo M(qi+1) in genau q{~x N Restklassen; daher ist 

Ai+1^ßAiqiqf-iN = ß A i ? ^ . 

Daher ist, wegen A 1 ^ M ( q 1 ) , 

A^r'Miq,). 

Es gibt eine Zahl b > 0, so daß xn<bn für alle n; wir wählen ein 

festes ganzes i > 0 so groß, daß ßt~1<j. In denjenigen Restldassen 

modulo M(q-), die in (2)) nicht unendlich viele Repräsentanten haben, 
mögen K Glieder von (3)) liegen. Es sei nun l > 0 ganz; die Anzahl 

16) Also t>ßq. 
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der xn, die ^ lM{qi) sind, ist höchstens 

Z i l ^ X r 1 ^ ) + K<\lM(qt) - 1 

für genügend große l. Daher ist für große l 

gegen die Voraussetzimg xn< bn; w. z. b. w. 
Beweis des Satzes 7a. Es sei 

(2)) xx, x2, xä,... 
eine wachsende Folge von natürlichen Zahlen, xn= 0{n). Es sei qx eine 
Primzahl, qx > c5 (&), qx > (0,995, %), qx > 200. Es sei M(qx) die im 
Hilfssatz 7 definierte Zahl. Dann gibt es nach Hilfssatz 7 eine ganze 
Zahl a und mehr als 0,995 qx modulo q1 paarweise inkongruente Zahlen 
bx, ..bt, so daß jedes der t Kongruenzsysteme 

x
n ~ a ( m o d M (?i))» xn = ( m o d Qi) 

{i = 1,2, ...,<) für unendlich viele Werte von n erfüllt ist. Wenn wir 
(was offenbar erlaubt ist) 0 b{ < qx voraussetzen, so muß wegen 
qx> 200, t > 0,995 qx unter den Zahlen bi mindestens eine, sagen wir bx> 

vorkommen, so daß 
0 ^ bx < 0,01 qx 

und mindestens eine, sagen wir b2, so daß 

0 , 9 9 q x £ b 2 < q x . 

Es gibt also in (®) zwei Teilfolgen 
y%> »* * •' % > »• • •' 

so daß für alle natürlichen n 

yn=Zn = a (mod M (ffl))» yn = h (mod 9l)> Zn=b2 (m°d Ql) ' 
Daher ist für alle natürlichen n 

= \ ( K ( y n ) - K ( Z N ) + ! s V * < ! 0 - # * ( * « ) ) + 2 { B ' M - B ^ Z J ) [ I 1=2 

^ 0,98 ~ ° ' 9 5 -TI , = °>03 -TU 
3i ?f 

(nach Hilfssatz 5 und 6). Also ist die Folge 

°kM> °kM> ••• 
nicht konvergent, w. z. b. w. 
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§6-

Beweis des Satzes 5 a. 
Für zwei ganze Zahlen a, b mit a < b, die größer als 1 und nicht 

kongruent 2 modulo 4 sind, ist ^ H= Denn aus ^ = a < b, würde 
sa = 1, £ 6 = 2 folgen, also einerseits b = 2a, andererseits a = 1 (mod 2), 
b = 0 (mod 4), was einen Widerspruch liefert. Man kann also alle ganzen 
Zahlen, die größer als 1 und nicht kongruent 2 modulo 4 sind, in eine 
Folge 

umordnen, so daß 

(18) v y ax a, a3 
Es ist 

w=l 
wo die Reihe rechts absolut konvergiert. 

Wir wählen nun eine ungerade Primzahl q und halten sie fest. Es 
sei q = as, also 

(19) für f « 5 < I für n > s . V J an q an q 
Eine geläufige Limesbetrachtung ergibt infolge (18), (19) folgendes: 
Man kann ein c10 (q) wählen, so daß für alle k > c10 (q) folgendes gilt: 

S — 1 * 

1. 10 

2" 
für alle Systeme von ganzen Zahlen 

(20) 9x>9z>'~>9s-i> 
für welche 

n=1 

") Man beweist dies wie folgt: Es seien qX) g2, . . g s - v ganz und fest ge-
wählt; gm sei die erste unter diesen Zahlen, die von Null verschieden ist; also 
j gm | ̂  1. Wegen (18) ist (bei wachsendem h) 

2 
(Fortsetzung der Fußnote lr) auf nächst« Seite.) 
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Wir denken uns jetzt ein Je > c10(q) fest gewählt. Nach (9) ist erstens 

für x = — 1 (mod an) , zweitens (ganz roh abgeschätzt) 
K_ 

Nach Hilfssatz 1 ist 

wo gn(x) eine ganze Zahl ist, die also der Ungleichung 

genügt. 

Wir teilen jetzt die Folge aller natürlichen Zahlen x in ßestklassen 
modulo M = a1a<i ... as l; es seien Ax, A , • •Au diejenigen Restklassen, 
in welchen 

9i O) = 9« O) = • • • = 9s-i ( x ) = 0 

(zu diesen Restklassen gehört z. B. die Restklasse x = — 1 (mod M)). In 
diesen Restklassen ist 

(21) S 2 B L ( x ) = 0 ; 
n=1 

in allen übrigen (vielleicht existierenden) Restklassen ist aber nach 1. 

I 2 B i ( x ) \ > ^ -»=i 
also nach 2. und Hilfssatz 6 

n = 1 W=s-rl 

10 1 1_ fi 

22 1 q8 1 10 g9 1 

Daher ist 
s - l 

n=l 
Wegen (19) ist also für genügend große k 

s-l 1 

> [ 5 » ) (l + o(l)) . 

a n=l 
Weil aber für (20) nur endlich viele Möglichkeiten bestehen, folgt daraus schon 1. 
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Jede Restklasse A{ [i = 1 , 2 , . . . , u) zerfällt in genau q RestHassen 
modulo Mq (denn offenbar ist q Jf M); es sei 

x = q — 1 — l (mod q) in Ai r In der Restklasse Ai l gilt nach Hilfesatz 6 

B'q(x) = ( - 1 ) ^ \ , 
ff2 

also wegen (21) und 2. 
l 1 

q* 10 g* 

In jedem der q abgeschlossenen Intervalle 
%zllL 7 1 «zlA 7 1 

< ( - l ) 2 -*> ( - 1 ) 2 

q- 10 q- q2 10 q* 
(1 = 0,1, q — 1) liegt also mindestens ein Punkt von im Rest 
des offenen Intervalls 

q- q-
liegt aber kein Punkt von Daher besitzt yik für k > cl0 (q) mindestens 
q -j- 1 komplementäre Intervalle, w. z. b. w. 

§7 . 
Beweis des Satzes 8 a. 

Wir denken uns k fest. Es sei f(n) eine monotone Funktion der 
natürlichen Zahl n; es sei f(n) -»•-{- oc für w—>• + oo. Es sei | ein Punkt 
von und xt, x.2,... eine wachsende Folge von natürlichen Zahlen mit 

Wir wählen erstens eine wachsende Folge 

Zj, . . . 
von natürlichen Zahlen so, daß 

/ U ) > ( » + 1)! ( » = 1 , 2 , . . . ) . 
Dann wählen wir eine wachsende Folge 

Vi, Vv • • • 

von natürlichen Zahlen folgendermaßen: 

Vi = 2 , ylx = h; 
wenn nun für ein n ^ l die Zahl y^ bereits definiert ist, so sei 

Viu< Vi^+x f 1)!> = xn+i ( m o d (« + 1 ) 0 , 

Via+i = P ^ i - x + (» + !)•' (»' - 2, 3 , . . l n + 1 - ln). 
Mathematische Zeitschrift. 30. 50 
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Wenn nun ein ganzes m > l 1 vorliegt, so sei ln < m l n + 1 l dann ist 

o <yw- ym-, ^ ( » + 1 ) ! < f(U ^ f(m), 
also 

ym-ym-i = o(f(m)). 
Zweitens ist für L< m < 1 X1 n = w+1 

2/w = ZM + 1 ( m o d ( w 4 - l ) ! ) , 
also 

=
 f ü r + 

also nach Hilfssatz 4 

I««(*.) - «, ( * . « ) I £ j ? \K(».) - K ( * . + l ) | £« , . (* ) JJ ^ ; 
2=«+2 q=n+2 qä 

daher ist 

m= OD n= oo 
w. z. b. w. 

Prag, den 21. Februar 1929. 

(Eingegangen am 23. Februar 1929.) 
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