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Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln.
Von
Vojtéch Jarnik in Prag.

§ 1.
Einleitung.
Es sei dauernd £ > 5, > 0; &,  ganz. F,(x) sei die Anzahl der
Gitterpunkte in der abgeschlossenen k-dimensionalen Kugel

2 2 2
u +us +... oy, <
weilter sel

[R5

Pk(a:)sz(z)~}—”+—x .

Danmn ist bekanntlich *)

P, (z)=0 (2

aber fiir kein von x unabhingiges a?)

L k4
P, (2) =az® —{—o(zz )
Mit anderen Worten: Wird
Pk (x)
& (z )= E_,
22

1) A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Zeitschr.
19 (1924), S. 300—307; E. Landau, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipso-
iden, Math. Zeitschr. 21 (1924), S. 126—132; H. Petersson, Uber die Anzahl der
Gitterpunkte in mehrdimensionalen Elipsoiden, Abhandl. a. d. math. Seminar Ham-
burg 5 (1926), S.116—150; A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen
Kugeln, Math. Zeitschr. 27 (1927), S. 469—480.

?) E. Landau, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden II, Math.
Zeitschrift 24 (1924) S. 298310, § 4. Folgt auch sofort aus den Resultaten von
H. Petersson, loc. cit. *) und V. Jarnik, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen
Ellipsoiden, Math. Zeitschr. 27 (1928), §. 154—160.
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gesetzt, so ist die Folge

(1) o (1), €:(2), s 0u(n), -
beschrankt, aber nicht konvergent.

Es dringen sich nun naturgemif folgende Fragen auf:

1. Wie sieht die Ableitung®) der Folge (1) aus?

2. Wie sind die konvergenten Teilfolgen von (1) beschaffen?

Der Behandlung dieser beiden Fragen sind die folgenden Zeilen ge-
widmet.

Wir wollen von nun an stets k& gerade und % > 8 voraussetzen. Die
Ableitung der Folge (1) bezeichnen wir mit ,. Allgemeiner, wenn

(®) Zys Xy Tgs oo

eine wachsende Folge von natiirlichen Zahlen ist, so werde die Ableitung
der Folge

0 (@1): 01 (22)> 0 (25)s -+
mit Mz, o bezeichnet.

Mit ¢,, ¢,, ... bezeichnen wir positive absolute Konstanten, mit
¢, (k), ¢y (k), ... positive Zahlen, die nur von %k abhingen usw.

Wir wollen beweisen:

Satz 1. Die Menge I, ist perfekt.

Die Beweismethode des Satzes 1 gibt uns aber auch noch ein anderes
Ergebnis von einem mehr quantitativen Charakter; ndmlich: die Menge ¢,
ist nicht ,allzu diinn-; genauer: zwei nicht sehr kleine, zu M, komple-
mentdre Intervalle konnen nicht allzn nahe aneinander liegen; ganz genau:

Satz 24). Es gibt ein ¢, (k) >0, so daf fir je zwei zu M, kom-
plementdre Intervalle (y,, 6,), (74, 8,) mit y, <6, <y, <6, die Un-
gleichung gilt

. 8, —p 6—7.
Ya — 61;M-m (61 (k)’ W: 24002) :
Weil es nicht mebr Miihe macht, beweise ich diese Sitze in einer
etwas allgemeineren Form:

Satz 3. Wenn (D) eine wachsende arithmetische Progression wvon
natiirlichen Zahlen ist®), so ist My, o perfekt.

3) Eine Zahl & heit Haufungswert einer Folge a,, @y, a3, ..., Wenn es eine
Teilfolge dieser Folge gibt, die gegen & konvergiert. Die (offenbar abgeschlossene)
Menge aller Hiufungswerte der Folge a,, a,, a;, ... heiBt die Ableitung dieser Folge.

%) Es wird auch y, = — oo und §, =4 o zugelassen.

%) D. h. , >0 und ganz, ¥, —%,_, >0, ganz und von » unabhingig.
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770 V. Jarnik.

Satz 4. Wenn (D) esne wachsende arithmetische Progression won
natiirlichen Zahlen 1ist, so gibt es ein c,(k, D) > 0% mit folgender
Eigenschaft: Fir je zwel zu MWao komplementire Intervalle (y,, d,),
(74, 0,) mit y, < 6, <y, < 8, 18t

. Si—7 Op—
751_61ng<62(]‘7’©)’ ‘ﬁ’ %OB‘)-

Die Satze 1,2 schlieBen noch nicht die Méglichkeit aus, dal 9, viel-
leicht ein abgeschlossenes Intervall wire; dies ist aber mindestens fiir
grofe k nicht der Fall; denn es gilt

Satz 5. Zu jedem m >0 gibt es ein c;(m) >0, so daf fir jedes
(ganze, gerade) k > ¢, (m) die Menge MM, mindestens ") m komplementdre
Intervalle besitzt.

Nun zu der zweiten Frage nach der Beschaffenheit der konvergenten
Teilfolgen von (1)! Aus Satz 3 folgt: Es sei eine wachsende Folge

z,, Z,, ..
von natiirlichen Zahlen gegeben; dann ist die Folge

0 (%), € (%), -
sicher divergent, wenn die Differenz z, — z, , einer von n unabhingigen
Zahl gleich ist. Wir werden beweisen, da8 dieselbe Erscheinung allgemeiner
auch dann auftritt, wenn 2z, — 2z, , wnfer einer von n unabhingigen
Schranke liegt; d. h. wir beweisen den®)
Satz 6. Es sel
<, <z, <ag<...,

z, ganz, =z, ,—x,—=0() (n=1,2,8,...);

n

dann st die Folge

. 0i(71), 04(22), 0, (%), -
divergent.

Und noch etwas allgemeiner:
Satz 7. Es ses
<y <z, <oy <.,
z, ganz, x,=0(n) (n=1,2,8,...);
dann ist die Folge

. 0. (), 0,(25), (%), -
divergent.

Und diese Sitze sind in einem gewissen Sinn scharf; denn wir werden
noch die beiden folgenden Sitze beweisen:

%) D. h. eine positive Zahl, die nur von % und (D) abhingt.
) Vielleicht auch unendlich viele.
%} In den Sitzen 6, 7, 8,9 bezieht sich das Zeichen O auf ganzzahlig wachsendes 7.
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Satz 8. Es sei £ esn Punkt von M, und f(n) eine monotone Funktion
der natiirlichen Zahl n, fir welche gilt
f(n) >+ fir n— - oo.
Dann gibt es eine Folge von ganzen Zahlen

Y1> Yo» Ygs -
so daf
0<y, <#h<-i© Y—Yy_1=0(f(n))

lim g, (g,) = ¢.

und

Satz 9. Es sei & esn Punkt von M, und f(n) esne monotone Funktion
der natirlichen Zahl n, fiir welche gilt
f(n)—»—]—o9 fir n— -+ co.
Dann gibt es eine Folge von ganzen Zahlen
?/_1, yr_p y3: ey
so daf
0<y,<yp<.., y,=0(nfn))

und

HI[]. Qk (yn) = é'

n=cw

Satz 9 folgt freilich aus Satz 8. Unsere Aufgabe besteht also darin,
die Sitze 3,4, 5, 7,8 zu beweisen. Dabei ergeben sich die Sitze 5 und 8
durch geldufige Limesbetrachtungen.

§2.
Eine formale Umformung des Problems.
Nach Hermn Landau?®) ist
& k
2 -1
E + 2
F(g) r g) 2Z9< Ve
>’ bedeutet, daB nur iiber die zu g teilerfremden p zu summieren ist.
8 ist die GauBsche Summe

p,q

wle

F,(z)=

n

P

Z’ (Sp q) 2 _~1 ——2”";_—}—0( ).
0

p= n=0

3
I
o

21 q,u_?ﬁm:

m=0

9) In einer allgemeineren Form loc. cit. ¥), Formel (4); Formeln dieser Art gehen
auf Herrn G. H. Hardy, On the representation of a number as the sum of any
number of squares, and in particular of five, Trans. Am. Math. Soc. 21 (1920),
S. 255—284 zuriick.

49*
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Nach bekannten Formeln 1%) ist
8,,=0 fir ¢=2(mod4),

ary <_—q£) Vg fiir ¢=1(mod2),
?
4

nil (2 .
8,,=12e (?q)ﬁ fir g =0 (mod 4);
also ist
X
(8p.4) Up.g , WO
q* *
q2
(2) . g_—l .o
7,q=0 fiit ¢ =2 (mod4), 7, ,=(—1)* fir ¢g=1(mod2)
2
Npg = 2e” 2 fiir g =0 (mod4).
Es ist also immer
(3) lSp,ql é ]/—2—9“
Wir setzen fiir ganzes ¢ > 2
Sk i == —27:' r
(4) A, (b, z) = 4,(z) = - Z Spa 3187t
1;9 p =0 n=0
p’q 1 —27{17‘—'
(5) B pZ(: qk QZ ¢ ’
q 1 —~JZ’L?‘~
(6) B, (k, z) = B, (x)— MZ

Offenbar ist B,(z,) = B,(x,), wenn 2, = z, (mod g).
Es gilt nun!!) folgendes:

z f_l 2 L3 1 f_l 5_1
Z{)n“" =%+ 5t —i—o(x2 );
n=
E E
| & ——1 —2ain=, = -1
ST <o Max (2, L)
in=o = P 9—p

(fir 0<p<yg, (p,q)=1).

10} Vgl. z. B, P. Bachmann, Zahlentheorie 2, S. 145—187 (B. G. Teubner, Leipzig
und Berlin 1921 — anastatischer Nachdruck der 1. Anfl.). Auch bei Petersson, loc.
cit. 1), 8. 138, findet man diese Formeln zusammengestellt.

1) V. Jarnik, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, 2. Mitteilung,
Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 311—316, Hilfssatz 1 und 3.
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Also ist
"+1
q
die Rethe Z’A (z) ist also auf der Menge der natiirlichen Zahlen =z
q-—‘)
gleichmaBig konvergent; daher ist
- k
2
Fi(2) - % @?
P<§+1) n%; 1 >
(1) ale)= o =T lg T2 4, (=) +o(1)).
z2 ]7(5) g=2
Wegen der trivialen Abschitzung
k k
22
B <2, |B(2)] <o
q2 q

sind auch die Reihen j!Bql, > | B,(z)| auf der Menge der natiirlichen
g=2 q=2

Zahlen 2 gleichmiBig konvergent; weiter ist fiir jedes feste ¢ > 21?)
A,(z) = B,+ B,(z)+ o(1),

wo sich das Zeichen o auf ganzzahliz wachsendes = bezieht. Daher ist

nach (7)

®

(8) 0 () = 5 (3 Bi(2) + 5+ 5 Byt o(1)).
r(z) = =

Es ist nach (2) und (6) fiir ¢ > 2:
B(x)=0 fir ¢g=2 (mod4)

kq"' z P
B (= )— 22 e—h”q fiir ¢=1 (mod?2),
(9) ==
03 & I —enifr-292
Biz)=25 3 e ik fir ¢ =0 (mod4).
q27—0 =0

12} V. Jarnik, loc. cit. 1*), Hilfssatz 2. Man beachte, da8

Z _2xirl B _ogzi2
e = Mo ‘

r=0 =0

wenn z= R (modg), 0 < R<gq.
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Dabei ist die Summe nach p bei jedem 7 eine ganze rationale Zahl
(némlich die Summe der r-ten bzw. (7' — %) -ten Potenzen allen primitiven
g-ten Einheitswu.tzeln); wir haben also den

Hilfssatz 1. Es ser fir ganzes ¢ >1

0 2 (mod 4)
g,=q1¢ fir g=1{1(mod2):. 1)
2 0 (mod4)

13

Dann ist B,(z) ein Multiplum von (%"Y.

Insbesondere ist also B, (%) reell Aus (8) sehen wir nun (da B,
von z unabhingig ist): Statt der Folge

(1) & (1), @(2), ...
konnen wir die Folge

(10) o, (1), 0,(2), ...
untersuchen, wo

(11) ou(z) = 3 B/(2).

Genauer gesagt: Wir bezeichnen mit %, die Ableitung der Folge (10);
allgemeiner: Es sel
(D) Ty, Ty ..
eine wachsende Folge von natiirlichen Zahlen; dann bezeichnen wir mit %
die Ableitung der Folge

0, (2,), 03 (25), - -
Wir haben dann fiinf Sitze 3a, 4a, 5a, 7a, 8a zu beweisen, die bzw. aus
den Sitzen 3,4, 5,7, 8 entstehen, indem wir dort IM,, Wy o, ox(z) durch
N, Ni », ox(x) ersetzen'*). Ich brauche diese Sitze wohl nicht explizite
aufzuschreiben.

§3.
Hilfssitze.
Wir benutzen folgende gelaufige Bezeichnungen:

Wenn n eine natiirliche Zahl ist, so sei ¢ (n) die Anzahl der zu =
teilerfremden Restklassen modulo #; u(n) sei gleich Null, wenn » nicht

13) Diese Bedeutung von s, wollen wir im folgenden stets festhalten.
1) Die Konstante ¢, (k, D) wird dadurch freilich anch abgeindert; dagegen
bleibt die Konstante ¢; (m) offenbar dieselbe.
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quadratfrei ist; sonst sei u(n)=(—1)", wo ¢t die Anzahl der in n auf-
gehenden Primzahlen ist.

Es sei T, die Summe der n-ten primitiven Einheitswurzeln; es ist
bekanntlich 7} =1; T, = — 1, wenn x eine Primzahl; 7, = 0, wenn n = p°,
p eine Primzahl, ¢ >1 ganz; 7,,=7T,T,, wenn (n,n’)=1. Also ist
stets T, = u(n).

Hilfssatz 2. Es sed r ganz, ¢ > 0 ganz, (r,q)=d. Dann ist

ge-znir%zi(g_))#(%>;

(%

3 bedeutet, daf nur iber die zu q teilerfremden p zu summieren ist.

Beweis. e = e ,

wo r’=£—, g = %; also (¢’,7’) =1. Wir haben nur zu zeigen, daf unter

den Zahlen —#’p nur die zu ¢’ teilerfremden Restklassen modulo ¢’ vor-
?(9)

kommen, und zwar jede genau —E—-mal; denn dann ist
(3)
q—1 —2=ir
e 7 _ @) p,__ ngq) PEAR
ATy

was zu beweisen ist.
Nun hat die Kongruenz

—r'z =a (mod ¢’),

wenn (@, ¢') =1, genau eine Lésung 2 = p, modulo ¢’, die von selbst zu ¢’
teilerfremd ist. Diese gibt modulo ¢ =dg¢’ zu d Losungen AnlaB,

(12) P P+ pi+2¢, - o+ (@ —1)g;
alle diese Zahlen sind zu q’ teilerfremd; es bleibt nur noch zu zeigen, dafl
genau 2(8) _ 2(9) ynter ihnen auch zu d teilerfremd sind. Es seien

?(g") ¢(%)
My, Mgy .eny T, die in ¢ aufgehenden Primzahlen; =, 7,,..., 7, diejenigen

unter ihnen, die nicht in ¢’ aufgehen. Es sind unter den Zahlen (12) die-
jenigen aufzufinden, die teilerfremd zu z, =, ... #, sind. Die Zahlen (12) durch-

lanfen aber offenbar Lﬂ vollstindige Restsysteme modulo z, 7,...7,;

Ty Ay« o« Ty

daher ist die Anzahl derjenigen unter ihnen, die zu =, #,...=, teilerfremd
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. Es ist aber

sind, gleich ¢ (m, 7, ... 7,) — 2

1 Ty oo o e

v(a) _ q(l—nl,>"'<l';1;) _
" (-5 ()

d
=‘P(nl"'nt),,1,,_” , W.z.b.w.

Wenn g, z, y natiirliche Zahlen sind, ¢ >1, 2 >y, so ist nach (9)

E
z b oe- ;r —2nzr£

(13) Bj(z)— Bj(y) =+ % 3

2 r=a p=0

wo a=y-+1, b=z fiir ¢==0 (mod 4), a——:y—!—l—ﬁ—, b=x—%q

fir ¢ =0 (mod 4).
Hilfssatz 8. Es seien gq,, 1, x, y natirliche Zahlen, 1<1<gq,,
¢, etne ungerade Primzahl, g =1g,. Dann ist

-2

x

|B(2) — By(y)] < ‘1°f’+”+ 3

gt "1® 91l

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei z >y. Wir be-
nutzen die Formel (13); dabei ist hier offenbar ¢, = ¢, —¢,. Ohne Be-

e+g—-1 —2::@‘1'2

schrinkung der Aligemeinheit sei a < b<<a+¢q (denn 3 e 1=0).
Wir setzen d = (7, q), d' = (r,1); nach Hilfssatz 2 ist %)

b ¢-1 wir® b b
7__5_52 o =£ 90((% w(2) =;-_2 qp((q‘_lz_))/‘(q;/l)
g 1 ,,_b - “ AT
_g,’ tr(qlll)\ (%f)+%7 q)(qi;) #< ) A, — Ay + Ay
r(ag) = o(%)

Dabei ist nach Hilfssatz 2 (wegen (1, ¢,)=1)

P RIS () = ;”1

ol d)”

-1

NOEES D

_) & =

—2:111'—

®
(=]

15) g,lr bedeutet: g, teilt r.
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wobei iiber die zw ! teilerfremden p’ zu summieren ist. Wegen

e+l-1 —-Znirp——

e =0

ist also =

(15) 14| <P

Weiter ist , .

A11=2L(q‘%#(‘q¥)= “2 OD(? ﬂ(i,);
molag) Y me(p)

die Anzahl der Glieder ist héchstens 7, also ist

(16) VREQ

Endlich sollen wir
b
_ v(a!) (4!
air d

abschitzen. Es ist

l—ll —2nfs5-
A =¢(q,) 2 2 e s
p=ba_.c?
[/
wo ilber die zu ! teilerfremden ' zu summieren ist. Es ist aber
s T e, )
?£<s<ﬁ =2 s
o= Ta
also
(17) | Am | < g, (logl 4-1).

Aus (13), (14), (15), (16), (17) folgt aber die Behauptung.
Hilfssatz 4. Wenn z, y, ¢ natirliche Zahlen sind, ¢ > 1, so st

’ 0 (&) 1
| By(2) — By (y)| < 251281
q2
Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei z > y; aus (13)
folgt dann unmittelbar die Behauptung, da

| b —2xir 2

|2 e ‘

Sy Mex(3, 75g)-
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Hilfssatz 5. Zu jeder (ganzen, geraden) Zahl k >8 gibt es ein
¢, (k) >0, so daf fiir jede Primzahl g, > c, (k) und jedes Poar z,y von
natiirlichen Zahlen die Ungleichung gilt

@ 1‘1
3 1B (2) =~ By(0)| + 3 | Blu (&) —

= = g2

Beweis. Nach Hilfssatz 3 und 4 ist

S| Bin(z) — Bia ()| + 3 | Bi(2) — B ()|

=49y

-1 £

1 &2 (logl+1 e 1
< 12 (og )+L21 +04(k)20gql

g =2 i gil=2 I* g=47 ¢*

Dabei ist, wie man leicht nachrechnet,

@-1 k o«
7 &7 (logl+1) et (logl+1)
2/ : k <.2/ : 3 <O’93

1=2 12t 1=2

und fiir ¢, > o, (k) ist

9 %S o 2 w2t _ 001
&y
<2 5= < —_E.E P
gil=2 I gi =2 9
log g > 0,01
¢ (k)Z’ B <o (k) Y s <o (k)5 < 5
a=qf q =q; q 4 Q1 2 Qil

(denn & — 3 >% —1). Damit ist sber der Hilfssats hewiesen.

Hilfssatz 6. Es se: q, eine ungerade Primzahl; dann ist

1k
’ 2 g—s—1
By(e)=(—1)® 4371,
9
wenn =5 (modg,), 0 <s g, — 1.
Beweis. Nach (9) ist
¢,-1k 1 z q,—l, —2zir 2
B = (-1 X e °
912 =0 =0
und
@1

Zeon“—’* g, —1 fiir g,|r
N —1 fiir ot )



Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln. 779

§ 4.
Beweis der Sitze 3a und 4a.

Wir denken uns jetzt ein gerades k> 8 gewiahlt; z , D seien zwei
natiirliche Zahlen, z, =2, + (2 —1)D (n=1,2,3,...); (D) sei die Folge
Ty, Tyy Xy, o -

Es sei & ein fest gewidhlter Punkt von My s, & eine fest gewihlte
positive Zahl. Weiter wihlen wir eine natiirliche Zahl n,, so daf}

IE - ok(xno) E < Zs(j
Endlich wihlen wir eine ungerade Primzahl ¢, > D, so da8

% < Tl_—l < %, was fir ¢ <¢,(k, D) moglich ist. Es seien n,, n,, ..., #

1 B
alle Primzahlen, die von g, verschieden und kleiner als g7 sind; weiter sei

8

log g7 ; 2 a
= [log ”j (also = < gf < mfitt).

Endlich setzen wir

=% gl.,.x%
M=m=ra.. a%,

Wegen (g,, D) =1 ist es offenbar mdglich, aus der Folge (D) zwei Teil-
folgen
y1? y‘),, Yss---3 295245335 ---

herauszugreifen, so dafl fiir n =1,2,3, ...
Yn = 2p = Zp, (mod M), ¥, =0 (modg,), z,=¢,—1(modg,).

Nach Hilfssatz 5,6 gilt dann fiir g, > Max (¢, (k), 100) — also fiir
& < ¢ (k, D) — einerseits

Idk(yn _Ei < Iak(yn) - Gk(xﬂo) _’_‘%

< By, (4a) — ql(“’na)l BN nglq,(?/n)—qul(xm)

+ 3 1Bi(sa) — Bolan) |+ 5 <195 55+ 35 <

a=af 91

und ebenso
lok(zn) - 5] <e,
andererseits

[0 (¥,) — 64 (2) | 2 | Bg,(9,) — By (2,)| — 0,95 ——
91

>001.e

91 Q1 41
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Es sel 5 ein Hiufungswert der Folge o,(y,), 0, (#,),...; { ein
Haufungswert der Folge o, (2,), 6,(2,),...; dann ist also

lE—n|<e, [E—C]Ze, |n—C]215

Also: Zu jedem Punkt £ von Nz o und zu jedem positiven ¢ < ¢ (k, D)

gibt es einen Punkt &' von %y, p, so daB
<l —F <

Daraus folgt:

1. Jeder Punkt von % o ist Hiufungspunkt von 9% o, womit Satz 3a
bewiesen ist.

2. Es selen (y,,6;), (7., 90,) zwel zu Ny, o komplementire Intervalle,
7, <0, < y,<<d,. Wir wihlen &= 4, und setzen

(K, D) 6—n 62_7'2)
2 2 2 .

e=min(

Der eben genannte Punkt & liegt wegen y, << 8, — e rtechts von &;
also ist & ;Tog §<&+e; daher muB wegen J,— y,>e gelten

7228 20,4505, 4. b

?’s"a =

R e (k, D) b6 —n 62_7’2)
= 200 ?

'—_mm( 400 ° 400 ° 400

womit auch Satz 4a bewiesen ist.

§ 5.

Beweis des Satzes 7a.
Hilfssatz 7. Es se:

(D) 2y, 2y, 2, ..

eine wachsende Folge von natirlichen Zahlen, x,= O (n).

Ich behaupte: Zu jeder Zahl f <1 gibt es eine Zahl ¢, {f,D), so
daf jede Primzahl q > ¢, (8, D) folgende Eigenschaft besiizt:

Es seien ny, m,, ..., 7, alle Primzahlen, die kleiner als q* und von q
verschieden sind; es ser

. log g2
&= [:log:n:,-

:1 (also nfi< g < w1y,
Es werde

M(q)=npng... a0
gesetzt,
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Dann gibt es eine ganze Zahl a und mehr als fq modulo q paar-
werse tnkongruente Zahlen b,, b,, ..., b,*®), so daf jedes der t Kongruenz-
systeme

z,=a (mod M(qg)), «,=Db,(modgq)
(1=1,2,...,1) fiir unendlich viele n erfillt ist.

Beweis. Wire die Behauptung falsch, so konnte man eine Zahl g
(0 <p<1) und eine wachsende Folge von Primzahlen g¢,,4q,,4,,...
finden mit folgender Eigenschaft:

Zu jedem ganzen 7 >0 und jedem ganzen a gibt es hichstens g,
modulo ¢, paarweise inkongruente Zahlen b, b,,...,b,, fiir welche das
Kongruenzsystem

z,=a(mod M(g,))), «,= b, (modg,)

n

fiir unendlich viele n erfiillt ist.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei g¢;., > ¢7; dann ist offenbar
M(q,,,) durch g, M(g,) teilbar, also

M(q;,,)= M(g,) %fN:

wo f, N ganze positive Zahlen sind, (¥, ¢,) =1.

Es sei 4; die Anzahl derjenigen Restklassen modulo M(g;), die in (D)
unendlich viele Reprisentanten besitzen.

Wenn eine Restklasse @ modulo M(g,,,) in (D) unendlich viele
Reprasentanten besitzt, so hat auch die Restklasse @, modulo M(g,) be-
trachtet, und ebenso die Restklasse @, modulo ¢; betrachtet, unendlich
viele Reprisentanten in (D). Fiir die Klasse a gibt es also modulo M(g,)
genan A, Moglichkeiten, und fiir jede von diesen Moglichkeiten gibt es
nach Voraussetzung hochstens fg, Moglichkeiten modulo ¢, Also gibt es
hochstens f A, g; Restklassen modulo M(q,)g,, die in (D) unendlich viele
Reprisentanten besitzen. Jede Restklasse modulo M(g,)g; zerfillt aber
modulo M(g;,,) in genau ¢/ ' N Restklassen; daher ist

M
Ay S PA,qq[ N = pATE),
Daher ist, wegen 4, < M(q,),
4,< 87 M(gy).

Es gibt eine Zahl b > 0, so dal z, < bn fiir alle n; wir wihlen ein

festes ganzes ¢ >0 so groB, daB g’ < % In denjenigen Restklassen

modulo M(g;), die in (D) nicht unendlich viele Reprisentanten haben,
mogen K Glieder von (D) liegen. Es sei nun 7> 0 ganz; die Anzahl

1) Also £>fgq.
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der z,, die <IM(qg,) sind, ist hochstens
E-+14,<1p 7 M(g) + K< 31M(g) — 1

fiir geniigend groBe I. Daher ist fiir groBe

fﬁmmgﬁaM@m

Xr1
[—b-lM (q‘)

gegen die Voraussetzung z, < bn; w.z. b. w.
Beweis des Satzes 7a. Es sei

(®) Ty Ty, Ty, e
eine wachsende Folge von natiirlichen Zahlen, , — O (n). Es sei g, eine
Primzahl, ¢, > ¢, (k), ¢, > ¢, (0,995, D), ¢, > 200. Es sei M(q,) die im
Hilfssatz 7 definierte Zahl. Dann gibt es nach Hilfssatz 7 eine ganze
Zahl ¢ und mehr als 0,995¢9, modulo ¢, paarweise inkongruente Zahlen
by, by, ..., b,, so daB jedes der ¢ Kongruenzsysteme

z,=a (mod M(g), ,=b(modg,)

(¢#=1,2,...,t) fiir unendlich viele Werte von » erfillt ist. Wenn wir
(was offenbar erlaubt ist) 0 < b, < g, voraussetzen, so mull wegen
g, > 200, £ > 0,995¢, unter den Zahlen b, mindestens eine, sagen wir b,,

vorkommen, so dafl
0<Lbh,<0,01g,

und mindestens eine, sagen wir b,, so dal}
099¢, <08, < q,.
Es gibt also in (D) zwei Teilfolgen
Ypo Ygooov3 BysZayeens
so daf fiir alle natiirlichen =
Y, =2,=a(mod M(q,)), y,=0b,(modg,), 2z,=25,(modg,).
Daher ist fiir alle natiirlichen »
[04 (9,) — 0, (2,) |
= (B (va) — Bis(en) +.5 (Bi(9) — Bie(2,) + 2 Bitw) = Bis)|

> 0,98 — 0,951 —0,03
LAY £ L)
97 43 93

(nach Hilfssatz 5 und 6). Also ist die Folge

Oy (1’1), Oy (%)s o (xs)>

nicht konvergent, w. z. b. w.
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§ 6.
Beweis des Satzes ba.
Fiir zwei ganze Zahlen a, b mit a < b, die groBer als 1 und nicht

%:ﬁs—;—. Denn aus %‘: %’, a < b, wiirde
e,=1, &, =2 folgen, also einerseits b — 2@, andererseits @ =1 (mod 2),
b= 0 (mod 4), was einen Widerspruch liefert. Man kann also alle ganzen
Zahlen, die grofler als 1 und nicht kongruent 2 modulo 4 sind, in eine

Folge

kongruent 2 modulo 4 sind, ist

a,,a,, a, ...
umordnen, so daf

fa, £a, Ea,
(18) T T

Es 1st
o (2) = 3 By, (),
n=1

wo die Reihe rechts absolut konvergiert.
Wir wihlen nun eine ungerade Primzahl ¢ und halten sie fest. Es
sei g = a,, also

1 . 7 1 .
( fan % -~
(19) 2 g fir n<s, . <7 fir n>s.

Eine gelaufige Limesbetrachtung ergibt infolge (18), (19) folgendes:
Man kann ein ¢,,(q) wihlen, so daB fiir alle £ > ¢, (¢) folgendes gilt:

“ 3 10
2o ()| >

£y

»

1.

fiir alle Systeme von ganzen Zahlen

(20) gl’ 9‘2’ cre gﬂ—l’
fiir welche

-1
g, <a: (n=1,2..,5—1), 3g2>0.%)

n=1
© L3
o [Eag\?2 1
2. 2 al (%) <.
n=s+1 n 10 4

1%) Man beweist dies wie folgt: Es seien ¢, g,, ..., §s—, ganz und fest ge-
wiahlt; g, sei die erste unter diesen Zahlen, die von Null verschieden ist; also
lgm = 1. Wegen (18) ist (bei wachsendem k)

s—1 . : ] :
'n=%z1y‘I (7:—:) 20((3%”) )

(Fortaetzung der Fufnote 17) auf nichster Seite.)
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Wir denken uns jetzt ein k > ¢,,(g) fest gewahlt. Nach (9) ist erstens
B;, (z) =0
fir x = —1 (mod a,), zweitens (ganz roh abgeschitzt)

a'»
a,.

EAGIE

W

Nach Hilfssatz 1 ist

19|

’ £a,
Biu(@)= (=) g, (a),
wo g, (x) eine ganze Zahl ist, die also der Ungleichung
FACIESH
geniigt.

Wir teilen jetzt die Folge aller natiirlichen Zahlen x in Restklassen
modulo M =a,a,...a,_,; es seien 4, A4,,..., A, diejenigen Restklassen,
in welchen

9. () =g, (2)=...=9, ,(x)=0
(zu diesen Restklassen gehort z. B. die Restklasse x = —1 (mod M)). In
diesen Restklassen ist
s—1
(21) 5 By (2) = 0;

in allen iibrigen (vielleicht existierenden) Restklassen ist aber nach 1.

10

x

s—1
| 3 B, (2)] >
n=1
also nach 2. und Hilfssatz 6

|9(@)| 2| 3 Ba(@)| | By(a) [ — | S Bi,(@)]

-
= -

q

10 1 1 8
> E_TTE_ T i~ E_
q? q~2 1042 qz
Daber ist
s—1 * *
2,2 gan\? 4 |
Zgu (tTn) ‘>(am> (14+0(1)).
n=1 !

Wegen (19) ist also fiir geniigend groSie %
IS d 1
Ean\ "~
lg"" (32) 1100 (y)

Weil aber fiir (20) nur endlichviele Moglichkeiten bestehen, folgt daraus schon 1.

Wl



Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln, 785

Jede Restklasse 4, (¢ =1,2,...,u) zerfillt in genau g Restklassen
4,0, 4,4, .-, 4;,_, modulo Mg (denn offenbar ist ¢t M); es sei
z=¢g—1—1(modg) in 4,,. In der Restklasse 4, , gilt nach Hilfssatz 6

q—1 li )
Bi(z)=(—-1)* * =,
q°
also wegen (21) und 2
-1k 1 1
o (2) —(=1)% 5 <.
q? 10¢2
In jedem der ¢ abgeschlossenen Intervalle
g1k ¢—1 k
55 ! 1 55 ! 1
(OF3 - L, 0TIy
q? 10¢* q* 1042

(1=0,1,...,9 —1) liegt also mindestens ein Punkt von 9N, im Rest
des offenen Intervalls
8B
(== )

EI' q
liegt aber kein Punkt von 9,. Daher besitzt %, fiir £ > ¢, (g) mindestens
g + 1 komplementére Intervalle, w.z. b. w.

§ 7.

Beweis des Satzes Sa.

Wir denken uns % fest. Es sei f(n) eine monotone Funktion der
natiirlichen Zahl n; es sei f(n)— -+ oc fir n— + co. Es sei & ein Punkt
von 9N, und =z,,x,,... ene wachsende Folge von natiirlichen Zahlen mit

61: (xn) - 'E'

Wir wihlen erstens eine wachsende Folge

I,l,...

von natiirlichen Zahlen so, daf
(1) > (n-+1)! (n=1,2,..).

Dann wihlen wir eine wachsende Folge

Yy> Yos -+
von natirlichen Zahlen folgendermafen:

y1:1: Y =2, ..., yllsll;
wenn nun fiir ein » > 1 die Zahl y, bereits definiert ist, so sei
Y, < yzﬂ+1§yzn+(n+l)!: Y1 = Ty (mod (n+1)1),

yl,+i=yl,+i—1+(ln’+l)! (i=2>3""’ ln+1‘_ln)‘
Mathematische Zeitschrift. 30. 50
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Wenn nun ein ganzes m > I, vorliegt, so sei [, <m <, ,; dann ist

0<Y— Y < (n+DI<F(I) L f(m),
also

m ™ Ym_1 = 0 (f(M)).
Zweitens ist fir [, <m <1

= "n+1

Y = 2, 1 (mod (n+1)1),
also ) ,
Bq(ym):——Bg(xn-}—l) fir g<n+1,

also nach Hilfssatz 4

|64 () — 04 (Z i) | < D) 1Bo(9,) — Bl (2,,2) | L e, (B) Z
g=n+2
daher ist

ul&t

=

lim Oy (y )_‘ h'm Oy (xﬂ) = E’

m= o
w.z. b.w

Prag, den 21. Februar 1929.

(Eingegangen am 23. Februar 1929.)
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