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Algebra und Zahlentheorie

UBER GITTERPUNKTE
IN MEHRDIMENSIONALEN ELLIPSOIDEN

Von V. JARNIK, Prag

In "diesem ganzen Artikel seien zwei ganze Zahlen £, 4, fest gegeben;
ky =4, ky= 4; weiter sei &=k, ky, s = min (%, k). Wenn f(x), g(x) fiir alle
hinreichend grof3en x definiert sind, g(x) >0, so soll die Formel f(+)=0(g(x))

bedeuten, daf3 lim sup If(( ))l < oo ist. Analog sollen die Formeln f(x)=o (g(x)),

x = oo

F@)=2(@) f&)=0((), /) =0(g(®), F(¥)=2(g(x)) bedeuten, dad
bzw. 11msup!f)—o lxmsuplf‘>o lim mf‘f|<oo lim mf|f‘_—_o lim mfyf|>o

Es seien nun «,, a, zwei posmve Zahlen, mit Q () be7e1chnen wir dann die
B+,

1
quadratische Form o, 3 224 azzzl

=1
Fir x >o0 sei A(x) die Anzahl der Gitterpunkte im Ellipsoid Q@) — x; V(x)
sei das Volumen dieses Ellipsoids; endlich sei

P@) =A@ — V@), S@) = j P(3)] dy.

Um die ,, maximale“ und , minimale* GroBenordnung von S(x) zu charakteri-
sieren, definieren wir /; = /1(Q) und /f; = /; (Q) folgendermaf3en: fiir jedes e >0 ist
S@) =0 @/ 1+e), S(x)=2(x/72), S@) =0/ rFe), S(x)=2L(x/2~¢).

Dann gelten folgende Sitze:
Satz r: Fir rationale Q ist
: = 0lei), st - 0()
fl(Q):fz(Q):;—*I; genauer: S(x)= O\x? , S(x)ziz x2 .
_k
Satz 2: Fir irrationale Q ist /(@) = 5 bLes gibt aber irrationale Q mit £ (Q)

k
= g— 1; genauer: fiir irrationale Q ist S(x)==o (x?“l); wenn aber ¢ (x) > o

k
@ (x)—+ o0 (fiir x —= o0), so gibt es ein irrationales Q mit S(2) = ( a—l(p(x)).
Dagegen gilt Sazz 3: Fiir irrationales () ist stets

fo(0) = ——1— (also<§——1);

0 . s . . . . . .
1) wenn —> rational bzw, irrational ist, so soll auch @ rational bzw, irrational heifien,
%

s—2
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es gibt aber ein irrationales Q mit £, (Q) = g —1— k—}— 5 (also> -- —2). Der
Spielraum von f;, /; ist nach unten abgegrenzt durch den Sats 4: Es ist /1(Q)
= LQO) = ~—2 schirfer: Es ist S(x)= ( :;“"').

Wir k1a551ﬁzieren nun die irrationalen Q folgendermaﬁen:

Es seien ¢,, ¢5, ¢3, ... die Naherungsnenner von Zvj; es sei » = »(Q) die obere

Grenze derjenigen Zahlen «, fiir welche (bei #—+o0) ¢, 41 =2 (g1 *7) gilt. Dann
gilt Sats 5

k I k s—2 I 2
- — 1 — = —1— fiir » — ist = =0
=5 RS e
zu setzen).
k

=

Daraus folgt sofort Sazs 6: a) Wenn ( rational ist, so ist f; = /5 = > b

b) Wenn »(Q) = o istl), soist /; :/‘2:2 — 2; ¢) In allen anderen Fillen ist /; > /5.

Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Ergebnisse soll in der Mathematischen Zeit-
schrift (Ueber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre, 3. Abh.) erscheinen.

UBER GITTER UND QUADRATISCHE FORMEN
Von N. HOFREITER, Wien

Es sei cin n-dim. Gitter gegeben, O sei ein beliebiger Gitterpunkt. Es gibt nur
endlich viele Gitterpunkte, die O am nichsten liegen. Ich wiahle ein Paar aus:

E, (#1;) und Ex (~— ¥1;). Nun wihle ich ein zweites Paar von Gitterpunkten aus:
E, (x5;) und Ez (— #2;), das O am nichsten liegt und nicht auf der Geraden (OE))
liegt, nun das nichste (es darf nicht in der Ebene (OE, E,) liegen) usw. bis zum
n-ten Paar. Die Strecken OE, heiflen das 1., 2., ..., #n-te Minimum. Es fragt sich
nun, wann erzeugen die cersten # Minima ein Fundamentalparallelepiped. Diese Frage
ist fiir die mecisten Reduktionstheorien von grofier Bedeutung. Es ist bckannt, daB
die ersten 2 Minima in der Ebene ein Fundamentalparallelogramm erzeugen, ferner,
daf} dic ersten 3 Minima im R, cin Fundamentalparallelepiped bestimmen (cuklidische
MaBbestimmung). Im R, erzeugen die ersten 4 Minima stets ein Fundamentalparal-
lelepiped, ausgenommen ist nur ein einziges Gitter. In diesem Fall brauchen 4 erste

R " - % . .
1) Bekanntlich ist v = o fiir fast alle positiven Werte von —= (im Lebesgueschen Sinne).
&%y
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