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Sur les points a coordonnées entiéres
dans le plan.

Par
VOJTECH JARNIK.

(Présenté¢ lc 24 Octobre 1924))

Soit (pour ¥ > 0) B (x) le nombre des points 4 coordonnées entiéres
(,,Gitterpunkte), intérieurs au cercle u2 - v2 = x. Si 'on pose B (%) =
= 7n % + R (x), on a, d’aprés un théoréme bien connu de M. Sierpinski,
R (x) = O (x'h). Ce résultat a été étendu a des courbes plus générales par
différents auteurs. D’autre part, on sait d’aprés M. M. Hardy et Lan-
dau que la rclation R (x) = O ("¢ n’est pas exacte pour aucune
valeur positive de la constante . On connait, dans cet ordre d’idées, des
résultats plus précis, dont je ne cite que le théoréme suivant de M. L a n-
daul):

Il existe trois nombres positifs C,, C,, Cy tels que, pour tout % >C,,
1l existe un point x, an moins tel que

L<a <4 Cy VEet R (%) >Cyxy'ls, et un point x, au moins tel que

N <ECoVe e R(x,) < — Cyxhe,

A

-
-
-l

L’extension de ce théoréme a des courbes plus générales fait 1’objet
du présent Mémoire.?)

Soient #, v deux axes rectangulaires. Dans le plan de ces axes soit
donnée une courbe continue, fermée et convexe L, contenant 1’origine
a son intéricur. Nous supposerons en outre que la courbe L satisfait aux
conditions suivantes: Il existe trois nombres positifs €, K, k& jouissant
des propriétés suivantes:

) ,,Uber die Gitterpunkte in einem Kreise” V, Gottinger
Nachrichten 1924, p. 135—136; voir aussi les résultats plus généraux, contenus
dans le Mémoire ,,Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen
Bereichen', ibid. p. 137—150.

%) Pour les détails bibliographiques et pour les démonstrations plus détaillées
voir mon Mémoire original (,O0 mfiZzovych bodech v roviné”, Rozpravy
C. Ak, 1924.). :
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Si nous introduisons un autre systéme de coordonnées rectangu-
laires &, v par les équations

E=wucosotvsing, n=—using -+ vcoso

(¢ quelconque), la courbe L sera représentée par les équations suivantes

n="1,,E), 1="124(E),
ou & parcourt un certain intervalle &, < E&<E,; fi ,(8), fo 4 (£) sont
continues pour &, < § < £, et possédent une dérivée seconde continue
pour &, < & < &; en outre, pour &, < & < &, on a fi, , (£) > fz, ¢ (£).3)
Pour §, —e<E£<E, ona

fig(B) =g + hoVey — &+ ky (25 — &) + Iy (B — E)r + @y, (8),
fo,p (B) =y — hy VE, — &+ ky(8y — B) — Iy (B, — E): + @y, 4, (B).

Les fonctions @y, , (£), @g, , (£) possédent une dérivée seconde continue
pour &, —e<E<E,% et 'on a *

D;,p (Ep) = D, (&) =0 =1, 2),

®@; , (§) est monotonne et en valeur absolue plus petite que K pour
E, —e<&<E, De plus, on a |k,| <K, |I,| <K, h, >k pour tous
les ¢. Enfin, f;, () a pour — &,,., + ¢ < £ < &, — cau plus K inter-
valles de monotonie et est plus petite que K cn valeur absolue.?)

Soit, pour x > 1, L (x) la transformée de L par I’homothétie du
rapport V¥ par rapport 4 Uorigine, c’est-a-dire le lieu du point (Vx u,
V% v), quand le point (u, v) décrit la courbe L.

Je désigne par J, resp. J (x) 'aire du domaine intérieur a L, resp.
L (x) (on a J (x) = J x); par 4 (¥), le nombre des points a coordonnées
entiéres a lintérieur de L (x), les points sur la courbe L (x) étant
comptés avec le poids /.. Je pose enfin A (x) = Jx + Q (x).

L. Identités pour A(x) et { A (y) dy.
1

Soient v, 8 (y < 3) deux nombres de la forme ,,nombre entier + }*;
soit F (¥) une fonction, définie pour y < x < 3, dont la variation totale
dans <vy, 8 > est égale a N, et soit | F (x)| < M dans <<, 3 >; on a alors
I’égalité bien connue

3) Aprés une rotation des axes de grandeur =, on voit immédiatement que

§,,,+,,= _"e('pr E:p-o-n: —'sq;! fl, (p(g) = _f2, (p+.7t(-— f)r fZ, q;(e) = - fl, (p+”('— 5)-
4) Dans tous le cas ou je parle de dérivées & une extrémité de 'intervalle dans
lequel la fonction est définie, j’entends les dérivées unilatérales, prises du c6té corre-
spondant. _
5) Evidemment, fqp a, comme fonction de ¢, une borne inférieure positive;
nous supposerons, pour simplifier, que le nombre & est suffisamment petit pour que
Ponait —§ .+ e<§& — &pour tous les . Une conséquence immédiate de l'in-
égalité b, >k est l'existence d'une borne inférieure positive de la courbure de L.



(1) E F(M—O)—;—Fn—{— }: ScosZarx F (x) d x,

y<n<é a=—wmy

ot la somme a gauche s’étend sur tous les nombres entiers # avec v <z < 3.

Lemme 1%, Dans les conditions indiquées, en posant

S, n (F, ¥, E s‘cos,?a ¥ . F(x)dx (n>m, n, m entiers),

a=my
ISm,n(F: Y, 8)] <A(8———‘Y) (M+N)’

on A désigne une constante absolue.
Je supprime la démonstration de ce lemme, qui est bien facile.
Pour simplifier, je suppose toutes les intégrales au sens de Lebesgue.
Je ferai usage du théoréme suivant de M. Lebesguef):

on a

Si f(x) = 5 1n (%) pour tous les x avec a <x <b, que f, (x) soient

n=

intégrables dans Uintervalle (a, b), et qu’il existe un mnombre K tel que

| = 1a (%) | < K pour tout nombre entier m>1 et pour tous les x avec a <x <b,
| = =r=

alors la Jonction [ (x) est elle-méme intégrable dans (a, b), et U'on a

[rax= i (tmax

Pour démontrer les identités indiquées, je me servirai de la méthode,
1

duc a M. Landau.”) Soit x > 1; je pose F (u, v, x) = {;}, si le point
0

a l'intérieur de

(4, v) est situé { sur
a l'extérieur de
Nous choisissons les nombres «, B, v, 3 de forme ,nombre entier
4 1* de fagon que L (x)®) soit située compleétement a l'intérieur du rect-
angle « < u <, v < v < 3. Pour chaque # avec « < # < 3, en posant

L ().

/ sz E F (u, n—O,x)—;—F(u,n—{—O,x)‘

y<n<é
on a évidemment [d’aprés (1)]
2) fu, x) = Scoszrv F (u, v, x)dv.

b=—
¢) Valable dans les condltlons plus générales.
) ,Die Bedeutungslosigkeit der Pfeiffer'schen Methode
fir die analytische Zahlentheorie', Monatshefte fiir Math. u. Phys. 34,

.8) Et a fortiori tout L (y) avec 1 <y <.
1*



En appliquant a f (#, x) la formule (1), on a enfin

+ ® B
fin —0, x)—2|—f(1z+0, %) Z Scos2anu.f(u,x)du=
@ L., e
= 2 Scos2anu( Z Scoszn'v F (u, v, %) dv)du
a=—w g b=—oyp

On constate aisément, en vertu de notre lemme et du théoréme
de M. Lebesgue, que 'on peut intervertir 'ordre des opérations

S du et E ; I'expression a droite de (3) est alors égale a

E 2 Soos2a7ru(Scos2b1:v F (u, v, x)dv)du——

a=—wb=—ow g

ot l'on a posé
P(x, a, b) =g50032uﬂ:ucos2bnvdudv,
.L(x) v
I'intégrale double étant étendue a l'intérieur de L (x).
L’expression a gauche de (3) est, comme le montre une considération
& (%) }
& (%)

L (x) qui est situé le plus {};?st} a pour ses coordonnées des nombres

€1 (x)}___ 0 dans tous les
& (%)

autres cas. Ainsi nous obtenons la premiére des identités cherchées:

bien facile, égale a A (x) — ¢ (x) — &, (¥), ol { =}, si le point de

entiers (c’est-a-dire est un ,,Gitterpunkt), {

Pour x> 1, on a

+ + 0o

M AW —a@W-—awW=3 Y Pkabd).
a=—wbh=—-»

Je construis ensuite
+
(X
a= —m

cette expression est, d’aprés (3), égale a S A(y) dy. D’aprés notre lemme
1

i
|

cos2amu.f(u,y) du) dy;

et d’aprés le théoréme de M. Lebesgue on voit aisément que l'on

peut intervertir 'ordre des opérations S dy et Z ; on obtient ainsi, en
a= —w

substituant a f (#, y) I’expression dOnnee sous (2),



(S}

E de(Scos2anudu[ 2 Scost-n:vFuv y) dv])

= —® Y
Une seconde application de notre lemme et du théoréme de M. Lebesgue
permet de transformer cette expression en

+ o™

§ 2 xdy(Scos2anudu[Scos2b~cv F(uvy)dv])
a= —® o1

On trouve ainsi la seconde identité:
Pour x =1, on a

(IT) [ Ay = ) Zf (v, a, b)dy.

II. Evaluation approchée de P (x, a, b)) pour grandes valeurs
positives de .

Dans ce §%, je désignerai par C les constantes positives, indépen-
dantes de %, a, b; par O les fonctions d’un nombre quelconque de variables,
dont la valeur absolue ne surpasse pas I. Je ne distinguerai pas au moyen
d’indices les divers C et 0.

Lemme 2¢. Pour x = 1, on a:

(4) P(x, 0,0 =Jx
et pour a®> + b*> >0 (a, b entiers) on a
x4
5 b) = 1, __ .
(5) P(x, a, b) =145~ Vo = (@ + o)
— i co
. T VT
. Z h¢ Sin (2 T Va "J[' b \lx C.qJ 4 ) + P a2 + bz)n/‘

ale

gp =%

. N b
ou la sommation s'étend d tous lesoon 0 < ¢ <2 r,igp= 4 = (pour a = 0,

on doit prende les deux angles —n—et 377:), et on Mg = 2 pour ab = 0,

2
Na,» = 1 dans les autres cas.

J’indique briévement la démonstration. La formule (4) est évidente.
Pour a2 462 >0, on a

-9 Et aussi, occasion donnée, dans le § suivant.



P (x, a, b)=S§cos2awu.cos2bnv dud v(“= qu’)

L(}) V= VZ”'
= x SScoszanWW cos2bm Vxv' du do'
L

=i X ’ ’ 4 ’ 7 e ,_b ’ ’ ’-
5 [&Scos2n\’x(au+bv)du dv +§Scos2-rw; (@n v')du va

(6) =%[A (a, b, ) + A (a, — b, x)],

ou —
b A (a, b, x) =SS cos 2 Vx (aw +bv)du' dv'.
L

Je pose aw’ + bv’ = Fav’

Va2 + 52 = Va2 02

c’est-a-dire je fais subir aux axes des coordonnées une rotation de grandeur
@, ou ¢ est défini par les relations

£ =

a . b
Varo Mt T Yare

On a alors, d’aprés les notations données dans I'introduction de ce Mémoire,

A (a, b, %) SScos Qr Va2 F02Vx £)d Edn

0<o<2m coso=

fo I
=_,) cos@rV@ LBV (ho () —lay(®)dE
Tcfp+an
1 o

= — 9 .‘.cvaz s V;_§§+nsin (27‘: Va2 + bzv—x— i) . [f’l,tp (E) _ 'uz,w (E_,)]dz

(intégration par parties).
Pour abréger, je pose A = 2 = Va2 + b2 Yx
A (a, b, x) est alors égale & —- —jl—multipliée par la partie imaginaire de
I'intégrale
E‘P

e (1, 9 (8) — f2 o (8)) dE.

_5<p+n

Nous divisons l'intervalle d’intégration en trois intervalles partiels
et considérons les trois intégrales séparément:

fy
4) S €48 (11, o () — 2o ()8

fp—e

= [edeo=0[1 o (B, — B) — 12 o (&, — DIAE /

z . h o
=g ) i — = B, VE+ O 4 (B —E) — Py 9(5,—F) ) dE.
a VE



Aprés quelques intégrations par parties, en utilisant pour 1’évaluation
du reste le second théoréme de la moyenne, on obtient pour cette intégrale

eiAE¢[h _2_;1_(__1_{_@)___“3—-;.4; h\lp/; __ig_dAe'\/'s_Ejf;
..ECDL (Ep —&) — D'y o (E —¢) co
M S - A”’]
=ee(Asq,+3§)h¢V%+ie‘A(5—e) 1.9 &y —e)Zquz( P —¢)
co
+ A7
5,,—:‘!
B) y €450 (&) — ['2 5 () d
(8) ."Etp+n+£ E=f —¢
[ e )] T CO
= v et T

o+m T
(On obtient I'évaluation du reste par le second théoréme de la
moyenne, en respectant les conditions imposées aux fonctions f; ¢ (8)).

=& iate
- C) § e4s (i, () — fap B) dE;
—Eq0+:1

en utilisant la note 3), on peut ramener cette intégrale a l'intégrale consi-
dérée sub 4) et 'on trouve ainsi pour elle la valeur

iz, .—1) h¢+nv_£__l_

ie‘A(—5¢+,,+”) f2,«p(_ £¢+n+5)':4"f1.q7( q)+n+s) + A‘/’ .

En prenant la partie imaginaire de la somme de (7), (8), (9), on obtient
(en remplagant A par sa valeur)

1
/ >
A(a, b, x) = 2\/2r(a2+b2)“/ax’o[h sm(zrc\ az-{—bz\/xﬁ‘p 4)

+h¢+ns'”1 (2Tt'\/a2+b2'\/x&(p+n—~ 4)] a2+b2 5/: 5, TR

en utilisant (6), on obtient aisément la formule cherchée (5).

(9)

III. Sur la fonction @ () pour grandes valeurs positives de x.
Je pose A(x) = Jx 4+ Q(x) et pour » = 0, a®> + b% >0, a, b, 7 entiers

2'rh+1
— x ¢
Pr (%, @, b) = Ma,5 — 2r+3
4V'2 7r’+1(a2+b2) ‘
E Iy sm(2w\/a2+b"\/xi r—;—),

tgp= + +— Eq’



: + ® + ®
(10) o@=Y Y P xab.m

= —0)h=—o
La convergence absolue de la série en (10) pour # = 1 est manifeste ; pour
r = 0 la série itérée en (10) est aussi convergente, comme on le voit, en
posant P (x,a,b) =P, (¥,a,b) + f (%,a,b) et en remarquant qu’aprés

+ o +
I'identité (I) et le lemme 2°¢ la série Z 2 "P(%,a,b) converge et

a=—0wh=—owm
+ ®

+ o
de méme la série 2 2’ { (%, a, b), envertu delarelation f (x, a, b) =
a=—wh=—w
. ceH
T al(a + b)Y
D’aprés l'identité (I) on a

+ o

+
dg

A@E) —g@) —g @) = E —f(x,a,b)—*-
a=—0wb=—on»
f(x, a,b)+ Jx,

a=—Xh=—»

alors
(11) 60(7‘):22/POZQ (*) —ZXf—5 —5=0 @ +0(1).

Par une intégration par parties et d’aprés le second théoréme de la moyenne,

on trouve aisément pour 7 =0
27 + 1

4 COx ¢ co
S-P y,a b)dy_~ ,+1(x(lb)+ z 27+7+ 27 +5°
1 (@x+0%) ¢ (@202 ¢
d’ou, pour » = 1,
2r+l
(12) go,wdy O +0(x ©).

Cette derniére relation est encore vraie pour 7 = 0, car on a, d’aprés
I'identité (IT),

EZZ’P .ab)dy =YY fp v, a, b) dy,
c’est-a-dire ! 1
SZ Z/ (P-;(y,a,b) + f (y,a,b)) dy= Z E’S (P—O (y, a, b) +f (y, a, b)) dy )
1 1

et par suite, la série £ X’ f (y, a, b) étant intégrable terme-a-terme,

Sx'ZZ'I_)O (3’. a, b)) dy:;:zzlfﬁo(y, a,b)dy
co oy CoO
_ZZ P (. a, b) +ZZ ( (a® -}-9;)2)’/. (az_i_bz)i,'.)’

10) L’apostrophe * signifie qu’il faut supprimer le terme correspondant a
a=>b=0, -




ce qui donne .
(00 ) @y = 0 (%) + 0 (x%),
1

c’est-a-dire 1’équation (12) pour » = 0.

Pour » = 1, la série © X’ P, est absolument convergente, et l’on
peut par suite changer l’ordre de ses termes a 1’arbitraire. Si nous désignons
Par A, Ay, ... (0 <A <Xy <...) les valeurs, rangées par l'ordre de
grandeur, prises par l’expression =2 (a2 + 02) §,2 (4, b entiers, a% 4 2 > 0
et si nous posons

v
U =7 ¥ s by B
4V & e =
tgp =+ L2
nous obtenons, pour ¥ = 1, r entier: e
27+1
. U (\) .
4 " : ¢ /
Q%) =x Z] 2,;_,,—sm(z Ve x — 4 —r—)
"= )\‘H' 4
D’aprés les propriétés bien connues des séries de Dirichlet, appli-
e 3 1 cdie N U
quées a la série Z )( ) ) , convergente pour R (s) > 1, on peut trouver
n=1 " i
un nombre entier p > I, si grand que
U ) o U Ow)
20+3 >2 20 +3 .
}\1 4 n=2 7\71 4

En posant, g étant un nombre entier positif quelconque,

3 2
(g+ t 8)
%@ (g) = =2 -

N . 2’
(6+ § 4
2@ (g) = n% — N )
1

on a alors (pour notre valeur choisie de g)

72 T2
%@ (g) = xN g2+0(g), %@ = —i;gz + 0 (g),

@ (g) <% (g) < %@ (g + 1),
- el ze+1
Qe [%@@1>Cg 2 ,Q[%@()]<—Cg *
D’aprés (12), on a alors, pour g >C,

(@)

%@ (8) 20+1
Qe ) dy >Cyg 2
%@ (g)
x’(e)(g_'_l) 20+1

Qeily)dy < —Cg &
x, @ (g)
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la longueur du chemin d’intégration étant dans les deux cas O(g), il s’en-
suit I'existence des nombres x,@—V (g), x,6—D (g) tels que
2@ (g — 1) S %Y (g) S %@ (g <%~V (g) <x,@ (g)

20—1

Qe[ @ ()] >Cg 2

_ Ze—1
Qo1 (%l V()< —Cg *
pour g >C. D’aprés (4), on a encore (pour g > C)

%07V (g) <m0V (g) < wyV (g+ 1),
. 2
xl(e—l) (g) =-7;:~ g2 -+ 0 (g): x2(9—1) (g) = 1;\4 g2 +0 (g);
1 1

d’aprés (12), on a (si p = 2)

%, V(g) 20—1
§020)dy>Ce
%5e=1(g)
%0 (g+1) 2o
§ Qrab)dy<—Cg 2
%e70(g) -
pour ¢ >C. En procédant ainsi, on démontre par induction le fait
suivant:
Lemme 3°. Il existe deux nombres positifs K,, K, jouissant des
propriédiés suivantes:

A chaque nombre entier positif g > K,, on peut faire correspondre
deux nombres x%,® (g), x,M (g) tels que

%D (g) <O (g) <%0 (¢ + 1),

%O () = - g2 + 0 (g), ﬂM)—«f+om
et '
%0 (g)
[0 ) dy > K, g
2,9 (g)

%0 (g + 1)
§Q0 ) dy < — K, g"
%, M(g)
Mais, d’aprés (11), on a Q, (x) = Q (%) + O (1).
Alors, la longueur du chemin d’intégration étant O(g), on a le résultat
suivant

Lemme 4e. Il existe deux nombres posm/s K,, K, tels que pour g > K
(g entier) on a
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7 (g)
(oo ay >k, g
%, (g)
ag = (g +1)
YO dy <— K, gh
7,0 (g)

De ce lemme, on pcut déduire aisément les théorémes II, III, IV,
qui font le résultat principal de ce Mémoire. Je trouve opportun du reste,
de commencer par citer le théoréme suivant, représentant un cas parti-
culier d'un théoréme général de M. van der Corput:lt)

Théoréme I°.

Q (%) = O (#7)

L’applicabilité du théoréme de M. van der Corput a notre cas résulte
de I'existence d'une borne inférieure positive de la courbure de la courbe L.

Théoréme 11°. Il existe trois mombres positifs K;, Kq, K, jouissant
des propriétés suivantes:

L’ensemble des points x de Uintervalle

[%. (g), 2,V (e)] 1 J>&#}
it et s a2 S
a, pour tout g > K, une mesure supérvieure @ K, g's.
Démonstration. Je démontre la premiére partie de la proposition
(la seconde partie se démontre d’'une maniére tout-a-fait analogue). On
a (en supposant toujours g suffisamment grand)

%, (g)
(13) (06 dy >K,g"
%50 (g)
La longueur du chemin d’intégration est plus petite que Kgg et Q(x) est
plus petit que Kgyg"s (d’aprés le théoréme I¢). Nous posons Kg = »21—23 ,
8

et soit M la mesure de I’ensemble en question (c’est-d-dire de 1’ensemble,
ou %M (g) S x =% (), Q) > Kqg).
On a alors
%, (g)
(14) MEg" + K, g Kog > [Q () dy.

%, (g)
De (13), (14) on conclut que

M > .___4:—- 6 _8_ g‘/l = ga,'.,
K,
9K,

11) Voir p. e. Uber Gitterpunkte in der Ebene, Math. Annalen 81, p. 1—20;
voir surtout le corollaire a la page 5.

d’ou le théoréme II¢ avec K, =
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Théoréme III* (conséquence immédiate du théoréme II°). Il existe
deux nombres positifs Ko, Ky, jouissant des propriétés suivantes:
A chagque nombre entier positif g, on peut faive corvespondre deux
nombres %,(g), %,(g) tels que
%y (8) < %(8) < %lg + 1)
7:2

2
1(g) = 5 ¢ +0e), mle) = 5 +0 @),

1
Q% ()] > Ky [% (91", Q[% ()] < — Ky [%: (8)17,
pour tout g > K,,.

Si la courbe L est le cercle #? + v% = 1, ce théoréme se réduit préci-
sement au théoréme de M. Landau, cité 4 I’ introduction.

Théoréme 1V°. Soit Q+ (x) = Max (0, Q (x)),
Q= (x) = Max (0, — Q (x));

on peut trowver deux mombres positifs Ky, K,g tels que

(15) SQ+ )ydy > K., &%,
(16) [0-0) dy > K 2
1
pour tous les x > K,.. '
Démonstration:
=V =V @
SQ*(y)dy ¥ 5 zp)dyz= Y, | Quay
&> K, x. 8> Ks-t.a) @
%O (g) < < x V(g <«
= K,gh— K, gl Ky x4y
2, R
0nV(g) <x r

d’ou la formule (15). La formule (16) se démontre d'une maniére tout-
a-fait analogue,
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