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ri * jZsdrj-zsC 

Bulletin international de l'Académie des Sciences de Bohême. 1924. • 
. ^t^<y^Tf 

Sur les points à coordonnées entières 
dans le plan. 

Par 

VOJTËCH JARNIK. 

( P r é s e n t é l e 24 O c t o b r e 1924.) 

Soit (pour x > 0) B (x) le nombre des points à coordonnées entières 
(,,Gitterpunkte"), intérieurs au cercle u2 + v2 = x. Si Von pose B (x) = 
= 7r x + R {%), on a, d'après un théorème bien connu de M. S i e r p i n s k i , 
R (x) = 0 (x1^). Ce résultat a été étendu à des courbes plus générales par 
différents auteurs. D'autre part, on sait d'après M. M. H a r d y et L a n 
d a u que la relation R (x) = 0 (xll* — £) n'est pas exacte pour aucune 
valeur positive de la constante s. On connaît, dans cet ordre d'idées, des 
résultats plus précis, dont je ne cite que le théorème suivant de M. L a n-
d a u 1 ) : 

Il existe trois nombres positifs Cv C2, C3 tels que, pour tout \ > Cv 

il existe un point xx au moins tel que 

c, < x1 < c, + C2 V\et R (xx) > C3x±
l/*, et un point x2 au moins tel que 

l < x2 <l + C2Vc, et R (x2) < — C3x2
l*. 

L'extension de ce théorème à des courbes plus générales fait Vobjet 
du présent Mémoire.2) 

Soient u, v deux axes rectangulaires. Dans le plan de ces axes soit 
donnée une courbe continue, fermée et convexe L, contenant Vorigine 
à son intérieur. Nous supposerons en outre que la courbe L satisfait aux 
conditions suivantes: Il existe trois nombres positifs s, K, k jouissant 
des propriétés suivantes: 

^ „ Ü b e r d i e G i t t e r p u n k t e i n e i n e m K r e i s e * ' V, Göttinger 
Nachrichten 1924, p. 135 — 136; voir aussi les résultats plus généraux, contenus 
dans le Mémoire „ Ü b e r d i e A n z a h l d e r G i t t e r p u n k t e i n g e w i s s e n 
B e r e i c h e n " , ibid. p. 137 — 150. 

2) Pour les détails bibliographiques et pour les démonstrations plus détaillées 
voir mon Mémoire original (,,O m f i z o v y c h b o d e c h v r o v i n ë", Rozpravy 
C. Ak., 1924.). 

Bulletin international. 1 



Si nous introduisons un autre système de coordonnées rectangu
laires S, 7) par les équations 

\ = u cos 9 + v sin <p, vj = — u sin 9 + v cos 9 

(9 quelconque), la courbe L sera représentée par les équations suivantes 

v) = A, y (5), *) = /2,*(Ç), 

où £ parcourt un certain intervalle E^< £ < lv\ fitCf(l), f2,<p(Z) sont 
continues pour E£ < £ < Eç, et possèdent une dérivée seconde continue 
pour E£ < l < ly; en outre, pour l,

(p<l< lv, on a /lf ^ (E) > /2, ^ (£).3) 
Pour ^ — s < £ < E ,̂ on a 

h^(Vl='nv + hvVtv-l + ktp {cv -Q+l9 (l<p - W> + o l f v (E), 

h, * (D =y\v-K V~~~~l + K (S* -D-I9 (1<P - W* + <&2f * (5). 

Les fonctions ®lf ^ (E), ®2, <p(E) possèdent une dérivée seconde continue 
pour Hç, — s < £ < ?</) et Von a * 

®i,v(Zv) = ®i9V(Zv) = 0 ( f = l , 2), 

O; ;^^) est monotonne et en valeur absolue plus petite que K pour 
Er — s < £ < £«,. De plus, on a | Av | < K, \lv\<K, h(p>k pour tous 
les 9. Enfin, /;•; v (Ç) a pour — lv + n + s < 1* < E,, — s: au plus K inter
valles de monotonie et est plus petite que K en valeur absolue.5) 

Soit, pour x > 1, L \x) la transformée de L par Vhomothétie du 
rapport Vx par rapport à Vorigine, c'est-à-dire le lieu du point (Vx u, 
Vx v), quand le point (u, v) décrit la courbe L. 

Je désigne par / , resp. / (x) Vaire du domaine intérieur à L, resp. 
L (x) (on a / (x) = / x) ; par _4 (x), le nombre des points à coordonnées 
entières à Vintérieur de L (x), les points sur la courbe L (x) étant 
comptés avec le poids 1/2. Je pose enfin A (x) = J x + Q (x). 

X 

I. Identités pour A (x) et j" A (y) dy. 
1 

Soient y, 8 (y < 8) deux nombres de la forme ,,nombre entier + i " ; 
soit F (x) une fonction, définie pour y < x < 8, dont la variation totale 
dans < y, 8 > est égale à N, et soit | F (x) | < M dans < y, 8 > ; on a alors 
Végalité bien connue 

3) Après une rotation des axes de grandeur n, on voit immédiatement que 

%<p + -~~ ~~ *'<p> £'<p + n~~ ~~ £<p> / l , <p(£) = ~" /2, <p +jt (~~' )̂» /2 , cp(v ^ ~ " / l , 9P + JT (""*)• 

4) Dans tous le cas où je parle de dérivées à une extrémité de l'intervalle dans 
lequel la fonction est définie, j 'entends les dérivées unilatérales, prises du côté corre
spondant. 

6) Évidemment, i a, comme fonction de <p, une borne inférieure positive ; 
nous supposerons, pour simplifier, que le nombre e est suffisamment petit pour que 
l'on ait — èy + ;;t + e < g — * pour tous les q>. Une conséquence immédiate de l'in
égalité h > k est l'existence d'une borne inférieure positive de la courbure de L. 



n\ Y1 F(n-0) +F(n + 0) t? f 0 _ , w 
(1) V 9 ^ 7 j J ™S * TC * • (*) * ' 

y < n < à a = — oo y 

où la somme à gauche s'étend sur tous les nombres entiers n avec y <n <8. 

Lemme 1er. Dans les conditions indiquées, en posant 
n s 

Sm,n (F, y, S) = V f cos 2 a iz x . F (x) d x (n > m, n, m entiers), 
a = m y 

on a 
\SM,n(F, y, 8)\<A(8~y)(M + N), 

où A désigne une constante absolue. 
Je supprime la démonstration de ce lemme, qui est bien facile. 
Pour simplifier, je suppose toutes les intégrales au sens de Lebesgue. 

Je ferai usage du théorème suivant de M. L e b e s g u e 6 ) : 
00 

Si f(x) = S fn (x) pour tous les x avec a <x <b, que fn (x) soient 
n = l 

intégrables dans l'intervalle (a, b), et qu'il existe un nombre K tel que 
m 

I ^ fn (x) | < K pour tout nombre entier m> 1 et pour tous les x avec a<^x<b, 
w = l 

alors la fonction f (x) est elle-même intégrable dans (a, b), et Von a 
b oo b 

J / (x) d x = £J j7„ (x) d x. 
a n = 1 a 

Pour démontrer les identités indiquées, je me servirai de la méthode, 

IM • 
due à M. Landau. 7 ) Soit x>l; je pose F (u% v, x) = K \\, si le point 

Ià Tintérieur del 
sur \ L (x). 

à Vextérieur del 
Nous choisissons les nombres a, (3, Y, S de forme ,,nombre entier 

+ \" de façon que L (x)8) soit située complètement à Tintérieur du rect
angle < x < ^ < ( 3 , y < v < 8. Pour chaque u avec a < u < (3, en posant 

/(«.*)= £ F (u, n — 0, x) + F (u, n + 0, x) 

— л 2 

ү <n<ð 

on a évidemment [d'après (1)] 
4- 00 S 

(2) f (u, x) = V f cos 2 b 7u v . F (u, v, x) d v. 
Ъ -= OD y 

6) Valable dans les conditions plus générales, 
7) , ,D ie B e d e u t u n g s l o s i g k e i t d e r P f e i f f e r ' s c h e n M é t h o d e 

f u r d i e a n a l y t i s c h e Z a h l e n t h e o r i e", Monatsliefte fur Math. u. Phy?. 34. 
.8) Et a fortiori tout L (y) avec 1 < y < x. 

1* 



En appliquant à / (u, x) la formule (1), on a enfin 

S f (n - 0, x) + / (n + 0, x) ^ / 
— ^—r— = \ \ cos 2 a TZ u . / (u, x) d u = 

/ o \ a <n<P a= — oo a 
V°/ +oo 0 + 00 <5 

= V V cos 2 a 7c u ( V f cOs 2 b 7c v . F (u, v, x) d v j d u. 
a -= — 00 a b = — oo y 

On constate aisément, en vertu de notre lemme et du théorème 
de M. L e b e s g u e , que Ton peut intervertir Tordre des opérations 
/? + 0 0 

\ du et V ; Vexpression à droite de (3) est alors égale à 
b — —oo 

• 00 +00 

V V \ cos 2 a 7c u M cos 2 b iz v . F (u, v, x) d v \d u = 

+ oo +oo 

£ J] P (*, a, 6), 

a = — oo& = — ooof y 
+ oo +oo 

a = — oo b = — oo 

où Ton a posé 

P (x, a, b) = \ \ cos 2 a TZ u cos 2 b TZ v d u d v, 
L(x) 

Vintégrale double étant étendue à l'intérieur de L (x). 
L'expression à gauche de (3) est, comme le montre une considération 

bien facile, égale à A (x) — ^ {x) — s2 (x), où l x^ ' \ = \, si le point de 

L (x) qui est situé le plus j \ a pour ses coordonnées des nombres 

\ z (x)\ 
entiers (c'est-à-dire est un „Gitterpunkt"), l 1K J\=0 dans tous les 

autres cas. Ainsi nous obtenons la première des identités cherchées: 
Pour x > 1, on a 

+ 00 + 00 

(I) A{x)-H (x) - s2 (x) = £ J P (x, a, b). 
a = — oo b — — a> 

Je construis ensuite 
x + .oo (i 

\\ LA \ cos2aiz u .f (u,y) du\ dy; 
I a= —oo a 

x 

cette expression est, d'après (3), égale à \ A (y) dy. D'après notre lemme 
i 

et d'après le théorème de M. L e b e s g u e , on voit aisément que l'on 
x + oo 

peut intervertir L'ordre des opérations \ dy et Yj ; on obtient ainsi, en 
1 ( 2 = OO 

substituant à / (u, y) l'expression donnée sous (2), 



+ 00 <5 

V \ dy (\ cos 2a iz u du \ V . f cos 26 TC v F(u,v, y) dv\j. 
a = — o o l a î»= —co y 

Une seconde application de notre lemme et du théorème de M. L e b e s g u e 
permet de transformer cette expression en 

+ 00 +00 X 

V V ( dy M cos 2a iz u du I f cos 2b % v . F (u, v, y) dv \\ 
a= —oo 6 = —oo 1 a y 

+ 0» + 0 0 X 

a= —oo b — —oo 1 

On trouve ainsi la seconde identité: 
Pour x ^ 1, on a 

X +00 + 0 0 ï 

(II) lA(y)dy= £ % §P(y, a, b) dy. 
1 a= —oo b= —oo 1 

IL Évaluation approchée de P (x, a, b) pour grandes valeurs 
positives de x. 

Dans ce §9), je désignerai par C les constantes positives, indépen
dantes de x, a, b ; par 0 les fonctions d'un nombre quelconque de variables, 
dont la valeur absolue ne surpasse pas 1. Je ne distinguerai pas au moyen 
d'indices les divers C et 0. 

Lemme 2e. Pour x ^ l , on a: 

(4) P (x, 0, 0) = Jx 

et pour a2 + b2 > 0 (a, b entiers) on a 
xxU 

(5) P (x, a, b) = Yjflf6 4 V2 ҡ (я2 + bђ'/> 

Ь 

_ . . . ( « - + ò-)'/. ' 
'* 9> - ± — 

0w /a sommation s'étend à tous lesyoù 0<<p <2 K,tg<p== _±- — (£ow a = 0, 

on doîï prende les deux angles -^-et—^—j; et où t\ath = 2 pour ab = 0, 

riah = l dans les autres cas. 
J'indique brièvement la démonstration. La formule (4) est évidente. 

Pour a2 + b2 > 0, on a 

9) Et aussi, occasion donnée, dans le § suivant. 



X 

т 

P (x, a, b) = Ç f cos2aizu .cos 2 b 7c v dud v [ ;SLU j 
VA \v = \xv'/ 
L(x) ' 

= A; f f c0s 2a TZ Y # V . c0s 2 b 7t V # V du' dv' 
L 

\{\COS2TZ ])x~(au'+bv')du'dv' +^ cos 2 TZ ̂ x (au' — bv') du' d v' 1 

(6) = T P {a' bt %) + A l " ' - b ' * ) \ > 
OÙ r r r— 

A (a, b, x) = \\ cos 2 TZ ]x (au' + bvf)du' dv'. 
L 

Je pose ^ ^ , + w ^ _ w + av, ^ 
~~ V^2 + b2 ' ̂  ~~ Ya2 + b2 ' 

c'est-à-dire je fais subir aux axes des coordonnées une rotation de grandeur 
9, où 9 est défini par les relations 

a b 
0 < 9 < 2 x, cos 9 = — , sin 9 : Y*2 + b2 ' Y Ya2 + b2 * 

On a alors, d'après les notations données dans l'introduction de ce Mémoire, 

A (a, b, x) = JJ cos (2 TZ Ya2 + b2 Y~ÂT E) d \ d Y) 

^ 
= J ^s(2 7cVa a +6 2 V^Ç) . ( / i f 9 (E) - /2 . v (S) ) r fÇ 

" *9P + 7t 

1 
2*V<.̂ ГPV* i s i n ^ ^ + ъ^ i) .[f\v{i) - ł\AШl 

(intégration par parties). 

Pour abréger, je pose A = 2 TC y«2 + b2 V*. 
1 

A (a, b, x) est alors égale à j - multipliée par la partie imaginaire de 

l'intégrale 

J ^«(/^<-(S)- / '*,(?))<« . . 
- * : ' < P + « 

Nous divisons l'intervalle d'intégration en trois intervalles partiels 
et considérons les trois intégrales séparément: 

Aï l * A * ( f \ v ( D - t \ v ® ) d ' , 

= f *A (sv-v[n v {iv _ Ç) _ / ^ y ( ^ - Ç)]rf Ç 

-"-^-*«.f^^«(--^-3/vVT + o\«,(^-Q-O',.9(^-.o)rfç. 



Après quelques intégrations par parties, en utilisant pour l'évaluation 
du reste le second théorème de la moyenne, on obtient pour cette intégrale 

?' ̂ Л й ^ _ L ( - i + І) -ie-iA° * -ie-iAW 

(7) 
, f ^ . ^ f l ^ - ^ ^ И S —) , g®1 

_ „ ' A3' 

--g' (***+¥-) h^ľ- + ieІA%~* ľl-*&p - s ) - ^ * ^ - ° 
' __ __ 

. C 1 л°/> 
fff - « 

(8) - f < p + * 

B) j ^ f ( / / i . т ( Ç ) - / Ч П Ç ) ) ' - Ç 

]
f - í — t 

^ i ( / , i . y ( g ) - / , i . - ( 9 ) l * " * " ' , CQ 
L A J *—* + + e + A'!. • 

<p +n 

(On obtient l'évaluation du reste par le second théorème de la 
moyenne, en respectant les conditions imposées aux fonctions fit y (£)). 

— _ +jt + e 

Q * ] *A*U\Al)-t\*®)*l\ 
<p + Jt 

en utilisant la note 3), on peut ramener cette intégrale à l'intégrale consi
dérée sub A) et Von trouve ainsi pour elle la valeur 

e-i(A^+n~i) A- + -Y4- + 
(9) f * A 

• piA(-Ç + s) f\jP ( ~ %<P+n + g) — / ' l . y (— l<p+n + g) , C ® 
16 v + * A ^"A^' 

En prenant la partie imaginaire de la somme de (7), (8), (9), on obtient 
(en remplaçant A par sa valeur) 

A <"•»• *> " 2 V¥, („*'+ >•)•-,*•„ [*,»»(2W^+^ V7? , - *) 

+ .„*(s,V?+IiVïU-i)]+^-ïpr: 
en utilisant (6), on obtient aisément la formule cherchée (5). 

III. Sur la fonction Q (x) pour grandes valeurs positives de x. 
Je pose A(x) — ]x + Q(x) et pour r^.0,a2 + b2>0, a, b, r entiers 

_ _ + * 
— x i 

Pr (x, a, b) = ria,b — jT+T- • 

4 V2 - ' + » (a2 + 62) * 

. _ _ k s i « ( 2 7 t V ^ + P v / ^ ^ - ^ - - r y ) , 



+ 00 + 0 0 

(10) Qr(x)= J ] J ] >Pr(x,a,b).«>) 
a « — oo b = —oc 

La convergence absolue de la série en (10) pour r ^ 1 est manifeste ; pour 
r ==- 0 la série itérée en (10) est aussi convergente, comme on le voit, en 
posant P (x, a, b) = P0 (x, a,b) + / (x, a, b) et en remarquant qu'après 

+ 00 + 0 0 

l'identité (I) et le lemme 2e la série V V 'P [x, a, b) converge et 
a = —oo b = —oo 

+ 00 + 0 0 

de même la série V V ' / (x, a, b), en vertu de la relation / (x, a, b) = 
a = —oo b = —oo 

cв 
xl'> (a2 + 62)'/. • 

D'après l'identité (I) on a 

A(x)-H(x)-z2(x)= £ £ ' P 0 ( * , « , 6 ) + 
+ 00 + 0 0 

a = —oo b = —oo 
+ 00 + 0 0 

£ £ 'f(x,a,b)+Jx, 
alors . - — »- — 

(11) Q0(x) = S S 'P 0 = Q (x) - S S ' / - h - t2 = Q (x) + O (1). 

Par une intégration par parties et d'après le second théorème de la moyenne, 
on trouve aisément pour r ̂  0 

2r + 1 

j P , (y, a, b) dy =- P f + 1 (*, «, 6) + ^ y + , 
i (a2 + 62) * (a2 + 62) * 

d'où, pour r ̂  1, 

(12) J Ç , (y) rfy = Qr + , (x) + 0 (x ~ ^ ) . 

Cette dernière relation est encore vraie pour r = 0, car on a, d'après 
l'identité (II), 

c est-a-dire 

Î S S ^ ^ ^ S S ' lPÍУ,*,Ъ)dy, 

X ^ ^ ^ ^ X 

$%%\P^(y,a,b)+f(y,a,b))dy = %%§(P0(y,a,b)+f(y,a,b))dy 

et par suite, la série S 2V / (y, a, b) étant intégrable terme-à-terme, 

f S S'p° ( y- a«b)) d y = S S' Ip° (y«a'*) ̂  
= S S ?1 (*' a> b) + S S V (a2 + 62)'/« + (a2 + ô*)V. J ' 

10) L'apostrophe * signifie qu'il faut supprimer le terme correspondant à 
a = b = 0. 



ce qui donne 

^Qo(y)dy = Q1 (x) + 0 (*''.), 
i 

c'est-à-dire l'équation (12) pour r = 0. 
Pour r _ : 1, la série S S ' P f est absolument convergente, et l'on 

peut par suite changer Vordre de ses termes à l'arbitraire. Si nous désignons 
par \ , X2, . . . (0 < \ < \ < . . .) les valeurs, rangées par l'ordre de 
grandeur, prises par l'expression 7u2 (a2 + b2) Ç̂ ,2 (<z, b entiers, a2 + &2 > 0 
et si nous posons _ 

t7 (Xw) = * V 7)fl>6 ^ V s 
/. A / O < - - - - --. 4 V2 -̂(<-- + &-)£-

</? n 

tg<p = + -
nous obtenons, pour r _ ; 1, r entier: 

2r + 1 oo - - . 

0, (*) =- # 4 ^] ^ T ^ ^ 2 V/Xn % ~ * - r -J-j. 
n " ' X„ 4 

D'après les propriétés bien connues des séries de Dirichlet, appli

quées à la série V "' , convergente pour $1 (s) > 1, on peut trouver 
n =- 1 

un nombre entier p > 1, si grand que 

U (\) -^ JU (kn) 
2p + 3 > 2 _ j 2g + 3 . 

\ 4 n = 2x„ « 
En posant, g étant un nombre entier positif quelconque, 

3 \2 

•+-
1 *.W (g) = ъ* ^ ( . + . f +

8 ) , 

G+ľ-iľ 
*2<

e) (g) = * 2 ^ 

on a alors (pour notre valeur choisie de y) 

, , \ *i(0 (S) = ^ g 2 +0 (g), *2«> (g)=^-g*+0 (g), 
(a) \ h h 

\ *8<*> (g) < X^) (g) < X2«fl (g + 1), 

Qt L*i(e) (g)] > Cg ̂ , Qe \xj$ (g)] < - Cg* . 
D'après (12), on a alors, pour g >C, 

*i <*>(£)_ 2_+2 

j Qp_i(y)dy>Cg -
Xi<e) (g) 

*•«(* + -)_ _ » 
) Qe-1(y)dy<-Cg 2 ; 

*.«(g) 



10 

la longueur du chemin d'intégration étant dans les deux cas 0(jg), il s'en
suit l'existence des nombres x^— x> (g), x^—v (g) tels que 

*i(e) ( ? - ! ) < *2
t e ~x) (?) < *2

(ç) (?) < XiLo - X ) (?) < *iw (?) 

Ç e _ x [ ^ - 1 ) ( ? ) ] > c / " ^ _ ) 

Qe_1[^-l>(g)]<-c/^-L 

pour g >C. D'après (a), on a encore (pour g > C) 

«s*"1' (?) < *i(e-X) (?) < *-fe-1} (?+ 1). 

' *lfe-X) (?) = f ^ ?2 + 0 (g), XJ*~» (g) = -f- ĝ  + o (g) ; 
A l A l 

d'après (12), on a (si p ̂  2) 

*i<^(?) 2_^i 

j o o _ 2 ( y ) ^ > C g -
*2

(e-x,(?) 
^ - x ) ( ? + l) 

j o , _ 2 ( y ) d y < - C g - 2 -
*.<*"%) • 

pour g >C. En procédant ainsi, on démontre par induction le fait 
suivant: 

Lemme 3e. Il existe deux nombres positifs Klt K2 jouissant des 
propriétés suivantes: 

A chaque nombre entier positif g > Kv on peut faire correspondre 
deux nombres x^ (g), x2M (g) tels que 

*2(1) te)<*i(1) (g)<*él) (g + i), 

et 

*.« {g) = | 1 g* + o (g), xjn (g)=^-g* + 0 (g), 
л i л i 

* i ( 1 ) f e ) 

$Qo(y)dy>K2g>i. 

*2 ( 1 )(?) 

* 2

( 1 ) ( ? + 1 ) 
^Qo(y)dy<-K2gK 

*i ( 1 )(?) _ 

Mais, d'après (11), on a Q0 (x) = Q (x) -f 0 (l). 
Alors, la longueur du chemin d'intégration étant 0(g), on a le résultat 

suivant 

Lemme 4 \ II existe deux nombres positifs K3, Kt tels que pour g >KS 

(g entier) on a 
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*l(1)(g) . 
lQ(y)dy>K,g\ 

*2
(l) (S) 

(13) ' *2
(1)(g + l) 

$Q(y)dy<-Ké?t: 

*i(1,(g) 
De ce lemme, on peut déduire aisément les théorèmes II, III , IV, 

qui font le résultat principal de ce Mémoire. Je trouve opportun du reste, 
de commencer par citer le théorème suivant, représentant un cas parti
culier d'un théorème général de M. van der Corput:11) 

Théorème Ie r . 
Q(x)=0 (*v.) 

L'applicabilité du théorème de M. van der Corput à notre cas résulte 
de l'existence d'une borne inférieure positive de la courbure de la courbe L. 

Théorème IIe. Il existe trois nombres positifs K5, K$, K7t jouissant 
des propriétés suivantes: 

U ensemble des points x de Vintervalle 

[ [*,<'>(g),*i<»(g)] \OÛOix)l >K*?U 1 
l [%(,) (g). *2

(,) (g + 1)31 ^ ( ' 1 < " K* g1!, f 
a, pour tout g > K5t une mesure supérieure à K7 g^*. 

Démonstration. Je démontre la première partie de la proposition 
(la seconde partie se démontre d'une manière tout-à-fait analogue). On 
a (en supposant toujours g suffisamment grand) 

*!(1>(g) 
(13) §Q{y)dy>Ktgv.. 

*2
(,)(g) 

La longueur du chemin d'intégration est plus petite que K8g et Q(x) est 

plus petit que K$g%i* (d'après le théorème Ier). Nous posons Ks = -^j* , 

et soit M la mesure de l'ensemble en question (c'est-à-dire de l'ensemble, 
où *2a> (g) ^ x fg *.w (g), Q(x) > fftfV.). 

On a alors 
*ia)(g) 

(14) MK^ + Ks g Kg* > f Ç (y) dy. 

*2
(1)(g) 

De (13), (lé) on conclut que 

M > - ^ ZLK«KJ- «v. = _2L« «•/. 
^ R9

 § 2R9
 g ' 

d'où le théorème II', avec K7 =
 4 

2R0 
n) Voiґ p. e. Übeґ Gitterpunkte in der Ebene, Math. Annalen 81, p. 1— 20; 

voir surtout le corollaire à la page б. 
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Théorème IIIe (conséquence immédiate du théorème IP). 27 existe 
deux nombres positifs K10, Klv jouissant des propriétés suivantes: 

A chaque nombre entier positif g, on peut faire correspondre deux 
nombres xx(g), x2(g) tels que 

%2 (g) < *lfe) < **(g + 1) 

*i (g) = ^g* + °(g)> *&) = ^s2 + ° M> 

Q IX (g)] > Kn !>i (g)Y< > Q \.H (g)l < - « u [*2 fe)r\ 
pour tout g > K10. 

Si la courbe L est le cercle u2 -{- v2 = l, ce théorème se réduit préci
sément au théorème de M. L a n d a u , cité à V introduction. 

Théorème IV\ Soit Q+ (x) = Max (0, Q (*)), 

Q-{x) = Max{0,-Q(x)); 

on peut trouver deux nombres positifs K12y i£13 tels que 
X 

(15) j Q+ (y) dy > Ki3 x\ 
i 

X 

(16) j Q- (y) dy > Klt x^ 
i 

pour tous les x > K12. 
Démonstration: 

Л> *, ( , ) < г > 
$QUy)dy^ 2 J Qž.(y)dy^ £ J Q(y)dy 
1 « > K , *,(1,fe) S > *„ x,ß) {g) 

S > # 3 -- . 

d'où la formule (15). La formule (16) se démontre dune manière tout-
à-fait analogue. 
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