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PROPRIÉTÉS PROJECTIVES DU CONTACT. I. 

. Dans ce Mémoire, je m'occupe du problème suivant: Soient 
données, dans un espace projectif En à n dimensions, deux courbes Cx 

et C2 ayant, h un point commun A, un contact d'ordre précisément 
s — 1. On se propose de trouver un espace linéaire 0 h m dimensions 
contenu dans En tel que le contact des projections des courbes C1 et 
C2 soit d'ordre s-f-o—1 (<r>l). Je pose en outre la condition restric
tive o<Cs. 

Le cas très particulier n---3, c r = l est classique. II a été résolu 
par Halphen en 1880*. Le résultat de Halphen a été étendu au cas 
de n quelconque et <y=l**. Il existe alors un plan tangent rt commun 
aux courbes C\ et G2 au point A, appelé plan principal, tel que l'ordre 
du contact des projections est s lorsque l'espace 0 rencontre le plan 
Jt et dans ce cas seulement. Les cas n = 3, 0-—-1, 2, 3 ont été traités 
presque simultanément par M. Bompiani *** et par l'auteur f. Il s'est 
montré utile de supposer que les courbes C\ et 02 soient situées sur 
une surface donnée 2Jff. En particulier, le plan principal coïncide 
alors avec le plan tangent a U au point A. 

Ici je traite le problème général, en continuant à supposer que 
les courbes Cx et G2 soient situées sur une surface (a deux dimensions) 
2J donnée. Le résultat est que (v. § 9 pour l'énoncé précis) le centre 
de projection 0 doit rencontrer les plans tangents a 2J à o points 
successifs de la courbe Ot (ou de la courbe 02). Il est remarquable 
que les conditions pour O ne dépendent pas de la valeur de s (pourvu 
que .S' > o"). 

Si Ton voulait approfondir ce résultat, on devrait faire usage de 
la notion des tangentes quasiconjuguées, due à M. Bompiani (v. § 10). 
Je fais cette étude détaillée pour les cas o = 2 et 0-3. 

- Sur les invariants différentiels des courbes gauches (Journal de TEcole 
Polytechnique, t. 27, 1880). 

** Berzolari, Sugli invarianti differenziali proiettivi délie curve di un iper-
spazio (Annali di Matematica, t. 2G (2), 1897). 

*** Sul contatto di due curve sghembe (Memorie delPAccademia delle Scienze 
di Bologna, t. 3 (8), 1925-6. 

f Projektivní diferenciální geometrie (Sborník Jednoty československých mate
matiků a fysiků s v. 18, 1926). 

f f II suffit évidemment que S ait un contact d'ordre s + a — 1 avec Cx et G.2en A. 
1* 



La méthode employée est une extension de celle dont j'avais fait 
usage en traitant le cas w = 3 ; l'extension au cas de n quelconque 
exige d'ailleurs beaucoup de calcul. 

Dans les suivants Mémoires, portant le même titre, je traiterai 
d'autres questions de nature projective relatives au contact. Le lemme 
du § 2 et ses diverses extensions joueront toujours un rôle fondamental. 



§ 1. Définition du contact de deux courbes. 
Par une fonction j'entends dans tout ce qui suit une fonction réelle 

ou complexe d'une ou de plusieurs variables indépendantes réelles ou 
complexes, définie dans un domaine ouvert et y possédant les différen
tielles totales de tous les ordres. 

Soit (uu ...,un) un système de coordonnées curvilignes dans un 
espace En h n dimensions ou plutôt dans une portion ouverte de cet 
espace. Une courbe Gl de Vespace En sera supposée définie par un 
système d'équations de la forme 

ih — (pL (v), . .., un = qn (v), (1) 

<Pi, • • • (pn étant des fonctions (au sens précisé plus haut) d'une variable 
indépendante (paramètre) v. Le même lieu de points soit défini aussi par 
le système d'équations 

ut ---..-- (pL (w), . . . un — (pfl (w). (2) 

On a alors une correspondance entre les paramètres v et w ; nous con
viendrons de ne regarder comme identiques tes deux courbes définies 
respectivement par les équations (1) et (2) que lorsque cette correspon
dance est biunivoque et exprimée analytiquement par w = F(iï) oh F est 
une fonction (au sens précisé plus haut) telle que, pour chaque valeur 

de v, ———— -4= 0. On sait que la notion de courbe, ainsi précisée, est 

invariante par rapport aux changements biunivoques et réguliers des 
coordonnées curvilignes (uu . . .,un) 

Ûi "--fi (Ul? • • • ? Un)y (1 < ? < n) 

le mot régulier signifiant que le déterminant "'" est partout différent 
d r o u ; 

e zéro. 
Un point particulier de la courbe Gl7 définie par les équations (.1), 

correspondant à la valeur v du paramètre ?;, sera dit un point simple 
de la courbe GA si une au moins des dérivées qfi (v) (1 < i < n) ne s'anulle 
pas pour v = v. Grâce à la condition posée plus haut, cette notion du 
point simple est invariante par rapport au passage de la représentation < 1) 
a la représentation (2) ; cette notion est aussi invariante par rapport aux 
changements biunivoques et réguliers des coordonnées curvilignes (uL,..., un). 
(Sauf avis contraire, on supposera toujours que chaque point considéré 
d'une courbe en est un point simple. 
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Considérons maintenant, outre la courbe 6y_ définie par les équations (1) 
et contenant le point 

A=[(p1(v), . . . q>n(v% 

une autre courbe C2 de l'espace En passant elle aussi par le point A. 
Soit s un nombre entier positif. On dit que les courbes Ct et C2 ont 
un contact d'ordre s —1 au point A si l'on peut définir la courbe C2 

par des équations 
ux = \px (y), . . ., un = if)n (v) 

telles que* 

<žv гpi (yУ 
' dvv 

Jv :'--v 

dl!flvl 
dvv (0 <v<Ĺ.9 — 1; l<Ĺ:i<n) 

Rappelons que nous ne considérons que le cas où A est un point 
simple et de 6 t et de 6_. On sait que la définition donnée du contact 
est invariante par rapport aux changements biunivoques et réguliers des 
coordonnées curvilignes uv . . . un ; on sait encore que cette définition ne 
dépend pas du choix de la représentation paramétrique (1) de la courbe Cu 

L'ensemble M de toutes les courbes ayant au point A un contact 
d'ordre s—-1 avec Cv, forme Vélément d'ordre 8 — 1 de la courbe Gl 

au point _4; c'est aussi l'élément d'ordre s 1 d'une courbe quelconque 
de F ensemble M. Si les courbes Ci et C2 ont un contact d'ordre s — 1 
au point commun Ay et si l<a<s7 elles y ont aussi un contact d'ordre 
o—l. Si les courbes 6\ et C2 ont, au point commun _4, un contact 
d'ordre s— 1, mais non d'ordre s, je dis qu'elles ont un contact d'ordre 
précisément s—1 au point A. Rappelons enfin que deux courbes C[y C2 

ont un contact d'ordre 0 en chaque point commun. 

§ 2. Lemme fondamental. 

Soit (ii{,. . .,un) un système de coordonnées curvilignes dans Vespace 
En à n dimensions. Considérons deux courbes 6\ et G2 de Vespace En 

définies respectivement par les équations 

Ui = q>i(y)] (l<i<n) (1) 

Ui = iJJi(ïi). (l<i<n) (_>) 

Soit v une valeur particulière de la variable v. Posons 

~dvfll~ 
(i?;v 

'dУq)i(vj 
Џv : IP,., 

( l < / = n; v = 0, l, 2 . . . ) 

Soit 1 <a<s. Soit 

<fiv =-— tyiv (0 < v <,s — 1 ; 1 < i < n) (3) 

* La dérivée d'ordre zéro d'une fonction <p est la fonction y elle-même. 



ainsi que les courbes Qi et C2 ont un contact d'ordre s — 1 au -point 

A = (<pm • • • , (pn<) = 0/>_o, • • • . Ipno)-

Ce contact est d/ordre s + a—1 si Von peut déterminer des nom

bres __-,, ( 0 < + < t f — 1) tels que 
S ! t t ç> I / \ 

?/+.+ — ̂  t^v-lt-- - ^ j ' r W t - y ^ + i (4) 

( l < i < w ; 0<J<a— l) 

et dans ce cas seulement. 
Démonstration. De la définition du contact il résulte aisément que 

le contact considéré est d'ordre s + a—-1 alors et alors seulement si 
l'on peut déterminer une fonction F (v) telle que 

~dF(vy 
F(v)-^v, 

et 
dv 

ф O 

• * > , ( _ / > ) ) -

dvv • W (0< v< 5 + a — 1; 1 < i< n) /+) 

Or. A étant un point simple de la courbe (+ un au moins des nombres 
(pu (1 < i <n) est différent de zéro. Il s'ensuit, en vertu de (.•>), que 
celles des équations (5) dans lesquelles 0<+<+—-1 sont vérifiées alors 
et alors seulement si 

'(PF(v)' 
dv* 

On peut donc poser 

1 si v = 1 
„-„.3 Ю si ; > 1 . - — 

a __ i 

-F(» -•• v + 27 - - ^ (t; - *++* + () (s 4 a), ( 6 ) 

a :0(^ r °+ V y 

en désignant par 0 (s + a) chaque fonction de v dont toutes les dérivées 
d'ordre > 0 et < s + a— 1 s'annulent pour v=v. Or 

_ 4 - a - 1 

ЦЧ (»') = ^" 5 ^ ( " - » ) « + 0 ( _ + ( r ) , 

ainsi que 
в + g - 1 

<F ř ( F (>«)) = Z rЩ- (F (v) — ѓ + + 0 (s + o+ í ) 
o. = 0 

Or de (6) il résulte 
?—a a 0 r 

('jp(t') — i;)a -__- (r — ?))a +- a 27 7 — + - - . (v — v)8+«-i-ti-"1 + O (5 + 0+ 
[3.-:-.:0 (* ~T P ) ' 

(F(T) — ?+ H = (r — ?;)a-i-ï + O (5 :- a). (1 < a <+ ; 1 < y <+ - 1) 

En substituant ces valeurs dans l'équation (7) on trouve 

^ . ( F (.;)) = 
T — r- - — r i n , 

7.0+-- "y 
ГJL 1 

s- 1 

a i 
U> — Ғ)a + V 7 - : + . + — v)s+a ^ 1 + 0 (s +- a\ 

3 o ( + + ) - " 



ce qui peut s'écrire 

rri(F(o))='l!l^(v-v) 
a o a ' 

rs - 1 

9P,-,,4< + 2ľ ľS ; l rt._yţp.,v + 1 

(» —/;)-" + í 

(s - ť)í , ; o(,- + a). (8) 

Il en résulte que 

~da(f; (F(vJ 
dva  УVa, (0 < a < s — 1 : 1 < / < n) 

'drV1 a jF(v() 

; -,/,-.M \9jfr-q>i^t\t\ v j f l < - ^ K-

( 0 < f < ( > — 1; l < i < n ) 

Les équations (5) équivalent donc d'après (o) aux équations (4) 

§ 3. Cas des coordonnées homogènes. 

Jusqu'ici j 'ai supposé l'espace E„ rapporté à un système de n co
ordonnées curvilignes (%, . . . , an). Mais il est facile de transporter les 
définitions du § 1, ainsi que le théorème du § 2, au cas oii Ton rap
porte l'espace E„. (où une portion ouverte de cet espace) à- un système 
de n j l coordonnées eurvdijnes liomojènes (x[0\ +'1. . . . . ,/•'" ). Une 
courbe C\ de l'espace En sera alors définie par des équations de la forme 

'/. 00 (D<i<ri) î 

où les fonctions (fi ne s'annulent simultanément pour aucune valeur 
de v, et où les rapports seulement des fonctions ()-c sont essentiels. Le 
point de la courbe C\ correspondant à v l 1 est un point simple de la 
courbe C\ si un au moins des nombres 

(° <'•<./ <r 
| <Pi (v), <Pj (?;) 

\<JiJ)j rp'j(h) 

est divers de zéro. 
Considérons maintenant deux courbes (Jt et C2 de l'espace Et! et 

soit A un point commun à ces deux courbes *. Soit 5' un entier positif. 
Si la courbe C\ est définie par les équations (1), le point A correspon
dant h la valeur /; du paramètre v, les courbes (Jt et C> auront évidemment 
un contact d'ordre s—1 au point A alors et alors seulement si l'on 
peut exprimer paramétriquement la courbe C\ par des équations 

telles que 
<řŕv 

І;(І'> =~ ipi (y) Ю< i<n) 

- i/.iv, (0 < v < s — 1 ; 0 < i < н) 

(2) 

+J 

* On suppose que A soit un point simple pour C\ et pour G.2. 



on j ai pose 
(P<Pt(vУ 

ФF~ 
(fiy, 

'Ф i{r)' 

dvv •Џь-
J v -•- г' 

(v ~ 0, I . . .; 0 < i < rì) 

Le lemme fondamental s'étend de la manière suivante: 

Les conditions (3) étant vérifiées, le contact des courbes C{ et (J2 

au point A est (Vordre s \ a — 1, où l < c r < , s . si l'on peut déterminer 

des nombres ctv, bv ( 0 < ^ < c x — 1 . ) tels que 

il>t,s-\-t — (pt,9j.t= Z '' ( a < _ v c/);.v + 1 ^ ^ . - v y'iv) (4^' 
v -0 \ * i 

( 0 < ; ? < > ; 0 < < < a — 1 ' ) 

e/ /̂Ojt.s 'jt; rlt.s seulement. 

Démonstration. On voit tout de suite que les courbes C{ et C2 ont 

un contact d 'ordre s - j - ex 1 alors et alors seulement si l'on peut 

déterminer deux fonctions F(v),(f(v) telles que 

-dFivJ] 

et 
(ІV 

'!'.v (•>) ( / r V ? + ) - 9 0 t ( - / < 7 + ) 

( 0 _< y < s +- (T — 1. ; 0 < i < ri) 

Or, .1 étant un point simple de la courbe C< un au moins des nombres 

I (pu <Pjl I ' ' 

est différent de zéro. On en déduit sans difficulté, ayant égard aux 
équations (3), que celles des équations (5) dans lesquelles 0 < r < s — 1 
sont vérifiées alors et alors seulement si ç(r) = l et 

= 0. 
ď>F(v) 

dlf ' 

í l SІ V 1 

„ :',; Ҷ O B І f > ľ 
1 ď'Q\V\ 

[~~7~ 
(l < » ' < < • --1) 

On peut donc poser 

F(v)-=v-\- " 
(U 

í . ( " ) - i + -

«.•••(> (« + a) 

--1 ha 

(y-•-?)*+" + Ois ~\-o), 

r{v — ?;)*+a •- 0(s + (J +ì a o ( s - f - a ) ! 

en désignant de nouveau 0 (s + cr) chaque fonction de v dont toutes les 

dérivées d'ordre > ( ) et < t s --j- c; 1 s'annulent pour r --.--I). On calcule 

aisément (v. § 2, (8)) que 

7v(I^))=='-S % ( » - » ) * + 
a----o a-
a — i 

Г/>ÍM + Í + 2 \Ь i | a , _ v c / i , v + l 

= 0 L v 0 

(v — î-y + Ł 

(S-rť)l 
0(* C7\ 
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Donc, d'après (6), 

<> (v). tfi (F(vj) = "z - ^ f (v — »)« 

a —1 г 
_ 57 

a=0 a i 
t ÍS i £ 

<pi, s +1 + 2 \ „ 1 (a>t - v <řo v F i + ^ - v Viv) t •— () 

Il en résulte que 

da 

(v — v)а+ 

(s-\-t)l 
•+-0(s-\-a). 

dv< :
ę(v)yi(F(v)) 

ds 

dv" + 
jÇ(v)q>t(F(v)) 

: (fia, (0 < a < s — i ; 0 < i < n) 

i (o _L_ A 

•5Pi„+i-f- 2 | ' ř J(a._v?>.,v + 1 + &._v<jí>.v). 
V = 0 

( 0 < ^ < ( 7 - 1 ; 0 < i < ^ ) 

Les équations (5) équivalent donc d'après (3) aux équations (4). 

§ 4. Première forme des conditions pour le contact des projections 
de deux courbes. 

Dorénavant (à l'exception du § 5), l'espace ambiant En soit un 

espace projectif k n dimensions rapporté k un système de coordonnées 

homogènes ordinaires (linéaires). Suivant un usage déjà assez commun, 

j ' indiquerai l 'ensemble des n - j - 1 coordonnées homogènes x^\ y(*\ x^ etc. 

(0 < i < n) par une lettre unique x, y, x1 etc. Pour 1 < m < n, j e désigne par 

\x0 XI . . . x.m) 

l 'ensemble des A déterminants d'ordre m 4 - 1 tirés du tableau 
[m - j - 1) 

^0
(0 ) # i(0) . . . xj°) 

x0^x^)... Xvy) 

J 'écr is 
a?0

(n)^i(4) • « . хт

(п) 

(xQx1 . . . хш) = О 

si tous ces déterminants sont nuls ; si (xQ x1 . . . xm) 4= 0? i e s déterminants 

symbolisés par (xQ xt . . . xm) sont les coordonnées grassmanniennes de 

l'espace linéaire Em k m dimensions (droite pour m=l, plan pour m 27 

hyperplan pour m = n — 1) déterminé par les points x0, xt . . . xm ; parfois, 

j e ferai usage du symbole (x0, xly . . . xm) aussi pour désigner cet espace Em. 

Une courbe Ct de l'espace En sera définie en exprimant les coordon

nées homogènes du point mobile de Ci comme fonctions d'un paramètre v\ 

j e désigne par x (v) l 'ensemble de ces n -f- 1 fonctions. Pour que le 

point correspondant k v = v soit un point simple de la courbe Cly il faut 

et il suffit que x v 
r / d x (v) \ 

V^l"dv -L;_ 
4=0; (1) 
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la droite représentée par le premier membre de (1) est alors la tangente 
h la courbe C\ au point considéré. 

Outre la "courbe C1} considérons encore une autre courbe C2 de 
l'espace En exprimée elle aussi moyennant le paramètre v; soient y (v) 
les coordonées homogènes du point mobile de C2. Soit A un point commun 
h Cx et à C2j et supposons que ce soit un point simple pour (\ et 
pour C2. Je peux supposer que la même valeur v de v donne A considéré 
comme point de C\ ou de C2. Supposons que les courbes C\ et C2 

aient un contact d'ordre précisément s — 1 (s > 1) au point A ; d'après § 3, 
je peux supposer, sans restreindre la généralité, que 

yv-=-*w (0<r<s-l) (1) 
où j'ai posé 

"dvx(v)l _ t rdvy(v)~ 
dv*> \0==% v? [_ dv* 

(v = 0 , 1 , 2 . . . ) 

Le contact considéré étant d'ordre précisément s — 1, on a, d'après § 3, (4) 

u$ Xg a0 '^\ a0 X0 I \) 

pour chaque choix des nombres a0, b0. Il s'ensuit 
(ys 3<sy %07 ffii) =f- " \^) 

car les points x0} xt sont linéairement indépendants, puisque A est un 
point simple de la courbe C\. Rappelons que la droite (xOJ x\) est la 
tangente à la courbe C1 (si s > 2, aussi h la courbe C2) au point A. 

Ceci étant, soit 0 un espace linéaire fixe a m dimensions ne 
contenant pas le point A ; soit .0 un espace linéaire fixe à n — m — 1 
dimensions sans point commun avec 0. Projetons les deux courbes 
6Y! et C2 du centre 0 dans l'espace Q. Pour que la projection A* 
du point A soit un point simple des courbes projetées Ct *, C2 *. il faut 
et il suffit que l'espace 0 n'ait aucun point commun avec la droite 
(xa xt) ni avec la droite (yG yx) (ces deux droites n'étant distinctes 
que si s = 1). Faisons cette supposition. En outre, supposons que 
0 < m < n — 3 et par suite n > 3 *. L'espace 0 soit déterminé par m -f- 1 
points linéairement indépendants 

zOJ 0t. . .zm. 

Pour plus de clarté, choisissons pour un moment le système de référence 
de l'espace En de manière que les n—m dernières coordonnées de 
chaque point de 0, ainsi que les m-\- 1 premières coordonnées de 
chaque point de £}, soient nulles. Alors les coordonnées homogènes du 
point mobile de la courbe C* seront égales à quelques-uns des déter
minants symbolisés par 

(Z, x (v)) -— U0, sly. . .z.m x(v))? 

les autres déterminants étant nuls. 

* Le cas exclu m — n — 2 est banal. 
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Pareillement, les coordonnées homogènes du point mobile de la 
courbe 6VK* sont symbolisées par 

(Z, y 0)) = (?o, £ 1 . . . , s*» y (v)). 

Les points zoy z1}. . . zm étant fixes? on a 

d* . , („ d?x(v)\ 
—. (Zy x (v)) = Z, —=—--~ ' 
d V v 7 ; \ ' dv^ 

dv , ~ . v f̂  dv y (A) 

0 = 0 , 1 , 2 . . . ) 

(2, ?/v) = (Z, a?v) ; (0 < v < ;s — 1) 

on voit donc que 6V** et G* ont un contact d'ordre s — 1 au point ^4:?;
T 

projection du point A, ce qui était évident. Soit maintenant o un nombre 
entier tel que 1 < G < s et cherchons les conditions pour que le contact 
des courbes 6VÎ; et C2* au point .4* soit d'ordre 5 |- G — 1. D'après § 3? (4)7 

condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est qu'on puisse 
trouver des nombres av? bv ( 0 < r < a — 1 ) tels que 

Or, d'après (1), 

Z> 2 \Ь~l, I( a t~v ^v-f l + & Í - v ^v) (Z, ya+t — xs+t)=--

( 0 < £ < ( T — 1). 

Autrement dit: Condition nécessaire et suffi saute pour que les pro
jections G*, 62* at6;Hi un contact d'ordre s - j - o * — l ( l < f f < 8 ) au poiut 
A* est qu'où puisse déterminer des nombres a v - b v ( 0 < ^ < c;— 1) tfcZs que 
le centre de projection 0 contienne les joints 

4, [8 + 1 \ / 7 
y8 + t — Xs-{-t— - i „ (^-v^v-l-H-^-v^vj- ('">> 

v=0 \ ^ 1 

( 0 < * < c r — 1 ) 

On ne doit pas oublier que nous supposons toujours que l'espace 0 ne 
contienne aucun point delà droite (xQXy) (et delà droite (y0yi) qui ne 
diffère de la précédente que si 8=1) et que la dimension de 0 soit 
< n — 3. 

Le résultat est particulièrement simple dans le cas a = l . On voit 
immédiatement (v. (2)) que les projections ont un contact d'ordre s alors 
et alors seulement si le centre de projection 0 contient un point du plan 

(ys — xS} XQ, XI) ; ( 4 > 

c'est le plan principal de Halphen-Berzolari*. Le plan (4) est un plan 
tangent commun aux courbes C\ et G2 au point A ; dans le cas simple 
$=l c'est le plan qui joint les tangentes aux deux courbes C\ et C2 

au point A. 

* V. l'introduction. 



13 

Le résultat obtenu est beaucoup moins satisfaisant si cr>2. Il 
semble que, pour le discuter, on ne puisse que prendre en considération 
toutes les relations linéaires et homogènes qui peuvent exister entre 
les points 

#v? Ps + t — %*-{-f ( 0 < ^ < 8 — 1; 0 < t * < o - — 1 ) 

Or en procédant ainsi, on ne peut guère espérer d'arriver à aucun ré
sultat général. Il est d'autant plus remarquable que, comme je montrerai 
plus tard, il suffit de poser convenablement la question pour obtenir 
un résultat assez intuitif et général. 

§ 5. La notion de variété. 
Pour transformer convenablement les conditions justement trouvées, 

je supposerai que les courbes G1 et G2 soient situées sur une surface 
donnée 27, A étant un point simple de la surface 2J. Or la notion de 
surface, comme celle de courbe, n'est qu'un cas particulier de la notion 
générale de variété. 

Soit, comme au § 1, (uv . . . un) un système de coordonnées cur
vilignes (non homogènes) de l'espace ambiant En. Soit l < m < / t — 1. 
Une variété à m dimensions Vm de l'espace Ea sera supposé définie par 
un système d'équations de la forme 

Uc — cpt (v{, . . ., vm), (i<.i< n) ( 1 ) 

(fx,...,(fn étant des fonctions (au sens expliqué au § 1) de m variables 
indépendantes (paramètres) (vl? . . . vm). Le même lieu de points soit défini 
aussi par le système d'équations 

ut = <f>i (wt, . . ., ivm). (1 < i < n) (2) 

On a alors une correspondance entre les paramètres (vx, . . . v.m) et 
(wtJ . . . wm) ; nous conviendrons de ne regarder comme identiques les 
deux variétés définies respectivement par les équations (1) et (2) que 
lorsque cette correspondance est biunivoque et régulière, c'est-à-dire 
exprimée analytiquement par wa = Fa (vVJ . . . vm) (1 < a < m) où Fa 

(- < « < m ) sont des fonctions (au sens du § 1) telles que le déterminant 

- — ! soit partout différent de zéro. On sait que la notion de variété 
I 3t>p I 
à m dimensions, ainsi précisée, est invariante par rapport aux changements 
biunivoques et réguliers des coordonnées curvilignes (uv ...,un). Une 
variété à une dimension n'est rien autre qu'une courbe au sens du § 1. 
Une variété à deux dimensions s'appelle surface; une variété k n —- 1 
dimensions s'appelle hypersurfaee. 

Un point particulier de la variété Vm définie par (1), correspon
dant aux valeurs (vx, . . ., vm) des paramètres (v±, . . . . vm), sera dit un 
point simple de la variété Vm si un au moins des déterminants d'ordre 
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m du tableau à n lignes 

i^,...,dM (Ki<n) 
\ 9 V dvm) v -= •= ; 

diffère de zéro pour (vx, . . ., vm) = (vl9 . . ., vm) (v. § 1 pour le cas par
ticulier m=l). On sait que cette notion de point simple est invariante 
par rapport au passage de la représentation (1) à la représentation (2); 
cette notion est aussi invariante par rapport aux changements biuni-
voques et réguliers des coordonnées curvilignes (uly ...,un). 

On peut faire correspondre à la variété Vm définie par (1) une 
portion ouverte d'un espace Em à m dimensions en considérant les para
mètres (vl9 . . . , vm) comme des coordonnées curvilignes de l'espace Em~ 

Une variété W^ k fi ( 1 < ^ < W — 1 ) dimensions de l'espace Em soit 
définie par les équations 

Va =fa (Wi> . . . ; Wy). (1 < a < m) (3) 

E n substituant les valeurs (3) dans les équations (1) on obtient des. 
équations de la forme 

iii = <Pi (wly . . . , Wp) (4) 

qui définissent une variété V^ située sur Vm. Les variétés W^ et Vp, 

étant rapportées aux mêmes paramètres (wl9 . . ., w^), on a une corre
spondance ponctuelle ent] e elles ; on voit facilement que, si tous les points. 
de Vm sont simples, à un point simple de TV̂  correspond un point simple 
de Vu et vice versa. Si tous les points de Vm sont simples, on peut 
obtenir chaque variété V^ situé sur Vm de la façon qui vient d 'être 
décrite. 

E n particulier, considérons une courbe C1 tracée sur la variété Vm 

définie par (1) ; la courbe Cx soit déterminée moyennant les équations 

Va=fa (w). ( l < « < m ) (5) 

Soit w une valeur particulière de la variable w; soit fa (w) = va (1 < a < m) ; 

soit ûi = (fi (v19 ...,vm) ( l < i < w ) . L a courbe C\ passe alors par le 

point A = (;tii9 . . ., ûn) de l'espace En. Supposons que A soit un point 

simple et pour la courbe Gx et pour la variété Vm. Soit (72 une autre 

courbe de la variété Vm passant elle aussi par A et y possédant un point 

simple. La courbe G2 soit définie par les équations 

Va = 9a {tv)> (l<a</m) (6) 

le point A correspondant, ici encore, à la valeur w de w. Les équations 
(5) et (6) peuvent être considérées comme définissant deux courbes 6y

l7 C2 

d'un espace à m dimensions rapporté aux coordonnées curvilignes 
(v1? ...,vm); le point (vl7 . . . vm) est un point simple de C\ et de G2, 

Les courbes G± et C2 ont un contact d'ordre s •— 1 au point A alors et 

alors seulement si les courbes C1 et C» ont un contact d'ordre s — 1 ait 

point (vl9 . . . , vm). C'est qu'on voit immédiatement si l'on observe que, 
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A étant un point simple de Vm, il est possible, au moins dans un voisi
nage du point A, de choisir les coordonnées curvilignes (%, . . ., un) de 
Fespaee En de manière qu'on puisse mettre les équations (1) sous la 
forme simple 

Ua = va, u$ = 0. (1 < a < m ; m -f- 1 << /? < n) 

Enfin, considérons le cas où Fespaee ambiant En soit rapporté à un système 
de w-f-1 coordonnées homogènes (x(®\ x^\ ..., #(")). Une variété Vm 

k m dimensions est alors définie par des équations de la forme 

x{i) = (pi (vu . . . . vm), (0 < i < n) 

les fonctions <f} ne s'annulant jamais simultanément; les rapports seuls 
des fonctions (fi sont essentiels. On voit tout de suite qu'un point de Vm 

correspondant aux valeurs (vv . . ., vm) des paramètres (vl7 . . ., vm) est 
simple pour Vm alors et alors seulement si Fun au moins des déterminants 
ďordre m 4- 1 du tableau à n - j - 1 lignes 

í Ъ(fi 

K ú' 
ЪЧ>Л 
дvm) 

(0<i<n) 

diffère de zéro pour (vu . . . , vм) = (vu . . -, Vfn)-

§ 6. Contact des projections de deux courbes situées sur une 
surface donnée. 

Reprenons les considérations du § 4. On peut toujours indique 
une surface contenant les courbes C\ et C2 et ayant un point simpler 
en A. On peut procéder p. ex. de la manière suivante. Posons 

ys — xs 

et pour v4= v 

y{vy_ #(*0 — #(*0. 
~ * ' " (v — v)* 

Des équations § 4, (1) il résulte que les coordonnées z(^ (v) 
(0<j<n) sont des fonctions infiniment dérivables de la variable v, la 
valeur v = v y comprise. Or posons 

X (u, v) ••-- x (v) - j - uz (v), 
ainsi que 

x (v) = X (o, ?;), y (v) = X [(v — iî)s, v]. 

Le point X(u,v) décrit évidemment une surface 27 contenant les 
courbes C{ et 6\>. II faut montrer que A est un point simple de H7 ou 

bien que IX--—^--' 4= 0 pour (u, v) = (0, v). Or 
x \ ou ovj ' 

dX dX\ 
dn dv 

dx (v) đz (v)' 
)=[-Ҷ*). *(»> - л г + t t љ 
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ce qui devient, en posant u = 0, v = v 

1 . >>, 
o' 0 i (y$ xs)y%i 

ф 0 

d'après § 4, (2). 
Maintenant, il convient d'introduire des notations nouvelles. Soient 

(u\j th) l e s paramètres du point mobile de la surface 27*, les valeurs 
(nl9 û2) des paramètres (ul7 u2) correspondant au point A] désignons 
par x = x (uu u2) l'ensemble des n --j- 1 coordonnées homogènes du point 
mobile de 2 exprimées moyennant les paramètres ux, u2. Posons 

dx dx / n 
X\ —-~~ — , X2 —::" _ . ( 1 ) 

du? du2
 v J 

On a 
(x xt x,) =4= 0 (2) 

pour chaque valeur de (u1? u2) correspondant à un point simple de 27, 
en particulier pour (ul7 u2) =-(ûl9 û2). Le plan (xx1x2) est, comme on sait, 
le plan tangent à la surface 27 au point x (uly u2). Indiquons par Faffixe O 
la substitution u = ù, v = vm, p. ex. 

(dx (u, v)\ (dx (u7 v)\ r* °\ r \ r /- ^ (dx{U,v)\ 
'0 = x (u, v); (x x1 x2)0 = x (u, v), — ^ — 1 

L \ OU ) n~ňj 

Xa — 
Ђv u u. 

V — V 

La courbe C1 de la surface 27 soit définie par les équations 

Ut = Cpt (V), U2 = Cfj (v), ( 3 ) 

la valeur v = v correspondant au point A. 

Pour une fonction quelconque f(ul7 u2) des variables ul7 u2 posons 

dy 
àУf- dvv / ( У i (»), (p-Á v)) o, (* = 0 , 1 , 2 . . . ) 

dYf=df7 ainsi que, p. ex., 

c?oWl =~ ÛV d°x = x07 dlx = dx = (X^Q <p\ (v) + (#2)0 v'2 (?) = 
= (x1)0du1-±(x2)0du2', 

la tangente à la courbe G1 au point A est évidemment (x0, dx). 

La deuxième courbe C2 de la surface 27 soit définie par les équations 

% = ÎA\ (t;), u2--~~ip2(v), (4) 

la valeurs ?? = # correspondant, ici encore, au point A. Pour une fonction 
quelconque f(ul7 u2) des variables ul7 u2 posons 

&>f= 
íp 
~fWi{v)> -Áv)) (» = 0 , 1 , 2 . . . ) 

* La surface 27 est supposée seulement contenir les courbes Cx et C2 et avoir 
le point A comme point simple; ce n'est pas nécessairement la surface construite 
plus haut. 
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d\f=df, ainsi que. p. ex., 

ô° u2 =— û2, d°x = x0, d ux = ip\ (v), (/•%> = î//"3 (£'). 

Nous supposons, comme au § 4. que les courbes C\ et G'3 aient un 
contact d'ordre précisément s — 1 (s > 2) au point A ; d'après le § 5, 
cela revient à supposer que, en considérant u{, u2 comme des coordonnées 
curvilignes dans un plan, les deux courbes de ce plan définies respecti
vement par les équations (3) et (4), aient un contact d'ordre précisément 
s — 1. On peut donc supposer, d'après § 1, que 

d%a = dru*, (a = 1, 2 ; 0 < v < s — 1) (5) 

L'ordre du contact étant 'précisément s — 1- on a donc, pour tout 
choix du nombre a0 (v. § 2, (4)), ou 

âJ uL — dsuL =}= «o àui 
ou bien 

d*u2 — dsu2 4= ao d>u2-

Or, A étant un point simple de la courbe Cl7 on ne peut pas avoir 
simultanément duL -== 0, du2 = 0, ainsi que 

(d'iit — dHi)) du2 — (dJu2 — dsu2) duL 4= 0. (**) 

Posons enfin 

»M = d°+* ua — &+* ua (a = 1, 2 ;t = 0 ,1 , 2 . . . ) (6) 

ainsi que l'inégalité (**) s'écrit 

«5-01 àu^ — dQ2 daL 4= 0. (7) 
Des équations (5) il résulte que 

&>x = (Px. (0 < > <̂  s — 1 ) 

On peut donc transporter aux notations actuelles le résultat final du § 4 
et on obtient: Condition nécessaire et suffisante pour que les projections 
Ci* y C* des courbes Ct, C2 aient un contact d'ordre s -f- a— l (1 <o"<,s) 
au point A*, qui est la projection du point A, est qu'on puisse déterminer 
des nombres aVJ bv ( 0 < ^ < > — • 1) tels que le centre de projection 0 con
tienne les points 

0s = âa+tx — d' + tx — 2[S~rl) (/i^viP+'x + b^^Px). (8) 
v=0\ V i 

(0£*<<7 - 1) 

liépétons encore une fois que nous supposons que le centre de projection 
0 n'ait aucun point commun avec la tangente (x0,dx) h la courbe G\ au 
point A, et que la dimension de 0 soit <in — 3. 
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§ 7. Première transformation des conditions trouvées. 

Gardons toutes les notations du § précédent. Démontrons que, si f (u{, u2) 
est une fonction quelconque de (uL, u2), on a 

â'+'f-<i>+>f= i P"l ') i ^ _ w . v JL . . (î) 
v ~ o l v ) a l 0^a 

On voit sans difficulté que l'équation (1) est vraie, si t 0 (d'après § 6, 
(5)). Supposons donc que le nombre T (0<^T<^S — 2) ait la propriété que 
(1) soit vraie pour O^t^T, quelle que soit la f o n c t i o n / ; si nous en 
pouvons déduire que (1) reste vraie pour t----T-\-l, la démonstration 
de (1) sera complètement achevée. Or 

(/* + t + 1 / = * + T 2J -^L dua = 
oc=-0 OUa 

54~T 2 /.> !_ T\ fif 

A=0ft^l\ A ) 3 ^ 
et pareillement 

A__oa=il A 1 3Ha 

ce qui peut s'écrire, d 'après § 6, (5) et parce que r - j - l < 8 — 1 , 

J. + T + l fj~£ £ [S + *] #-J-£ #+* + --* Wa + 

A=--:0a=ll A ) OU a 

A=:aa=lV '& . O^a 

On a donc, en employant la notation § G, (6), 

*+*+!/_ d.+* + V- T £(* + T) i »x+1-.„a<t<£--4-S, (2) 
y 0 1 ^ 1 a = l o w a 

5=s i et*) k-^-d*^) *+^-* «.. 
A=-a=il A ; l 3Ha o w j 

Or d'après la propriété supposée du nombre T on a pour 5 < /t <^ 8 - j - r 

dit a dua p.-.o\_pip=i M dlladUfr 
ainsi que 

*_=*_: ï i i f* + n(V.-.-.»?*+t+1-*^^T?!f- = 
_="_?? i i ff+«) (•+*-*+',l*l-_-s-+'+-'«.*^-. 

..-f-T A—.. T-H V—1 
Ici j e pose r = s-\-T — h-\-p~\- 1, ainsi que -T -T — - 2_* _T et par suite 

on j ' a i pose 
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_ ~г г Q v^ - j - i -p ~ 

o — _ _ - . ' , _ -— ^ т 
v_=ib, + т - , ' i l 'ß l 
T~-И 

-..-!.ľ.----__---
p. ,. 1> . _ - - l OUaЂu-

. ч~ т\ _. 
v ~ > - l . ß Г - l 
т..,.- + *. i 

-r^ t _, H . 1 ,g ( /v- 1 i ______ 
oҐ-l ou-u ЂUR 

dua 

Г Л ^ - U a - T i l ^ V ' a t / Э..+ 

En substituant cette expression de 8 dans l'équation (2), on obtient 

- ^ . - . l - v , - ^ 
^,+ T + l y _ ^ - í - t + Г + ^ ү. q, , ґN V 

v=0V ^ /a~=l " ' * " ~ 3-*a* 

Or c'est l'équation (1) pour . = T+1; la démonstration de (1) est donc 
complète. 

En vertu de (1), les équations § 6, (8) prenent la forme 
t (s -t-1\ r 2 

2 dt- v- a ^v #a — (h- v ^V "1_ a ^ — 6. ~ v ^V ^ 

Or 
(0 < . < ÖГ — 1) 

(à l 

-,: _T Í j . Í + U - A • f'') < -̂5« • - 4 + 1 - V « . - -
4 - 0 G: 1 V" -O V «• . l ^ / 

í t 2 - . ,__ _ -7, ^ 

v o A—v a—li ' l I \ v 

\i v- v i i 

«.:•---() л-.:----v a - = i 

?} (S + . — * 
/. — v 

at„ - tì. xa . ď+x- - г. a -— 

J. i(*+w-w+~v-* 
v=0a-----i\ v ) A v l A — f J 

-1-1- v " j , 

kì (+') ,.-._. 
y__=Э a — 1 \ * / A-----0 

_ - ŕ - 1 — . 
яť--v-л<řA + 1- „; 

pareillement 

_ /*'--!-! 
/.=0 \ 

6 _» dл æ -: 6. *0 + -Ś (S ] + - • ď-1 ( J? л_ íř.(a 

ť 2 Л — 1 /<> !_ / 

/).*„+_. _. _. ľ ; '|. 
Л—1 a = - l v -0\ l^ 

7 t — 1 \ 7 -. 
. - A • | ď-Xad

h-*-Ua-

= ht x0 + 2:1 i i (* + *) f7* M b,_./t dv ̂ a dA- v W a = 

v=---0 Ar.=v + 1 a i l " ; l v J 

i %l 4, x, í « + t\ (s-{-t — V — í) V + 1 , 
v--=o A : v+1 a- 1 \ v (- ! J V /* — v — 1 i /-

/ , í^7
1 _. i'8 4- n , ' r-s' -J- í — v -— 1\ v -4- 1 7 ,_ 

V=') a 1V^ p l j A y + l l / . — ̂ ' — 1 ) li 

= btx0 + t^(" + * } ^ ^ ^ 1 

y = 0\P-f- 1 ) A-=0 

l — . — í) v+\ . 
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On peut donc mettre les équations (3) sous la forme 

%'l* + t-V S._-_ľ ŽlS + ť\cPxa 
v 0 a 1V V 

í—1 

^ -

— b< ,X0 — _5 ' 6ІV # _~ 
v ^ A ľ - j - 1 ; Ä._0 

- . i _ . _ A đ Ä + 1 W / v 

* (*+'.*< 5 -f- í — V — 1 \ f -f 1 

Л j Л• + v + 1 

( 0 < í < o - —1) 

(4) 

&._,;_,,-, ( ! Л +Чł a . 

§ 8. Ultérieure transformation des conditions trouvées. 

Posons £o:— 1- (1) 

Définissons les nombres cv. _4V ( 1 < ^ < ( 7 — l ) moyennant les équations 

9-„ 2 7 - * — „ 
-=>. s +- / 

_ 

t—p ,pa— Іľ f * + P J „,,_,. d* + 1 M a 

s ! A--0 ^ ! 

( a = 1, 2; l < / < ( 7 —1) 

Les nombres av{0^p^a— lj supposés donnés, les équations (2) déter
minent sans ambiguïté les nombres cv, _4V ( l < ^ < t f — 1); en effet, si 
l'on connait déjà cv, _4V pour 1 < r < £ — 1, les équations (2) ont la forme 

et»0l-^±ÈlAtdUv== . . ., C t l » 0 J __+_!__ ( r f „ J - . ... 

les seconds membres étant connus; on en calcule sans ambiguïté ct et 
At, vu l'inégalité § 6, (7). En outre, on voit sans difficulté que 

At-
sl 1 < Ѓ . < ( T — 1) 

(s + ty.1 • ••" 
où les points . . . indiquent une quantité qui ne dépend que de av 

(\<p<it — 1). On peut donc exprimer les quantités arbitraires «v 

(0 < P < o — 1) moyennant les nouvelles quantités arbitraires a(V _4V 

( l < ^ < t f — 1); les quantités Ov (1 < P < o—1) deviennent alors des 
fonctions bien déterminées de „0, _4V (1 < p < o — 1). Pareillement, au 
lieu des quantités arbitraires bv (0 < P < o — 1) on peut introduire des 
nouvelles quantités arbitraires 13v(0<^v<o — 1) moyennant les équations 

(s + t) 
2 - - P ' e b 

^o(s + t-p]Ct-pb"-
t — p 

(s + t) 
Sl 

-^B, ( 0 < í < f f —1) (3) 

Enfin, observons (v. la fin du § 6) que ce ne sont pas les points 
£. ( O ^ ^ o " — 1 ) eux-mêmes qui importent pour le problème qui nous 
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occupe, mais seulement l'espace linéaire déterminé par ces points; je 
peux donc remplacer les points ^ ( 0 < C . < a — 1) par les points 

S + t 
•s! ^ \t-l> 

C-t—r 2f)> 

1 t—p ) 

Or d'après (3) et § 7, (4) 

s\ 

zt -•-- - {Z\ — Z"t) + Bt • %o> 
où j'ai posé 

( 0 < l < c т — 1 ) (4) 

(5) 

(6) 

/ < " " J 7 , , 7 7 ' 1 / 7 + i - " 6 í™" a X a 

s+t\ (s+p 

A _P_ľ'( S . + - , _ , ' ] f 7 „* + l„ 1 
• я̂ —v? a I (ip — y — ъU, Mal) 

00 
í I>-i -î - j J U - j - 1 P -v - l LS'4-D — f — 1 \ ^ + l 

л ť — ___ _-_ ___ 7-7-. 7 — c t ^ p a v љ u ___ 7 y—------- 0^ _ v _ Ä _j a třa-

. ~ - j . 

Or 
( 0 < _ - < a — 1) 

. + /A /_ + p\ !s + t — . 
7— _f/I \ *-_]_ _ p - l - í ] ! ^ — " ^ . > i _ _) L 

s + 't — p\ l ^ ! (s + p — v\ ' ;,7o v o 7 = o P = / 
, - p P — r 

ainsi qu'on déduit de (6) 

z', _ __ i ís + ' ] _. „~ r(_v,«, (o<. < <. - 1 ) 
v _r0 a - - l V f 

on j ai pose 

. — V 

y y? 
1 t — v. a — - - -

.Ӯi„-_;(S + 5 ) a i _ . * d * + 1 « a 

(S + t-P 

.,, 0 !-+«' 

On a donc pour . --tf 

-* oa "—' <-o \y~oa a0 uUa) - - _•„_ _(, «M a ; 

pour 0 < . < . — 1 on au contraire, en vertu de (2), 

y _(s+t-ry.-^At „ 
•J.— v a - — .. , —J — 7., «• <*a-

Donc 

.s! 

(T+'O! 

A 0 7.! 

7 ' V 

, _. , 
_ а , 77í ' v .Гa í -7 1 , dЛ+1M.a 

G V ~ ao du^ :-/!"•+ -^ ""7T~ "^ ^-v-.! _ v\ Ä,,o 7ł! • (8) 

( 0 < . < f f — 1 ) 

file:///y~oa
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Faisant usage des identités 

r;)(::ii(s+j'r-1)^::;)ri-':"-,)r+'7:/-1). 
t p- 1 p—v—1 t — X t—v—\ t 

ji-j 4-1 J-J — +Li .i»-• _*___j ? 

P -J V: =0 A - -0 V: 0 A - 0 ï ) ~ : V - [ - A f l 

on déduit de (3) et de (7) 

o î *—l 2 JV// ' <-V — 1 7> ilh-\-\ n, 
* * W y r y r C* «^Ot y» ^ > t—-V —A—1 f / ^ O C /QN 

" (* + *yî * \^ a t i f f ~> , + / ^ ^ r ~ ' (y) 

(0<a<C(x— 1) 
De (5), (8) et (D) il résulte 

2 - dl x 
3t = 2J (&oa (l0 dua) —71 1- lit %0 T 

r, — i £ • 

t—i 2 (h r? t—v—1 f 7> \ /]'i-\-i n 

v ,oa- i v\ A==0 l v~^h-:~ 1/ A! 

(0<*<ff—1) 
Or 

To a"«. V ! ;f0 [̂ '"V~" + V + /» + 1 ) h\ 

'v1 I. rfV«a<^71í . ; B„ ) ď-v-i'«a 
"" '• [A-p + i T ~v=u a, i * ! , o l * + * ' l - !>/ (t - v —p - 1) ! " 

*_, l*-^(Pxai . 7>'„ 1 #-v-7.„a 

" ,r,o ,r, v".,» * ! 1 p + i ^ t—p) (t~v-v-i)-i --

PO (t—p—l)\ y ::,) a = = i \ V ) 

,, » (l— i» — 1)! I _.,-__, / 

^ (/-!>)! l j " 
/ — 1. fit P /y, t " t s/t p n 

p:i) (t — P —1)1 p-^V (t P) . 

ainsi que 

*< = 27^----,-- + 2 7 ^ + 1 — - — i y f + 27^,——p, (I0) 
a—i ? I y---() i f — P — 1J - 2>-~o V f — P J : 

(0<f_<(7 —1) 
oii j'ai posé 

l^a. = &oa — «o du* (a Trr-.-. 1, 2) 

ainsi que, d'après § 67 (7), 

/7X 6?H2 — fi.À du1 4= 0. (11) 

Plus précisément, on doit avoir 

/I! du2 — ^ 2 duL --= -5-01 (^2 — ^ 0 2 dui ; 



cependant, pour notre but il est évidemment permis de multiplier 

simultanémant tous les nombres 

Pt, te, - 4 v ( l . g f < ( y — 1 ) , l ? v ( 0 < ^ < ( x — 1 ) (12) 

par le même facteur c 4= 0, ainsi que nous pouvons supposer que les 

nombres JU[? JU2 ne sont soumis qu'a la condition (11). 

E n définitive, nous pouvons énoncer le résultat de la fin du £ G 

sous la forme suivante, où nous avons gardé toutes les notations du 

^ G : Condition nécessaire et suffisante pour que le contact des projec

tions C*, ( 7 / au point A* soit d'ordre s ~r o— 1 (1<cr< .s , ) ? est qu'on 

puisse déterminer les nombres (12), liés à la condition (11), de manière 

que le centre de jrrojeciion 0 contienne les points (10). 

§ 9. Forme définitive du résultat. 

On peut énoncer le résultat des recherches qui précèdent sous la 

forme suivante : 

Soient s et a deux nombres entiers tels que 1 < a < s. Soient (\ et (\, 

d< ux courbes de l'espace projeciif El} à u dimensions et soit A un point 

commun à ces deux cour/tes et simple pour cliacuue (Pelles. Soii -T uin 

surface de l'espace En contenant les courbes (\ et C> et ayant en A uu 

point simple. Supposons que les courbes C\ et (J2 aient uu contact d'ordre 

précisément s — 1 au point A. Soii C) un espace linéaire à m (0 < m < n — ?> ) 

dimensions contenu dans Kn ci n'ayant aucun point commun aux ianaadcs 

aux courbes (\ ci C2 au point A (ces tangentes ne sont distinctes que 

,sv .s ~ f ) . Soit £2 uu csjHfcc linéaire a n --- m—1 dimensions coidenu 

dans Kh% sons point commun arec 0. Projetons les courbes C\ et (1.2 

du centre O dans l'espace il: soient C\:i: et C/' les projections des courbe.s 

(\ ci C>: soii Ax: lu projection du point A. Les courbes C* ci (\* 

ont un contact d'ordre s --j- o — 1 au point A'l: alors et (dors seulement si 

l'espace O contient un espace ()' construit de la manière suwante : On 

fera correspondre, point jtur point, d la courbe (\ une uui)c courbe (' 

de manière que le point ]>r de C qui corrcsj)ond au j/oiut II que/eotu/m 

de (\ soit situé dans le jt/un iunycnt à lu surj'acc^ au jwiid li: l'csjHfcc O' 

est (dors V esj)uee oscillateur d'ordre a— 1 d ce point A' de (" qui eorrcsjmud 

au point A de L\. 

Dans cet énoncé, l'espace osculateur d'ordre a—1 h la courbe (v 

lieu du point Â  (?;), au point correspondant à v --. v, est l'espace linéaire 

déterminé par les points 

• f M ( r ) ' 

(/г,v n ; (0 < v < o — 1) 

* La courbe C peut se réduire à un point. 
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pour 0—1O, c'est simplement le point X(v); pour a-.—• 1 c'est encore le 
point X (v) si ce point n'est pas simple pour C'; au contraire c'est la 
tangente h C au point X (v) si ce point est simple pour C. 

La démonstration est maintenant très simple: Le point X (v) de 
la courbe C correspondant au point x \(p1 (D), cp2 (?;)] (je garde les 
notations du § G) de la courbe C\ a la forme 

X (v) = k(v) X \(pt (V), (p2 (?;)] - j - S la (V) Xa \(pv (v), (p2 (v)\. 
a \ 

Le point X (y) = [kx-\-lx xir\-l2x2}0 n'est pas situé sur la droite (xQ, dx), 
cette droite devant n'avoir aucun point commun à l'espace (ï contenu 
dans 0 ; donc en profitant de ce qu'on peut multiplier toutes les co
ordonnées X& (v) (0 < i < n) par un facteur commun quelconque, on peut 
supposer, sans restreindre la généralité, que 

2 7 

X (v) = S flaXa [qPi (v), (f2 (v)\ + k(v) X \(px (v), (f2 (v)\ + l(v)-j- X \(px (v), (p2 (v)\, 
a r--1 a V 

où l (v) --:• 0 et ^1? ^o sont deux nombres fixes satisfaisant à l'inégalité 
§ 8 (11). L'espace (ï est alors déterminé par les points 

d'X-— 2 iXad'Xa-V '-27 f f I dp*1 ?*.&-*'x+ Z f M dPk.d'-rx. 
a = i P , , o \ p - r i 1 p=o\P ; 

Or posons 

d " + U = (# + 1)! ̂ + 1 ( 0 < P < tf — 1), (Pk=p\ Bp (Q<p<i) 

ainsi que les -^-f-i et JT>;, sont des nombres qui peuvent être choisis 
arbitrairement ; alors 

(PX. _ £ **•« ' -* * - * * , ^ e/<-*a 

( 0 < / < ( 7 — 1) 

En comparant avec § 8, (10) on voit bien l'exactitude de l'énoncé. 
H est remarquable que le nombre s n entre dans renoncé que par 

Vinégalité s^a. 

§ 10. Les tangentes conjuguées de M. Bompiani. 

Si l'on voulait approfondir notre résultat, on devrait évidemment 
prendre en considération toutes les relations linéaires et homogènes qui 
peuvent exister entre les points 

x0, dvxly (Px2. ( 0 < v < G — 1) 

Or ceci conduit à la belle généralisation, due k M. Bompiani*, de la 

* Sistemi coniugati sulle superficie degli iperspazi, Rendiconti di Palermo, 
t. 46 (1922). 
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notion classique de tangente conjuguée, En gardant les notations du § G, 
on peut énoncer la définition de M. Iiompiani, en la généralisant un 
peu, de la manière suivante*: Une tangente (x,fiL #_ + /*_#_)0 <l ' a surface 
U au point A s'appelle conjuguée à Vêlement d'ordre a—1 (o^>2, v. la 
définition de l'élément à la fin du § 1) de la courbe CL au point A, si 
le point _ . . „ i 

/'i d xL + ii1 d
J~~L x2 

dépend linéairement des points 

x0, à>xly a
v x,. (0 <C v < G — 2) 

On voit facilement que cette définition dépend seulement de Z, C\ et A 
et non de la représentation analytique choisie. Pour o=l on k la 
tangente conjuguée, au sens classique, a la tangente à la courbe C_ au 
point A. La tangente conjuguée, au sens général, peut ne pas exister, 
ou avoir une position bien déterminée, ou enfin ce peut être une tangente 
quelconque k 27 au point A. Si la tangente conjuguée h l'élément d'ordre 
a — 1 de la courbe Cx existe à chaque point de C1} la môme tangente 
est aussi conjuguée à l'élément d'ordre s — 1 de la courbe C\ pour 
chaque valeur de s > a ; c'est qu'on voit tout de suite par diiierentiation ; 
il en est tout autrement si l'on ne considère qu'un point particulier A, 

On peut donner à la définition de tangente conjuguée une autre 
forme, en utilisant la notion si importante d'espace osculateur a une 
variété. L'espace osculateur d'ordre a—1 (a > 1) à une variété Vm a m 
dimensions de l'espace projectif En, engendrée par le point x(uL, . . .,uj, 
au point de Vm correspondant aux valeurs (ûl7 . . ., ûm) des paramètres, 
c'est l'espace linéaire déterminé par les points 

gaH- . . . -t-am 
* \Ul9 » . • ,um) 

_3% a - . . . dum
av 

(0 <_! a_ + . . . + am < a — 1) 

Pour a=\, c'est simplement le point x(ûu ...,ûm). Pour o = 2, 
c'est l'espace tangent à la variété Vm au point x (%, . . .,ûj\ la dimension 
en est m, si ce point est simple pour V,m < m dans le cas contraire. 
L'espace osculateur d'ordre a - - 1 a une variété Vm + h k m + Ji dimensions 
de l'espace projectif Em engendrée par l'espace linéaire k m dimensions 
(>07xx . . .,xa) (xfX = xa(u1, . . . uj,0<ia<Ji), dans l'espace générateur 

(X0, XL . . . Xa)Ul • w.„ . . . um -nm 

de la variété Vm + h, c'est l'espace linéaire déterminé par les points 

— ^ ( % , . . .,uj 
_du1

ai. . . diir, 

(0<+_ + . . . + « , ,<a — 1 ; O^J^Ii) 

* On voit que de la définition s'applique non seulement à une surface, mais 
aussi à une variété à un nombre quelconque de dimensions. 
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Cela étant, soit F$ la variété engendrée par les plans tangents 

\%(fpl(v), (p2{V)), %(</>! (?')> </++)> X2(fft(v), (f2(v))] 

à la surface Z le long de la courbe Cx. Soit Tz-% l'espace osculateur 
d'ordre o — 2 (o ̂ > 2) k la variété V2 dans le plan générateur (x x1 x2)0 

de F3. Soit F> une surface réglée engendrée par des tangents 
2 

[X (<Ll (vh <P* (V)), i? /'a + X* (<Pi (V), (p, (V))\ 
a :~r 1 

à la surface Z le long de la courbe C\. Soit T^x l'espace osculateur 
d'ordre o — 1 à la surface F2 dans la génératrice (x\ fa xL ~ir fi2 x2)0. La droite 
(x, fa Xi - j - fa x2)0 est une tangente conjuguée k l'élément d'ordre o—1 
de la courbe C\ au point A alors et alors seulement si l'espace T1_1 

fait partie de l'espace 1V_2- I- es^ intéressant que la surface F , n'entre 
dans l'énoncé que par sa génératrice (#. faxl

J$- fax2)0*. 
En retournant au problème qui m'occupe actuellement, je ne trai

terai d'une manière approfondie que les cas o — 1, 2, 3. 

§ 11. Etude des cas o = l et o-~2. 

Pour o = 1, le résultat est très simple; le plan principal de Halphen-
Berzolari (v. § 4) est le plan (xx1x^)0 tangent a la surface Z an point A. 

Passons au cas 2 — OfÇ.s. Les équations § 8, (10) se réduisent k 

ZQ ~ fa (Xi)Q - p fa2 [X2)0 p - HQŒ'QJ 

ël= fa dx± - j - jn2 dx2 -f- (At - - BQ) dx p- i ix #0. 

Quatre cas sont à distinguer: I. La tangente conjuguée k (x0,dx) 
(par rapport k la surface Z) n'existe pas. II . La tangente (x, lx x{ - j- l2

 ; +o 
conjuguée k la tangente (xQ, dx) existe, est unique et ne coïncide pas avec 
(x0, dx). III. La tangente conjuguée (x0, dx) existe, est unique et coïncide 
avec (x0, dx). TV. La tangente conjuguée a (xQ, dx) est indéterminée. Le 
cas I exige Tl^>4. 

Je me borne à indiquer les résultats qu'on vérifie sans peine. 
I. Soit F3 la variété engendrée par les plans tangents 

[x ((p± (v), (p2 (v)), Xt (<jp! (v), (f2 (v)), X2 ((ft (v), (f2 (v))\ 

k la surface Z le long de la courbe C\. L'espace tangent k F3 au point 

Pi (#l)o + i"'2 +2)0 ~ fa^O 

est évidemment l'espace k trois dimensions 

\x0, (xx)0, (x2)0, fat dxx -y- fa dx2\ ; (ï) 

cet espace est donc le môme a tous les points de la droite 

\%o, M ' + o ~r M<£+] , (2) 

M. Bompiani ne donne qu'un cas très particulier de cet énoncé (1. c , § 4)# 



le point A de cette droite étant excepté*. On arrive ainsi k une correspon
dance homographique Jt entre le faisceau (2) des tangentes Ji Z au 
point A et le faisceau (1) d'espaces k trois dimensions (.1) contenus 
dans l'espace à quatre dimensions 

[#<» (#i)o? (#2)0* dxu dx,\ (3) 

et passants par le plan (x xL x2)0. Or soit 1> un point situé dans le plan 
{xXiX2)o mais non sur la droite Qi:{), dx), et menons par le point 11 une 
droite }) située dans l'espace du faisceau (1) correspondant, dans 
l'homographie rt% k la droite Ail, mais non située dans le plan (xx1x2)0. 
Ces droites p forment une famille œ4 ( crJ pour chaque position du 
point B) et sont toutes contenues dans l'espace à 4 dimensions (3). 
Les projections C*, C* ont un contact d'ordre s -j- 1 au point A* 
alors et alors seulement si le centre de projection 0 — supposé ne 
contenir aucun point de (x0,dx) — contient au moins une droite p de
là famille ainsi définie. Cela exige que la dimension de 0 soit > 1. 

II. Définissons la variété V3 comme dans le cas I. Maintenant, 
l'espace tangent k V^ au point quelconque 

Pi (#l)o f f^2 (#2)0 + WQ 

•du plan générateur (xxLx2)0 est fixe; c'est l'espace a 3 dimensions 

[x0, (xL)0, (x,)0, d2x\ **; (4) 

cependant les points de la tangente (x, ) n xL -j- l2 x>), qui ne sont pas 
simples pour F3, font exception, l'espace tangent relatif se réduisant au 
plan (x,xL,x2)0. Les projections G*, C* ont un contact d'ordre s : -1 
au point AL* alors et alors seulement si le centre de projection 0 — 
supposé ne contenir aucun point de (x0,dx) — contient: 1° ou un point 
divers de AL de la tangente (x,)nxt-\- L2x2)0 conjuguée k(x0,dx); 2° ou 
bien une droite située dans l'espace (4), cette droite ne rencontrant ni 
(x<^ dx) ni (x, lL xx -j- l2x2)0. La seconde éventualité exige H>4, h\ 
dimension de 0 étant <n — 3. 

III. Considérons toujours la variété T 3. L'espace tangent k T.. au 
point quelconque , N , / N , 

/h (^1)0 + ^2 (^'2)0 - r i^'o 

du plan générateur (xxLx.2)0 est. ici encore, fixe; c'est espace k 3 di
mensions contenant les points 

les points de la tangente (.r0, dx), qui ne sont pas simples pour V3, 
font exception, l'espace tangent relatif se réduisant au plan (xx^x2)0. 

- La point A n'est pas simple pour V3 et l'espace tangent à V. en A n'a que 
deux dimensions (c'est le plan (x .r, x2)0). 

** On obtient le même espace en joignant le plan tangent (r r , r.2)() au plan 
oscillateur (x0,dx,d2x) à (7, en A. 
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Les projections G*\ C + ont un contact d'ordre s + 1 au point A* alors 
et alors seulement si le centre de projection 0 — supposé ne contenir 
aucun point de (x0,dx) — contient une droite de l'espace (5), cette droite 
ne rencontrant pas (x0, dx). Cela West possible que si n^>4, parce que 
la dimension de 0 doit être <C n — 3 . 

IV. Les projections ( + \ CV* ont un contact d 'ordre ,s + 1 au 
point A* alors et alors seulement si le centre de projection 0 — sup
posé ne contenir aucun point de (x0,dx)— contient un point du plan 
(xxiX.j)0. Dans ce cas, aucun point de l'espace générateur + «./;, x2)0 

n'est pas simple pour la variété V». 

§ 12. Etude du cas a :••---• 3 (5^ 3). 

Si les projections ( ; + G* ont un contact d 'ordre ^> $ au point A* 

le centre de projection 0 supposé sans point commun h la tangente 

{x0,dx),*le centre de projection doit contenir un point bien d é t e r m i n é / / 

du plan (XXLX2){). L a droite t qui joint les points A et B est une tan

gente à la surface .— au point A, différente naturellemente de la tan

gente {x0,dx). Pour abréger, je dirai que le centre de projection 0 appar

tient à la tanyente t. 

Choisissons arlntrairement une tanyente #-- (x,fil xx + fi2x2)0 diffé
rente de (x0dx). D'après § S, (10), les projections C\* et Cy

2* ont un 
contact d'ordre s + 2 au point A*, le centre de projection 0 appartenant 

à la tanyente t, alors et alors seulement si l'on peut déterminer les 
nombres Au AL, B0, Bx, B2 de manière que 0 contienne les points 

-0 "_ fl\ [J\ )o — /12 (#2)0 + B0 x0, 
l\ - fijlx^ -- a2dxo + (Ai + B0) dx + B^Q, (1 ) 

h - f^'^'i .- fl>(<2%2 + (2Ai + -#0) d8x + 2 (A* + I>x) dx + 2B2x0. 

Pour interpréter géométriquement ce résultat, choisissons une sur

face réglée 11 engendrée par des tangentes à la surface 2 le long de la 

courbe G{ et contenant comme génératrice la tanyente t choisie plus haut. 

La surface II est le lieu du point* 

2 

X (V, W) = -T fla Xa ((fi (V), (f2 (v)) - j -
a 1 

+ (0 (V) . ~ X ((ft (V)7 (f2{V)) + W . X ((fj (V), (f2 (V)), 

o) (v) étant une fonction de v telle que co (v).--— 0 et d'ailleurs arbitraire, 
mais choisie d'une manière fixe. 

* La représentation analytique choisie de la surface Jl exclut les points de la 
courbe C, ; mais cela n'importe pas pour notre but. 
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Je distinguerai huit cas: 
I . La tangente conjuguée* à (x{), dx) n'existe pas ; ta tangente t n'est 

pas conjuguée* à Vêlement du second ordre de la courbe (\ an point A. 
Cela exige que n^>b. 

Le plan tangent k la surface 7? au point X (v, w) de la génératrice t 
est déterminé par les points 

X (v"\ ЇV) 
ì X (•/', w) 

~~Ъv~'~ (ß) 
dX (v, ^v) 

dw " 
c'est donc le plan 

\xo, Pi (^i)o + P* (#2)0 l^i <lj;i + P* (lx2 + (;̂  r ^w) ^ 1 ; (3) 

l'espace osculateur du second ordre k la surface II au point X(v,iv) 
est déterminé par les points (2) et 

Э' X (V, гс) 
гюы 

Ъ'2 X (?;, гv) 
Ъv Ъw ЛV---V 

'Э'] X (c, гvj 

"'~Ђv*~ 

c'est donc l'espace k 4 dimensions** 

Ixo- C'̂ Oo» (^J)O.» i^i ^ T i~/^2 ^i»> ^1 d* xl -f //2 ^ ^2-f (.w -f 2 '/w ) (iJ x\ (4) 

E n comparant avec (1). on voit q u e : 1° le point ,a() coïncide avec 
X(v,B{))] 2° le point «̂  est situé dans le plan tangent k la surface 11 
au point A'(?;, .4i-f 7 i 0 — dco), mais non sur la droite (x0,dx); 3() le 
point J2 est situé dans l'espace k quatre dimensions osculateur du second 
ordre k la surface 1! au point X (v, 2 Al -)- B() — 2 dco), mais non dans 
l 'espace k trois dimensions 

ko? Ol)o> (^2)0 th dxl "f r̂ 2 ^2.] ; (?>) 

4° les points £0. ziy z-.> ne sont soumis k aucune autre condition . L 'espace 
(5) est l 'espace tangent k la surface réglée II dans la génératrice t. 
En observant encore que les deux couples de points de la droite t 

xQ, X (?°>, Ay --j- 1)0 — dœ) ; X (v, P 0 ) , X (c, 2 J t 4- 7>0 — 2 dco) 

sont harmoniques, on arrive au résultat suivant: Soit 1\ un point quel
conque de t, différent du point A; soient P0? P2 deux autres points de t 
différents de A (t tels que les deux couples 

Jt, Ii, ' 0 , 1 2 

soient harmoniques--• ; soit Qt un point situé dans le plan tangent à la 
surface 11 au point P b mais non sur la droite (x0, dx) ; soit Q.> un point 
situé dans Vespace osculateur du second ordre à la surface Pa , mais non 
dans l'espace tangent à II dans la génératrice t ; soit 7t le plan déterminé 

* par rapport à la surface £; pareillement dans tous les autres cas. 
** On doit tenir compte de ce que la droite t diffère de (x{), dv), ainsi que 

P-i âu-i— |x2du, 4 : 0 . 
*** Cela n'exclut pas l'éventualité que les trois points P0, Pv P 2 soient confondus. 
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par tes points P(), Qh (L:. Le pian 7t engendre une famille cr/' f x 3 pour 
chaque choix des points P0 , P1? P2), tous tes pians de la famille étant 
contenus dans Vespace à 5 dimensions 

\%v (#i)o> (#2)0? ^1.» <^;2; ih d* #1 + r̂ 2 d2 X21 (G) 

ost'tdateur du second ordre à la surface réglée II dans la génératrice t. 
les projections C*t et 0*2

 onl un contact d'ordre s -f- 2 au point A*, 
le centre de projection 0 appartenant à la tangente t, alors et alors seule
ment si O contient un plan 7t on moins de la famille ce5 ejui vient d'être 
décrite. Cela exige que la dimension de 0 soit > 2. 

L'espace (6) est indépendant du choix de la tangente t dans le 
cas où il existe une tangente conjuguée a l'élément du second ordre 
de 6fi en A (ce qui arrive certainement si n ~— 5), et dans ce cas 
seulement. 

IL La tangente conjuguée à (x0, dx) existe, mais ne coïncide pas 
avec t; la tangente i ri est pas conjuguée à Vêlement du second ordre 
de la courbe C\ au point A. Cela exige que n^>A. 

Le résultat qui vient d'être exposé reste valable; cependant, l'espace 
(4^ ne dépend pas de tv, car le point d? x dépend linéairement de 

XQ, (J 'ijo? (^'2)0? fa dX} - j - /i>2 dx2. 

C'est pourquoi on peut donner un énoncé plus simple: Soient P(> 

et P± deux points de t, distincts ou non, mais divers de A; soit Qi un 
point situé dans le plan tangent à II au point Ply mais non sur la droite 
(>'0, dx) ; soit 7t un pian contenant P0 et Q1 et situé dans Vespace à 4 di
mensions 

[(#)0, (xi)0, (x2)0, l*i àxx -\~ fi2 dx2j fa d'2xx + ii2 d*x2\ (T) 

oscillateur du second ordre a la surface réglée II dans la génératrice t7 

mais ne pas situé dans Vespace à 3 dimensions (5) tangent à II dans 
cette génératrice. Le plan 7t engendre une famille ce' (ce* pour chaque 
choix des points P0, Ply), tous tes plans de la famille étant contenus dans 
Vespace (7). Les projections 0{* et 0*2 ont un contact d'ordre s -f- 2 
au point A*, le centre de projection 0 appartenant à la tangente t, alors 
et alors seulement si 0 contient un plan rt au moins de la famille oo5 

qui vient d'être décrite. Cela exige que la dimension de 0 soit > 2 
ce qui n'est possible que si n > 5. 

L'espace (7) est indépendant du choix de la tangente t dans le cas 
où il existe une tangente conjuguée h l'élément du second ordre de 0.^ 
en A (ce qui arrive certainement si n = 4) et dans ce cas seulement. 

III. La tangente conjuguée à (xi)7dx) ri existe pas; ta tangente test 
conjuguée à Vêlement du second ordre de la courbe 0A au point A 
Cela exige que w > 4 . 

Dans ce cas les points 

•i:07 l '^ijo? v^'â/o? CrXi, (1X2 
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sont linéairement indépendants; au contraire, on a une relation de la 
forme 

fh d2 &i + fh d2 J2 = m\ dx1 ~\- m2 dx2 4 - . . ., 

où . . . indique une combinaison linéaire de j ; 0 . (,L'i)0, (J'2)0. 
L e plan tangent a la surface II au point A" (v, w) continue h être 

donné par (3). Posons 

/Ii du2 — fi2 du1 

L'espace oscillateur du second ordre h la surface II au point 
X(v,iv) est, pourvu que w^w2, 

IX> G+o , Y/;-0O> ^ ' u ( ^ | ; (8) 

il a donc 4 dimensions et no dépend pas de H;; c'est aussi l'espace 
oscillateur du second ordre li II dans la génératrice t. Au contraire, 
l'espace oscillateur du second ordre h II au point X (c, w2) n'a que 
3 dimensions ; c'est l'espace 

k>? +i)o? X ) 0 ? Pidxi -rfcdjj]. (5) 

E n raisonnant comme dans le cas I . on arrive au résultat suivant : 
P // a, sur la génératrice t de la surface réglée II, un point ci un seul, 

différent de A, dans lequel Vespace oscidatewr du second ordre à II n'a 

que 3 dimensions; désignons par B ce point et par OJ Vespace oscillateur 

relatif. Soit Pt un point quelconque de t, différent de A; soit P 0 le con

jugué harmonique du point B par rapport cm couple A, P1 (ou peut 

avoir B -~ P 0 = F\); soit p une droite différente de t, passant par le 

point P 0 et située dans le plan tangent à II au point Px. On obtient 

ainsi une famille F1 ce2 de droites p (co1 pour chaque position de P + 
chaque droite de la famille I<\ étant située dans l'espace OJ. Soient encore 

P ' 0 et P\ deux points de t, distincts ou confondus, mais divers de A, et 

tels que le conjugué harmonique de B par rapport au couple A, I \ soit 

différent de P ' ( ) ; soit Q{ un point situé dans le plan tangent à la surface R 

au point P\, mais non sur la droite (x0, dx) ; soit Q2 un point situé dans 

l'espace à 4 dimensions (8) oscillateur du second ordre à la surface réglée 11 

dans la génératrice t, le point Q2 n'appartenant pas à, OJ ; soit enfin it> 

le plein déterminé par les points P ' 0 , Qt, Q2. Le plan it engendre une 

famille F2 œr> (coa pour chaque choix des points P ' 0 et P\), tous les 

plans de la famille F2 étant contenus dans l'espace à 4 dimensions (8). 

Les projections G** et Cf: ont un contact d'ordre s - j - 2 au point A*\ 

le centre de projection 0 appartenant à la tangente t, alors et alors seu

lement si 0 contient: 1° ou une droite de la famille I\, 2° ou bien un 

plan de la famille F2. L a seconde éventualité n'est possible que si H>ô, 
parce que la dimension de 0 est <C n — 3 . 

IV . La tangente conjuguée à \x{)? dx) existe, mais ne coïncide pas 
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avec t; la tangente t est conjuguée à F élément du second ordreide la courbe 
6V au point A. 

Dans ce cas les points 

7;o> 0 î)o> (xa)o> fli dxt -}- fa dx2 

sont linéairement indépendants, et les points 

dx-i, dx2j d2x, /I! d'2%i - j - /L> rf^â 

-en sont des combinaisons linéaires. On voit qu'on peut toujours choisir 
les nombres A2 et 1>2 de manière que le point z2 soit linéairement dé
pendant des points Jz0 et zv Le plan tangent à 11 au point X (?;, w) 
continue à être donné par (3). Au contraire, l'espace osculateur du 
second ordre à 11 au point X (v> w) ne dépend pas de w et coïncide 
avec Pespace à trois dimensions 

[#o> (#i)o> (#a)o> ^1 ̂ 1 + P2 dx*] (fy 

tangent à la surface réglée 11 dans la génératrice t. On arrive sans 
difficulté au résultat suivant: Soit co F espace (5) à 3 dimensions tangent 
à la surface réglée 11 dans la génératrice t. Soit P un point arbitraire 
de t, dijjérent de A. Soit p une droite contenant le point P, située dans 
l'espace w, mais non dans le plan (x xY x2)0 tangent à 27 en A. La droite p 
engendre une famille F co3 (coL> pour chaque position de P), chaque 
droite de la famille F étant contenue dans l'espace co. Les projections 
Ci* et C* ont un contact d'ordre s + 3 au point A*, le centre de pro
jection 0 appartenant à la tangente t} alors et alors seulement si 0 con
tient une droite de la famille F. Cela n'est possible que si n > 4, parce 
que la dimension de 0 doit être <^w — 3. 

V. La tangente conjuguée à (x0y dx) existe, est bien déterminée et 
coïncide avec t; la tangente t n'est pas conjuguée à Vêlement du second 
ordre de la courbe Ct au point A. Cela exige que n > 4. 

Dans ce cas les points 

XQ) (^ ' l /O? 1^2/0? ^J f^l Ch~À X] ~T~ /^2 Ct^X^ 

sont linéairement indépendants; au contraire, on peut déterminer le 
nombre h de manière que le point 

/Li1dx1 ~f- ju2dxj — hdx 

soit une combinaison linéaire de x0 et (j^iXl - j - ^j^2)o- Si 

At + B0 + h = 0, 

on peut choisir le nombre lix de manière que le point £L dépende linéaire
ment de #0. En dehors de ce cas, il n'y a aucune relation linéaire entre 
les points #0, ël7 z?i. Posons 

w1 = — h — doj. 
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Le point X(v,tvx) n'est pas simple pour la surface réglée 7i; 
l'espace tangent à R à ce point se réduit à la droite t. Pour iv 4= Wi 

le plan tangent à la surface R au point X(v, w) ne dépend pas de w; 

c'est simplement le plan (XX^X^Q tangent à E au point A. L'espace 
osculateur du second ordre à la surface R au point X (v, tv\ est donné par 

1̂ 0; (^i)o? (%)o> t^'i<^X\ -[- jLt2d
2x.2 ~f- ilv ~f" 2^/w) tf^] ; 

il a donc 3 dimensions. On obtient sans difficulté le résultat su ivan t* : 
Il y a, sur la génératrice t de la surface réglée R, un point et un seul, 

différent de A, qui n'est pas simple pour la surface 7i; désignons ce 

point par B. Choisissons un point quelconque P 0 de la droite t, 

différent du point A; soit P 2 le conjugué harmonique de P 0 par rapport 

au couple A, />; soit p une droite menée par le point P 0 dans l'espace 

osculateur du second ordre (à 3 dimensions) à la surface R au point P2, 

la droite p n'étant pas située dans le plan tangent à la surface E au 

point A. La droite p engendre une famille P1 oo3 de droites ( GO1' pour 

chaque position du point P{)), toutes les droites de la famille F étant 

contenues dans Vespace à 4 dimensions 

l̂ 'o? v^i/o? v̂ _0o> d"x, fii a Xi -\- fi^d^x^] 

osculateur du second ordre à la surface réglée R dans la génératrice t, 
Les projections CfJ et C** ont un contact d'ordre s 4- 2 au point A*, le 
centre de projection 0 appartenant a la tangente t, alors et alors seulement 
si 0 contient une droite de la famille F. Cela exige que la dimension 
de 0 soit :> L 

VI. Chaque tangente à la surface E au point A est conjuguée à la 

tangente (x{), dx) ; la tangente t n'est pas conjuguée à l'élément d^t second 

ordre de la courbe C\ au point A. 

Le résultat énoncé dans le cas V reste valable ; cependant, l 'espace (9) 
ne dépend pas. dans le cas présent, de la valeur de w et l'on peut 
donner un énoncé plus simple: F espace osculateur (o du second ordre 

à la surface réglée R dans la génératrice t a 3 dimensions ; c'est Vespace 

[#o> (#i)o> 0*i.)o> Mi <t2xi ~r f*2d2x2\. (9) 

Menons, par un point arbitraire P de la droite t, différent de A, une 

droite quelconque p située dans l'espace o), mais non dans le plan tangent 

à E eu A. Ces droites p engendrent une famille F œ* de droites situées 

dams Vespace a). Les projections C^ et Cf ont un contact d'ordre s -f- 2 
au point A*, le centre de projection O appartenant à la tangente t, alors 

et alors seulement si O contient une droite de la famille F. Cela est 
impossible si n 3, car la dimension de O doit être <J n — 3. 

* On ne doit pas oublier qu'on suppose que O soit sans point commun avec 

(a?0, dx). 

3 
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L'espace co est indopendant du choix de la tangente t dans le 
cas où il existe une tangente conjuguée k l'élément du second ordre de 
Ci en A (ce qui arrive certainement si n — 3) et dans ce cas seulement. 

VIL La tangente conjuguée à (xQ, d x) existe, est bien déterminée et 
coïncide avec t\ la tangente t est conjuguée à F élément du second ordre 
de la courbe Ct au point A. 

Ici, les points / . 
X0J \X))O> (x2)o> d" X 

sont linéairement indépendants; au contraire, on a des relations de 
la forme 7 . 7 7 

fi1 ax1 + fi2 dx2 = h dx + . . . . 
Mi d2 xi + 1^2 d2 x2 = kd2 x + Idx + . . ., 

où . . . indique une combinaison linéaire de x0 et jut (x1)0 -+- ti2 (̂ 2)0- Si la 
condition 

4 1 + .#0 + ft = 0 (10) 
n'est pas vérifiée, les points z0 et ^ sont linéairement indépendants; or 
ils appartiennent au plan (xxxx2)0, ainsi que tout espace 0 passant par 
z0 et 8t rencontre la droite (x0, dx). Supposons donc que l'équation (10) 
soit vérifiée; on peut alors choisir le nombre i>\ de manière que zi 

dépende linéairement de ,ë0. Si Ton a de plus 

2 A + B0+ &=.(), (H) 
on peut déterminer A2 et JB2 de manière que z2 dépende aussi linéairement 
de z0. Au contraire, si la condition (11) n'est pas vérifiée, le point z2 

est linéairement indépendant de z0 et l'on a 

• 2, = (2 A,+B0+ * ) # * + . . . , 

où . . . indique un point de (xxt x2)0. De (10) et (11) on calcule B0 -=k — 2 h, 
ainsi que 

z0 = fit (x±)0 + /Lt2 (x2)0 + (k — 2h) x0 = X (v, k — 2h). (12) 

Le point X (v, — dco — h) de la génératrice t de la surface réglée R 
n'est pas simple pour R, l'espace tangent relatif se réduisant k t; pour 
w=^ — do) — h, le plan (xxLx2)0 est le plan tangent k R en X(v,w). 
L'espace osculateur du second ordre au point X (v, w) est l'espace 
k 3 dimensions .. . N , . 10 , 7 i ox 

[x0, (xjv (x2)0, d*x\ (là) 
si w 4=- — 2 do) — k ; au contraire, l'espace osculateur relatif au point 
X(v, —-2 dco — Je) se réduit au plan (x xx x2). Les couples 

x0, X (v, — dco — Ji) ; X (v, k — 2h), X (v, - 2 dco — Je) 

de points de la droite t sont harmoniques. De tout ceci on obtient: 
II y a, sur la génératrice t de la surface réglée R: 1° un point I\ 
divers de A qui n'est pas simple pour R, Vespace tangent à R en Pi 

se réduisant à la droite t; 2° un point P2 divers de A tel que Vespace 
osculateur du second ordre d R a ce point se réduit au plan tangent à U 
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en A f. Soit P0 le conjugue harmonique du point P2 par rapport au 
couple A, I\. Les projections 6y

x* et G2* ont un contact d'ordre s ~\- 2 
au point A*, le centre de projection 0 appartenant à la tangente t, alors 
et alors seulement si 0 contient: 1° ou le point P0, 2° ou bien une droite p 
située dans Vespace à 3 dimensions (13) oscillateur du second ordre à la 
surface réglée Jî dans la génératrice t. La seconde éventualité exige 
n>;47 parce que la dimension de 0 doit être <Cn — 3. 

VIII. Ghaque tangente à la surface U au point A est conjuguée 
à la tangente (x0,dx); la tangente t est conjuguée à Vêlement du second 
ordre de la courbe Gx au point A. 

Dans ce cas, les points 

J'O? v*r)o? ( % ) O 

sont linéairement indépendants et les points 

dx1? dx2, [it d2 xt -f- fi2 d2 x2 

en sont des combinaisons linéaires. 
Comme dans le cas précédent, il faut supposer (10); mais alors, 

dans le cas qui nous occupe, cela suffit pour que les points 2t et z2 

deviennent, par un choix convenable des nombres Bu A2 et li2, liné
airement dépendants de z0. Quant h la surface II, le point X (v, — do) — h), 
ici encore, n'est pas simple pour elle, l'espace tangent relatif se réduisant 
à la droite t; pour w^- — dco — h, le plan (x'xx x2)0 est le plan tangent 
h R au point X (v, w). Pour chaque valeur de iv, l'espace osculateur 
du second ordre à la surface II au point X (v, w) se réduit au plan 

0- #1 ^2)0. 

On a le résultat suivant: Les projections Cx* et G2* ont toujours 
un contact d'ordre s -\- 2, si le centre de projection 0 appartient à la 
tangente t. 

f Si l'on choisit la surface réglée JR de manière que du> = h — k, les points 
Pt et P.L coïncident. 
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