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PROPRIETES PROJECTIVES DU CONTACT. I.

. Dans ce Mémoire, je m’occupe du probléme suivant: Soient
données, dans un espace projectif I, i » dimensions, deux courbes (/,
et U3 ayant, & un point commun A, un contact d’ordre précisément
s—1. On se propose de trouver un espace linéaire () i m dimensions
contenu dans I, tel que le contact des projections des courbes () et
C, soit d'ordre s--6-—1 (6> 1). Je posc en outre la condition restrie-
tive ¢<Ts.

Le ecas tres particulier # -3, 01 est classique. Il a été resolu
par Halphen en 1880* Le résultat de Halphen a été étendu au cas
de n quelconque et ¢=1%* Il existe alors un plan tangent 7z commun
aux courbes U, et (, au point A, appelé plan principal, tel que Uordre
du contact des projections est s lorsque l'espace () rencontre le plan
v et dans ce cas seulement. Les cas n—3, o-—1, 2, 3 ont été traités
#EE et par lauteur . Il s'est
montré utile de supposer que les courbes € et (, soient situées sur

presque simultanément par M. Bompiani
une surface donnée X+. Kn particulier, le plan prineipal coincide
alors avee le plan tangent & X au point A.

Iei je traite le probleme géndéral, en continuant & supposer que
les courbes ('} et C, solent situées sur une surface (i deux dimensions)
X donnée. Le résultat est que (v. § 9 pour I'énoncé préeis) le centre
de yprojection () doit rencontrer les plans tangents & X i ¢ points
successifs de la courbe C; (ou de la courbe Cy). Il est remarquable
que les conditions pour () ne dépendent pas de la valeur de s (pourvu
que s > o).

Si P'on voulait approfondir ce résultat, on devrait faire usage de
la notion des tangentes quasiconjuguées, due & M. Bompiani (v. § 10
Je fais cette étude détaillée pour les cas 0 =2 et 0-=3.

¥ Sur les invariants différentiels des courbes gauches (Journal de T'lcole
Polytechuique, t. 27, 1880).
#% Perzolari, Sugli invarianti differenziali proiettive delle curve di un iper-
spazio (Annali di Matematica, t. 26 (2), 1897).
#xk Syl contatto di due curve sghembe (Memorie dell’Accademia delle Scienze
di Bologna, t. 3 (8), 1925-6.
i Projektivni diferencidln? geometrie (Sbornik Jednoty ceskoslovenskych mate-
matiki a fysik@ sv. 18, 1926).
1 I suffit ¢videmment que X ait un contact d’ordre s-c-—1 avec C, et C,en 1.

1%



La méthode employée est une extension de celle dont javais fait
usage en traitant le cas n==3; l'extension au cas de n quelconque
exige d’ailleurs beaucoup de caleul.

Dans les suivants Mémoires, portant le méme titre, je traiterai
d’autres questions de nature projective relatives au contact. Le lemme
du § 2 et ses diverses extensions joueront toujours un role fondamental.



§ 1. Définition du contact de deux courbes.

Par une fonction jentends dans tout ce qui suit une fonction réelle
ou complexe d'une ou de plusieurs variables indépendantes réelles ou
complexes, définie dans un domaine ouvert et y possédant les différen-
tielles totales de tous les ordres.

Soit (wy, ..., ;) un systtme de coordonnées curvilignes dans un
espace [/, & n dimensions ou plutot dans une portion ouverte de cet
espace. Une courbe O, de l'espace I/, sera supposée définie par un
systtme d’équations de la forme

Wy =@, (V) ..., U=, (1), (1)
¢y .- . ¢, 6tant des fonctions (au sens préeis¢ plus haut) d'une variable

indépendante (paramctre) v. Le méme lieu de points soit défini aussi par
le systeme d’équations

ug == Py (), o U, =P, (). (2)
On a alors une correspondance entre les paramétres v et w; nous con-
vicndrons de me regarder comme identiques les dewx  courbes définies
respectivement  par les dquations (1) et (2) que lorsque cette correspon-
dance est biunivoque et exprimie analytiquement par w = F(v) on I est
wne  fonction (aun sens préeisé plus haut) telle que, pour chaque valeur
dI'(v)

de v, l -3 0. On sait que la notion de courbe, ainsi préeisée, ost
do :

invariante par rapport aux changements biunivoques et réguliers des
coordonnées curvilignes (uy, . . ., u,

Wi fi (v eeytty), (P<i<m)
- . . f, e
le mot régulicr signifiant que le déterminant 2, { est partout différent
. ’ Uj
de zéro. !
Un point particulier de la courbe (', définie par les équations (1),
correspondant & la valeur ¢ du paramétre v, sera dit un point simple

de la courbe (J; si une au moins des dérivées ¢’; (v) (1 <i<<w) ne s’anulle

point simple est invariante par rapport au passage de la représentation i 1)
& la représentation (2); cette notion est aussi invariante par rapport aux
changements biunivoques et réguliers des coordonnées curvilignes (uy, . . ., 1,).
Sauf avis contraire, on supposera toujours que chaquc point considiré
dune courbe en est un point simple.



Considérons maintenant, cutre la courbe 'y définie par les équations (1)
et contenant le point

A=[py(B), - - - pu ()],

une autre courbe C, de l'espace I, passant elle aussi par le point A.
Soit s un nombre entier positif. On dit que les courbes €, et (/; ont
un contact d’ordre s—1 au point A si Pon peut définir la courbe (),
par des équations

ol . ==Yy (V) oo Uy =Y, (v)
elles que

[d“ w,(@{)] — [d_ ‘Pz;@] ) O<r<s—1; 1<i<)

V=Y

dvv dv

Rappelons que nous ne considérons que le cas ou A est un point
simple et de C; et de (.. On sait que la définition donnée du contact
est invariante par rapport aux changements biunivoques et réguliers des
coordonnées curvilignes u, ... u,; on sait encore que cette définition ne
dépend pas du choix de la représentation paramétrique (1) de la courbe ().
I’ensemble M de toutes les courbes ayant au point A un contact
d’ordre s—1 avee O, forme [élement d'ordre s—1 de la courbe C,
au point A; c’est aussi I'élément d’ordre s 1 d’une courbe quelconque
de 'ensemble 1. Si les courbes (; et (), ont un contact d’ordre s — 1
au point ecommun A, et si 1<<o<s, elles y ont aussi un contact d’ordre
d—1. Si les courbes C, et C, ont, au point commun A, ur contact
d’ordre s-— 1, mais non d’ordre s, je dis qu’elles ont un contact & ordre
précisément s—1 au point A. Rappelons enfin que deux courbes ), C,
ont un contact d’ordre O en chaque point commun.

§ 2. Lemme fondamental.
Soit (wyy. . -, us) un systéme de coordonnées curvilignes dans Uespace
E,. ¢ n dimensions. Considérons deux courbes C; et C, de Uespace I,
définies respectivement par les équations
wp=q; (v); (1 <i<<n) ()
w; =P (v). (1<i<n) (2)
Soit v unc valewr particulicre de la variable v. Posons

P dw/a-(r‘)] _
[* 1} I [ R R

A<i=mn; r==0,1, 2...)
Soit 1<o<Ts. Soit
Q=1 (O<y<s—1; 1<i<n) (3)

* La dérivée d'ordre zéro d'une fonction ¢ est la fonction 2 elle-méme.
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ainsi que les cowrbes Cp et C, ont un contact dordre s—1 au point

A=1(Pry ey Pn) = W1gy - - -+ Wno)-
Ce contact est dordre s--06-—1 si Uon peut déterminer des nom-
bres a, (0<v<o—1) tels que

st
wi,.y e QPiy st ':E( ) Qr—y @i,y (4)

v oo
(1<i<n; 0<t<o—1)
ct dans ce cas seulement.
Démonstration. De la définition du contact il résulte aisément que
le contact considéré est d’ordre s+ o — 1 alors et alors seulement si
I'on peut déterminer une fonction I7(v) telle que

P -, [,udr(p)} %0

[d"rpi(F 0’))]

Ty =Y. O<r<s+-o—1; 1<i<n) ()

.
)

Or, A étant un point simple de la courbe (', un au moins des nombres
i (1 <iZn) est différent de zéro. Il s'ensuit, en vertu de (3), que
celles des équations (D) dans lesquelles O<r < s—1 sont veérifices alors
et alors seulement si

A" I (v) f1siv=1
|: dwv _]U 10 si r>1.

1<r<s—1)

On peut done poser

-
Pe) v B @ 06 o), )

en désignant par O (s - o) chaque fonetion de » dont toutes les dérivées
d’ordre >0 et < s - ¢— 1 s’annulent pour »-=# Or

sl o
gi ()= ¥ ”,;? (0 D)% 05+ o),
R -0
ainsi que L
g (I 7) >~ TR ) O o). (M)
Or de (6) il rcsulte
. . I ag o . .
(L(0) =) == (0 —#)* . & 0(5+ f)vmw—m* el Bl O (s 0),
I D) ’?‘
(I (r)— 0P 1T = (0 — )7 T4 O (s - 0). (I<a<o; 1<<y<s 1)

En substituant ces valeurs dans 1'équation (7) on trouve
i (F () —

Yoyt - (//a[ ) + ‘g (p—2) e Hi-t 0(s ~<~m} -
i~ g ! i 1
' o 1 B (J(’ﬂ ?)'

s-—1 o;
+ X (({),[ﬂ l(/~@)"l + O 0)] - 0(s+0),

-~ 1 (0 ;

]
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ce qui peut s’écrire

s—1 X
P; (1;7(/)) = ‘]’{u (U - 73)"' ‘

a0 OC!
51 t (e _ pyse
, Cofs 1t (v —0) .
2 Qi - .L'( ‘ )/t‘_‘ @;,. ] - e = () (s - 0). )
,6 “[//«lr Jr“t:O p | s Pisv+1 (s (s—+0). (
Il en résulte que
d*q; (I (v)) _ .
[ s ] T Pias O0lals—1; 1<i<n)
A g (1 (0] Lfs 1
T N TEQi T - ( J“L~v Pirst1e
dt PR v\ ¥

O<t<o—1; 1<i<n)

Les ¢quations (D) ¢quivalent done d’apres (3) aux équations (4).

§ 3. Cas des coordonnées homogénes.

.

Jusqu'ici jai supposé l'espace IJ, rapporté L un systtme de »n co-
ordonnées curvilignes (uy, ..., w,). Mais il est facile de transporter les
définitions du § 1, ainsi que le théortme du § 2, au cas ot Pon rap-
porte l'espace I, (olt une portion ouverte de cet espace) & un systéme
de n -~ 1 coordonnces curvilignes homogenes (o, 0 o000 v, Une
courbe €/, de l'espace IV, sera alors définie par des équations de la forme

Wi (v) (O<Ti<<n) (1

ott les fonctions ¢; ne sannulent simultanéiment pour aucune valeur
de r, et ot les rapports seulement des fonctions ¢; sont cssentiels.  Le
point de la courbe (f; correspondant & »- -~ est un point simple de la
courbe ()| si un au moins des nombres

Lyi(o), (o) | L

%f/’z @)y g5, Osi<isn
est divers de zéro.

Considérons maintenant deux courpes (/; et (), de l'espace B, et
soit 4 un point commun a ces deux courbes®. Soit s un entier positif.
Si la courbe (; est définie par les équations (1), le point .4 correspon-
dant & la valeur ¢ du parametre v, les courbes O/ et /5 auront ¢videmment
un contact d'ordre s— 1 au point .1 alors et alors seulement si I'on
peut exprimer paramétriquement la courhe ¢/, par des équations

£ = W (?/) (1() < :\/ 7) (._))
telles que
Piy == Wiy, O<v<ls—1; 0<i<n) ()

# On suppose que .4 soit un point simple pour (', et pour C,.



oli jai posé

& g ("")] i ()
CLT il .
[ dor oy T [ dv” :|U,—,—;, Ve
(v=0,1...; 0<i<n)

Le lemme fondamental s’étend de la manitre suivante:

Les conditions (3) c’trmt vérifides, le contact des courbes C, et (,
aw point A est dordre s -0 —1, ou 1<o<s, si lon peut déterminer
des nombres a,, 1 O<V<G— 1) tels que

t 3
§ - . .
Wiyeio— Piysn o= X ( " ) (W Pavy v 11 Dy ) (4
0

3
(02 ; 0<i<lo—1)
el dans e cas seulement.
Démonstration. On voit tout de suite que les courbes (/| et (', ont
un contact d’ordre s--o---1 alors et alors sculement si Uon peut
déterminer deux fonetions I7(v), ¢ (v) telles que

df'(z;r] q'—'t:“, {)(/’)4:“

1’ /ﬂ:'i’ |: dv 0

v \
o(v).q; (v . (D)
[r//"" o) (i) by ¥ Y
(O rls--o-—1;0i<m
Or, . étant un point simple de la courbe €}, un au moins des nombres
Pio '/"jn‘I
19er Pin
est différent de zéro. On en déduit sans ditfieulté, ayant cégard aux
¢quations (3), que celles des équations (D) dans lesquelles 0 <y <Ts-—1
sont vérifices alors et alors seulement si g(r) =1 et

& 1'(v) _Jrsir 1 l dvo(v) _0
Tder s \Osiv > der |,
(1<p<s — 1)

O< i< j<n)

o
==

On peut done poser
L My

Py v x - oot Oy - o),
N —T— o N (\ (() ( ) i N
R ’J‘\—’] [)a , o
o(r)=— 1 ( (z* u) o O(s+a. (6)
$

en désignant de nouveau () (s -} 6) chaque fonetion de ¢ dont toutes les
dérivées d’ordre >0 et <s o1 s’annulent pour »--»s Ou caleule
aisément (v. § 2, (8)) que

g-

1
o Fio— B Iy e
i () = =

“ !

Chet Lo -t (1*——5)” .
ST PPN L i IR LUl A YA
te=0 l:(/l”'w oo ( 4 J Wi v I:| (s H S ’
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Done, d’apr(‘xs (6),
— (p“‘ ( o
o (). i (F(0) = (v— i) +

iy

371 . t‘ S f_
+ X [?z,sﬂ% - X ( )(at-—v(/wH 1 by (I)H{I T
v=0 ('s A

t=0

Il en résulte que

[ e@n@o)] =gu  O<egs—1; 0<i<n)

d R AW ,
[dv*+‘ 0 (7)\ Pi (FW))] = = @iy VEO ( j; ) (@ —y Piyy y 1 b, (/)iv)-

0<t<o—1; 0<i<n)

Les équations (5) équivalent done d’aprés (3) aux équations (4).

§ 4. Premiére forme des conditions pour le contact des projections
de deux courbes.

Dorénavant (2 Vexception du § 5), l'espace ambiant E, soit un
-espace projectif & 7 dimensions rapporté & un systéme de coordonnées
homogenes ordinaires (linéaires). Suivant un usage déjh assez commun,
j'indiquerai I'ensemble des 7 -- 1 coordonnées homogenes «¥), 4%, 2,0 ete.
(0<<i<m) par une lettre unique , y, z; ete. Pour 1 <m <=, je désigne par

Pensemble des (;;:11 déterminants d’ordre m -~ 1 tirés du tableau

2o 2, L. 2,®
2, M(n e,

Y

M (L,
J’éeris
(g o ,)=0

si tous ces déterminants sont nuls; si (zyay ... x,) 3= 0, les déterminants
symbolisés par (ryay ...x,) sont les coordonnées grassmanniennes de
I'espace linéaire F,, & m dimensions (droite pour m =1, plan pour m - 2,
hyperplan pour m = n — 1) déterminé par les points 2y, #, ... .,.; parfois,
je terai usage du symbole (x, 1, . . . 2,,) aussi pour désigner cet espace I,

Une courbe (; de I'espace I7, sera définie en exprimant les coordon-
nées homogeénes du point mobile de C; comme fonctionq d’un paramétre v;
je désigne par x (v) l'ensemble de ces -1 fonetions. Pour que le
point correspondant i »==% soit un point sunple de la courbe €, il faut

et il suffit que [ oy (,YU (v) )] 4+ 0; (1)
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la droite représentée par le premier membre de (1) est alors la tangente
a la courbe €| au point considéré.

Outre la ‘courbe (Jy, considérons encore une autre courbe (', de
Vespace K, exprimée elle aussi moyennant le paramdtre v; soient y (v)
les coordonées homogenes du point mobile de C,. Soit 4 un point commun
3 () et & (), et supposons que ce soit un point simple pour () et
pour C,. Je peux supposer que la méme valeur ¢ de » donne A considéré
comme point de C; ou de C,. Supposons que les courbes (| et C,
alent un contact d’ordre précisément s—1 (s > 1) au point 4; d'aprés § 3,
je peux supposer, sans restreindre la généralité, que
Yy—=ay, O<rs—1) (1)

v i)
[ dov J—y [70" s I
(V — O, 1, 2. .)

Le contact considéré étant d’ordre précisdiment s — 1, on a, d’apres § 3, (4)

ol j'al posé

Yo — Ly — Ao X1 — b, 2,320
pour chaque choix des nombres «,, b,. Il s’ensuit

Yy — ayy Ty ) F 0 (2)
car les points w,, x; sont linéairement indépendants, puisque A4 est un
point simple de la courbe C’;. Rappelons que la droite (a,, ;) est la
tangente & la courbe () (si s >2, aussi a la courbe C,) au point 4.

Ceci étant, soit O un espace linéaire fixe & m dimensions ne
contenant pas le point 4; soit £ un espace linéaire fixe & n-—m — 1
dimensions sans point commun avee (). Projetons les deux courbes
C, et (3 du centre O dans l'espace Q. Pour que la projection A*
du point A4 soit un point simple des courbes projetées (y*, C,*, il faut
et il suffit que l'espace O n’ait aucun point commun avec la droite
(v, ;) ni avec la droite (y, y,) (ces deux droites n'étant distinctes
que si s =1). Faisons cette supposition. En outre, supposons que
O<m<n—3 etpar suite n >3 * L'espace () soit déterminé par m - 1
points linéairement indépendants

N

0y B v Zme
Pour plus de clarté, choisissons pour un moment le systéme de rétérence
de l'espace I, de maniere que les n#—m derniéres coordonnées de
chaque point de (), ainsi que les m-{-1 premiéres coordonnées de
chaque point de £, soient nulles. Alors les coordonnées homogtnes du
point mobile de la courbe C,* seront égales & quelques-uns des déter-
minants symbolisés par

(Z, x (0) = (24, Z130 i 2(V)),
les auntres déterminants étant nuls.

#* Le cas exclu m = n — 2 est banal.
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Pareillement, les coordonnées homogenes du point mobile de la
courbe C/,* sont symbolisées par

(Z, y (0) == (20 21+ -+, Zmy Y (V)

Les points z,, 2y,... 2, étant fixes, on a

A - dv x (v)
VLA (Z, ()= (Z, “do ):
oo 4’y (v)
dw O Y@= (Z’ B dv)

(r= 0,1,2. )

(2 ."/v) e (Z’ 1‘.,); (O < v S § = 1)
on voit done que (/¥ et (,* ont un contact d’ordre s-—1 au point 4%,
projection du point A, ce qui était évident. Soit maintenant ¢ un nombre
entier tel que 1<{o<s et cherchons les conditions pour que le contact
des courbes ¥ et C,* au point A* soit d’ordre s - 0 — 1. D’apreés § 3, (4),
condition nécessaire et sutfisante pour qu'il en seit ainsi est qu’on puisse
trouver des nombres «,, b, (0<r<o—1) tels que

Or, d'apres (1),

¢ (e -
” S T t
(0 Yoior— L’/‘sr{—t) = [Z, z ( v )(’//twv Zyi1+ by, -’*/)}-

y=0

0<t<o—1).

Autrement dit: Condition nécessaire et suffisante pour que les pro-
Jeetions CF, COF aient un contact dordre s -0 —1 (1 <a<8) au point
AF est qon puisse déterminer des nombres a,, by (0<v Z6—1) tels que
le centre de projection () contienne les points
¢
: (a +t

) i ) o
Yso — Lsp o — = J((&,_.,.Lv,;,l"r b,_‘,tbv). (D)
y=0 v

0 <i<o—1)

On ne doit pas oublier que nous supposons toujours que 'espace () ne
contienne aueun point de la droite (x,xy) (et de la droite (y,#,) qui ne
difftre de la précédente que si s==1) et que la dimension de () soit
<n—3.

Le résultat est particulitrement simple dans le cas ¢ = 1. On voit
immédiatement (v.(2)) que les projections ont un contact d'ordre s alors
et alors seulement si le centre de projection O contient un point du plan

(9 — &5, Loy X1)5 (4)
¢'est le plan principal de Halphen-Berzolari*. Le plan (4) est un plan
tangent commun aux courbes (| et C, au point 4; dans le cas simple

s=1 c’est le plan qui joint les tangentes aux deux courbes C; et U,
an point .

#* V. I'introduction.
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Le résultat obtenu est beaucoup moins satisfaisant si ¢>2. Il
semble que, pour le discuter, on ne puisse que prendre en considération
toutes les relations linéaires et homogénes qui peuvent exister entre
les points

Lys Yooor — Ly g O<r<s—1;0<t<o—1)

Or en procédant ainsi, on ne peut gueére espérer d'arriver i aucun ré-
sultat général. 11 est d’autant plus remarquable que, comme je montrerai
plus tard, il suffit de poser convenablement la question pour obtenir
un résultat asses intuitif et général.

§ 5. La notion de variété.

Pour transformer convenablement les conditions justement trouvées,
je supposerai que les courbes C; et C, soient situées sur une surface
donnée X, 4 étant un point simple de la surface X. Or la notion de
surface, comme celle de courbe, n’est qu'un eas particulier de la notion
générale de variété. -

Soit, comme au § 1, (uy,...u,) un systéme de coordonnées cur-
vilignes (non homogénes) de l'espace ambiant F,. Soit 1<m<n—1.
Une wvariété « m dimensions V,, de Uespace I, sera supposé définie par
un systeme d'équations de la forme

U; == @; (2717 e TJ,,,), (1 SZ\:H) '1)

P15+« -, P, étant des fonctions (au sens expliqué au § 1) de m variables
indépendantes (paramdétres) (v, . .. v,). Le méme lieu de points soit défini
aussi par le systéme d’équations
U =P; (W1, « .y W), (1<Lin) (2)
On a alors une correspondance entre les paramétres (vq, ...0,) et
(4, ... wy); nous conviendrons de ne regarder comme identiques les
deux variétés définies respectivement par les équations (1) et (2) que
lorsque cette correspondance est biunivoque et régulitre, c’est-a-dire
exprimée analytiquement par wq = Iy (v), ... v,) (1<a<m) ou I,
(1 <a<m) sont des fonctions (au sens du § 1) telles que le déterminant
j———% ; soit partout différent de zéro. On sait que la notion de variété
a m‘ dixlxellsioxxs, ainsi précisée, est invariante par rapport aux changements
biunivoques et réguliers des coordonnées curvilignes (uy, ...,u,). Une
variété & une dimension n’est rien autre qu’'une courbe au sens du § 1.
Une variété 4 deux dimensions s’appelle susface; une variété h n — 1
dimensions s'appelle hypersurface.
Jn point particulier de la variété V,, définie par (1), correspon-
dant aux valeurs (4, ..., ¢,) des parametres (v, ..., v,), sera dit un
point simple de la variété V,, si un au moins des déterminants d’ordre
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m du tableau & n lignes

©; .
(%ZLI‘, g;’;) 1< i<n)
differe de zéro pour (v, ..., v,)= (¥, ..., 9.) (v. § 1 pour le cas par-
ticulier m==1). On sait que cette notion de point simple est invariante
par rapport au passage de la représentation (1) & la représentation (2);
cette notion est aussi invariante par rapport aux changements biuni-
voques et réguliers des coordonnées curvilignes (uy, ..., ty,).

On peut faire correspondre & la variété ¥, définie par (1) une
portion ouverte d’un espace [, & m dimensions en considérant les para-
metres (vy, ..., v,) comme des coordonnées curvilignes de 'espace F,,.
Une variété W, & u (1< u<m—1) dimensions de l'espace F, soit
définie par les équations

Vo == Ju (Wyiy « o ., W) I<am) (3)

En substituant les valeurs (3) dans les équations (1) on obtient des
¢quations de la forme ,
= D; (wy, - .., wp) (4)
qui définissent une variété V). située sur V,. Les variétés W, et V
étant rapportées aux mémes parametres (wg, - .., wy), ON A UNe corre-
spondance ponctuelle entie elles; on voit facilement que, si tous les points
de V,, sont simples, & un point simple de W, correspond un point simple
de V, et vice versa. Si tous les points de V,, sont simples, on peut
obtenir chaque variété V), situé sur V,, de la fagon qui vient d’étre
décrite.
Iin particulier, considérons une courbe C, tracée sur la variété V,,
définie par (1); la courbe () soit déterminée moyennant les équations

Vo= fu (w). (1< a<lm) 5)
Soit ¢ une valeur particulitre de la variable wj; soit fy, (10) =10, (1 <a<m);
soit @ =¢; (U1, ..., V) (1<<i<m). La courbe (, passe alors par le
point 4 = (i, ..., t%,) de lespace F,. Supposons que A4 soit un point
simple et pour la courbe C, et pour la variété V,. Soit (y une autre

courbe de la variété V,, passant elle aussi par 4 et y possédant un point
simple. La courbe €, soit définie par les équations

Vg = Yo (W0), (I<a<m) (6)

le point A correspondant, ici encore, & la valeur w de w. Les équations
(D) et (6) peuvent étre considérées comme définissant deux courbes Cy, Cy
d'un espace & m dimensions rapport¢ aux coordonnées curvilignes
(04, + vy 0,); le point (7, ... #,) est un point simple de C; et de C,.
Les courbes C; et Cy ont un contact d’ordre s—1 aw point A alors ct
alors seulement si les courbes Oy et C, ont un contact d’ordre s—1 au
point (04, <. ., 0,). Cest qu’on voit immédiatement si P'on observe que,
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A étant un point simple de V,,, il est possible, au moins dans un voisi-
nage du point 4, de choisir les coordonnées curvilignes (uy, ..., u,) de

l'espace E, de maniére qu’on puisse mettre les équations (1) sous la
forme simple

Uy = gy Ug=0. A<alm; m~+1<B<n)
Knfin, considérons le cas oli 'espace ambiant E, soit rapporté h un systéme
de n-}1 coordonnées homogenes (x(©, 2™, ... ™). Une variété V,,
a m dimensions est alors définie par des équations de la forme
O =; (V1) + .., Vu)y 0<i<n)

les fonctions ¢; ne s’annulant jamais simultanément; les rapports seuls
des fonetions ¢; sont essentiels. On voit tout de suite qu'un point de V,,
correspondant aux valeurs (¢;, ..., 9,,) des paramétres (vy, ..., v,) est
simple pour ¥, alors et alors seulement si I'un au moins des déterminants
d’ordre m -1 du tablean & »n - 1 lignes

09 09
(q)i' vy T By,

differe de zéro pour (v, ..., 0,.)= (T, ..., Ou).

O<i<n)

§ 6. Contact des projections de deux courbes situées sur une
surface donnée.

Reprenons les considérations du § 4. On peut toujours indique
une surface contenant les courbes () et C, et ayant un point simpler
en A. On peut procéder p. ex. de la maniére suivante. Posons

o Ys— @y
i (17) = — .;‘ "f“' -
et pour v ==
IR
2 (v) == o,
) (v—0)

Des équations § 4, (1) il résulte que les coordonnées 2% (v)
(0<L i< n) sont des fonetions infiniment dérivables de la variable », la
valeur v==¢ y comprise. Or posons

X, v) = (@) -+ wz(v),
ainsl que ] /
r(M=X(0,0), y@) -—=X[w—0) 1]
Le point X («,v) déerit évidemment une surface X contenant les

courbes ()} et (,. Il faut montrer que .4 est un point simple de X, ou

9NN : ‘ ,
i (s J = sy 0) = (0, ¥). O
bien que (X I a’.) 0 pour (u, ¢)==(0, v). Or

LON X oo o de(e) | dz (oY
("\W"ab]" [”’ A L J
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ce qui devient, en posant 4=0, v=20

[xo. % (s — ws),wl] F0
d’apres § 4, (2).
Maintenant, il convient d’introduire des notations nouvelles. Soient
(w1, o) les paramétres du point mobile de la surface X*, les valeurs
(13, ty) des paramétres (uy, wy) correspondant au point 4; désignons
par a=u (u;, u,) I'ensemble des 7 -- 1 coordonnées homogénes du point
mobile de X exprimées moyennant les paramdtres w,, u,. Posons

(25 dx
SR PRI R T )
On a ,
(way2)FE0 @

pour chaque valeur de (uy, u,) correspondant & un point simple de X,
en particulier pour (u;, uy) = (4, %.). Le plan (zz; ,) est, comme on sait,
le plan tangent & la surface X au point x (uy, uz). Indiquons par laffixe O
la substitution u =14, r=10; p. ex.

xy=w (11, 0); (2 a,xy) = [ac (7, v), (?i\{%j)) ] (ai(u"v)) ]
w1ty w e

Ou v
V= —{1 v :r
La courbe (', de la surface X soit définie par les équations
wy =y (0), U=, (v), (3)

la valeur » —1¢ correspondant au point 4.
Pour une fonection quelconque f(uy,u;) des variables wu,, s posons

&
&'f= [cﬁf(?l (), @ 17))] :

__°
V=

y (v’to, 1’,2...)
d'f =df, ainsi que, p. ex.,
dowy ==y, A x4, d'@-—=dx-—=(21) ¢’y () + (22) ¢’ (v) =
= (®1) duy 4~ (%)o dute;
la tangente & la courbe C; au point A est évidemment (), dx).
La deuxiéme courbe C, de la surface X soit définie par les équations
Uy =Yy (v), we =Y, (), 4)

la valeurs » =1¢ correspondant, ici encore, au point 4. Pour une fonction
quelconque f(u,, u,) des variables w,, uy posons

. A .
O =[G o, w)] L r=0,1,2..)

o
V=0

* La surface 3 est supposée seulement contenir les courbes C, et C, et avoir
le point 4 comme point simple; ce n'est pas nécessairement la surface construite
plus haut.
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0'f — df, ainsi que, p. ex.,
Oug == aty, Ou=uy, duy==2"(0), dPu,=1Y",(v)

Nous supposons, comme au § 4, que les courbes () et C, aient un
contact d'ordre précisément s—1 (s>2) au point 4; d’apreés le § 5,
cela revient & supposer que, en considérant u,, u, comme des coordonnées
curvilignes dans un plan, les deux courbes de ce plan définies respecti-
vement par les équations (3) et (4), aient un contact d’ordre précisément
5 — 1. On peut donc supposer, d'apres § 1, que

Mg —= . (a=1,2; 0<v s — 1) 5)

L’ordre du contact étant précisément s —1, on a done, pour tout
choix du nombre a, (v. § 2, (4), ou

. 0w, — d*uy 3= ay du
ou bien

0wy — d*uy 3= @y duty,.

Or, A étant un point simple de la courbe Cj, on ne peut pas avoir
simultanément du, = 0, du, =0, ainsi que

(01, — duy) daby — (I ug — d*uy) du; F 0. (**)

Posons enfin

Py = 0T, — P Tty (@-=1,2;¢t=0,1,2...) (6)

S

ainsi que l'inégalité (**) s’éerit

1901 (lu;- —_— 19'02 dul :i: 0- (7

Pr

Des équations (5) il résulte que
r — dx. 0<rv<Ls—1)

On peut done transporter aux notations actuelles le résultat final du § 4
et on obtient: Condition nécessaire et suffisante pour que les projections
C*, Oy* des courbes Uy, Cy aient un contact d’ordre s 40 —1(1<o<s)
aw point A¥, qui est la projection du point A, est qu’on puisse déterminer
des nombres a,, b, (0<v<s-—1)tels que le centre de projection O con-
tienne les points

L] (—yd¥ Tl 4-b,_, dv ). )

;

et — g — 3 (T
v=0 v
(O<t<a - 1)

Répétons encore une fois que nous supposons que le centre de projection
O n’ait aucun point commun avec la tangente (2, d2) & la courbe C, au
-point A, et que la dimension de O soit <n— 3.



§ 7. Premiére transformation des conditions trouvées.

Gardons toutes les notations du § préeédent. Démontrons que, si f (. uy)
est une fonection quelconque de (u;, uy), on a

toqe A 2 :
Frtf— bt f=23 ('s : i) > .‘}5_.,,64(/"—@]—‘—' . (1)
o\ v Joa du :

22

(O<t<s—1)

On voit sans difficulté que I'équation (1) est vraie, si¢ - O (dapres § 6
(D). Supposons done que le nombre 7 (0 <7 <s-— 2) ait la propriété que
(1) soit vraie pour 0<¢<7, quelle que soit la fonetion f; si nous en
pouvons déduire que (1) reste vraie pour ¢=-7 -1, la démonstration
de (1) sera complétement achevée. Or

) L 9fr .
(TR T w;’ duty,

=0 OUg,
T (s , Of T 1
= [ —_— (l I U/a,
h=00--1 h Dty

et pareillenment

()\.vf{—‘{—[—lf'fwsgf S; ( B )J/ 9f Os TR 1=k g

h=0 =1 Dty

ce qui peut s’éerire, d’aprés § 6, (B) et parce que 7+ 1<s-—1,

1 2

(S:'&—‘C»[ 1 f;~;E > ('S + T) Z/L af Ja—‘-‘f F1—17 Uy, _r_
n0a—t\ I Dty
s+t 2 S‘f‘T f
2 2’ ()‘h o z.s' FT+1—2 [T

+z,:m:1( h ) Bty “
On a done, en employant la notation § 6, (6),
s-F1) 2 af .
()‘S T+ lj*-—- (lq +T+1 j ( + ) E 9’:+1_~),a (l‘/—a%'—j— b, (2)
Y 0 =1 o

ol jai posé

sht 2 s+r ( ‘ 7) 1
N — 37 ho L s - ! i
S=2 3 ( A ) { 7 " —d M ds (178

h=s =1 b,
Or d'aprés la propriété supposée du nombre z on a pour s</h<s -7
of af "o h o' f
g ( ) Y P gy & AP ——
ity bua p o\D) 5= ! PP Bug ug’

ainsi que
s+T h—s 2

9 j ; o p
T A 2 s+ (h 0°f
N:’:;._‘.. 2 = ( T ) ( }19‘/‘#9_1;, 5(P+r FLl—h Uy, v 2 av—;:
hocs p==) g=1 r:::l h 1’ e, M“i

$47T h—g 2 2 3 L oo

e A s+ (s+Tv—li+p ., 977

-y X3 XY 3 ( + ) ( I P ‘ ])3/;~s-—1>7ﬁ.(l°'5”r+1“7‘ u/a(zpév._‘._,
e}

s p a1 h—1p g, Dug

$+4+-Th—s Thly—1
Iei je pose v=s-7—h-p- 1, ainsi que .Z‘ 2= X X et par suite

=8 p=0) y=lp 0
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N B 2 =12 0y
S=23I ( ' ) AN ST z d”——fll" “l=r(du,)—=
N e At I | 5 1 b ool p o i, O ug
R 2 2 2 £
e (5 T) S e aadt [ 2 7_43“7(‘ (lllu) .
R P | -1 o o1 0y Buf
Tl e o 2 :
S “«9 o of
- , T4 1—yva
v 1\ 1 o a”a

En substituant cette expression de S dans I'équation (2), on obtient

s by 2 3
Os bty sbrilg w0 (’ i ) K o dy
J / y—0 y ot T B,
Or c¢'est I'équation (1) pour ¢=17 + 1; la démonstration de (1) est donc
cmnplbte

in vertu de (1), les équations § 6, (8) prenent la forme

.o 9
(s 2 B o
g= 3 ( ! J [ XS mpya g — T e — b, d".::—l. (3)
0 4 =1 _]
0<t<o—1)
Or
s -t Lo(s -t 2 ’
haj ( ' ]u,_,‘ Aty - 3 ( N d’(.‘. Jadua
fet) ]L ) Jot) h g1
t 3 13 .1
L, 2 o AN )
S N ( ‘ )u,_.h . ( ) Ay - APV,
n=0 o1 v—=0\ N 4
12 12 2 s | t /
ad Y ’5 & I, e D
> 3 X ( ‘ ) ( ) Wy QY g o AP T g, =
)0 =y o1 /l’ J 4
i 12 2 ¢ |7 Q f
L4 S0\ (st —» .
E= M R ) ( T+ ) Wyt Xy o« APTIV gy
s by g\ ¥V S
t 2 S 11 o |
(st (st —w
— 3 X ( + ) &z X ( . Wy dr vy,
Y==0 g1 14 by h —V
i1 2 . ] t—-vy 7
Lo sh S ~-1-— .
— 3 ¥ ( : ) dY g X ( ) (PR L T
vemd) g=1\ ¥ 70 h
pareillement
Cos -1 o d (st ; (2
hJ ( h ) b d"x=—b,ny+ X ( I d"*‘t Xy dug| =
= I3 o\ h o1

. t 2 a1 S W"é h _ 1
e i A ( ) bi— ( y J(Z"uua A= gy =

h=1 g=1 y—0 h

ol 2 (s+4-8 (h — 1y .
by X X X (b + ) (]’ y ) by n @ o d"= wg
L

w0 hy L ga\ T
-1 2s-t t—v—1\v--1 .

=y XXX ( J ( Y ) e by Y wg A 0y =
=) By IL 1 g : f’* 1 hh—v—-1 h

t—1 2 t S - l‘,__f_l -1.

v=) o 110 oyl
2’~1 t—Av —1/¢
, st st—r—1 v -1 ‘
showy X + ) Vi, X ( + ) el AR,
4 "“ J Ji=0) I3 h -V 1
o
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On peut done mettre les équations (3) sous la forme

tgby e L —
=23 X (5 : ) dY 2, [«9,“\,, «— (S r ) gy g dBT1 u,‘] —-

v 0o 1 ) h (4)
s te s bt —y—1) vl ‘
—_— A ._VZ Y X . . oo h}-l,la.
b, x, ~,—,~J(V + 1) ¥z, }‘2:“ ( i ]/tr—f—l’ = 11);,, haq Ty
0<t<o—1)

§ 8. Ultérieure transformation des conditions trouvées.
Posons co=1. (1)

Définissons les nombres ¢,, 4, (1<<»<¢—1) moyennant les équations

5—}~i)
t P o ¥
P S+p
E_#_;_ . _ 1 h 1,, —
p=) 34{]’) N 1’[3,,& ka ( h ) @y At 1“]
P (2)

_ (s+1)! Ev‘ A dht1
S ' k=0 L!
(a=1,2; 1<t<o—1)
Les nombres a, (0<»<o-—1) supposés donnés, les équations (2) déter-
minent sans ambiguité les nombres ¢,, 4, (1<r<o—1); en effet, si
Ion connait déjh ¢,, 4, pour 1 <v<#¢—1, les équations (2) ont la forme
; !
s+ Adu, = ..

s!

Ug.

¢ Py —

H!
. (/'L&()g_(s_i— ) Ay, — ...,

les seconds membres étant connus; on en calcule sans ambiguité ¢, et
4,, vu I'inégalité § 6, (7). En outre, on voit sans difficulté que

A’:@——T—!Tﬂ(t’+"" 1<t<o—1)

ou les points ... indiquent une quantité qui ne dépend que de a,
(1<w<{¢--1). On peut donc exprimer les quantités arbitraires «,
(0<v<o —1) moyennant les nouvelles quantités arbitraires «a, A,
(1<v<o—1); les quantités ¢, (1<<»<o-— 1) deviennent alors des
fonctions bien déterminées de a,, 4, (1<<»<¢— 1). Pareillement, au
lien des quantités arbitraires b, (0<»<¢ — 1) on peut introduire des
nouvelles quantités arbitraires B, (0<y <o —1) moyennant les équations

i)

t f 9 !

p,wo"éitz?';]-) i b,,;—v@ ZE!Q: B. (0<t<e—1) (3)
( 1—p )

Enfin, observons (v. la fin du § 6) que ce ne sont pas les points
2,(0<t<0o—1) eux-mémes qui importent pour le probléme qui nous
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occupe, mais seulement l'espace lin¢aire déterminé par ces points; je
peux done remplacer les points 2z, (0<<¢<o-—1) par les points

s -t t)
s! " (t —p

2= (;:m) (s t—y Ci—p @pe 0<t<o—1) (4)
( L—p )
Or d'apres (3) et § 7, 4)
;! rr VAl 2 I
.@_;7)3 (7' —Z") -\ By, (5)

ol j'ai posé

S ©

o - t—pl v ; PSS p—v :
e ::7);1 ~,-“u T_—-L (’\' “f_ t '—I)) ct_n “ o [3[) e h [} ( ]I Aoy dh% l ”a];
t—p
Al
o /,1 p—1 2 thl - 1 r- / 1rg 'j)gh_l 1/+1
A 1= RN ‘S T —— Ci—p va/a X ( I ) ]LAIZ;/”;l l)pwv__;. -1 dr+ "tt(,_.

poov=0% ( J‘[“' ) h=—=)
t—p |

O<t<o—1)
Or o
T
t—p \ v _J(s t]_ 1)~1/ ) g »—*Zj’ i
(* - ¢ *1’) ( 1)—7 ; p:u vg()m'v:.——,o pv ’
t—yp p—v

ainsi qu'on déduit de (6)
t

2 (el
AR (‘S ”) TP A 0<t<o—1)

v =0 g=1 4

olt j'al posé

1 I(s+[~~r)

, - ( z
Yi_yu= X 1 Coy [3‘0’ — X ( s+ (j) @, dt {\
q-0 (b -t (j) Ji==0) I

q
On a done pour »--¢
Yoo = o (Fou — g dutg) == Fyo, — @, ditg;
pour O0<<y<{-—-1 on au contraire, en vertu de (2),

F Y t— 1
(84— o Ay T

Y, a—
S s! 50 h!

Done

d La (1 ),4‘—’ 71
f . ,—_ z [(30,4 @ty ditg,) »-}4- =z
) - !

(0>f.§0—1>

dh 1y
AL T “]. (8)
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Faisant usage des identités

(s—;v ) (s + p) ( 1)~V~~]) ] (54.{) (,g,;l,j__ V«I) [S‘]‘t“}/"’
t—pl w1 h RV I t—p

t p—1 p—v—1 t—1 t—vy—I1 t
b3S 34 b

’ STy 3
p— — el — —
P o) ye=0 A= Vo0 k=0 pey kb
on déduit de (3) et de (7)
s! g ‘;‘ L g L By gy AT,
— ), /¢ - P - e
(8+{)' Y= Oa -1 y! h -) l’~‘—/l**1 /['

(0<t<o—1)
De (5), (8) et (9) il résulte

= X (90a @, dua) LDy, -
(}W
‘ Zv, 2 A2 g, = _ ])t s d
+ 2 2 O g, S
vt Voo oh=o V"1 !
0<t<o—1)
Or
#;1 év d‘/ Le t—;c—l 4 : Bt—;‘;v—h41 dh—g-«l i .
— — , N e Ve t*1},A4h o ] 1 7717*7 -
v0a=t Ve a0 v h [

G2 da, Y B,, di—v—ry,

T e ' i Al""l ‘-—_1—'
v=0a1 Vi o g (t——llv~])— )
! 3, RN [ ]{,, ) d'=v="ru,

B P _J ] T—
p0a ot v V! t— P (t~~V——])——J)

T

P (t'—})“‘ 1\)‘ B vy =1

Ay B (E—
v Appi4 0yl P) 1 Z / )::-
phdu (t—p —1)! d { g, ity

U"‘]ﬁ A/ 41 _T_'I)I’ dt

A By (E—p) TR S (t—z) —

%=1

77‘1» -0 (¢ —]))v mret(de) =
t—p oy t—1 t—p
s AH] d—1 ST di—ry

(t— 1)~—1)‘ =)
ainm que

2 dL o t—1 (/L——p ) t (][ —P
Fe= =+~ 2 A4, + XD, /.
T ‘,A'“(t P TS =)
O<tso—1)
olt jai posé
Wy, == Foo — g dity, (a=—1,2)

ainsi que, dapres § 6, (7),

Ml d”2 — ‘U/;g (ll&l :’: O.
Plus précisément, on doit avoir

Wy dity — by diey == oy dug — Fgy ity

h—1

’

)

] A’ v d'=—v—r= (g, )=

(10)

(11)



cependant, pour notre but il est évidemment permis de multiplier
simultanémant tous les nombres

sy A, (1 <v<a—1), B,(0<r<o—1) (12)

par le méme facteur ¢3=0, ainsi que nous pouvons supposer que les
nombres g, ¢, ne sont soumis qu’a la condition (11).

Iin définitive, nous pouvons énonecer le résultat de la fin du § 6
sous la forme suivante, olt mous avons gardé toutes les notations du
8 6: Condition nécessaire et suffisante pour que le contact des projec-
tions O, Cy* au point A* soit dordre s+ 6 —1 (1<a<s), est qu’on
puisse déterminer les nombres (12), liés « la condition (11), de manicre
que le centre de projection O conticune les points (10).

§ 9. Forme définitive du résultat.

On peut énoncer le résultat des recherches qui préecdent sous la
forme suivante:

Soient s et 6 dewr nombres entiers tels que 1 <o <s. Soient (' et (7,
dewr courbes de Uespace projectif I, ¢ n dimensions et soit A wi point
commun « ces deur courbes et simple pour chacune d’elles. Soit X
surface de Uespace F, contenant les courbes Oy et Cy et ayant en A wn
point simple. Supposons que les courbes C et Oy aient un contact dordre
précisément s— 1 au point A. Soit O un espace linéaire @ m (0<m<n—3)
dimensions contenu dans I, et %’ ayant aucun point commun awx tangentes
aur courbes Oy et Cy au point A (ces tangentes ne sont distinctes que
sios=1). Soit L wn cspace linéaire « n-—m—1 dimensions conlenn
dians I, sans point commuwn avee 0. Projetons les courbes Cy et (',
di centre O dans Uespace Q: soient Oy et O5F les projections des courbes
(ot Cy:osoit A% la projection du point A. Les courbes O ef (F
ont wn contact d’ovdre s-+-06-—1 «u point A% alors ct alors sculement si
Cespace O conlient wn espace O construit de la manicre swivanle: O
Sfera correspondre, point par point, d la courbe Cy une autre courbe (°F
de monicre que le point I3 de C" qui correspond au point I quelconqgu
de (' soit situd dans le plan tangent d la surface X aw point B: Uespace ()
est alors Uespace osculateur ordre 6 —1 i ce point A" de C" qui correspond
a point A de ().

Dans cet énoneé, lespace osculateur d'ordre 6—1 & la courbe (7
liew du point X (v), au point correspondant i »=- 7, est 'espace linc¢aire
déterminé par les points

[(/" X (?)} L O0<r<o—1)

dv”

* La courbe (" peut se réduire & un point.
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pour o=0, ¢’est simplement le point X (#); pour o= 1 c’est encore le
point X (¥) si ce point n’est pas simple pour ; au contraire c’est la
tangente & ( au point X (2) si ce point est simple pour (.

La démonstration est maintenant trés simple: Le point X (») de
la courbe (" correspondant au point .« [¢; (), ¢, (v)] (je garde les
notations dn § 6) de la courbe C; a la forme

X () =T (v) &1 (0), 92 ()] - T L (0) o [y (0), 92 (0)].
o==1

Le point X (0) =[hke + 1 23+ lyxs], n'est pas situé sur la droite (x,, dx),
cette droite devant n’avoir aucun point commun i l'espace ()’ contenu
dans O; done en profitant de ce qu'on peut multiplier toutes les co-
ordonnées X (v) (0 <<i<n) par un facteur commun queleconque, on peut
supposer, sans restreindre la généralité, (ue

olt A(v)~ 0 et w,, u, sont deux nombres fixes satisfaisant & I'inégalité
§ 8 (11). L'espace ()" est alors déterminé par les points

. 2 t—1
A X=X uydw,+ X

\ t
( 4 ) R N ( ¢ ) Avlc.di—ror,
Pt p o\

p=0\p

Or posons

A = (p 4+ 1Ay  (0<p<t—1), drk=p! B, 0<p<0)

ainsi que les 4, et I3, sont des nombres qui peuvent ctre choisis
arbitrairement; alors

d'X 2 Ay | tE d—ry o di—ra
= X Uy XA, e >~ DB, .
I a:lﬁh TR A, T p— ! + it DB, (t— p)!
O0<i<o—1)

En comparant avec § 8, (10) on voit bien I'exactitude de l'énoncé.
1l est remarquable que le nombre s w'enire dans Uénoncé que par
Uinégalité s> 0.

§ 10. Les tangentes conjuguées de M. Bompiani.

Si Pon voulait approfondir notre résultat, or. devrait évidemment
prendre en considération toutes les relations lineaires et homogtnes qui
peuvent exister entre les points

o, Ay, dVa,. 0<r<o—1)

Or ceci conduit & la belle généralisation, due & M. Bompiani®, de la

* Sistemi comiugati sulle superficie degli iperspazi, Rendiconti di Palermo,
t. 46 (1922).
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notion classique de tangente conjuguée, En gardant les notations du § 6,
on peut ¢noneer la définition de M. Bompiani, en la généralisant un
peu, de la manicre suivante®: Une tangente (z, u, 2y - ty,), i la surface
2 au point A s'appelle conjuguce a Uélement ordre 6 —1 (6>2, v. la
définition de I'élément & la fin du § 1) de la courbe C) au point A, si
le point =y b Aoy

dépend linéairement des points

Loy A7 Xy, (Y 2ye O<r<o—2)

On voit facilement que cette définition dépend seulement de X, (/) et A
et non de la représentation analytique choisie. Pour o= 1 on & la
tangente conjuguée, au sens classique, 4 la tangente i la courbe C; au
point 4. La tangente conjuguée, au sens général, peut ne pas exister.
ou avoir une position bien déterminée, ou enfin ce peut ¢tre une tangente
quelconque & X au point A. Si la tangente conjuguée b I'élément d’ordre
¢ —1 de la courbe (; existe & chaque point de ('}, la méme tangente
est aussi conjuguée i I'élement d’ordre s—1 de la courbe (; pour
chaque valeur de s>0; cest quon voit tout de suite par différentiation ;
il en est tout autrement si 'on ne considére qu’un point particulier A,
On peut donner & la définition de tangente conjuguée une autre
forme, en utilisant la notion si importante d’espace osculateur a4 une
variété. L’espace osculateur d’ordre 0 — 1 (6>1) & une variété V,, & m
dimensions de 'espace projectif J/,, engendrée par le point @ (uq, .« ., tty),
aun point de ¥, correspondant aux valeurs (i, ...,u,) des paramdtres,

c’est I'espace lindaire déterminé par les points

2% SR o P

['Wiijmrrm AT ,um)] ) .

Uy ==y 0oy gy =210,

0L+ ... 4 tn<o—1)

Pour ¢=1, c'est simplement le point x (i, ...,,). Pour 6-=2,
¢’est I'espace tangent i la variété V,, au point & (i, . . .,%,); la dimension
en est m, si ce point est simple pour V,, < m dans le eas contraire.
Iespace osenlateur d’ordre 6 -~ 1 & une variété ¥V, , & m 4/ dimensions
de Pespace projectif I7,, engendrée par 'espace linéaire & m dimensions

(oy iy o v vy i) (g ==Ly (Ugy oo tUy), 0L < N), dans 'espace générateur

(.’1:07 Ay .1.'5/,)“1 fiyy oo o Wy, Sy,
de la variété V,,,, c'est I'espace linéaire déterminé par les points

I: a'/" I M {—(Zm (
e 1 (T .
Qu ™. .. duym . iy eyt

O<La, b e, <o—1; 00BN

# On voit que de la définition s’applique non seulement & une surface, mais
aussi & une variété & un nombre quelconque de dimensions.
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Cela étant, soit V7 la variété engendrée par les plans tangents
[ (g (), @ (0)), @ (0 (), o), s (0 (1), s (0))]
a la surface X le long de la courbe (. Soit 75—, l'espace osculateur

d’ordre ¢ —2 (6>2) a la variété T, dans le plan générateur (» 2, 2.),
de 17;. Soit V, une surface réglée engendrée par des tangents

uwwm%wyémwm@mm%mn
o

4 la surface X le long de la courbe (). Soit 7;_; l'espace osculateur
d'ordre 0 — 1 ala surface V, dans la génératrice (&, ty & -y 24)o. La droite
(@, Wy &y -~ s 29), est une tangente conjuguée i I'élément d'ordre v-—1
de la courbe C; au point A alors et alors seulement si l'espace 7;_,
tait partie de l'espace T'5_,. Il est intéressant que la surface V7, n’entre
dans I'énoneé que par sa génératrice (w, ptyay - Wy 23) *.

Eun retournant au probléme qui m’occupe actuellement, je ne trai-
terai d'une maniére approfondie que les cas ¢==1, 2, 3.

§ 11. Etude des cas 6 —1 et o=-2.

Derzolari (v. § 4) est le plan (xxy 22)y tangent « la surfuce X au point A.
Tassous au cas 2 ==¢<s. Les équations § 8, (10) se réduisent i

Zo ==ty (®1)o 1 M2 (g)y = Ly 2,
Zy== py dwy + Wy dy - (Ay - Do) do = DB .

Quatre cas sont & distinguer: I. La tangente conjuguée a (2, d.r)
(par rapport & la surface X) n'existe pas. 1I. La tangente (x, 4, 2 -~ A3 2,),
conjuguée i la tangente (x,, dr) existe, est unique et ne coincide pas avec
(g, d). III. La tangente conjuguée (x,, () existe, est unique et coincide
avee (2o, dr). IV. La tangente conjugude w (g, ) est indétermince. Le
cas I exige n>4.

Je me borne & indiquer les résultats qu’on vérifie sans peine.

I. Soit V; la variété engendrée par les plans tangents

|2 (1 (©), @2 (1), a1 (Pr(¥), @2 (®)), @3 (1 (V) Py (2)]
A la surface X le long de la courbe (4. L'espace tangent & 77, au point
ty (21)o + My () =~ s

est ¢videmment U'espace & trois dimensions

[20, (@1)or (adoy  Myduy — fhyday)s (H
cet espace est done le méme & tous les points de la droite
[0, py (y)o = ta (%3)0]s (2)

* M. Bompiani ne donne qu'un cas tres particulier de cet énoncé (1 c., § 41,
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le point A4 de cette droite étant exeepté . On arrive ainsi & une correspon-
dance homographique s entre le faisceau (2) des tangentes i X au
point A et le faiscean (1) d’espaces & trois dimensions (1) contenus
dans lespace i quatre dimensions

[0y (o1)os (@2)oe days oy (3
et passants par le plan (v 2,),. Or soit I3 un point situé dans le plan
(@ 2y 15)y mais non sur la droite (r,, dz), et menons par le point I3 une
droite p située dans lespace du faisceau (1) correspondant, dans
I'homographie sz, & Ia droite A3, mais non située dans le plan (2. .2),.
(les droites p forment une famille o* (o pour chaque position du
point I3) et sont toutes contenues dans l'espace & 4 dimensions (3).
Les projections (/¥ (1 ont un contact d'ordre s--1 au point A*
alors et alors seulement si le centre de projection () — supposé ne
contenir aucun point de (x,de) — contient au moins une droite p de
la famille ainsi définie. Cela exige que la dimension de (@ soit > 1.

II. Définissons la variété V, comme dans le cas I. Maintenant,
I'espace tangent i 77y au point quelconque

1y (1) 4= pa (@e)o == pag
du plan générateur (xw,x,), est fixe; c’est 'espace & 3 dimensions

['770» (46'1)0, (31}._-)0, (F-l"l **; (4)
cependant, les points de la tangente (z, A - 2Ayx,), qui ne sont pas
simples pour Ty, font exception, l'espace tangent relatif se réduisant au
plan (., 2, .24)0. Les projections C*, C,* ont un contact d’ordre s -1
au point 4% alors et alors seulement si le centre de projection () —
supposé ne contenir aucun point de (xy, dx) — contient: 1° ou un point
divers de 4 de la tangente (, A 2y - Ay2y), conjuguée i (., da); 2° on
bien une droite située dans l'espace (4), cette droite ne rencontrant ni
(w90 do) i (u, Ay ay - Ayas)y Lia seconde éventnalité exige 2>, la
dimension de O détant < — 3.

III. Considérons toujours la variété T,. L’espace tangent & 17 au

point queleonque g (7)ot (2)y = oy
du plan générateur (» . 2,), est, iel encore, fixe; c'est espace n 5 di-
mensions contenant les points

Loy (X1)oy (12)gy 2y, g )
les points de la tangente (g, lr), qui ne sont pas simples pour I7,

font exeception, l'espace tangent relatif se réduisant au plan (v ).

# Lo point 4 n'est pas simple pour V; et I'espace tangent & V7, en A n'a que
deux dimensions (c'est le plan (v a; a,),).

#% (On obtient le miéme espace en joignant le plan tangent () a,), an plan
osculateur (z, dr, d*.) & C en A.
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Les projections (1%, (7 ont un contact d’ordre s — 1 au point 1* alors

et alors seulement si le centre de projection () — supposé ne contenir
aucun point de (xy, da’) — contient une droite de I'espace (5), cette droite

ne rencontrant pas (o, dr). Cela n'est possible que si 1 >4, parce que
la dimension de () doit étre < -—3.

IV. T.es projeetions %, C,* ont un contact d’ordre s-1 au
point A* alors et alors seulement si le eentre de projection () — sup-
posé ne contenir aucun point de (xg, dx) — contient un point du plan
(4., 49),. Dans ce cas, aucun point de lespace générateur (. wy.ay),
n'est pas simple pour la variété V.

§ 12. Etude du cas ¢--3(s>3).

Si les projections € *, (,* ont un contact d’ordre > s au point .4*
le centre de projection () supposé¢ sans point commun i la tangente
(£, (l),” le centre de projection doit contenir un point bien déterminé /3
du plan (& xy),. La droite ¢ qui joint les points 4 et I3 est une tan-
gente A la surfuce X au point 4, différente naturellemente de la tan-
gente (., dr). Pour abréger, je dirai que le centre de projection O appar-
tient « la tangenic t.

Choisissons arbitrairement wne tangente t= (x, 0, £y - @, y), diffé-
rente de (1o dw). D'apres § 8, (10), les projections C* et C,* ont un
contact d’ordre s -2 au point A%, le cenire de projection O appartenant
a la tangente t, alors et alors seulement si Pon peut déterminer les
nombres A, .., By, By, B, de maniére que O conticnue les points

Zo =y () = My () = Ly o,
2y iy - yd, - (Ay + By) de - B, (1)
Zoo Py = adPay - (24, - By) d2e 4 2(A, - BY) da - 2By,

Pour interpréter géométriquement ce résultat, choisissons wune sur-
tuce réglée I engendrée par des tangentes o lo surface X le lony de la
courbe Oy et contenant comme génératrice la tangente € choisie plus haut.
La surface ! est le lieu du point™

2
Nvy 1) = X g g (g (V) o (0)) -
a1
‘ d . ‘ ) )
@ (1) (g (1), g5 T00) (g (0), 92 (0),

o (v) étant une fonction de » telle que w (v) =0 et dailleurs arbitraire,
mais choisie d'une manicre fixe.

* La reprdésentation analytique choisie de la surface I! exclut les points de la
courbe C';; mais cela n'importe pas pour notre but.
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Je distinguerai Jueit cus:

1. La tangente conjuguce™ a (x,, dry w'ewiste pas: lu tangente t 1 est
pas conjuguée* a Udlément du sccond ordre de la courbe 'y an point A.
Cela exige que 2 >5.

Le plan tangent i la surface I? au point X (v, /) de la génératrice
est déterminé par les points

e X () N (v, )
/\ ’.!17)w - ) — " : 2
(1,20 B [ ar ]d : (2)
¢'est done le plan
[0 thy (201)y 1 W (£a)gy Wy ditry —= Wy vy + (060 =~ do) dv|; 3)

I'espace osculateur du second ordre & la surface I au point X (v, w)
est déterminé par les points (2) et
X, w) 37X (vow, 3N (ryw) .
w? woaw |, -3 ov? .o
'est done l'espace 4 4 dimensions**
[, (X0)gs (@ 2)os by ity =y dwa, oy d* 2 ==ty dP @y == 10 =2 dow ) d* 2] (4)
Ln comparant avee (1), on voit que: 1° le point z, coineide avec
X (# By 20 le point Z; est situé dans le plan tangent i la surface R
au point X (9, 4, -+~ By— dw), mais non sur la droite (ry,de); 3" le
point 7, est situé dans l'espace i quatre dimensions osculateur du second
ordre & la surface 1@ au point X (2.2 4, -+ B, — 2dw), mais non dans
I'espace & trois dimensions
Loy (1Yo ()oy ty i~ gy oy |5 ()
4° les points 7, Z;, Z;, ne sont soumis & aucune autre condition. L’espace
(D) est l'espace tangent h la surface réglée 1! dans la génératrice t.
Lin observant encore que les deux couples de points de la droite ¢
xoy X (B, Ay = By —dw); X7, By), X(¢,2A4,+ By —2dw)
sont harmoniques, on arrive au résultat suivant: Soit P; un point quel-
conque de b, difiérent du point A ; soient Py, P, dewr autres points de t
difiérents de A (¢ tels que les dewr couples
A, 1)1: l)m ])3
soient harmoniques ¥ ; soit )y un point situé dans le plan tangent  la
surface 10 aw point Py, mais non sur la droite (xy,dx); soit @, un point
situé dans Uespace osculutewr du scéond ordre & la surface Py, mais non
dans Uespace tangent D dans la génératrice €; soit ww le plan déterminé

* par rapport & la surface ¥; pareillement dans tous les autres cas.
#% On doit tenir compte de ce que la droite ¢ diffcre de (2, dr), ainsi que
ey ey — oy dry 2 O,
#%% (Gela m'exclut pas I'éventualité que les trois points P, P;, P, soient confondus.
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pur les poinds Py, @y, Q. Le plan v engendre une famille o («* pouwr
chaque choiw des points 1y, Py, P,), tous les plans de la famille étand
coidenus dans Uespace @ 5 dimensions

[0 (@0)os (C)oy dity, dva, g @y - 1y d* 24 ()

vscudatear die second ordre o la surface réglée 1D dans la génératrice t.
Les projections CFy et CFy ot un contact d’ordre s 2 au point A%,
le centre de projection O appartenait @ la tangente €, alors ¢t alors scule-
ment si O contient un plan 7w auw moins de la famille o qui vient étre
décrite. Cela exige que la dimension de O soit > 2.

L’espace (6) est indépendant du choix de la tangente 7 dans le
cas ot il existe une tangente conjuguée i l'élément du second ordre
de ({ en 4 (ce qui arrive certainement si n-=50), et dans ce cas
seulcinent.

II. La tangente conjuguce a (xy, dr) existe, mais ne coincide pas
avee t: la tangente t west pas conjuguce a Uélément du sccond ordre
de la courbe C; au point A. Cela exige que 5 >4.

Le résultat qui vient d’étre exposé reste valable; cependant, U'espace
(4) ne dépend pas de w, car le point d*x dépend linéairement de

Loy (L1)oy (W2l Uy iy —- oy da,

(Uest pourquoi on peut donner un énoneé plus simple: Soicnt P,
ot Py deww points de t, distincts ow non, mais divers de A; soit (), un
pomnt situé dans le plan tangent ¢ 10 aw point Py, mais non sur la droite
(o, d); soit v un plan contenant Py et @)y ct situé dans Uespace ¢ 4 di-
mensions

[(@)os (w1)os (#2)gy My dity ~F py dityy phy dP @y - s * 2] (1)

osculaterr du second ordre « la surface réglée It dans la génératrice 1,
mais ne pas situé dans Uespuce & 3 dimensions (D) tangent « I dans
cette génératrice.  Le plan v engendre une famille o (%7 pour chaque
choixw des points Py, Py), tous les plans de la famille étant contenus dans
Uespace (7). Les projections C* et C%y ont un contact d’ordre s -2
aw point A*, le centre de projection O appartenant o la tangentc t, alors
at alors sculement si O contient un plan 7@ aw moins de la famille o«
qui vient d'étre déerite. Cela exige que la dimension de O soit >2
ce qui n'est possible que si n > 5.

Iespace (7) est indépendant du choix de la tangente ¢ dans le cas
ot il existe une tangente conjuguée i I'élément du second ordre de (.,
en A (ce qui arrive certainement si #-——4) et dans ce cas seulement.

I, La tangente conjugude @ (wy, dx) w'cxiste pas; la tangente t est
conjuguce  Uélément du second ordre de la courbe C) au point A
Cela exige que 7 >4,

Dans ce cas les points

.’I‘O, (./L’l)m (:,.L'L))(), (Zwl, ((J/x'g



sont lin¢airement indépendants; au contraire, on a une relation de la
forme
fy (P g -ty ey ==y dy - g day L

ot ... indique une combinaison linéaire de wo, (4y)es (L)
Le plan tangent & la surface @ au point X (#, ) continue & étre
donné par (3). Posons
Uy My — g M
1wy — il — L2 TR
Wy ditg — Wy du,
Lespace osculateur du second ordre i la surface [l au point
X (0,) est, pourvu que w 3= wy,
[Cos (£1)os (H2)gy gy dlaia]s (8)

il a done 4 dimensions et ne dépend pas de w; cest aussi Iespace
oseulateur du second ordre b /¢ dans la génératrice /. Au contraire,
I'espace osculateur du second ordre & 2 au point X (1, wy) n'a que

o

3 dimensions; e'est espace
I")m (‘(701'* ('1:2,)4)? xu’l d"ﬁ _.T‘ ;l"’:!(]"'J]' (5)

En raisonnant comme dans le cas I, on arrive au résultat suivant:
Il y a, sur la gincratrice t de la surface réglee R, wn point ¢t un scul,
dificrent de A, dans lequel Uespace osculatewr du sccond ordre a R w'a
que 3 dimensions ; désignons par I3 ce point et par o Uespace osculateur
relatif. Soit Py un point quelconque de t, diffévent de Aj soit P, le con-
Jugue harmonique dw point I3 par rapport aw couple A, Py (on peut
avoir == Py = P\); soit p une droite différente de &, passant par le
poiad Py et situce dans le plan tangent & R aw point P Own obticnt
ainsi une famille I'y o* de droites p (o pour chaque position de ),
chaque droite de la famille I'y étant situce dans Uespace o. Soient cicore
Py ot P’y dewx points de t, distinets ou confondus, mais divers de A, et
lels que le conjugué harmonique de B par rapport aw couple A, I’y soit
différent de P’y soit @y un point situd dans le plan tangent @ la surface I
aw point 1"y, mais non sur la droite (44, dx); soit @y wn point situé dans
Uespace 4 dimensions (8) osculatenr du second ordre ¢ la surface réglée I
dans le génératrice t, le point @)y wWappartenant pas « @; soit enfin @
le plan déterminé par les points Py, @y, Qo Le plan v engendre wie
Samille Iy o™ (% pouwr chagque choiv des points P’y et 1), tous les
plans de 1o famille Iy dtant confenus dans Uespace a 4 dimensions (8).
Les projections Cf% ot C)F ont un conteet dordre s--2 we point A%,
le contre de projection O appartenant « la {angente t, alors ot alors scu-
lement si O contient: 10 ow wune droite de la fumille Iy, 20 ow bien wn
plan de la famille F,. La seconde éventualité n’est possible que si >,
parce que la dimension de () est <z — 3.

IV. La tangente conjuquie @ (&, dg) criste, mais ne coincide pas
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avee t; da tangente t est conjuguée o Uélement du second ordreide la courbe
Oy au point A.
Dans ce cas les points

oy (X1)os (Z2)oy  phy dt'y - oy dity

sont linéairement indépendants, et les points
duwy, dryy dix,  py d*ay — py Pz,

en sont des combinaisons lindaires. On voit qu'on peut toujours choisir
les nombres 4, et I3, de maniére que le point Z, soit linéairement dé-
pendant des points 7, et 7. Le plan tangent & 1! au point X (v,)
continue & étre donné par (3). Au contraire, lespace osculateur du
second ordre & /! au point X (#,) ne dépend pas de w et coincide
avec lespace & trois dimensions

[0y (@1)oy (a)gy s Ay - oy dy] )

tangent & la surface rdéglée I} dans la génératrice 7. On arrive sans
difficulté au résultat suivant: Soit w Uespace (B) a 8 dimensions tangent
@ lu swrface réglée I dans la génératrice t. Soit P un point arbitraire
de ¢, digérent de A. Soit p wne droite contenant le point P, situde dans
LPespace o, mais non dans le plan (x 2y xq), tangent ¢ Z en A. La droite p
engendre une  fumille I oo® (0¥ pour chaque position de P), chagque
droite de la famille F étant contenue dans Uespace o. Les projections
O et CF ont un contact d’ordre s -2 au point A*, le centre de pro-
gection O appartenant « la tangente t, alors et alors sculement si O con-
tient une droite de la famille F. Cela n’est possible que si n >4, parce
que la dimension de O doit étre <n— 3.

V. La tangente conjugude & (x,, dx) existe, est bien déterminée ct
coincide avee t; la tangente t w'est pas conjuguée & Uélément du second
ordre de la courbe C au point A. Cela exige que n>4.

Dans ce cas les points

Loy (1)oy (W)gy Bwy oy By ~+ g d*ary

sont linéairement indépendants; au contraire, on peut déterminer le
nombre /; de maniére que le point

wydwy + pydae, — hdx
soit une combinaison linéaire de x, et (wx, - @, ), Si
A+ By + h=0,

on peut choisir le nombre B3, de maniére que le point z, dépende linéaire-
ment de Z,. En dehors de ce cas, il n’y a aucune relation linéaire entre
les points Z,, z, Z,. Posons

wy = —h—dw.



Le point X (#,,) n'est pas simple pour la surface réglée R;
I'espace tangent &4 R & ce point se réduit & la droite ¢ Pour w ==,
le plan tangent & la surface 12 au point X (4, «) ne dépend pas de w;
c'est simplement le plan (xa,x,), tangent & X au point 4. L’espace
osculateur du second ordre & la surfuce 12 au point X (4,20) est donné par

[woy (210)gy (we)oy 0y dPary 1 padPuy 1 (00~ 2dw) d*x |

il a done 3 dimensions. On obtient sans difficulté le résultat suivant*:
Ny a, swr la gencratrice ¢ de la surfuce réglée R, wn point el un seul,
difiérent de A, qui west pas simple pouwr lu swrface R; désignons cc
puint  par  B. Choisissons un  point  quelconque Py de la droite 1,
difiérent du point A; svit Py le conjugué harmonique de Py par rapport
aw couple A, I: soit p une droite menée par le point P, dans Uespace
osculatewr du sceond ordre (v 8 dimensions) @ la surface R aw point Pa,
la droite p witant pas située dans le plan tangent @ lo surface = au
point A. La droite p engendre wne fumille "o de droites ( o* pour
chaque position du point Py), toutes les droites de la famille I étant
contenues dans Uespace @ 4 dimensions

[y (21)gy (a)oy P, py Py - thg sy |

osculatewr du second ordre a la swrface régléc R dans la génératrice €,
Les projections O5% et C)% ont un coniact dordre s+ 2 aw point A%, le
centre de projection O appartenant ¢ la tangente t, alors et alors sculement

st O contient une droite de la famille I. Cela exige que la dimension
de O soit > 1.

V1. Chaque tangente o la surface X aw point A est conjuguée a la

tangente (x,, din): la tangente € w'est pas conjuguée @ Uélément dw second
ordre de la courbe C) aw poiné A.

Le résultat énoneé dans le eas V reste valable ; cependant, 'espace (9)
ne dépend pas, dans le cas présent, de la valeur de « et I'on peut
donner un énoneé plus simple: L'espace osculaleur @ du sccond ordre
a la surfuce réglée R dans la génératrice € a 3 dimensions; c'est Uespace

[0, (#1)0y (Xa)oy My & 2y~ s d¥ ). (9

Menons, par un point arbitraire P de la droite t. différent de A, une
droite quelconque p situce dans Uespace o, mais non dans le plan tangent
aXen A. Ces droiles p engendrent une fumille I' oo™ de droites situces
dans Uespace o. Les projections CyF et Cy* ont un contact d'ordre s -2
aw point A*, le centre de projection O appartenant & la tangente t, alors
et alors seulement si O contient une droite de la famille F. Cela est
impossible si # -3, car la dimension de () doit étre < n— 3.

* On ne doit pas oublier ¢u'on suppose que ) soit sans point commun avec
(ay, dex).
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L’espace w est indépendant du choix de la tangente ¢ dans le
cas ou il existe une tangente conjuguée i I'élément du second ordre de
(i en A (ce qui arrive certainement si #n—=3) et dans ce cas seulement,

VIL. La tangente conjuguée & (aq, dx) existe, est bien déterminde et
cotncide avee t; la tangente t est conjuguée & Uélément du second ordre
de la courbe Cy au point A.

Lei, les points oy (3o @)y ¥
sont linéairement indépendants; au contraire, on a des relations de

la forme Wy day - oy day =hdr 4 ...,

py d2xy =y Py —kd? 2 - lde - . ..,

ol ... indique une combinaison linéaire de x, et w, (z;)y + ta (£s),. Si la
ndition : :
conaito A, B, -h=0 (10)
n'est pas vérifiée, les points 7, et 7, sont linéairement indépendants; or
ils appartiennent au plan (v x,)), ainsi que tout espace () passant par
Z, et z; rencontre la droite (z,, dx). Supposons done que I'équation (10)

soit vérifibe; on peut alors choisir le nombre I3, de maniére que Z,
dépende linéairement de z,. Si 'on a de plus

2 4y -+ By + k=0, (11)
on pent déterminer A, et I3, de manitre que Z, dépende aussi linéairement

de 7%, Au contraire, si la condition (11) n’est pas vérifice, le point 2,
est lindairement indépendant de 7, et 'on a

2= (24, + By - by d* v ...,

ou . ..indique un point de (z ; x,),. De (10) et (11) on caleule By=k—2h,
ainsi que

2o () + s (@) + (k— 2Ry 2y = X (B k—20).  (12)

Le point X (4, — dw — 1) de la génératrice ¢ de la surface réglée I

n’est pas simple pour R, l'espace tangent relatif se réduisant & ¢; pour

w3 —do —h, le plan (2, 2,), est le plan tangent & I en X (9, w).

I’espace osculateur du second ordre au point X (0,w) est 'espace

a 3 dimensions i )

[@os (1) ()0, d* 2] 13)
si w=E — 2do — k; au contraire, I'espace osculateur relatif au point
X (®, —2dw—F) se réduit au plan (2, 2,). Les couples

&y, X (0, —do—h); X (@, k—2h), X, —2do —k)
de points de la droite ¢ sont harmoniques. De tout ceei on obtient:
Il y a, sur la génératrice t de la surface réglée R: 1° wn point Py
divers de A qui w'est pas simple pour R, Uespace tangent @ It en P,
se réduisant « la drodte t; 2" wn point Py divers de A tel que Uespace
osculateur duw second ordre « R ce point se véduit au plan tangent ¢ X
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en A+. Soit P, le conjuguc harmowique du point Py par rapport aw
couple A, Py.  Les projections O et % ont un contact d’ordre s 42
au point A*, le centre de projection O appartenant ¢ la tangente ¢, alors
et alors seulement si O contient: 1° ou le point P, 2° ou bien une droite p
située dans Uespace 3 dimensions (13) osculateur du second ordre ¢ la
surfuce réglée R dans la génératrice t. La seconde éventualité exige
n >4, parce que la dimension de O doit étre <<n— 3.

VIIL. Chague tangente « la surface X aw point A est conjuguée
a la tangente (xy, dx); la tangente t est conjuguée a Uélément du second
ordre de la courbe Gy au point A.

Dans ce cas, les points

Loy (@1)oy (Za)y
sont linéairement indépendants et les points
duy, dry, py d? ) + Wy d* 2,

en sont des combinaisens linéaires. )

Comme dans le cas précédent, il faut supposer (10); mais alors,
dans le cas qui nous oceupe, cela suffit pour que les points z, et z,
deviennent, par un choix convenable des nombres I, A, et B, liné-
airement dépendants de z,. Quant i la surface I?, le point X (4, — dw — h),
ici encore, n'est pas simple pour elle, espace tangent relatif se réduisant
A la droite ¢; pour w == — dw — h, le plan (x 2, 2), est le plan tangent
4 I au point X (9,w). Pour chaque valeur de w, l'espace osculateur
du second ordre & la surface R au point X (0,%) se réduit au plan
(o ay 23)q.

On a le résultat suivant: Les projections Cy* et C,* ont toujours
un contact dordre s-+2, si le centre de projection O appartient o la
tangente t.

+ Si lon choisit la surface réglée R de manidre que dw =h —k, les points
P, et P, coincident.
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