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I fondamenti 
della geometria proiettivo-differenziale 

secondo il metodo di Fubini. 
i • . . . f 

(Di EDUAHD CECH, a Praga) 

jĹXì una serie di Memorie(l), il prof. FUBІNI ha edificato in questi ultimi 
anni i fondamenti delła geometria proiettivo-differenziale delle ipersuperficie (*) 
col metodo delle forme differenziali, che si era шostrato tanto efficace nełla 
geometria metrica. Studiando queste rîcerche, шi sono accorto sempre pîù 
che la natiira întima deł metodo appare piíi chiara, se si fa uso conseguente 
deł príncipio dt dualità. Inojtre mí è semhrato sempre più fondamentale ľuf* 
ficio compiuto in tałi ricerche dałla scełta dei taţtori arbítrarî dełłe coordi-
nate qmogenee dei punti e iperpiani tangenti. Analizzando il sígniťicato geo* 
metrico di tale scełta, røi sono convinto che occorre, anciie per łe applica-
zîoni, di estendere le formole date dał FÜBJNI per łe coordinaté norшali, ał 
caso che i fattori detti siano fìssati in modo qualunque. Nelło sviluppo di tali 
idee mi è stata molto utiłe anche una Memoria deł prof. ŚANNÍA ( S), di prossima 
pubblicazione negli Annali di MaUmatica^ gentilmente fattami conoscere dał-
ľÅutore, del che gli esprimo qui ła mia riconoscenza, Sí è mostrato oppor-4 

tuno di esporre i risultati che ho ottenutí iri modo da potersi łeggere senza 
supporre ła cònoscenza dei lavorí deł prof. FÜBINI in argomento. Avendo qui 
reso più intuitívІ i concetti analitici introdotti dal FÜBINÍ mediante quałche 
considerazione geometrica, posso forse sperare dí avere anche reso con ciò 
più evidente ła loro importanzá. Rilevo, fra i risultatí particolari che sem* 

í1) V. speciałmeñte ła Merøoria; Fondamenti di geometria proieШvo-differenгiále. RenđІ-
conti del Girc. Mat. di Palermo, t. 43, 1918-19. 

(2) E anchв in altrІ casi. 

(3) Шavvicinamento äi geometrie differenzшli delle sщerficìe: ordinaria, affine> proiet-
Џva} ecc< 

.r. • ' _ , . , • - t , > 
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brano nuoví, ia generalizzazíone della quadrîca di Lш.e del grtiþpo delle tan 
gentí dí.SEGHfö alle ípersuperficíe, e ľestensíone đełle due forшe dîflferenziali, 
e deiľapplicazione proíettíva, ałie varMà ďelęmentl 

Ho divisa ła Memoriain tre parti. Nelła prirøa pongo il conceíto generałe 
della congruenza dełle norrøałi e deduco le equazioní fondamentałi per una 
scelta fissa dei fattorí deile coordinate. Nella seconda parte studio ľeffetto 
deila moШplicazione per fattori arbitrarii delie coordinate, considero la nor-
malizzazione delle coordinate, delle forme e dellę normałi, e infine studio le 
geodetiche della forma quadratíca. Nełła terza parte dò un breve cenno del-
ľestensione dełla teoria alłe varietà di eleдienti. 

§ i. 

Consideriarøo in uno spazio ľmeare S # f ť ad n Ң~'1'dimensioni unЧpersu-
perficie ПL Indîchiamo sempre conjjma łettera sola, x e f rispettìvamente, 

íe analogamente -г™ * ^?**) le coordinate omogenee dei puntí e đegli íper^ 

piani tangenti di п, te quaii siano funzioni date di n variabili mdipendenti 
щ, ttt,.*.*'«#,« Saraшю dunque identicamentę soddisfatte łe equazioni 

Sxl^Sţdx^SxdţæQ (1) 

dove, come semþre neł seguîto, il sîmbolo £ significa la somma estesa alle 
diverse n + 2 coordinate. Ora la nostra îpersuperficie non mutar 

1.° moltiplîcando tutte Ie #, per uu fattore p e le Ç per <r, le funzioni 
p e Q đelle u essendo legate alľunica condîźione.pa «(-=.. 0; 

2.° cambiando comunque le varîabili indipendentí гe,,..., un; e infine, 
trattandosi đi geometria proieШva; 

3.° eseguenđo sulte x e Ç due sostituzioni lineari contragredienti, a coef-
íìcienti numericì e a determinante uguale alľunità. Però tutti i całcoli che 
sî faranno saranno tałi da non mutare eseguendo le operazioni 2 e 3. In 
quanto alľoþerazione 1, cominciamo per supporre scelti in modo fisso i fat-
tori delle x e delle S, røentre più tardi studieremo ľeffetto del cambiarøento 
di essi. Astráendo da fattori numerici delle coordinate, possiarøo dare â  
questa scelta un significato geometrico semplice, Gominciamo con íé Ç; Ad 



šecómlo ii metodo di ffiihinL 

ogní punto di п associamo ła retta intersezione degli iperpiani 

t . . ' £ n t ' ðщ ' * <9мк - * w 

evidentemente indipendente dałla scełta dełle variabili indipendentк Questa 
retta, passante per ił punto x, sarà per brevità <łi łinguaggio nel seguito 
cłiiamata sempłicemente ła normale, Si può osservare ełie prendendo per łe £ 
i coseni direttori e la dîstanza dalľorigine, essa coincide colla normale шe* 
trica, e simiimente nello spa/лó noи euclideo prendendo per £ le coordiuate 
di WEШRSTRASS. Però data una congruenza di rette (4) afíiucłiè sia possibile 
scegliere il fattore delle l in mocìo che essa diventi lá congruenza delie nor-
шałi, è necessario che sia soddisfatta una condizioue che si vedrà alla íine 
di questo paragrafo. Per ora osserviaшo sołtanto che, date le normali, ił 
fattore dełłe £ è determinato a meno di un fattore uuшerico. Per il seguito, 
ci conviene di íissare sopra ogni iiorшale uu punto X e il iallore delle sue 
coordinate secondo łe condizioni 

S X Ç « 1 , Ä x | i = Ot(
&), (8) 

Correłativamente lVЗ t̂ deterшinato dai punti 

(4) &X dx dx 
dli i du2 ' 8un 

sarà chiamato ľfi^- pseudonormale. Per esso si farà passare ľiperpiano 8 
secondo le equazioni 

SBx*=i, SB~ = 0. (5) 
ðUi v ' 

Ľindeterminazione che resta nelle X, 8 si può del resto, come vedremo, 
togliere in modo intrinseco. 

Ci occorre considerare ancora un ałtro ente geometrîco legato ałJa ścelta 
dei fattori delłe x e £ Si tratta dełla proiettività ҡ fra І puntí di £~e gli 

(4) Congruenza di rette sarà per noi varieta <x>» di rette. 
(5) Gli indiei i, kf I, r, s vanno sempre da 1 a n. Queste notazioni e formole eoineidono 

eon quelle del FUBINI nel caso di coordinate normali. 
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iperpíani per x, nella quale al punto 

* » ч дX • 
Л X + A, •? -•+* 

Әut 

corrisponde Fiperpiano 

X ç + >, —- -f-
дux 

+ K "äTГ д Пы 

ðí 
ðu. 

(6) 

(6') 

In questa proiettività, in particolare, VS^t pseudonormale e la normale 
si corrispondono. Anzi. essa si puô defintre come quella proiettività nella 
"quale si corrispondono tutti gli £„„.,. pseudonormali e rette normali, ai quali 
si giunge moltiplicando le x e £ per lo stesso fattore. Estendiamo questa 
proiettività a tutto lo spazio facendo corrispomlere»ai punto 

Fiperpiano 

дUt 

' u + >,—- + • 

... ðx • 

+ >„^-+P-A 

ð* 
ðu, íГ 

(*) 

Osserviamo die (a) delinisce X, lt.>.\, p. come coordinate locali dei punti 
di Sn> cioe in un sistema di riferimento variahile al variare delie n. La pro-
iettivita estesa e la polarita rispetto ad una quadrica Q, la cui equazione 
nelle coordinate locali e ^ 

S Дл К К - с2 X sa - ť S X Я-= О 
tfc 

(7) 

dove le A souo quantità che ora đefmiremo, Vedremo più tardi che Q è 
uuą quadrica osculatrice di П, valę a dire ha con И шVcontatto del secondo 
ordine. 

ín ciö che precede si è tacitameute ammesso che gli ipérpiani (2) e.i 
puntì (4) sono Hnearmente indipendentu Noi anzi, in iutto ciò che segtщ 
ammettiamo che ciascuua delle due шatrici * 

ÔX 
X* *-. . , 

' ð гit ' 
ðx 

' ðuм 
*" ðщ ðun 

sia ctf caratteristica n + 1, cioè che n e proprio una ipersuperficiesia come 
luogo di punti, sia come inviluppo d'iperpiani. Questa supposizione si puô 
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esprimere introducendo la forma quadratica diffcremiate, di importanza fon
damentale per il seguito, 

Ft=*~ SdxdZ = 2&lkdufduki * (8) 
łfe 

la quałe, per le (1), si può anche scrivere 

F^SZd2x^Sxd\ţђ (8 bis) 
sieche 

\ - . o * d"x o<9š dx —Q^ ^1A— ÍU\ 
8 n{ 8 uk ,8 u{ d ^h 8 %i{ B^^h

 w 
** 

fnvero si riconosce subito che la supposizione fatta équivale aH'altra 

V « J A « | H - 0 . ' (10) 

Accanto alla forma Ft uguale importanza ha per noi la forma differen-
ziale cubica 

As^S(dxd2$ — dïd*x)=*%2Dmduidukdtin (11) 
ikl 

dove i differenziali secondi dełle w non entrano che in apparenza. Sì lia 

A. - - -2 
iЫ 

e da eiò semplicemenłe 

„(dx d%Z <9š -d*x \ « . j 
S ~z— * — s — — x— * *— I o I#Í d uk d ut 

m \& ^tt 8 u{ 8 ^^k But8 ti{ 8 ukJ .* l 

o2D ^ d x ? S ** d*x
 ( m 

m 8 ^h 8u{ 8uk dut 8u{ Buk
J
 # * ~*} 

perchě, deíinendo Dm dalle equazioni (12) e derivando le (9) si trova su-
bito che 

Dai =s=i Diik. 

Ora, derivando le (9), si ottiene 

i á ^ ^ i s ^ 8- ^ _s \d**> a* s ' d%% dx 

# u h ~' Buk 8u{8ut 8^ii8uk8ut 8^lk 8 ̂ lt 8ut' 

B^i _ A s
d x d% ^ v S%x d t a 8*Z d x 

\ 8ú{~ 8u{ dutduh 8^l{^ul8uh dUiduhdut' 

<? á - f e „ <? qdv Bl* _ 0 _B*X_ 3í > <92g dx 
3ut BUi Bu{8uk 8u{ 8ut 8uk Buh 8utdu{ 
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e s o m m a n d o • , • . * 

8Aa 8Akl dSik= s d%x 8l s <92£ 3x 
8 uk 8 tii 8 Uj K' 8 ut 8uk 8 ^tl 8 u{ 8 uk 8 ut' 

Questa equazione, confrontata con (12), ci da 

82x 
SZ 8 гt{ 8 щ 

Aik^ 

0 8 í . 8*x 
ò v ~ 8 щ 8u{ 8 гik 

SX- — — Aihf 

/>.* 
i '&&<, , õ Д w <9 Д,Ł 

S —- д** 
8 Ut 8 U( 8 uk 

Ч-Ą. 

Q2 \8uk 8iíi 8ut 

õ Лil _L ő ^M _ ð Лik 

(13) 

L<9 «** # « . <?«J 

(13') 

8 x 8 x 
Ora i punti o?, —~ »•** *—* X essetido n~\~°2 punti łinearmente indi-r ðщ 8гin

 r 

pendenti, vałgono necessariamente eqnazioni del tipo 

â*x - ïJй ł ţ?+(7 r t X4-Ь A i». • 
ð u{ Ô uh ь %ы ð щ 

Ora sostituendo queste espressioni al posto di 8гx 
8 Ut 8 w, 

nelle equazioni (13), 

si ha, ricordando (t), (3) e (9), 

Cih — Дrt» S -4rtf, Xr = Ди + -ar 8 uh 8 n( d u,. 

ïndichiamo con ž il compłementp algebrІco di Aik inV = |Д r t | divisoperv 
stesso, sicchè 

S ^ Д , = 1 oO , * ' (14) 
i 

І ik ì 
i simbołi di CHRISTOFFEL 

per la forma F^ 

Иfcŕ Lv^ lðà" i õà" д*» 
| r Г - 2 î Ҷ5u» 5u, - Õщm 
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e otteniamo 

Лikґ 5-=Я 2.І w"?t* JJІH ~f- j | * 

Gosì abbiamo trovate le eąuaùoni fondamentali per le coorđinatв x: 

• x = 2 Э„ Д-„ l ^ + Art X ң- &rt o?. . (15) 
rs vU$ 

Similmente dalle (13') si trovano le equazioni foudamentali per te coordľ 
nate £: 

l = - 2 ^r. Ąiг |r;- + AÄ Я +Џ* Ъ (15 bís) 
ГS ð U9 

Qui a?rt e ţik sono le derivate seconde covarianti costruite rispetto alla 
forma Ft9 

2 x xл\iЩ ðx , , , i - ч 

" » в ^гтiг, ~ Ş \r U«;(e a n a l ü g h e p e r ie <»>• 
Le equazioni fondamentalІ (15) e (tí>bis) stesse шostrano che le forme dif-
ferenziali f * 

S bik d n( dukћ 2 fr* <í t** à uk 
ik ik 

sonp forme covarianti della F2, PossІamo usare queste forшe, se vogliaшo 
togliere ľindeterminazioŕTe che ci è restata per Л. e l luvero, sostituendo 
X + кx al posto di X, Ъih si mula iu bik~\~t à,k e si può supporre . 

ik 

relazione iutrinseca, che determína X univoeaшente. Similmente, per üssareЯ, 
si può supporre 

E Э Ä ß Ä =»(>-.• 
ik 

Invęrsamente si supponga ľipersuperficie IJ dełinita (a meno di collinea-
zioni) dalłe equazioni dififerenziali cui soddisfano le x. Introducendo uiťiu-
cognita ausiłiaria т, queste equazioni saranno del tipo 

* x „ . x . l# . .' ./4n. 
— ï 4 , ^ r + Aл * -f. Ь» ®< (16) # г*ř 5 i i f r r ' <9 Іi., 
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Derivando si ricavano 

S x 
come forme lineari in x, -— > т# Ora se, come in tutta questa Merøoria, si 

suppone che ľipersuperficie H abbia proprio oott iperpiani tangenti distinti, 
il determinante v — | à \ è diverso ďa zero, sicchè si. lrova în un modo ben 
deterøüuato (le equazioпi non possono essere contraïìditorìe) 

дU{ 

ô X 
dove i termini trascurati sono forшe Hneari in x> -—-• Se si sceglie it fat; 

' o Uţ 

tore di proporzîonaiità delle Ç in modo che sia 

S т ? ~ l , (17) 

si passa dalle equazioni (1(5) alle (15) ponendo 

* « - Y 4 - E Э л « f ! ~ ' . (18) 
ik oUk 

Invero le equazioni (3) si trovauo essere soddisfatte* È dunque facile co-
struire le forme Fй e A8 per unЧpersiipcrficie deflnita dalłe equazîoni (16). 

Quale è üsignШeatogeometrico delłe equazionî JF2-=-0, A$ = 0? È Ьen 
noto che ^ = = 0 dà il cono delle tangenti alVintersezione di П e £. Sîmilmente 
^ 8 = 0 rappresenta il cono delle tangenti alVintersezione di п colla qгiadrica 
oscitlatrice Q. Per dimostrare questa proposízione- calcoliamo le cöordinate 
locali det ptinto 

t t 
x + d[x + - ď x + -̂ - dzx H 

Si ha * ' 
* ' ' • ' . . ' ' - -

đ* x^% -— S2
 ПІ + S xik d iii duk} 

i OUІ ik 

* Л x •* ' 

dђ x — Ђir-^в Њ^^Ћ^ikäгtiЬг uk-}-V^ xшđгt{dtikdгt^ 
i Vtli ik ikì . 



•' X -

secondo il metodo di flubinu 

dove íв,t e ж r t í sono lв deгivate covaríauti e 

. ,V и,. = ď ut Ч- 2 І *".? I <ï nr du,, Sa«, =* d (S* «,) + £ | r . S ! (/ «r S
s «. 

sono i differenzíaii controvariantî (в). 
IiЄ (15) dànцo suhito 

d * ^ *=* 2 3~r ** *- -Ь 2 S«» Д*r <í «< đ «* s ~ 4- *\ <Y 4- x 2 &,* d u< d uk, 
i OU4 ikrs . • дnџ ik 

e derivaudo covariantemente le (12) e ricordandoci che ~ è шia combina 
O Uţ 

i- л* дx A ., łћ » ,. . ð"đP 

zюne lineare di x e -—* trovшшo per rf9л? una lorma hneare щ a?,. x— e 

X, nella quale ü tíoeffîciente dí X vale 

3 2 Д,* rf w# 5* wŁ. 4-' 2 S-r. Д ь Д/ft d н^ d uк d nг = 3 2 Á d n4 S* uk 4 -
tk Ш r s iк 

4- 2 A ы ^ #, đ n*. rf teг. 
iкl 

Gosì si ottiene , **• ' i 
, i ' , 1 i« ł i a , . . . õx . . <9a? • v a? -f- clrø + l f ÍГ æ 4- т cГx 4 = ^ Ь Ч- X, ~ ; r + - . -r >w — 4-;> л, 

z . „ O ø Uf v Un 

dové 

V =-1 + 2 Ъ dutduhĄ » >«-= rf«.+ -=• {^"м, + £ Sft Bv.d«;<*».) 4 
iк _ a l frr» , / 

f/. =- -=- E2 + -g-• 2 Дťfc <í u, S2 «, + -jг «£ Dм d nt d uh d щ + 
Z l iк O Ш 

Da çio segue 

I *-«, /., \ -=- F, + S A<* t ř % s ' «* :+• 33 DM d u{ d % d u, -i . 
ik ik %kV' 

da cui sl.vede ľesattezza della proposizione etшnciata. (11 termine in jл2 nei-

(6) CL G. FUBJNI, í differemiáli controvariauti, Atti Ace. Torino, vol. 54, 1741-1918. 
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i'equazione délia Q appare traseurahile, perche mfinitesimo di ordîne su-
periore). -

La congruenza délie normali dipende, corne sappiamo, dal fattore deile ç; 
moltiplicando queste per a, essa viene sostituita dalla congruenza délie rette 
xZ, dove Z soddisfa aile equazioni 

ossia 

dove ať== —-2- sicche 
õ Пt 

8ss(Ц+*t)-0 < i в ) 

Џ=*Џ. (20) 
8uh ðщ ' 

Sia ora Z un pun to soluzione delle equazioni (19), senza che siano ne-
cessariameute soddisfatte le eondizioni (20) per una congruenza delle nor-
mall Si supporrà SZs^O, che esprime che Z non sta nell'iperpiano £. 
Gerchiamo le sviluppabili della congruenza xZ, ossia le curve con taugenti 
apparienenti alia congruenza. Se . 

Z-+\x 

è il.punto di contatto della tangente xZ di una tale curva, è possibile de
ter mi ware dtit in guisa che sia 

d{Z-\~lx)^y\Z + lx), 

ciè che équivale aile equazioni 

s ( i i + *,)rt(-+..)--o. 

le quali, differenztandq Tidentità 

»(^; + ^)i - -+>-) = o 

che è conseguenza di (19), si possono scrivere anche 

el 8{Z + \x)d[^. + *(Š\==Q. 



êecondo il metodo di PubinL it 
_ . . tH 1.1.1,1111,11 ni, ,l..i ii i I T . I I . m i • -.11.11 .Mini H » m . . m . . I,.I. i . . . .m. ii .H i i . . - .II , l n i . i l . n i . • i.» 

Se si sviluppano queste condizioni tenendo conto di (9) e (19) si ottiene 

Ma i valori di duXJ du , , , . , , dun soddisfacenti a queste equazioni danno 
quelle direzioni délia stella (duif duty..., dun), aile quali corrispondono t 
medesimi spazî in tutte le correlazioni del fascio 

^ S A ^ d u ^ u ^ + S g ^ L / L + g ( ~ , ~ a , a , ) 1 d t i , » t t t ^ 0 > (21) 
ik ik \dU{dUk \dUk /J 

Supponiamo, corne awiene in générale, che ii déterminante caratteristico 
del fascio (21) abbia n radici distinte. In questa ipotesi esistono precisa-
mente n direzioni cercate. Ora fra le correlazioni del fascio (21) ve ne è una 
simmetrica, la polârità rispetto a F2 —0; e, corne è noto, e si dimostra fa* 
eilmente, le nostre n direzioni formano utï n~ edro polare o coniugato ri
spetto a questa quad rica allora e allora soltanto che tutte le correlazioni del 
fascio sono simmetriche, ossia soltanto se sono soddisfatte le condizioni (20). 
Vediamo dunque che condizione necessaria e suffîciente (T) afftnchè una cou* 
gruenza possa considerarsi corne congruenza di normali è che taie congruenza 
sia coniugata alV ipersuperficie ïl net senso che le n direzioni s^l 11 corrispon-
denti aile sviluppabili délia congruenza formino un n — edro polare délia 
faïadrica dette direzioni asintotiche. 

Applicando Tequazione (21) in particolare alla congruenza x X délie 
normali corrispondenti al fattore spéciale délie £ che si considéra si trova 
ricordando*(l5 bis) 

(\ + SXS)2à{kdûi8uk + ̂ pfkduJuk^07 (21 bis) 
ik ' ik 

sicchè le n direzioni su n corrispondenti alla congruenza x X délie normali 
formano V n — edro polare cômune délie due quadriche 

F* — 0, S Piu d u4d uk — 0 
ik 

e sopra ogni normale, il gruppo dei fochi è proiettivo al gruppo dette qua
driche speciali del fascio determinato da quelle due. Correlativamente dîcasi 
per là forma %biJedu4duk e la congruenza degli spazî pseudonormaiî. 

ik 

(7) Sotto ľipotesi fattá sul đeterminante caratteristico đel fascio (21). 
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§2. 

Moltiplichiamo ora le x per un fattore p e le £ per un fattore n. Daile 
deünizioni (8) e (11) delle forme Ъ\ e Лs si vede immediatamente ľeffetto 
dІ questa moltipłicazione sulłe due forme: 

K*=t*Ft, A\ = ?rt[A, + ЯЪ\dlog^У (Ш) 

Iп particolare perp==cr łe equazioni Aз^O* Л'*, —0 sono equivalenti, come 
devono essere secondo il łoro sigиificato geometrico. Ponendo 

la forma A8> ąl variare di p e G, descrive il sistema lineare 

Л'8 -= p cr [Л8 + 3 F 2 (тt d щ + т2 d щ H h тw d i*J]. (24) 

Per ux,..., гeя /ï$8в, è sempre possibiłe determinare p e <? in guisa che Л's 

coincida con una forma generica (11 coefflciente di A3 deve essere diverso 
da zero) del sistema lineare. Un tał sistema łineare rappresenta, come è 
noto, unҶpersùperfìcie cubica di uno spazio ad n dimensioni con un punto 
doppio corrispondente alla quadrica fondamentale F2 = 0 deł sistema lineare. 
A tali ipersuperficie ben determináte dełlo spazio ç si arriva qui cołla se-
guente considerazione geometrica: Essendo y un punto generico delľiper-
piano £, si seghi П con tutti i piani passanti per la retta xy e si costrui-
scano le rette połari deł punto y rapporto alle coniche osculatrici (con con-
tattò cinquepunto) di ognuna delle curve sezìoni. II luogo di queste rette, 
al variare deł piano per la velЫxy, è un iperpianovi della stelła x (8); pre-
cisamente ľiperpiano polare di y rispetto ad una qualunque di quelle qua-
driche oscułatrici per łe quali il cono Л's — 0 contiene la tangente x y. 
Gorrełątivamente si ritorna dalľ ìperpìano ъ ał punto y. Gosì nasce una 
corrispondenza birazionałe fra gli iperpiani ъ delła stella x e i punti delľi-

(8) Proveremo piu oltre una proposizione piti generate. 
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perpiano £, neila quale agli iperpiani passanti per una retta generica della 
steila x si vede corrispondere unЧpersuperücie cubica delło spa/io ç ima-
giue del sistema lineare (24), con punto doppio in a?, neł quale F 2 = 0 è il 
cono delle tangentû 

Se 
Å!Џ == 2 S Df

ikl d мt d щ rf u„ 
iкl 

dałla (24) si ha 
2 D'íki =- p <г þ Д w + àы ?, Ч- Д„ тfc + л„ т,j. 

Da ciò si vede che è possibiłe, e iu un sol modo, dí determinare le т, così 
che la forma A'8 sia apolare o coniugata alla reciproca della foгma.F$, cioè 
secondo le condizioni 

ìк 

łnfatti queste equazioni dànno 

^ = ~ - ^ > 2 S l t Д , r . '(25) 

índichiamo con Ђ\ tale forma cubica, cioè poniamo 

t* 

Fs = Лs - —i-5E2 2 £rйĄ„đ« ( = П A ł W du,du h du l y (26) 

Л.« -= A« - —î-ä S ->„ (Д« IЛ.. 4- AM І-U 4- AЙ Ą»,), S S л л.w = 0. . (û26 bis) 
îг -f~ ů r ik 

Si può fare la veriíica çhe, mołtiplicando x e % per p e a rispettivamente, 
sí ottiene v < , 

> i « ř ^ и (27) 

siccliè la forma differenziałe fratta — ha un vałore unico. 
" 2 

È possibile determinare p e c ín guisa che sia T?\=* A'$? Foгmalmente 
si ha la condiziône 

log L = ~ - | Ф f 2 Biк ЂІЫ d щ, (28) 
\ • <? H + 2. ì iк 

ma bisogna vedere se ła quantitàsotto ił segno è uu differenziałe esatto, 
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È facile vedere che ciô infatti awiene sempre. Perciô si considerino i deter* 
minanti 

VІ = 
ðx * ðx vr 

' ðut ðun ðгii ðu% ðun I x 

Per il calcoło pratico di questi determinanti si può osservare che vt ,. ad 
esempio, non muta se ał posto di X mettiamo un ałtro punto qualunque Ar 

soddisfacente ľunica condizione 

S Г í ғ i . 

Del resto si può dire, senza parlare deł punto X, che Vi è i- rapporto 
dei determinanti dełla matríce 

ðx ðx ðx-\i 
' ðUi ðщ ðun II 

alle quantità i loro proporzionali; similmente per v*. Calcoliamo le derivate 
łogaritmiche di (99), facendo uso đelle equazioni fondamentali (15)e(15bis) 

e ricordaudoci cłie -r^ Ö combinazione lineare di x e -г— e simiłmertte 
ðìíi ðu4 

ðS - — Gosì si trova 
ðUf 

*ІOgVi_y1 *'-< , y a - n І І 2 І ľ î _ y ' И r Г ycv r) 

oџк Ì \ г \ ІҺ ður І I i \ ІU 

e sottraendo (") 

2 £ ^ D . * . . = -^ log^-> (30) 
. ik otir V2 

il che prova cio che si era enunciato, e permette di scrivere (26) sotto la 
forma ' * . , 

Cosi siamo giunti al risultato che, scelto comunque il fattore detle a?, si 

f*m " Я ІÖÍŚГ v tг (ì r \ 

(з) Invece sonлmаndo sì hа lа цotа formolа del cаicolo авsoluto Y ®yy ^гl , \, 

essetido evidentemente V І V Й ^ ^ * * - ! ) ^ ^ * 
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può determinare il fattore delle l (e in un modo solo, negligendo un ftittore 
numerico) in guisa che sia F% = Л $ . 

Interpretiamo in un ałtro modo ľuguaglianza F% — Às o, ciò che è ło 
stesso, Je equazioni 

ľ ^ D „ . = 0. 4 (32) 
ik 

Sia 

*k 

il parametro differenziałesecondo di x rispetto alla forma F%> Dalle equa-
zioni fondamentali (15) si ha 

# l д2 x — 2 £,* AЛ — и, 
ik 

^ Ҡ7Г 2 & ^ ^ — ' ì **4k **r4 *Jikr a/j? =-Ä — 2J *Jik l)ІЫ 
vЩ ikrs ik 

e ricordandoci (3) vediamo che alłora e allora soltanto quando )e (32) sono 
soddisfatte, si può scegliere 

X = — Д t o ? , # = І - Д 2 І (34) 
. t , n n x J 

E si vedono anche, con tałe scelta di X e g9 soddisfatte le equazioni 

SÃ л ò й = 2Ã Ä ß л «Ò, (35) 
ik ik 

le quali abbiamo visto potersí assumerë anche per fattori qualsiansi delle 
x e Ç. 

Sotto queste condizioni, consideriamo ora Іa quadrica osculatrice Qђ cioè 
quelła ípersuperficìe quadrica, rispetto alla quale ľiperpiano połare del punto 

Xxj^l ң ^x + ř л д x (36)-
Vll{ aun 

e . „/ ; . 

i fattorì delłe x e Ç essendo tali che siano soddísfatte le condizioni (32). 
Sí vede subito che questa quadrica è ben determinata dalľ ipersupęr- a 

ficie П e dał punto x di essa, giacchè ła polarità (36), (3<У) non muta mol-
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tiplicando x e š per ii medesimo fattore. Per n ==1, si ha la conica con con 
tatto cinquepгмto, per n==2 la nota quadrica di Lieђ la quale viene così 
generalizzata per uno spa/лo a im numero qualunque di đimensioni. Per ü 
calcolo pratico ,sí puö osservare che in (36) e (36') si potrebhe al posto di 
á2 x e A2 Ç mettere anche . 

' • • Гн^ik щõuh Һ дщдщ 

Le quadriche di LIE godono della seguente proprietà: 
Sia <x uno spazio lineare a v dimensioni (1 < v < ń) passante per un 

punto 0 đi ñ e contenuto nelV iperpiano tangente; le quadriche di Lie (a v 
dimensioííi) delle sezioni di ÎI mediante tutti gli spazï Ä»+i # v + 1 dimensioni 
passanti per a giacciono sopra una quadrica ad n dimensioni. 

Le coordinate x đei punti e £ degli íperpiani taugenti sono date funzionì 
di n variabiti н,, u2i>: ,unђ dalle quali si calcolino le due forme F 2 e Л8. 
Per ottenere le coordinate xf dei punti della sezione Iť di П mediante uno 
spazio Ä4-1 ehe si supponga dapprima íìsso, bisogna porre 

ti„f. = <p. (гej,..., t*»),.. •, nn = ?„_, ( t i t , . . . , u*) (37) 

le 9 essendo certe fiinzioni beu deterшiuate di м t , . . . , гь. Facendo ia sostitu-
zione (37) nefle £, si ottengouo delle espressioni Ç'. Perchèľ£м 5' contiene ľSv 
tangente di rť ìn xf (10), si calcolano le due forшe F\, A\ <И п' semplice-
mente dalle equazioni 

Ђ\ «•_ 5 (? я ' cř ;', A', = S (d xf d%lf — d lf ď x% 

e dшique sî ottengono F\ A\ esegueudo la sostituzione (37) nełle forme Fu A3. 
Ora si determinì p = p (ut.., tef) dalle condizioni 

тP ^•- гib S y* л'"' & k>r ™ '' 2 • • •v) (37 Ы s > 
C7 « r V - J - ^ ^ 

dove £'<* e JDV si riferiscono alle forme F\ e ЛV La forma 

Л \ ^ ? Л ' , + З.F ' t đp ' . ' 

< (10) Per veder chiaramente che le Ç' possono usarsi al posto delle coòrdinate (nello pazio 
$-лf 0 degli ІSV tangenti di П', si supponga p. es. che Äy-н sia imò spazio fondamentaíe della 
piramide di rìferimento ìn &». II fatto enunciato risulta in tal caso evidente; ed esso sarà 
peгciò vero generałmente, pęrchè tutte le nostre formole hanno signifìcato indipenđente dałla 
scelta della pìramide fondamentale di riferimento.' 
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è apolare alia reciproca della forma 

Dal fatto che ,1*5* £' contiene VS* tangente di n' in as' concludiamo che YSU 

Aï' âïf V & ff 
x 5 / + x * ^ + --- + x ' f c + P 1 ^ — 3 ^ 4 T (i, t « l , 2 . . . v ) . (38) 

8ut 8 XU ik ? v Ut 8tlk
 x ' ' / v / 

contiene YS* polare del punto 

X.,.+ll»m+... + l.t-$«l + H1 ^fHp- • (38', 
r Bnx 8 tu { r fk p 8 tt( 8 nk

 v ' 

risp^tto alia quadrica di LIE di IV nel punto 0 (nelle (38) e (38') bisogna, 
dopo aver eseguito le derivazioni, sostituire quei valori di ut9...9u9 clip 
appartengouo al punto 0). Al varia re delle X, >,., y. il punto (38') descrive 
evidentemente lo spazio S*+t. 

La quadrica di Lirc di n' in 0 compare cosl come luogo di quei punti (38') 
che sono contenuti neii'iperpiano (38) corrispondente. Ora si faeeia variare 
rSv+1 considerato cosi che contenga sempre lo spazio iisso a a v dimensioni. 
Le funzioni 9 nelle (37) dipenderanno oltre che dalle u t , . . . , tu, da aitri w —v 
parametri 

ai9 a*,..., an^ (39) 

i quali determinano YS*+t. Dimostreremo che si possono scegiiere questi 
parametri in guisa che i coefficient! di >u X2,..., v„ ne siano indipendenti, 
mentre i coefiicienti di y. siano polinomî lineari in essi (u). Le espresjsioni (38) 
e (38') saranno allora forme lineari nelie n + 2 quantità indipendenti 

X, X,, X 2 , . . . , >v, (x, \f.ai9 p - a 2 , . . . , p . a ^ , 

sicchè la corrispondenza fra i punti (38;) e gli iperpiani (38) sarà una sem-
plice correlazione dello spazio ambiente. La quadrica dei %ntnti d'incidema 
di questa correlazione, cioè la quadrica di quei punti che sono contenuti 
negli iperpiani corrispondenti, è evidentemente il luogo cercato delle qua-
driche di LIE delle sezioni. 

(п) Tutto ciò dopo aver sostituito per щ,.. uv quei valori speciaii che si riferiscono 
al punto 0. 
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Per vedere che Іe quantità (39), convenientemente scelte, compaiono nelle 
espressioni (38) e (38') nel modo asserito, supponiamo ľipersuperíicie п de-* 
finita dalle equazioni 

xs=s{ul9 гe2,..., гe„, w, 1), 

* íðw ðw ðw . __ w\ 
\ðut u* urt ' f uJ 

1 1 * 
w — -g-2 ^tвгiiuh + 1r S dmщuhЩЛ ; (í, fc» ř = l , 2,..., n) 

nel punto O sía lê  =r=».. ==s ii^ sss 0, e nei punti delľ&a siano nulle la 
(v + \)m*... (м + !)•» coordinata #. Per ľintersezione Iť di П mediante ľ S ^ 
generico passante per a sarà # 

unx = aiw ( i = l , î r . , n - v ) . 

Tutte queste supposizioni sono evidentemente lecite. Si trova dapprima 

tu+i — Чi{uìy ÍІ 2 , . . . , џџ)^ai~щ Ş cft«<w* + ł;-

i, * = . ! , 2,..., v, X = t, 2,,.., n - v , 

e se ОJ è una funzione analitica di м., гt2,..., гeи, e <*>' quella fuńzione dî гeи 

гt2,..., nУ, che ne sorge sostituendo u^ — <fx% si ha 

*>=д>+ £ д ^ + i £ жfct*t%+ •> 
fcsl 35 ť , k « i 

ю' = Я . + £ Я < t i < + ~ - " S ( Ä » + ОЛ V j ^ a 1 ì u < t c ł + "-» 
í = l 25 t . fc-i \ Я « l • 7 

s i c c h è p e r u{ = г*2 — • * • — гt» = = 0 

<*/ <92 w' Ä*"y 

<? м< 5 г<, д uh x-i 

t? cc' c7 

üa ciò si vede che, in ö, a?;, •£', -r— > --— non dipendono dalle quan-
c? H,» д UІ 

* зo' 
tità (3), mentre ~—r— sono połinomî lineari in esse; Essendo 

v h ðUiдuh

 ғ . . : 

^ s p ^ + ^ ^ * a ( p * 0 ^ , *P * < * ' . " * P * < * . **P д/ 
<9гe, p £ t i , £ti< ' щ щ ? щ uh UІ Щ l ðuhðu4 UІ UҺ 
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resta ancora a far vedere che anche 5'a., p, —• > per nx -= — • — ti» = 0 non 

dipendbno dalle (3) e -—-|— ne dipendouo linearmente. Ora per arrivare 

dalle forme F%} A8 aile F\, A'*,; bisogna nei coefficient! di F 8 e A8 eseguire 
la sostituzione t*#fi=.<pa e inoltre porre 

d*Vu = % đu< [ax S clfcм*ч-• • • 

e si vede subito che per ui = - • • = uf — 0, i coeflicienti A',t e !)',*, délie forme 
F\ e A'8 non dipendono dalle quantità (39), mentre le derivate prime di 
questi coefficienti sono polinomî lineari in esse. Lo stesso vale allora per 
una funzione analitica qualunque di tali coeflicienti, sicchè 5'<t. e il secondo 
membro di (37 bis), fatto ut = - . • . = w*-=0, non dipendono dalle (39). Deri* 
vando*(37bis) si vede che 

F log P 
d ur dna 

* 
per Ut — • • • — ^ = = 0 sono lineari uelie (39). Ma si supponga, corne è lecito, 

P(0, 0,..., 0) = 1 
e si osservi che 

dp dlogp <92p ^2logp <9logp<9Jogp 
BUi * dUi 8Uidnk *ůutduh ' r du{ 3u 

e si vede che, per ul — < • • === u* = 0, p e ~ infatti non dipendono dalle (39) 

p ne dipendono linearmente. La dimostrazione del teoréma enuu-
d Uf d Uk 

ciato e ora completa, 

Dalle formole (30) si era rilevato che dato comunque il fattore di xt è 
possibile fissare il fattore di £ a meno di un fattore numerico mediante la 
condizione FS = AS. Ma la formola (30) permette di precisare la formola (28) 
ponendo 

"+V7T 
1— Jfi (40) 
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sicchè date le x, è possibile normalizzare le £ (e viceversa) a meno di un fat-
tore radice (n + %f* dell'unità. Gondizioue necessaria e sufliciente affinehè 
le x% Ç siano cosi normalizzate è . 

Vi»Vt- (41) 

Per un momento, pensiamo iuvece délia geometrîa proiettiva, alla geo-
metria del gruppo délie affinità unimodalari{i2). In questo caso si possono 
assumere corne x le coordinate non omogenee, le'quali nel passaggio ad una 
ipersuperficie équivalente nel gruppo subiscono una sostituzione a coefficienti 
numerici e a déterminante unità. Ora per la nostra formola (10) ne dedu-
ciamo una normalizzazione délie £ la quale gode la medesima propriété. 
US^i pseudonormale è semplicemente Tintersezioue di l coIFiperpiano al-
rinlinito, sicchè la normale corrispondente, la normale affine, è il diametro,, 
délia quadrica di LTB. Le forme, .F* e &9~F$ corrispondenti sono ben deter
minate dalla ipersuperficie a meno di un fattor eomune radice (n + S)10* del
l'unità, e determinano la ipersuperficie insieme aile sue equivalenti nel 
gruppo. ^ 

Ritorniamo alla geometria proiettiva. Qui l'equazioue (41) non détermina 
completamente le a?, £, F% e ^8 = .F8, essendo lecito moltiplicare le x e £ per 
il medesimo fattore p qualiinque, il che moltîplica F2 e F s per pV In gene-
rale, cioè quando il discriminante D di F9 è diverso da zero, possiamo porre 

D**" 
P------Г- ' (42) 

Infatti si riconosce subito che tale normalizzazioue è iйtrinseca. Però 
per и > 2 si possono definire altre normalizzazioni analoghe, usando altri 
invarianti algebrici assoluti delle due forme _F2 e F 8 , Per м=-2 invece, tale 
normalizzazione è unica iu questo senso: per dedurre tali coordinate nor-
mali dalle coordinate omogenee x qualunque, si moltipłicano le x per una 
espressìone formata dalle x e dalle łoro derivate íino aï terzo ordine. Per 

(-2) SANNIA ha il merito di avère riconoseiuto, nella Siemoria che ho citato in principio, 
che aile formole fondamentali délia geometria affine si puô venire semplicemente conside-
ran do nelle fermole délia geometria proiettiva, corne è stata edifieata dal FUBIM, le coor
dinate non omogenee di punti invece di coordinate omogenee qualunque. 
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allre cqördinate. normati> che non ne differirebbero per un solo fattore nu-
merico, sarebbe ďuopo far uso anche dełle derivate delle x di ordìne supe* 
riore (ls). \ 

Non è forse senza interesse questo fatto, che rileviamo espłiciiamente: 
La normalizzazione delle xђ delle ;, delle forme Fa e F s , dełle rette normałi 
e gií &V.i þseudonormali sono, a meno di fattori numerici, cose equivalentî. 
È ehІaro che, per ípersuperficie generali, di tutti questi probłemi, la norma-
łizzazioue delle forme facendo uso degli invarianti algebrici simułtanei è 
moltö più semplice di ogni altro procedimento. È ancłie probabiłissimo, 
benchè non sia, almeno per n^>% dimostrato in шodo perfettamente rigo-
roso, cłie ogni altra normalizzazione intrinseca delle coordinate esigerebbe 
derivate di ordine superiore ał terzo; ossia, che non esistono ałtre con* 
gruenze di rette, intrinsecamente deñnite da espressioni contenenti derivate 
dełłe x ľшo ał quarto ordine, coniugate alľipersuperíìcie П nel senso qui usato. 
Però esistono altre tali congruenze di rette, le quałi, pur non essendo con-
iugate a П in generałe, lo diventano per particolari tipi di ipersuperficie. E 
per lo studio di tali tipi può%essere utiłe considerare una tale congruenza. 
Per fare un sempłice esempio, si consideri ił caso che le forme F9f F , sup-
poste scelte convenientemente le variabiii indiþendenti, siano del tipo 

f i ^ ř ł i i ғь — т ţ s , 

p e т essendo funzioni delłe u e y2 e <p8 forme a coefficienti numerici. In 
questo caso possiamo prendere 

т • * 
ғł

9 — <fif ř ^ т í i * 
p * 

Per n === 2 si hanno łe superficгe isotermo-asintotiche di FuЫnL Daremo in 
appresso una proprietà dełłè normałi corrispondentL 

Ritorniamo al caso che i fattori delle x ë £ síano scelti comunque (senza 
che siano necessariamente soddisfatte le (Ш) e consideriamo, sopra П, le 
linee geodetiche della forma F2^~S dxdţ. Le equazioni differenziali di 

(i3) Ciô viene dimostrato dai SANNIA neiia sua Memoria citata, Pero.i due fatti dimo-
strati dat SANNIA indipeuderitemente Futio dall'altro, cioè queilo del testo e Valtro che la 
normale corrispondente è unica nel senso di essere intrinseca e di dipendere soltanto dalle 
derivate délie x fino al quarto ordine, sono, secondo le considerazioni faite iu questa Me
moria," equi valentu 
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queste linee sono 

f>s u{ : £2 u2 : « • •: S2 un — d! te, : <i n2 ; • • • : d uH, 

dove S 8 ^ sono i differenziali secondi contravarianti 

i r s \ 
83 u. = d% Ui 4- 2 . rf M* ̂  M* ' 

(43) 

formati rispetto a J?1,. 11 piano osculatore di uua Hnea qualunque di п è 
deťerminato dai tre punti 

x* dx'~^% •—- d ui9 rf2 x — 2 -î— ^ м< 4- 2 x d u\ d щ 
i ÕUІ І д UІ ІU 

dove xih so no deriváte covarianti, e uerció, per una geodetiea, dai punti 

xf dx, 2 ®ІҺ d u{ d щ, 
ik 

(44) 

Vogliamo determinate la direzione d t # , , . . . , (lwB in guisa che il piano oscu-
latore della geodetica contenga il punto X Secondo le equazioni fonda* 
mentali (15) deve essere hi questo caso 

ossia: 

2 S« Dikr - — rf ifcť ri! tefc =- X 2 x-; d u§ 
ikrs oU8 s dti8 

íkr 
(45) 

Moltiplichiamo le (45) per A„ e-, dove le £ sono indeterminate, e som-
miamo rispetto agli indici I e $. Gosi si ottiene l'equaziône équivalente 

2 Dm d Ui d uh e, = X 2 K h d te,. 

Le direziont cercate sono dunqíie quełłe cłie hanno la stessa polare łi-
neare rispetto alła quadrica' ,Ь\ — 0 e ałla cubîca Л 3 = - 0 . Esse annullano ła 
matrice 

2 Dikl dщdщ,..., 2 Dihn d UІ d щ 
ih ik 

2 à9ídгig ,..., %àsndu9 

e perciò, in generalв) il loro uumero è (2* — 1). 
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Avendo cosi trovate le tangenti di quelle geodetiche della forma Ђ\ i 
cui piani osculatori contengono la normale â Лľ corrîspoudente aí fattori 
dati di x e £, per arгivare allo studio, in un dato punto di н, dełľinsieme 
dei piani osculatori di tutte łe geođetiche di Ђ\ che vi passano, eamłлamo 
tali fattori in modo da non camhiare ła forma Ђ\9 cioè шołtiplichiamo le $ 
per un fattore quahшque a e, sinшltaneamenle, łe x peł fatlore reciproco ?~l. 

ð' Ora ła normateírX era ľinlersezione degii iperpíani л—-; dunque ia mюva 

normale sarà ľintersezione deglî iperpiani -4-— ossìa degíi iperpiani 

ðl . čloga r # 

similmente ił nuovo лS^ pseudonormale è lo spazio dei punti 

ð X д log cr 

ð UІ ð щ 
X 

e si vede che questo £*_, corrisponde alla retta normale in quella proiettività 
fra l'ipèrpiano l e la steila xy nella quale al punto 

^ , «. д x . , л дX 
X X + Xj •-— Ң f- Xн —--

1 * ðщ ðnн corrisponde l'ipèrpiano 

Àssociamo dunque ad ogni punto di II e alla forma F%i questa proiet
tività. Il cono Aa^O era il cono délie tangenti all'intersezione di n mediante 
quella quadrica osculatrice Q che corrisponde ai dati fattori di x e ç; per 
vedere corne muta taie quadrica eseguendo le moltiplicazioni per or1 e <x, si 
rîcordi che la normale e 16 spazio pseudonormale sono spazi polari rîspetto 
alla quadrica osculatrice corrispondente. 

Ora se per x tiriamo una retta qualunque r, per avère quei piani osculatori 
délie geodetiche di F2 che la contëngouo, hasta costrutre r&'Mrl R corrispon-
dente ad essa nella nostra proiettività e il cono A8 — 0 délie tangenti in x 
alla varietà intersezione di n con una qualunque di quelle oc* quadriche 
osculatrici per le quali r ed 2?.sono polari; le tangenti délie geodetiche cer-
cate sono quelle che hanno la stessa polare linéaire rispetto a F2 = 0 e A8 = 0. 
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Ы particolare abbiamo trovato che per una retta generîca passante per x 
passano in generale (T — l) píani oscnlatori di geodetichë dí F2> Osservíamo 
anche che ľSÄ,t Ä coшpie ľufficio cörrelativo di r per le stesse (T— 1) geođe-
tiche consíderate coшe luogo dí oo1 iperpianl I nostri gruppi dť(2и— 1) tan-
gentІ forrnano una Гnvoluzione oo2 di gruppî di (2Я — 1) « puntí » dello spazio 
(dut ,,,., du^ ueł senso che per due « punti » generici di questo spazio ne 
passa uno e un solo gruppo. Anzi tale involuzione dipende soltanto dałľiper-
superfìcie П e dal punto x di essa, e non dalla forma particołare F2 seełta. 
Data la forma F2 e il punto x, è specialmente importante considerare quella 
retta r della stella xy per la quale YSn^R che le corrisponde nelła proiet-
tività (45), (45') è il suo &„_. })olare rispetto alla quadrica di LIE. Questa 
retta si può chiamare la normale della forma F2. 11 corrispondente gruppo 
di (T — 1) tangenti, cîoè ił gruppo di quelle direzioni le quali hanno la stessa 
potare iineare rispetto ai due coni apolari F2 = 0 e -F8==0 costituisce la ge-
neralizzazione della terna delle tangenti di Segre del caso n~ % e le łiuee 
integrali delle equazioni differenziałi corrispondenti generalizzano le linee di 
Segre. Per n = 2 avevo dimosttato che, in ogni punto di fl, i piani oscuła-
tori delle tre curve di SEGRE passanti per esso contengono una medesîma 
retta, la quale per le superücie isotermo-asintoticћe descrive una congruenza 
coniugata a П, Le considerazioni precedeиti mostrano che, anche per n^>% 
in ogni punto di П, e per ogni scelta di F%y i piani osculatori delle geode-
tiche che toccano le linee di SEGRE generalizzate passano per la normale 
di F2 (e correlativamente). Non sono finora riuscito ad estendere al caso 
generale la proposizione che avevo data per n — % Osservo soltanto che per 
le ipersuperíieie generalizzazione delle superíìcíe isotermo-asintotiche cłie 
avevo defmito poeo fa, scełto F a = <p2, ie linee di SEGUE generalizzate diven-
tano geodetiche e la proprietà è evidente. 

8 8.. 

Siano ora x (£) le coordinate di puuti (iperpiani) in uno spazio lineare 
дŜ frf+i a н + d + 1 (íí>0) dimensioni, e siano le x e š, come era per le 
ipersuperfìcie di £n+1, funzìoni di n parametrІ nx,...ђ un, soddìsfacenti iden-
ticainente łe condizîoni 

Sxţ^SxdЫSidx^Q. (1) 



setondo U metodo di FubinL &5 

I puntia? (gІi i pe rp îan i î ) formauò una vàrietà F ( W ) . Supponiamo che F e W 
siano proprio ad n dimensioni. Anzi facciamo ľ ipotes i piй restrittíva che il 
discriminante v della forma differenziale quadratîca 

Fг = — £ d x â!Ç==-£ àik d щ d uk 
iк 

sia diverao da zero. I Л n s i e m e (V, W) delle due varietà V e И г forma una 
varietà di elementi ad n dimensioni che possiamo dire regolare per esprimere 
ľ ipotes i V-!*-0. Gome per le ipersiiperficie, consîderiamo, aceaиto a F 2 , la 
forma cubica 

A8 = fif (d x d* Ç ~ d l d% x) = °> 2 l)ш d щd щ d щ. 
m 

Chiamiamo spazio caratterШico di W lo spazio a d dfmensioni iиterse-
zione degli iperphшi 

ą> ðut
J < W " ' ðгin 

e siano aз, X ( 1 ), X ( 2 ) , . . . , Xiâ) ř ř-f 1 punti Hnearmente indipendenti di questo 
spazio, sicchè valgono le iđent i tà : i 

ø гii 

X sia u n p u n t o (funzione delle u) soddisfacente ałłe equazioni 

SSX«Í, S^ix=-0. 
o u% 

Significato correlativo ahbiauo gli iperpiani S ф , S Precisamente come per 
łe ípersupeŕficie, si t rovano equazioni fondamentali della forma 

й <VJ d 

- x ^Y.Ьr.ĽiкĄ~+^X+ЬtкxĄ-^c^X^\ - (46) 
rs ďM, Ь=l 

Ъ = -ЪK.I>i»~ + àьX+M+%i8B». (46') 

Moltiplieando & per p e ; per <*, le due forme F2 e Л s si m u t a n o secondo 
le equazioni (Щ e si può anche qui deíiûire ła forma cubica Fь mediante 
ľequaztone (26). Ciò permet te đ Ґ e s t e n d e r e diversi concełti della teoria dełle 
ipersuperücie alle várietà di eІementi. Però è importaute di csservare una 
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differenza essenziałe, cíoè che non è possíbiłe, in generale, scegłiere i fattorì 
di x e Ę in modo che risuiti F ~л\s, Basta dare un eseшpio: Sia -

# 

X= ìttг, Щ, fx (м,), Д ( « , ) , ! • 

; «• ._ <p, {Uí, щ) ^ — , — ç, (м., Щ) j — , <p, {ut, щ), 

Ь{щ,щ), ь[щţ^rf^+Ąщdљ.-f^. 

Le condizioni (1) souo soddisfatte; però 

£ $ІH Dm d u, =-= d log V ^f-11 đ Wi j f - <* «9 
ikl O Ut 0 U% 

non è in generale un dífferenziałe esatto. Ałla norшaltzzazione delle forme, 
insomшa,*qui nou corrisponde una noпnałízzazioиe delle coordinate. 

ч Contentiamoci di dare ła dimostrazione di un teorema foudamehtałe. Per 
dati valod, di w 1 . . .гt„, proiettianю i piaui osculatori delle curve di V pas-
sauti per x dallo spazio caratteristico della varietà W; se (V\ W) è шťaltra 
varietà di elementi iu corrispondenza con la prima, facciamovi ľoperazione 
analoga. Se, per ogni sisteшa di valori di ux... гtn1 i due sistemi di spazi 
proiettanti sono omografici, diciamo, estendendo la łoeuzione deł Puвшi, clie 
le due varieta di ełemehtt sono proiettivamente appUcábüi. l\ teorema ché 
vogliamo dimostrare si enuncia così: Condizгone necessaria e sгifficiente per 
ГapplicaЫUtà proiettiva di dгie varietà regolari di elementi è Ггiguaglianza 

F 
delle forme differenziali fratte ~- • In tal caso, date comiшque le гit... гen, è 

J 2 

posşibile determinare i fattori p e <s in guisa che le forme F2 siano identiche 
e le forrøe д s

l uguałi per i dati vałori di гi. 
Ghe ła condizione sia sufficíente, mostrano immedíatamente le equazioni 

fondamentali (46). Ma essa è anche neeessaria. Indichiamo con y, YI, Y(X\ Y 
łe quantità analoglie ałie a?, Ç, X a ) , X per la seconda varietà e supponiamo, 
come è lecito, che łe due varietà stiano in un medesimo spazio ambiente 
-Sw+á+.* Modifichiamo il fattore dełle ъ in guisa che, per dati vałori delle щ 
i punti X, Y si corrispondano in шťomogratia П dełľдSw+tг+l î*1 s ^ seelta fra 
quelle alłe quali è subordinata ľomografia fra i due sisteшî di spazi pro-
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iettanti. Le equazioni analogue aile (46) per la seconda varietà siano 
' \ : 

7&h - S ! ? f % = 2 *~ *>'-*- l~ + à\ Y + f* y h S c'!î> Y?». (47) dUidu* r\ r ) ^^tr:f rg du# x«t 
\ 

Aile y applichiamo una sostiluzione iineare a coefiicienti numeriei taie che 
O diventi ridentità, Sarà alloraj>er i valori considérait di u (e ciô si intende 
anche per il seguito) '\ 

e i punti ^ 

statino in t Ora vale necessariamente un'identità nelle du4 e JV %u délia 
forma 

rf21/ » s ^ ^ + G X + S GiX) X™ + Exf 
i à U4 & f 

dove E, E4, G, Gx sono somme di forme quac(ratiehe nelle d^ii e forme ii-
neari nelle d2ut> Ma siccome Q è un'identità, la précédente sarà del tipo 

d2y = ad*x + dxZlid^lt + Ex + 2Gi»Xa) (48) 

con a, \4 numeriche. Confrontando con (46) e (47) si vede dapprima che 
Aft = a Aft e, il ragionamento vatendo per ogni altro sistema di valori deile'u, 
si puô supporre che si fosse* disposto del fattoré délie y in modo che sîa 
identicamente F2~F\ (d'onde a=*l). In talé ipotesi si vede che 

By <9j£ 
dut ' dUi 

è una combinazione Iineare délie sole XQ\ x; altrimenti si otterrebbe datie 
ô X * 

(46) e (47) corne coefficiente di -— in d2 y un'espressione contenente anche 
i differenzïali seeondi délie u,- in contraddizione colla (48). E in virtù di 
questo fatto taie coefficiente, calcolato secondo (46) e (47), sarà , • 

S â4h(D'rBi~Drti)durdu9 
ira . 

. . -.• •'* ': ' . :"' " • •" . • 5 : ' 
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ii phe, per la (48), deve essere identico a 

d uh .Y^idUi. 
i ' 

Moltiplicando le due espressioni uguali per Aktduf e sommando rispetto agli 
indici k, I si ha 

S (-D'n,; ~ Drf,i) d ur d us d ut — JJ \ d tit. S A*i d uk d ut, 
rsl i kt 

e da questo si deduce ciô che si era asserito. 
Una conseguenza ne è questa: Se due varietà regolari di elementi sono 

proiettivamente applicabili, lo sono antâe le varietà correlative. 

Bstratto dagli Annali di Matemaiica TJPO-LIT* TURATÍ LOMBAHDI C C 
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