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ETUDE ANALYTIQUE DE L’ELEMENT LINEAIRE
PROJECTIF D'UNE SURFACE.

Introduection.

On connait le réle important de I'élément linéaire E du?® + 2 F du
do + G do* dans la géométrie infinitésimale métrique des surfaces.
Y a-t-il quelque chose d’analogue dans la géométrie infinitésimale pro-
jective? On doit a M. Fubini' la réponse affirmative. Voici le procédé
de M. Fubini. Désignons par la lettre x les quatre coordonnées homo-
génes du point mobile sur une surface S non développable, que nous
supposons données en fonction de deux parametres w, et wg. Soit.
Z G iy du = 911 du,® + 2¢59 duty dus + gag dus? une forme différentielle
quadratique arbitraire, & discriminant G = ¢y gas — ¢1o®> différent de
zéro. Posons

1 .
Fy =—— (2, &1, %y, &%) = = ay, dot; duy,

V1G]
ol la parenthése désigne un déterminant dont on obtient les lignes en
remplagant z par les quatre coordonnées,® et
1 29— Uy9°
F3 =W—F_I—(x’ Z1y Lay d3x>_g_dF2+_§_F2dlogM2G—al2_=
|
= X gy dt; Ay, Aty
Les formes F; et Fy sont libes par les identités

(g Oy11 —— 233 Gy1g - gy Gyae =0
Cgg G35 — 205 Gyge - gy Gage = 0.

Si 'on remplace X gy du; du, par une autre forme quadratique & dis-
wei:

J’ai donné une autre définition de F, et F'5.3 Laissant & la lettre
sa signification, indiquons par & les quatre coordonnées homogénes du
plan tangent de S, et précisément choisissons le facteur arbitraire commun
des quatre § de manitre que, si X e /5 sont respectivement les coor-

criminant G, les formes F; et Fy sont multipliées parV &

U Applicabilita proiettiva di due superficie, Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo
41 (1916), § 2. Cfr. Fubini, Fondament: di geometria proiettivo-differenziale, ibid.
43 (1919), § 1.

2 Les indices 1 et 2 signifiont les dérivées par rapport & u, et u,,

3 I fondamenti della. geometria . protetiivo-differenziale secondo il metodo de
Fubini, Annali di Matematica, 31 (3), 1923.



4

données d’un point et d’un plan arbitraire, on ait

( 3x3xX)  SEX = (gééégg) 1 SzE 4

“Buw dudv
Alors on peut poser
Fy= — Sdzd§, Fy=18(dxd?s — d*zd§).

En multipliant les z par un facteur ¢, on voit aisément que les
formes F, et I'; viennent multipliées par le méme facteur ¢.

Quelle définition que l'on choisisse, il est clair que les équations
49
F,
par la surface S, ne dépendant point de sa représentation analytique;
il est clair aussi qu’elles ne changent non plus, si I'on soumet la sur-
face S & une transformation homografique. Or on voit immédiatement
que Fy, =0 est I'équation différentielle des lignes asymptotiques de S.
Quant & F3 =0, M. Fubini a démontré que c'est I'équation différentielle
des lignes que l'on nomme maintenant les courbes de Darboux.’ Enfin,
jai donné aussi une interprétation géomsétrique simple de lintégrale

Py

Fo,==0, F; =0, et la forme fractionnaire ==* sont parfaitement déterminées

l—igétendue 4 une courbe quelconque de S.° On donne le nom d’¢lé-

E,

ment linéaire projectif de la surface S & la forme fractionnaire F3 Sis

est une quadrique, et alors seulement, I'élément linéaire projectif s’éva-
nouit identiquement. Si S est une surface réglée, Iy et F', ont un facteur
linéaire commun. En dehors de ces cas exceptionnels,” on peut #or-
maliser ® les formes Fy et Iy qui n’étaient jusqu’ici déterminées qu’a un
facteur arbitraire commun prés. A ce but, considérons l'invariant simultané
absolu des formes F, et Iy

G111 (a2 (o2
J= VE (112 Gyog o |5 (A= gy €as — ay5°)

gy Qyg Qag

on voit immédiatement que les formes normales
¢y =—JFy, p3=—JF,’

restent inaltérées si I'on multiplie simultanément les F, et F; par le
méme facteur et, par suite, sont complétement déterminées sil’on connait
I’élément linéaire projectif.

* Le signe S indique la somme étendue aux quatre coordonnées homogénes.

5 Cfr. les Mémoires cités sous 1.

S Sur la géométrie d'une surface et sur le facteur arbitrairé des coordonnées
homogénes, Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 31 (5) 2° sém., 1922.

" Dans le Mémoire présent, nous ne nous y occuperons point.

S Ce procédé de normalisation est dd & M. Fubini. Cfr. 1.

" Le cas J =0 est celui déja exclu des surfaces réglées.
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De ce qui précede il résulte qu’on peut choisir le facteur arbitraire

des coordonnées x de fagon que soit Fy =gy, F3=¢;; les coordonnées
homogénes ainsi détermiées sont les coordonnées normales de M. Fubini.
L élément linéaire ordinaire ds® posséde la propriété fondamentale

de ne changer pas par une déformation de la surface S au sens classique
de ce mot. Ici encore, on a une propriété analogue. En effet, M. Fubini

a montré!'® que l’élément linéaire projectif g (et donc aussi les formes

normales ¢; et ¢,) ne change pas si 'on soumet la surface S i une
déformation projective. Je renvoie le lecteur au Mémoire cité pour la
démonstration de ce fait, et pour la définition de la déformation projective.
Dailleurs M. Cartan a montrél' qu'une surface générale est projective-
ment indéformable, les surfaces déformables dépendant de six fonctions
arbitraires d’un argument.

Le but de ce Mémoire est d’étudier la question de reconnaiire,

deux éléments lincaires projectifs % ctant donnés, si U'on peut transformer
2

Vun dans Uautre et, si cela a Tiew, de déterminer toutes ces transformations.
Le probléme ainsi posé a été déjh résolu, il est vrai, par M. Cartan dans le
Mémoire cité 2. Néanmoins, il me semble que la méthode qui suit est, & cer-
tains aspects, préférable i celle de M. Cartan. En effet, M. Cartan suppose
résolue I'équation cubique ¢z==0; ici, au contraire, je n’introduis aucune
autre irrationnalité outre la | 4| = V|ay; a* — ass*|. De plus, diverses
expressions et formules qui vont suivre peuvent trouver des utiles appli-
cations dans la géométrie projective infinitésimale; par exemple, je
montrerai & une autre occasion que les notations dont je fais usage
ici- permettent de donner une forme particuliérement remarquable aux
conditions d'intégrabilité de la théorie projective des surfaces.

De ce qui précede il résulte que la résolution du probléme principal
énoncé plus haut permet de reconnaitre, deux surfaces S et S étant
données, si elles sont projectivement déformables Uune dans Uautre et,
st cela a liew, de réaliser Vapplication projective de maniére la plus
yénérale. On peut méme supposer qu’on donne, au lieu des surfaces
S et S, deux variétés 4 deux dimensions composées d’éléments au sens
de Lie,immergées dans un espace & un nombre quelconque de dimensions.
Pour le voir, il suffit de lire la troisitme partie de mon Mémoire cité sous®.

10 Dans le premier des Mémoires cités sous !.

1t Sur la déformation projective des surfaces, Annales de I'Ecole Normale
Supérieure, 37 (3), 1920, pp. 280 et 290— 293

12 pp. 807—311.



§1. Les diﬁ'é'rentielles conjuguées Du;.
1. Je suppose qu'on ait deux formes différentielles binaires

Py = X dus; duty, o)
@3 = Za du; dug duy,
lies par les identités,

Za*a, =0 (l - 1;2) (2)
q11 G119 Qige
@113 Qa9 (ags| + A* = 0. 2vi)
A1 Q12 gy I
Tei
A= a;a;5 — a19°, &} = (Z‘f , =g = —%1'—2 , a2 = af

Je fais usage des notations classiques du caleul absolu de MM Ricci
et Levi Civitd. En particulier, si by est un systéme covariant symmé-
trique, j'indique par b, le systéme covariant dérivé formé par rapport
A ¢, et je pose

by = Z by , 0 —= X @ aF @ b,y
Rappelons le fait bien connu que le systéme covariant dérivé du

systéme a; s’évanouit identiquement et que la méme propriété appartient
au systéme improprement covariant® et pseudosymmeétrique 9y, ol

'\9'11: 19’2.2 :O, ‘3’19 - — 19'21 _ -VT)Z‘.

Remarquons les identités

X s = 2 AP S s (3)
. lsik=1 .
ik — ke —
Za*tay Osib 1’ Zatay =2, (4)
g _ —Esik=1 o
9k Gy = Osik1’ Gk Sy = -— 2, (5)
ol j'ai posé, comme dans tout ce Mémoire
£ = l—jl =sgn 4.
2. Je pose
Du; = 297 a4,  du, — Z '™, dat,, (6)

13 Jentend par ceci que c’est un systéme covariant par rapport & toute trans-
formation & déterminant fonctionuel positif, mais qu’'on doit en changer le signe en
effectuant une transformation & dét. fonc. négatif.
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I’équivalence des deux définitions résultant tout de suite de l'identité (3).
On peut aussi écrire explicitement

: &
Dul _— ((611 d’l&l + Q9 dug),

V4]

&
Dty = ——= (19 Aty - taa dity).
1T4]

Comme on pose, ¢ étant fonction quelconque de wu; et u,,

(6 bis)

dep = ¢y duty + @ dus,
ainsi je poserai aussi

Do = ¢ Duy + (g Dusy.

J’appelle les Du; les différenticlles conjuguées. La dénomination
s’explique tout de suite; en effet, ¢, — 0 définissant sur une surface
les directions asymptotiques (voir l'introduction, p. 4), on voit tout de
suite que la direction correspondante aux Du; est conjuguée i celle qui
correspond aux du;. De cette remarque on conclut que X gy Du; Du, ne
peut différer que par un facteur fini de X a;du;duy; et de méme
pour une forme X by du;dw, conjuguée b @,. Précisément on peut démon-
trer que

Z e Dy Doy, =— — &g, (M
2 by Duw; Duy, = & 2 by du;duy, si X a* by, — 0. (8)

Pour voir que nous avons choisi bien les facteurs finis dans les
identités précédentes, nous démontrerons la proposition suivante qui est
souvent utile: dans chaque identité ot entrent les du; et les Du;, valable
pour toute valeur des du;, on peut substituer respectivement. Du; et & du;
aux du; et Du;. Clest qu'on voit immédiatement en comparant les
équations (6) aux suivantes

vy = £ 29 . Dy — e X qi"-3,; Du,, 9)

qui s'en déduisent sans difficulté.** Pour déduire de cette remarque
I'équation (7), on remarquera l'identité

— &V 4] (duy Duy— duy Duy) = ¢, (10)
qui est conséquence immédiate des (), d’olt on voit tout de suite
que @, se multiplie par — & si 'on substitue Du; & du; (et donc d’aprés.
la proposition démontrée, edu; & Du;); or c’est précisément ce qui affirme
I'équation (7). Passons & la démonstration de (8). Nous savons déja qu’on
peut trouver un facteur fini @ de maniére qu’on ait

Z by Du Duy, — a0 Z by dus duy, si Za*by, = 0.

4 On a X ¥ ars Dus = Z 3ir.arsasP $pg dug = I ¥ir g dug = ¢ du: (d’aprés (5),
tenant compte de la pseudosymmetrie des ).



Or si Pon y substitue du; + ADu; & du; et donc Du; 4 eAdu;
& Duw;, et si Uon compare les coefficients de i' on trouve

2 by dat; D, = &0t Z by Dus; Ay,

d’olt ¢ =z¢, si 'on se rappelle que by = byu.

§ 2. La forme improprement covariante ¢’;.

1. Je pose
@'s = I @z du; du Dy = Z bz dus; duvy das, (1)

en indiquant par b, le systéme improprement covariant symmétrique
des coefficients de ¢';. Remarquons les formules

ps = &2ty du; Dy Dy, (Lpis)

¢'s = & 2 gy Du; Dy D, ™5 (Lter)
ro & |apduy - aggdus, gy duy® - 26500 dus + argadus’| 4 1 )

$o= Vm o AUy - Gao itz Qyyadin® + 2a 09 duey duty + Gags dity® \duater

Je dis qu'on a les formules

big=2 9 “El; i = € Z Gy b;ly (2)
b;;l — 2 19’il' ikl y a;;l == & Z ‘3‘” bikl)
2 atF bikz =0. (3>

Je me borne & démontrer que b;y— =3, an, les autres formules
écrites s’en déduisant par un procédé bien connu.?

A cet effet, définissons les by, par l'équation que nous voulons
démontrer. On a alors, par la définition méme des Du;

2 Dsgg At dity, Aoty = X 95 ' At daty, dity, —
= Z s - @ Sy Aty . ity ity = X gy ity ity Dty = @',

ainsi qu'il faut seulement démontrer que les b;; définies par ’équation
by = Z 3y, a; forment un systéme symmétrique. Or on a évidemment
bz = b, ainsi que nous avons 4 démontrer encore que b= by, ou
que byjo; — ba;; =0, on enfin que X -9#b;, =0.
Or, d’aprés (5) et (2) du § 1, Z 9% by =2 I* I an =
=2 I* 0" g = — e Z a* as =0, c. q. f. d.

15 Pour les démontrer, il suffit d’observer que, en vertu de (2) du § 1, on

déduit de la formule (8) que
X airl Dux Duy= ¢ T aixs dur dus.

L’équation (1ter) montre que, sur une surface sur laquelle ¢, =0 définisse les asympto-
tiques, ¢'3 =0 définit les courbes conjuguées aux courbes de Darboux, qu’on appelle
les courbes de Segre.

16 Cette équation se déduit de (1) en substituant pour Du: les valeurs (6bis) § 1.

17 Pour les (3), il faut tenir compte des (2) du § 1.
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2. La forme de l'équation (2p;s) du § 1 est peu convenable au
caleul absolu. Je montrerai qu’on peut y substituer I'autre

Xt gy, = 2 4)

A cet effet, développons le déterminant qui y apparait suivant la
derniére ligne. On voit sans difficulté qu'on peut éecrire le résultat sous
la forme

@ik
2=¢X I—A—I (Ctin Croz — 2Qi19 Otz + Gizg akll)‘

Or le second membre peut s’écrire, d’aprés la définition du systéme
contravariant 3 18

82 9PN g gy = EZ ITP 99 s a_,fq.
Or des équations (2) on déduit que X 97 a;,, — bf;, ainsi qu’on obtient
2 =2 94blaL,.
On en déduit tout de suite la formule cherchée (4) si I’on remarque

que des (2) on peut déduire que X 9= &ar:. Mais on peut aussi
déduire des (2) que X 3?a,,——1b,, d’ott la formule équivalente.’ (4)

2 bk by, = — 2s. (4 bis)
Remarquons encore que
Z @M by = Z b @y = 0.19 (4 ter)

3. Pour donner tout de suite une -application des formules que
nous venons de trouver, nous démontrerons les identités

ik
z Ay Qixs = Ors,
ik
Z b, biys = — &y, (5)
ik :
Z /% biks — 3rs'

A cet effet, remarquons en premier lieu que les systémes covariants
il ik ik
2 a: Girsy S b bigsy 2y bigg — s

sont symmeétrigues. Ceci n’a besoin de démonstration que pour le dernier
systéme' or

— [(2 ﬂc zk2 - 19'12> — (2 a2 ikl T 321) =29 (ar ks T "9'7'3 ==

-I/IA\ —-23’”0/, 'biks_z"?”"?'rs:‘?bz“bika—l_28:0-
18 On a évidemment
IN=92 =0, M= — N =_—c— 1 .
V4]

Y En effet
Lotk by = X driaiklay =re X Iy al,ark,

Sion y échange % e r, il second ‘terme' change de signe etc.
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Nous démontrerons tout de suite que les formes différentielles

2 ¥ ag du, dus, 2 b by, du, dut,,
3 0 by dtty Aty = 2 (Z 0¥ bigeg — ) s, dus, (A)

sont proportionnelles & ¢,; si nous 'admettons pour un moment, il sera,
en vertu de la symmétrie démontrée,

i ik
0 e =0 . Qrsy Z by bizs =0 s,
ik
z ar biks - 3rs == Qps.

Pour en déduire les formules (5), il ne faut que multiplier les
équations précédentes par o™ et sommer par rapport & r et s, tenant
compte des identités (4), (4 vis) €t (4 wer). Il nous reste & démontrer que
les formes différentielles (4) sont proportionnelles & ¢,. A cet effet, re-
marquons que la forme ¢, est proportionnelle 4 I’hessien de ¢g;2° il
s’ensuit, d’aprés la formule (1 guater), que ¢'s est proportionnelle au co-
variant cubique de ¢;. Or cela montre immédiatement que les formes (A4)
sont proportionnelles a des covariants de la forme cubique ¢;; d’autre
part, une forme cubique binaire a un seul covariant du second ordre,
qui ést son hessien, et les formes (4) sont done proportionnelles & cet
hessien, c’est-i-dire 4 ¢,.

4. On sait bien qu'une forme cubique binaire, son hessien et son
covariant cubique sont libes par une identité algébrique d’'une forme
connue; de ce qui précéde ii résulte done que les formes g% ¢y et @,°
sont linéairement dépendentes.

Précisément on a l'identité

Ps’ — ey — 49 =0, (6)
comme nous voulons prouver par un caleul direct. A cet effet, remar-
quons qu'on a, d’aprés (1) et (1)

& g — 3" = a3y dut duy duty . Z @y dit, Dug D,
— X sy Qt; Ay Dty o 2 @rgy At divg Dy, —
= Z sy Coyss Aty Ay, vt Dty (i, Dut, — dug Doty) =
= — &Y[ A] Z 9 Qs yos ut; Aty At Dus, (duty Dy — g, Dusy)

d’oti, d’aprés (10) du § 1,
@52 — P = @y I Gypy Qs A5 ity At Dty
Si on échange i et », k et ¢, [ et s
et qu'on forme la demisomme des deux expressions & droite, on en déduit

e@s? — @3t = Lpy X9 t3 oy At At (At Dy, — Ao, Du) =
&
=3 VIA| po 29 9% a3 ysy Qs At (Ary Drsg — g Dty

20 En effet, on déduit ceci sans peine des identités (2) du § 1.
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d’ol1, en employant du nouveau l'équation (10) du §1
8(])32 — q)g'z = %— @22 298 G @y sy Aty Atk e

Or des équations (2) on déduit sans peine que le second membre
peut s’écrire

3
5 Pa? Z A Gy Aty A,

et il suffit d’appliquer encore la premiére des identités (5) pour arriver
4 la formule cherchée (6).

§ 3. La forme covariante X y;du; et les invariants du premier ordre.

1. Commengons par remarquer que les formes ¢, et ¢'s sont linéaire-
ment indépendantes; c’est ce qu'on voit par exemple en comparant les
équations (4), (4bis) et (dier) du § 2. Il résulte alors des formules (2)
du § 1 et (3) du § 2 qu'un systéme symmétrique ¢;; & trois indices
peut s’exprimer en combinaison linéaire des ay et by alors et alors

seulement si
= dlkCi“ =0

Or cette propriété appartient en particulier aux systémes a1,

@ia,e déduits du systéme @, moyennant la dérivation covariant; on
peut donc déterminer «, et 3, de fagon qu'on ait

it r = Cp @iz + B, biuae

Or on démontre aisément que «,=0. En effet, on déduit de la
formule (4) du § 2 par dérivation covariante que

X ain Qiry, r — 0.

Si done on multiplie I'équation - précédente par a* et que l'on
somme par rapport aux indices 4, £ et /, on en déduit en tenant compte
aussi des formules (4) e (4r) du § 2 que a,=0 c. q.f. d.

Nous posons d’ailleurs 8, — ¢X 9,,9°,%' ainsi que nous obtenons

la formule
Cing.r = €2 Fps W by (1)

qui exprime le systéme covariant & quatre indices aiy, . moyennant le
systéme covariant & un seul indice W, On en déduit encore, tenant

21 Nous considérons les ¢: au lieu des P: comme quantités fondamentales,
parce qu'elles dépendent rationnellement des coefficients de o, et de ¢, et de leurs

dériviées.
9%
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compte des (2) du § 2 que
big, r = Z IV iy (Lpis)

2. A Taide du systéme covariant 1; on peut écrire des expressions
simples des deux invariants différenticls du premier ordre de Iélément
linéaire projectif

D = X, = X apg PPt == ISP,

¥ = Zam Y, Y, = X ag P PryYl. @)
Il est avantageux de considérer encore limvariant impropre®
¥ =" hh = Db Py,
lié aux @ et ¥ par lidentité évidente?*
P2 g — 188, (3)

3. Considérons les formes différentielles

ZYduy, ZY; Du; = 299" du,
Z Qs WY Aty 2 bsy WY dtty = Z WY D,

Condition nécessaire et suffisante pour que les deux premiéres
entre eux soient mdépendantes est 3025, Si elle est satisfaite, les
deux autres formes (4) sont données par les identités suivantes qui nous
seront utiles plus tard

=z Qirs wrws dui — sz duz "I“ &— Ll Z’,wl .DM,,,
" (5)
Py b;n w’w’du; = ? 2",0,, d@l/i —]— a ZwiD’Ll',:.

La démonstration en est si simple que je puis la laisser au soin
du lecteur.

Supposons maintenant que &=0. Alors les deux formes X ;du;
et X9,y du; ne sont plus lineairement indépendantes, c¢’est-a-dire qu’il

22 Quelle & la signification géométrique de I’équation i du; = 0? La tangente
s Du; =0 (c’est la tangente conjuguée & Ed:du; =0) est située dans le plan qui
joint la normale projective de M. Fubini & la droite directrice de M. Wilczynsks. Plus
précisément, la normale projective étant l'intersection des plans & et &,, la droite
directrice est 'intersection des plans & — {9, §, &, — $4,6.
La démonstration nous entrainerait trop loin de notre sujet.

23 Ceci veut dire que W' est invariant pour les transformations & jacobien
positif et qu’il change de signe par une transformation & jacobien négatif. Cfr, 13,

2 On D'obtient”en remplacant du; par ¢ dans l'identité (6) du § 2

25 En effet,

1

V4]

q;lkr. Frp 7

U B dygdr | = ST IEIRG G =Rdrr =
7
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existe une quantité o telle que soit X3,y = o, Or
¥V =2b PP Y= — I Iy 0 PPV = 0 T s P PP = — 0 ¥;

en comparant avec l'identité (3) on en déduit que w?=1.

On ‘a ainsi
Y=oy, F=—o o*'=1,si &=0. (6)
Les formules (5) sont & remplacer ici par les formules évidentes
ZY; Duy = 0 P dus, Z b P du; = — 0 Z ag PP dug, si =0. (7)

4. Nous démontrerons encore les formules suivantes dont nous
aurons besoin dans le § suivant. Elles sont valables si #3=0:

Yidu, — (% a’* + ; Zar,—e % Z b 1,0,) ZY; du; +

P o ®
+g (— P9t Y, — b”"wf) Z1Y; Dus,
Zapapdin=—§ 5 9+ g ¢+ L Zay,) Spudu +
-|—e( }o 00 +-2-§ i — 1szv¢)2w,pu,, (Gose)
Dy dnt = (=g 94 @ 2V, ) Zyudu+
& P (Bter)

-+ ~5F 3=’~ +1 5 a”‘ ¥ Za"’"w,) ZY; Du.

Nous commengons par remarquer que les quatre systémes contra-
variants du second ordre

_3.ik) C&ik, Zaikrwr’ Zbikrwr

sont linéairement indépendants®®. Il en résulte que tout systéme contra-
variant du second ordre en est une combinaison linéaire. Or les premiers

26 Pour le voir supposons que soit identiquement
o Vil 4 ¢y afk + ¢y T atkr iy 4 ¢g B bk ) = 0.
On voit tout de suite que ¢;=0, car le premier systéme est pseudosymmétrique et
les suivants sont symmétriques. En multipliant par a.x et sommant on obtient de

plus ¢; =0, d'aprés les relations X aixaiér = ¥ as békr == 0, qui sont équivalentes aux
équations (2) du § 1 e (3) du § 2. La relation supposée doit donc étre de la forme

Y aikr "P" + ¢4 X pikr 4,,. =0.

Si on la multiplie par Zaj s on par X b}, s et qu'on rappelle les formules (5)
du § 2, on obtient enfin ¢, @ =1¢;® =0,
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membres des identités 4 démontrer sont précisement des tels systémes
contravariants. On peut done trouver des quantités finies a,, o;...7s
de maniére que soit

Y duy, = g I* 4 a; 0’ + a X o' P, 4 oy 2 b,

Zari P, Yo du, = By 9* + B, a* 4 B, Zattrp, 4 B by, (A)

ZUri Y, duy = 7o 3 4 y1 0 -y T 0P, + y3 T Y,

Or sil'on multiplie ces équations par 3% on obtient, en se rappelant
les formules (5) du § 1 et (2) du § 2,

ZY; Duy = — 280y, Db Y du; = — 280,
82 (s WY di; == — 28y,

Si 'on multiplie les équations (A) par a’* on obtient, tenant conipte
des relations (2) du § 1 et (3) du § 2,

ZYidu; =20, Zag W Ydu;==20, Zbu WY du;—2y,.

Enfin si Pon multiplie ces mémes équations par Xaj, W, ou par
Z by, on obtient respectivement, ayant égard aux formules (2) du § 1
et (3) et (5) du § 2,
Z s Y du; = 3P, Zamt a,lk VY Yy duy, = 3,9,
Z0sial WP, P du = 73P ;
Db Py du; = — ey ®, Zai b W YW du = — 03P,
20 Y, P duy = — gy P.

On peut simplifier les équations que nous avons trouvées pour
Bz, Bs, 72, 7s. En effet, on peut les remplacer évidemment par

2 s G WYY ity = B3P, Z biyy g WY Y Ay, = 73D,
Z iy big W YW dity = — 8058, Dby b W WY duty = — &7y ®.

D'autre part, si I'on remplace dans les équations (5)*" les du; par
Z ay W duy, Tespectivement par Xbu1'dw, on obtient, faisant usage
des relations (2) du § 2,

2 Wirs aiﬂp’ Y Y duy, = % €2 ki Y W duy + eFE S afd Yrpt duy) =

— % (B e W W dts — 887 by 7 Y ),

Zbirs U Y 1/{3 Y dwy, = -‘% (P'Z Qirs WY Aty — FZ by W P* duti) 5

27 ot on peut poser X ¥yl dui au lieu de I di Dui.



3 Girs D W WS W gy — -% (B by e duy — P2 a7 Y dusy),
Z by Do W P Y duk = — (‘P’Z}' birs W S dtt; — eFX ;57 Y dut;).

Si on substitue maintenant les valeurs trouvées de o, @;, ..., /s
dans les équations (A), on obtient les premiers membres des relations (8),
(Bpis) et (Bter) exprimées en combinaison des quatre formes linéaires (4).
Il suffit de remplacer les deux derniéres des formes (4) par leurs valeurs
(B) et simplifier les coefficients moyennant l'identité (3) pour arriver aux
formules que nous voulions déduire.

5. Si & =0, mais F3-0, d’autres formules prennent le lieu de
celles que nous venons d’étudier. Ce sont les formules suivantes:

W duy, = (— ;3 ItE |- Tga"") 2P du; + -1—1’2- Z WY dug, ©)
si @ =0. '
Zar P, duy — X a P, DY du; (g k41 a"’”’) Z s W Y2 duy,

. (nis)
si @=0.

On les démontre par un procédé analogue au précédent. Commen-
¢ons par remarquer que, sous les hypothéses actuelles (# =0, ¥ 3= 0),
les systémes contravariants

19.1']6’ aik, Z’aik'r Qpr; wzwk
sont linéairement indépendants.?® Par suite, on peut poser

Y dup = 0ty 3 + @y @™ + ap T @Y, 4 oz PP, (B)
Zare P, P duy = By 9% + By 0¥ + By Zat*r P, + By P,

En multipliant ces équations par J;; on obtient?®
Z g duy = — 20y, Iy 0t PP, du = — 20,,

ce qu'on peut écrire aussi, tenant compte des équations (7),

Oy = — _lez d’bl,,, 180 - Zam’l” ’/’ dut

28 Le systdme 3¢ étant pseudosymmsétrique, une identité entre eux peut &tre

supposée de la forme .
¢y aik + ¢y X ikt dp + ey di bk =0.

En multipliant par aix, on en déduit, faisant usage de l'identité (2) du § 1,
2¢, 4+ ¢, P=2¢,=0.

D’autre part, en multipliant par ¢: ¢z on déduit
C.ZI.F-I— g Pt =0, ¥ =0.

29 Jel on a nécessairement e =1,
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En multipliant les équations (B) par ay, on déduit
o =32 Y du;, By = 3T ag W pidu;.
Si on multiplies les équations (B) par 1;1,, on obtient en se rappelant
que ZY;Yi=®=0, ¥FO0
ay =0, By =2 Y;du;.

‘Enfin, multiplions les équations (B) par Za;,y'. On obtient,
tenant compte de ce que ay=0,

2 WY du; = a3 P,
Z A" G W, W W dun = B3 T 0¥ az P, Y+ By P
Or = gi*" gy, Y — & =0, comine on voit tout de suite de I'identité
(5) du § 2, et nous démontrerons tout de suite que X @™ a;, W, W, W du, =0,
ainsi qu'on a #;—0. En substituant les valeurs de a;...0; dans les

équations (B), on arrive bien aux équations (9) et (9pi). L’identité que
nous avons admise est un cas particulier de l'identité

X Qs WY WPty = — 1B 2, du (10)

qui a lien dans tous les cas. On peut la démontrer par exemple par le
procédé suivant: La forme différentielle biquadratique

2 s @pgs At sy sy dus,

est évidemment proportionnelle & une forme covariante de ¢;. Or une
forme cubique binaire ne possede qu'une seule forme covariante du qua-
tridme ordre, qui est le carré de son hessien. La forme écrite est done
proportionnelle & ¢,2; je dis qu'on a précisément

> aj,,a,,qi duir duts ity du, — L 32 (11)

Il suffit de comparer les coefficients de du,*. A droite, on obtient
tout de suite La,,®. A gauche on obtient

Zagt oy =Z a0y 0= a' ay® + 202 04110110 + 0% 0519 =
_ 11 12 92 22 2 _
= Q11 (a a1+ 262 ays +a “122) +a (auz — Q11 0/122) ==

4281 9
== a (“112 — G111 “122) 80

ainsi que nous avons & démontrer que

2 _
(19" — Q11090 = %0y 4.

30 Nous avons fait usage de l'identité (2) du § 1.
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Or cette relation s'obtient tout de suite de I'identité (2pi) du § 1
si on y remplace dans le déterminant la troisitme colonne par la somme
de tous les trois colonnes multipliées respectivement pac a'!, a'?, a®.
L’identité (11) étant ainsi démontrée, on en passe aisément i I'identité (10).

En effet, par 'opération polaire c)‘ula%-—{— d‘ug% on déduit de (11)
Uy 2

Z s’ s At gy ity 00y — — 3 2 s ity o Z augge it Outy,

et il suffit de remplacer du; et du; respectivement par du; et ¢ pour
trouver (10).

§ 4. Les invariants du seeond ordre; paramétres différentiels.

1. A T'aide des dérivées covariantes 1 ; des 1; on peut exprimer
simplement les invariants différenticls du second ordre de Uélément lindaire
projectif

K=—1Xq* A [ e TA e "
3 w"k }/_ITI au(l/|AW’)+av(V|A|¢‘) (1)
et les deux invariants impropres duw second ordre
Gik ¢ aw _aip_l
H=29% ]/lAl(Bu k2
O = Z b P,

)

Je dis que K est la courbure de la forme ¢,. Malheureusement, je
ne connais aucune démonstration simple de ce théoréme en caleul absolu.
Je laisse done au lecteur le soin de vérifier ce fait en supposant par
exemple a;3—=0, ce qui suffit et peut étre fait sans peine.

2. Nous savons que, si l'on suppose ® 30, les formes linéaires
S du; e Z; Du; sont linéairement indépendantes®, ainsi que chaque
forme différentielle linéaire en est alors une combinaison linéaire. Les
formules du § précédent permettent d’exprimer ainsi en particulier les
différentielles des invariants du premiier ordre. On obtient

id— (-31{-]-2 *o lp—qi—@—)zwzdlt,—r

A ’ (3)
+8(—H+9P@ (P’@)szDuu
3¢ P'H K
Y e B Yol
d%P_( 5 Y5 +3 @)Zw,du,—}— B
aqJ’ bis,
to(— gt 1B o) 2y,

31 On reconnait aisément 1'équivalence des deux définitions de K.
32 Voir la note 25.
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d’l"z(—%%l—%%(‘i-%@' =P du; -
3:¥H  ¥K (Bua)
L(_ _j__%T_.g@)zw,Du,

En effet, on a évidemment’
AP =dZ a" P; Y, =2 2 a’" P; 1 Y- dup = 2 ZY; w P dug

et il suffit de remplacer les produit ¥ du, par les expressions (8) du § 3
pour arriver & I'équation (3).

On a de plus

AF =d Z a PP, P = Z o™ Yo W Y da + 3 2 a7 Y P, s dityy
AY = A IV P, Y, = T b, YW, Y, s dug - 8 TP, Y, s p ditye
Or??
sy = g Z Iy P b
o b”i,k — Eﬁ'ki wz . a"i,
ainsi que
AP =X 9 Y duy . SV P, Y Y; + 3 Z @™ Y, Y, dity, =
e " ZY; Du; + 3 Z art P, Py, 1 duiy,
A¥Y =— FXY; Du; + 3 Z 0™ Y, P, s dugy.

En y substituant pour X ", du,et Z b .Y, du, respective-
ment les valeurs (8pi) et (8i ;) du § 3, on en déduit les formules (3y;)
et (Ster)'

3. Supposons maintenant que & —0, F}0.

Des équations (2) du § 2 et (6) du § 3 on déduit tout de suite

O=—w0, si p—=0. 4
Je dis qu’on a encore
H=-—-30kK, si ®=0. (4vis)

A ce but, remplacons dans 1’équation
0= dP :9Zw;,k1,lﬂ'duk
les produits ’du, par leurs expressions (9) du § 3. Nous obtenons
N YN
O0=—(wH+43K)Z Y du; + 2 21’”"‘# Z s W dus;.

Or les formes X du; et X a;, WY du; étant, dans le cas actuel,
linéairement indépendantes, on en conclut non seulement (4y;;) mais encore

Ew;,kw"w":Q si ¢——-—034.

33 Voir § 3, (1) et (Ibis).
3% 8i @ 40, on trouve aisément
— !
N LB 4

3
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Au lieu de la formule (3.;) nous obtenons maintenant
AF=(¥+30)ZY;du; — I K Zag Y yYrdu; si ¢=0. (5)

La démonstration ne differe de celle de (3yi) quen e qu'on
a & employer l'identité (9y;) § 3 au lieu de (8ps).

4. Des invariants que nous avons trouvés, on en peut déduire
un’infinité d’autres moyennant des paramétres differéntiels, ¢'est-d-dire
des opérations differéntielles qui, appliquées &4 des invariants (propres
ou impropres), donnent des nouveaux invariants (propres ou impropres).
Dans la suite nous aurons i considérer les paramétres différentiels

A4(P, Q) = Za*P; @y )
E(P, Q)=Za™® P;P,Q,
Nous posons

4(P,P)=4(P), E(P,P)=E(P). (619

A laide des équations (2) et (2ns) du § 1, on vérifie aisément
les identités

4(QE(P)—24 (P, Q)E(P, @)+ 4(P)E(¢, P) =0,
A(QE(P, Q) —24(P, Q)E(Q, P) + 4 (P)E(Q) =0,

E(P), E(P, @), E(¢, P)

E(P, Q), E(Q, P), E(Q) T[A(P)/’(Q)_‘A(P 01=0. (6w

A4(P), 4(P, @), 4(Q)

Indiquons encore un procédé qui, appliqué a un invariant, donne
deux nouveaux invariants, en nous bornant au cas ® 3= 0.% Rappelons
nous de ce fait que les formes différentielles linéaires X ; du; e X ; Du;
sont linéairement indépendantes, si ® 94=0. On peut donc poser, P étant
invariant, ‘

dP—= .P[Z'I,Ui (h(i —i— PHZ’L,D,; D'lli (7)
et les quantités P; et P;; sont manifestement de nouveaux invariants.
D’ailleurs, on trouve sans peine

Bi= Iy P, Pu=— 5 299, P, (This)

Si #540, on peut exprimer les opérations (6) moyennant les
opérations (Tyis) suivant les formules

A4 (P, Q) = @ (P Q1 — & Py Qn), 8

E(P, Q):‘P(Pf QI—]'—QSPIPH Qn+ & Pi? QI)— (8 )

— ¥ (P Qu + 2 PrPu Q1 + ¢ Py® Qu). >* bis

Je laisse au lecteur le soin vérifier ces formules.

3 81 ®=0, 40, on peut considérer un procédé analogue en remplacant
S i Du: par I aire 7 &5 dus.

36 M. Cartan a déja considéré une opération semblable & celle du texte.

3" En particulier,

AP)=® (P2 — ¢ P112), E(P)=¥Pi(Pp+ 3:Pr2)— V' P (3Pe + < Prd).
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§ 5. Résolution du probléme d’équivalence dans le cas général.

1. Nous allons finalement résoudre le probléme déja mentionné
dans Vintroduetion: Outre le couple @i, @g de formes différentielles dans
les variables wy, us, satisfaisant aux relations (2) et (2bls)) on donne un
autre couple P,y et P; dans &autres variables u, et ity On se propose de
reconnaitre si Uon peut déterminer @, et Ty en Sfonction de uy ¢t uy de
fagon qu’il en résulte

Po=P3, P5=Ps,

e, si cela est possible, de trowver toutes les transformations qui ont la pro-
prieté indiqude.®® Dans le § présent, nous supposerons qu’on puisse trouver
deuwx invariants (propres ou impropres) P et ¢ du systéme ¢,, ¢;, dont
le déterminant jfonctionnel soit divers de zéro. D’ailleurs, il résultera
dans le § suivant que, si de tels invariants exvistent, on peut les trouver
déja entre les invariants

®, ¥, H, K, 6, 6 (1)
définis aux $§§ 3 et 4.

2. Nous posons 0,=1 (d;—=—1) si P est un invariant propre
(impropre); et pareillement d; = + 1 suivant la maniére dont se com-
porte €. Nous considérerons les équations

P=a,P, D= @, oy =+ 1, oy =+ 1. (2)
Soit @ == @ (u, v), v = v (u, v) une solution de ces équation et soit § = + 1
le signe du déterminant fonctionnel’ gu, U). Pour abréger, nous dirons

que la colution sonsidérde est propre si les signes «, et o, satisfont aux
régles suivantes: 1°si 6; =1, ¢; =1, 2°si d; = — 1, &;= 8. Nous ne
considérerons que les solutions propres de (2).
Cela étant, conditions mnécessaires et suffisantes pour qu’il soit
possible transformer @i, @; en P, P; sont. >
1° qu'il existe une solution propre de Uéquation (2)
u=1u (u,v), v="10 (1, v) (3)
2° que les équations
j‘:P)::A(P)’Z(P—)Q_)):aLaﬂ 4 (P, Q), Z(@ = 4(Q),
E(P)=a,E(P),E (P, ) =as E(P, @), )
E(Q,P)=wE(P),E(Q)=aE(Q)

soient satisfaites en vertw de (3).

3 Pour les quantités déduites de ¢,. ¢,, nous retenons les notations des §3
précédents; les quantités analogues déduites de @, ©, seront indiquées par un trait
horizontal.

3 On choisit arbitrairement les invariants P e ¢), pourvu que 3 (: 2)) +0.
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Les transformations de ¢,, ¢; en @, p; sont celles qui satisfont %
aux conditions de cet énoncé.

Il est évident que les conditions énumérées sont nécessaires. Pour
voir qu'elles sont aussi suffisantes, il suffit de.voir que, si I'on prend
P et §) comme mnouvelles variables indépendantes au lien de wu, et u,,
les nouveaux coefficients de ¢, et ¢; sont des fonctions rationnelles de

4(P), 4(P, Q), 4(Q), E(P),E (P, Q), E(Q, P), E(¢)

seulement. Or étant donné le caractére invariantif de ces expressions,
il suffit de voir que @; et a;,; sont des fonetions rationnelles de

A ()= a'ly, 4 (ug, uy) = a'®, 4 (u3) = a*3,
E (uy) = a'', E (uy, us) = a**?, E (g, 113) = a'*, E (u;) = a?*,

et ceci est évident.

3. Supposons en particulier que les invariants ® et ¥ soient des
fonctions indépendantes de u, et w,. Alors condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’il soit possible transformer @g, @5 en @y Py est qu’il soit
possible déterminer @y, 4> en fonction de w, et uy de fagon que les
équations

D=0, F =8 F =%, H=H K=K O0=0,0=036

2 (#,9)
Jles
? (u, v)’

évident que les conditions sont nécessaires. Pour voir qu’elles suffisent,
on a besoin, d’aprés ce qui précéde, d’exprimer les invariants
4(9), 4(2,¥), 4(¥), E(P)

E(,¥) E(¥,9), E(¥)
moyennent les invariants

S, ¥ ¥, HK,O0,0.
Or les équations (8) et (844s) du § 4 donnent tout de suite les expressions
demandées, si I'on se rappelle les identités (3) et (34,) du § 4.

soient satisfuites, f étant le signe du déterminant fonctionnel

§. 6. Résolution du probleme d’équivalence pour les éléments
linéaires projectifs qui admettent un groupe continu de trans-
formations en eux meémes.

1. Si Za;du; est une forme différentielle linéaire, nous indiquons
par (Za; du;) son covariant bilinéaire?! ¢’est-d-dire l’expression 4 deux
séries de différentielles

(Zal du;) = 0 ot; dut; — d X o; Oty — s]/[ A| Z - a;y |duy, dus],

40 En particulier on voit que la recherche de toutes les transformations
possibles se fait sans quadratures.

41 On soit que (¥ a;du:)’ est condition nécessaire et suffisante pour que ¥ o; du
soit une différentielle exacte.
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ol [duy, dug] = duy Ous — duy duy. Plus généralement, X @; du; étant une
autre forme différentielle linéaire, nous poserons

2o duy, 2 0;dus)
Za; 0wy, X 0; 0u;

On vérifie aisément que, si 0,

[Z a; du;, 2 B;du;] = =¢V|A]Z %o B, [du,, dutg].

(ZYdu)'—=—¢ % [Z Y; du;, Z; Dy, (1)
(2 ’lp,; _Dlti)’: 3¢ % [2 170,; du,;, z wi D'lli], (1 bis)

et si =0, FF0.
. (Z Y duy)'= — 7 [2 Wi duts, X g WP du], @)

(& irs Y e duty)' = — (1 +2 ) [ZYsdus, Z P e du;]. (2pis)

2. Nous ferons usage du lemme suivant: X a;du; et X 3; du; dlant
deux formes différentielles linéaires linéairement indépendantes, si dans

les équations
(Za;du)= A [Z a; du;, Z 8;du;],

(Z B; dus)'= B [Z o; du;, X 0;duw],
dh= CZ a;du; + DX B3; du,
les 4, B, C, D sont fonctions d'une seule variable A (A étant fonction
de wy et ug, non constante), on peut par des quadratures déterminer un
Sacteur intégrant de la forme
Gl = o; dlti —l—- Gg Zﬂ, (lui

G,y et Gy étant des fonctions de A; ce factewr intdyrant est lui aussi une

Sfonction de A.
Cherchons par exemple un facteur intégrant ¢ (fonction de 1) de

la forme X a;du;. On a
(02 o; duy)'= @ (B e duy)" + [Z ot Az, do] =
_ (QA + Dj_i) (20 dus, 26 dus),
ainsi qu'il suffit de poser
I,
3. Ces préliminaires posés nous pouvons poursuivre I’étude com-
mencée dans le § précédent. On suppose que
&, %, ¥, H K, 6, 0’

soient des fonctions d'un seule variable A=A (uy, us); mais on exclut

le cas o D et T soient simultanément des constantes. Alors condition

ndcessaire et suffisante pour la transformabilité de s, @; en @z, @5 est que
57,7 K60

9:
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soient les mémes fonctions d'une variable =2 (i, @). Il y a oc*
transformations qui peuvent s’obtenir par des quadratures.’

Il est évident, ici encore, que la condition est nécessaire. Pour
voir qu’elle suffit, nous commengons par supposer ® 3= 0. Si nous posons

dd = CZ ;du; + D Z ; Dug, ™

C et D sont fonctions de A: on le voit immédiatement des équations (3)
et (3pis) du § 4 et des hypothéses faites. D’aprés les équations (1) et.
(1pis) et le lemme qui précéde, on peut déterminer par quadratures deux
fonetions, U et V et u, et u, telles qu'on ait

AU = o ZY;du;, AV =0 ZY; Duy,

¢ et o étant des fonctions de A. Par des nouvelles quadratures, on déter-
mine deux fonctions, U et V de i, et i, de maniére que

AU = 0 2 Y; du;, AV = EZ’TTUL-E?»',

o et ¢ de A. Pour

0 et o étant les mémes functions de A comme les ¢

fixer les idées, supposons D == 0.4
La transformation cherchée, si elles existe, est certainement donnée
par les équations

A=12 U=U-+aq,

@ étant constant.** Or de quelle maniére que I'on choisisse la constante «,
la transformation précédente porte ¢, ¢ en @, @;. En effet, on a

h=2C, in=2D, UIZQ; Un=0

et il suffit d’appliquer les équations (8) et (8y;) du § 4.4

La démovstration ne change que trés peu si & =0, == 0.

1l suffit de remplacer la forme X; Du; par 2 a; Y y° du; et les
équations (1) et (1lpi) par les équations (2) et (2ys).

4. Passons au dernier cas. Si ® et ¥ sont des constantes, conditions
nécessaires et suffisantes pour quwon puisse tramsformer @, @; en Pa, Ps

sont :8,@:‘1’,‘?:?‘.

ol

Il y a »? transformations qui se trouvent par des quadratures.*®
Comme dans les autres cas, il suffit de montrer que la condition est

42 Cela est possible, les formes X d;dus et X ¢: Du: étant indépendantes.
# 8i D=0, C54=0 et on procéde analoguement.
# Ces deux équations sont indépendantes car p D == 0.
4 Cfr. le raissonement fait & la fin du § 5.
4 Des équations (3), (Sbis), (Bter), (4), (4vis), (B) du § 4 on déduit sans peine:
Les équations
® = const., ¥ = const.

sont parfaitement équivalentes aux équations
H=0, K=—1®, 0=—1V¥, 0'=—11" (3)
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suffisante. Soit en premier lieu ®3=0. Des équations (1), (lps) et (3
on voit que

(Zy; dw;) =0, (ZY; D)’ = % [Z; dws, ZP; D).

La premi¢re -donne que
aUu

U

est une différentielle exacte; la seconde peut s’écrive

Z Y du; = 3¢

(U= ; Du;y =0,
UZ/’ ’l/)i .Dlh' =V

ainsi que

est une différentielle exacte. Si on introduit U et 7 comme nouvelles
variables indépendantes, on obtient sans peine

1
92 =577 g AU?*—9¢&dV-),
Py = mf?@(’}f AUS + 38 AU* AV + 9 ¥ AUAV* 2718 AV3).

Le théoréme énoncé en résulte immédiatement. Si & =0, ¥ 3=0, on
trouve des équations (2), (2ui) et (3) que

(ZYs dus) =0, (Z aire W P* diy) = — 3 [Z s Aoty Z a0 WP dusg].

Ceci permet de poser
o U
Zwi d’lti —_ 5 77

UZ s Yy du;=4dvV.

En prenant U et 7 comme nouvelles variables indépendantes, on
peut continuer comme plus haut.

Soit enfin & =% = 0. La seconde des équations (3) donne K =0.
La courbure de ¢, est donc nulle et on peut donc par des quadratures
introduire des nouvelles variables indépendantes de maniére que les
nouveaux coefficients de ¢, soient constants. Les équations (1) du § 3
montrent que les nouveaux coefficients de ¢, seront eux aussi des con-
stantes*’. On voit d’ailleurs sans peine qu’on peut ainsi obtenir que
les nouveaux coefficients de ¢, et ¢g soient parfaitement déterminés, si
Ion donne le signe & Et cela achéve la démonstration du théoréme
énoncé.

* En effet, on voit tout de suite que "‘b,="b., =0si ®=T=0.
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