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COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE 
DANS L'ESPACE PROJECTIF. I. 

Dans le Mémoire «Courbes tracées sur une surface dans Vespace 
affine» (ces Publications, 1923, N° 28) j'ai étudié la géométrie affine 
d'une bande d'éléments de contact de second ordre. En particulier, j'ai 
donné les expressions des invariants affines de la bande moyennant les 
deux formes différentielles qui définissent à affinités unimodulaires près 
la surface contenant la bande. Dans le présent Mémoire, je m'occupe 
du problème analogue de la géométrie projective. Dans cette première 
partie, j'exclus le cas d'une surface réglée. Au Chap. I, je rappelle les 
définitions et théorèmes connus de la géométrie projective des surfaces 
non réglées. Au Chap. II, j'étudie les propriétés projectives d'une bande 
d'éléments de contact de troisième ordre et je montre qu'on en peut 
passer très simplement aux bandes d'éléments de contact du quatrième 
ordre. Je donne les expressions des invariants projectifs de la bande 
moyennant les formes différentielles qui définissent à une homographie 
près la surface contenant la bande. La théorie développée aux pages 
qui suivent est susceptible de nombreuses applications géométriques ; je 
u'en donne ici que très peu, au dernier paragraphe de cette partie. 
Dans la seconde partie, je m'occuperai des bandes d'éléments de contact 
de second ordre et des surfaces réglées. 

C H A P I T R E I . 

Rappel de quelques théorèmes fondamentaux de la théorie pro-
jective des surfaces. 

Avant de passer au contenu essentiel de ce Mémoire, il est né-
cessaire de rappeler plusieurs formules et notions de la théorie projective 
des surfaces. J'omettrai presque toutes les démonstrations, en renvoyant 
le lecteur au livre de G. Fubini et E. Gech «Lezioni di geometria pro-
iettivo-differenziale» actuellement sous presse (Bologna, Zanichelli). 

§ 1. Notation. 
Je commence par exposer quelques symboles dont je ferai un 

usage continuel. l'indique le groupe de quatre coordonnées homogènes 
d'un point ou un plan par une lettre unique, p. ex. x, xlf y, X, A0, 
Av Aa, A3 pour des points, 77, S, a0, al7 a2, a3 pour des plans ; 
aussi, je parlerai du point x, ou du plan etc. Seulement, pour définir 
les symboles employés, il faut avoir une notation explicite pour les 

l* 



coordonnées; soient donc x(2\ x(3\ les coordonnées du point 
g(i), £(»), gW celles du plan "f, etc. 

Une équation telle que x = ly-(¿0, ou % = pÇ, tient le lieu 
de quatre équations 

£(*) = lyïi) 4 on £(') = + [¿Çt) i = 1 , 2 , 3 , 4 

dx dx^ Pareillement, — p. ex. indique le point de coordonnées —— (i == 1,2,3,4) etc. ou ou 
Je pose 

SxÇ =• S§x =.3« + aP) fW + ¡d») §(3> + 
L'équation Sxl; — 0 signifie donc que le point x est situé dans le plan 

Je pose 

(x1x2xsxt) — 

aP'aP 43) 44) 

:<éP 4 2 ) 4 3 > 

dp 4 S ) 4 4 ) 

a4l> x(P xf xf 

(1) 

Condition pour que les points xl9 x2) xB, x± soient situés dans un 
même plan est donc (x± x2 x$ = (X Corrélativement, on définit le 
symbole ga g3 

J'indique par (x± x2 xs) les coordonnées du plan qui joint les trois 
points xly x2, x$m, plus précisément, les quatre nombres symbolisés par 

se déterminent de manière qu'on ait, quelque soit le point x4, 

S (#1 x2 x3) Xé = x2 xB xé). 
% * 

Corrélativement, on définit le symbole (|i§3§3). 
J'indique par (xix2) les coordonnées de la droite qui joint les 

deux points xx et x2) c'est-à-dire les déterminants tirés de la matrice 
formée des deux premières lignes à droite de (1). Pareillement, j'indique 
par £2) les coordonnées de la droite d'intersection des plans Ç2> 
c'est-à-dire les déterminants tirés de la matrice 

(1) t(2) t(3) t(4> 

U 1 } fip'isp 
Une équation telle que 

.(«! X2) = (êi gS) 
tient le lieu des six équations 

*$> - x<i> x§> Sf» - & 
i,j,k,l = l, 2, 3 ,4; 1 ,3 ,4 ,2 ; 1 ,4 ,2 ,3 ; 3 ,4 ,1 ,2 ; 4 ,2 ,1 ,3 ; 2 ,3 ,1,4. 

Enfin si, d'après la définition qui précède, 

(Il la) = (%<), 
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je pose 
S (>! X2) g3) ¿g tfg £4). 

On en déduit faisant usage de l'identité de Lagrange 

SXIHI SX 
•5(5?! a?s) (£l£a) = (2) 

§ 2. Association intrinsèque des facteurs arbitraires des, coordonnées du 
point et du plan tangent mobiles d'une surface non développable. 

Une surface réelle S soit déterminée en exprimant les coordonnées 
de son point mobile x en fonctions de deux paramètres réels ul3 ,u2. 
Pour que l'on ait une véritable surface; on sait qu'il est nécessaire qu'on 
ne puisse pas exprimer tous les rapports 

a*1) : : a?(») : afti 

en fonctions d'un seul d'entre eux. On s'assure aisément que cette 
circonstance à rejeter se présente alors et alors seulement si les quatre 

C dx dx "A 
quantités symbolisées par la? — — J s'évanouissent simultanément. Ma-

nifestement, les quantités I x — j sont les coordonnées dix plan tan-

gent à S au point x. 
Plus généralement, § étant le plan tangent h S en x, on peut poser 

^ i dx dx ^ 
dut du2J' 

II's'agit de fixer intrinsèquement le facteur arbitraire A. À cet effet 
observons qu'on a aussi 

x = ( g - ? ! ® ! ) X ^ V *àux du21 

le facteur [À dépendant de L Si S est développable, et alors seulement, 
^ = nous excluons ce cas qui n'a pas d'intérêt pour nous. Manifeste-
ment, en remplaçant 1 par l ' = çl, fi se trouve remplacé par fir = On 

Ç 
en voit qu'on peut déterminer rationnellement A4 en posant la condition 
1 = + fi. Pour fixer univoquement X, je poserai encore la condition 1 > 0. 
En effectuant le calcul on voit qu'on reste dans le champ réel en 
posant X = Bji, où b = 1 si les asymptotiques de S sont réelles, 
8 ==• — 1 si elles sont imaginaires. Dans ce qui suit} nous supposons 
toujours les facteurs de x et de § associés de la manière que nous venons 
d'expliquer. 

On reconnait aisément que, si l'on remplace uL, u2 par des autres 
paramètres vl9 v2, en ne changeant point le facteur arbitraire de x, les 
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coordonnées £ restent inaltérées si 

dVi dv2 _ dvi dv2 ^ 
dux du2 3u2 dui 7 

et changent de signe si 
dvidv2 

3% 3u2 3u2 3% 

Aussi, en remplaçant x par çx, ç étant une fonction arbitraire de u1} u2, 
£ se trouve remplacé par (>£. 

On peut définir notre association des facteurs arbitraires de x 
et £ d'une autre manière intéressante. En effet, j'ai démontré que les 
droites 

(xâz)±fi(gdg), (1) 

c'est-à-dire à coordonnées 

(s(i) daP) — xW daP)) + fa (£(3) dfW — gW d§(V) etc. 

sont les tangentes asymptotiques à S au point X, de quelle manière que 
l'on choisisse les différentielles, du1} du2. 

Remarquons enfin que les expressions effectives des coordonnées 
£ déterminées comme nous avons dit contiennent les dérivées secondes 
des coordonnées x. 

§ 3. Les formes différentielles F.ÀJ Fs. 

Maintenant, on peut définir les formes différentielles intrinsèques 
F2, Fs de M. Fubini en posant 

F2 = au du\ 2a12 du± du2 + a22 du\ = 2ars dur du3 = — Sdxdi(1) 

F $ — anl du\ -j- 3 an2 du\ du2 + 3 a122 du± du§ -(- a222 àu\ = ~ 
= 2ar3t dur du3 dut = (dx d2Ç — d*x dÇ). ^ 

Les différentielles secondes d2ul7 d2u2 ^ui entrent en apparence dans la 
forme F% se détruisent en réalité, comme on voit en tenant compte des 
identités évidentes 

Sx§ = S^§ = Sx|i=0, i = 1,2 3 Ui oui 

qui permettent aussi de poser 

F2 = S£d2x = Sxd% (3) 
Posons encore 

Â 2 
A. C&ji d22 OJ 12, 

ainsi que 
A A — b — —- — sgn A. \A\ ° 
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Si Ton effectue le calcul mentionné plus haut on démontre que 

La forme Fz est apolaire à F2, c'est-à-dire 

«22 «ii» — 2a i a aiat + « h «22 i = 0. i = 1,2. (6) 

Si S est une quadrique, et alors seulement, la forme FS est iden-
tiquement nulle. 

Si l'on introduit au lieu de u2 des nouveaux paramètres vv v2, 
les. formes F2, FS restent inaltérées si 

et changent de signe si 
dv± dv2 dv-L dv2 q 

d% du2 du2 

En remplaçant les x par çx, et donc les £ par çÇ, les formes F2, F3 

se trouvent remplacées par q"F2, q2FB. 

§ 4. Les formes normales cp2, cp3 et les coordonnées normales. 

(i) 

L'expression «111 «112 «122-

«112 «122 «222 

«11 «12 «22 
est un invariant absolu des formes F2, FZ. Si la surface S est réglée, 
et alors seulement, J= 0. Supposons dorénavant que la surface S ne 
soit pas réglée, donc J d p 0. 

Posons 

n = s- (2) 

Les formes cp2 et çp3 s'appellent les formes normales. Elles sont indé-
pendantes du choix des paramètres u v u 2 et du facteur arbitraire des 
coordonnées x. 

En changeant les paramètres uly u2, l'expression J se comporte 
comme les formes F2, FS mêmes ; c'est-à-dire elle change de signe si le 
jacobien de la transformation est négatif. Nous n'emploierons que les 
paramètres u2 pour lesquelles J < 0. 

En remplaçant les coordonnées x par çx, l'expression J se trouve 
remplacée par ç-*J. On peut donc choisir le facteur des x de manière 
que J = — 1. C'est ce que nous ferons dorénavant. Les coordonnées 
homogènes x ainsi déterminées, et aussi les coordonnées £ correspondantes, 
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s'appellent les coordonnées normales. Dans les cas des coordonnées nor-
males, on a évidemment 

cp2 = F2, cpB = FB. 

Les coordonnées normales x est § ne sont déterminées qu'an signe 
près ; mais si l'on change le signe des x, on doit changer celui des § aussi. 

Si les coordonnées x ne sont pas normales, on obtient les coor-
données normales en multipliant les x par une expression qui contient 
les dérivées troisièmes de x; de même les coordonnées normales du plan 
tangent contiennent les dérivées troisièmes de x. 

Si l'on soumet la surface S à une transformation homographique, 
les coordonnées normales x subissent une substitution linéaire unimodu-
laire, à coefficients numériques ; les coordonnées § subissent la substitution 
contragrédiente. 

§ 5. Le calad absolu. 

Nous emploierons, les formules du calcul absolu de M. Ricci, en 
prenant la forme tp2 comme forme fondamentale. Nous indiquerons par 
fn frsi frst . . . les dérivées covariantes successifs d'une fonction/, et p. ex. 
par cT3}i: crSjilc, . . . les derivées covariantes du système covariant crs. 
Nous emploierons aussi l'élèvement et l'abaissement des indices au sens 
habituel, posant 

nlL n'2 n22  

a — -j-, a — A ~ ~Â7 

als = 2ail ar3t, af = 2auakt arst etc. 
Les dérivées covariantes du système ar3 sont identiquement nulles. 

La même propriété appartient au système où 
•&xl = 09 ^ l a = i p ¡ , & 2 1=—i/ \J\ , d-22 = 0. 

Nous ferons usage aussi des différentielles contravariantes d2u¿, â3ut 
définies par les identités (où f est une fonction de ul3 u2) 

d2f= 2fi áhi¿ -f- 2frs dur du3) 

dBf= ZI fi ôhii -[- 3 2fr3d2urdu3 -f- 2fr3tdurdu3dut. 

Je rappelerai ici quelques notations et formules que j/ai données 
dans mon Mémoire «Etude analytique de Vélément linéaire projectif d'une 
Surface». (Ces Publications, n° 36) * 

Je définis les différentielles conjuguées Dut moyennant l'équation 

Dui = 2 air &T3 du3 — 2 ars du3. (!) 
Le système covariant 

brst = 2 Su ars (2) 

* Je citerai ce Mémoire par les lettres E. L. P. 
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est symmétrique ; je pose 
<pr

B = 2 bTSt dur du3 dut. 
On a l'identité 

ç p \ - s ç p > \ — i < p \ = 0. (3) 

Des relations d'apolarité § 3 (6) on déduit facilement qu'il existe 
un système covariant à un indice Tp{ tel que 

aratji = e2d>ikiph.bTSt, (4) 
b r a t ) i=:2^ i k ip k .a r s t . (5) 

Rappelons aussi les identités 

cp2dcp% — f- d<p2 • ÇP3 4- è (prs (<P2 ZiptDik — 3 2&rèdurd}ua) — 0, (6) 
<p2dcp'z — f dcp2.<p'B -j- (ps (cp.22ipt JDih — 32&rsdurâ3ua) = 0. (7) 

Au § 3 de E. L. P. j'ai introduit les invariants 

<P = 2aikipiipk, iF=2aiklipiipkipl, W = 2bmipiipjc'iph (8) 
liés par l'identité 

y-2 _ s gw _ ^ py 

Je veux encore déduire quelques identités qui ont pu trouver place 
déjà dans E. L. P. Des équations 

ipi dUi -f ip2du2 — Uipidui, ipiBui -f ip2Du2 — 2 ip ¿Bu i 
on calcule 

_ Du22apidui - du2 2ipiDui — Diit 2 ipïdui -j- dut 2 ipiDut 
™ d%{^Du2 — du2DUi ' du-tDu* — du2 
Or _ 

2-3-lrdur = ]/\A\ du$, 2&2r dur = — i\A\ duly -
2alrdur = Dîi2, 2a2rdur = — s i\A\ Dul7 

cp2 = s^\A\ (dutDu2 — di^Dui), 
ainsi que 

2 air dur. 2 ipidui — s 2 dur. 2 ip- JDiii 1 
— • { ) 

En substituant ces valeurs dans les expressions (8), on trouve après 
quelques réductions 

ç = (2ipjduj)2 — 8 (2 ipjDuj)2^ 
<P2 

_ cpB {2ipj dm)3- 3 ecp\{2'ipidi^22'xpiDui 4-3 ecpB2ipM{2'ipiDiitf- (p'^ipiDu^ 
~~ 9>\ ' ' 
, _ cp'3 {2^4uif-^(pz{2xpM^2'ipiI)ui t-3scp'^ipjdui(ZrpiDui)2- 8<ptÇEifjJ)ut)1 

~~ ÇP32 
Remarquons enfin qu'on déduit aisément de (10) les identités 

Z a r s t r d u r d u , = ~ (14) 
<P2 
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Zbralip>du,. du, = 9 ^ d u t - 9 

qui nous seront utiles plus tard. 

§ 6. Les équations fondamentales. 
Soit 

A2f=2aTsfrs 

le second paramètre différentiel. Posons 
X=\Ax, iï=\A2l. 

Alors on a les formules 
firg = 0, Sx±Ç = 0, Sx2Ç = 0, SXÇ=1, 
8x^ = 0, Sx1Si= — all, Sx2Ç1 = — a12, 8X^1 = 0, ^ 
SxÇ2 = 0, Sx1Ç2 = — a12, 8x2Ç2= —a22, SX!;2 = 0, ^ } 

SxS= H 8X1S=07 SX23=0, 8XS=1 — K-, 

(xx1x2X = i\A\, (§§1à8) = ai\A\. (2) 
Ici, comme dans tout ce qui suit, K indique la courbure de la forme q)2. 

Outre les formes cp2, <p3, on doit encore considérer une troisième 
forme différentielle que l'on peut choisir en plusieurs manières. Nous 
considérerons la forme linéaire 2tidui. Les trois formes cp2, cps, 2ttdUi étant 
données, on obtient à substitutions unimodulaires près les coordonnées 
normales x et § en intégrant les soi-disants équations fondamentales et 
tenant compte des relations (2). Les équations fondamentales sont 

xrs = HdrsXi -f- i 2 dT3 (ti — ipi) x -f- ar3X, 
Çrs = — Zdrsti + i 2ars + VO £ + OraS, 
Xi = I [tt — Ki — 2 a7 (ipr, s + Ipr Tps)] x + (1 ~ K) XI + 

' -f i2ciï'(Ts + lf>a)xr, 
3i = — i [Ht + Ki- 27oT (lpr,s + VrV.)] I + (1 - K) êi + 

+ .±ZJariS (R, — 
Les coefficients des formes différentielles vérifient, outre les rela-

tions d'apolarité et l'équation J= — 1 déjà rappelées et qu'on peut écrire 
2arsar3i = 0, 
2arstarst = 2, 

trois autres relations qu'on calcule comme les conditions d'integrabilité 
des équations fondamentales; elles sont 

2 di (rr, , + 1p3Tr) -rKi— ipi = 0, 
z S" , + ifjsTr)=2 brsi

 3t + 3 3 ipt + yry9yt). 

§ 7. Les quadriques de Moutard, la correspondance de Moutard 
et la correspondance de Segre. 

Soit x — x (ut, u2) un point fixe de la surface S, £ le plan tangent 
à S en x, 

3 = jLLX -J- 2 }?Xi (1) 
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un point du plan tel que la droite (xd) ne soit pas une tangente 
asymptotique à S {Zar3lrl3-j=0). Considérons les sections de S moyen-
nant tous les plans du faisceau de l'axe (xd), et les coniques osculatrices 
(à contact de quatrième ordre) en x de ses sections planes. Ces coniques 
engendrent une quadrique que j'appelle la quadrique de Moutard appar-
tenant à la tangente (xd) de la surface S. L'équation de la quadrique 
de Moutard est compliquée est nous n'écrirons pas ici. Remarquons 
seulement, pour l'usage que nous en ferons plus tard, que le point 

2 9 (2a r s M s ) 5 f 3 (Za r 3 l r l s f x (2) 

est situé sur la quadrique de Moutard appartenant à (xd). 
Associons au point g son plan polaire ÇL par rapport à la qua-

drique de Moutard appartenant à la tangente (xd). On a 

£i =z(ti2aralrl* + |Zar3iiïlstt) g + Za^l* Zl%. (3) 
Si le point 0 engendre le plan on obtient une correspondance biration-
nelle entre les points du plan £ et les plans qui passent en x qui 
s'appelle le correspondance de Moutard. 

Associons au point s son plan polaire Ç3 par rapport à la quadrique 
de Moutard appartenant à la tangente conjuguée à (xd). On a 

£2 = (fiZar8lrXs — 2Zarstlrlsli) g + Za^^ZV!-;. 

La correspondance ainsi définie entre les points du plan g et les plans 
qui passent en x s'appelle la correspondance de Segre. 

On voit aisément que condition nécessaire et suffisante pour que 
deux surfaces S.et Sr aient contact de troisième ordre au point x est 
que la correspondance de Moutard relative à S au point x soit iden-
tique à celle relative à S'. Dans ce théorème on peut remplacer la corre-
spondance de Moutard par la correspondance de Segre. 

On voit aussi aisément que, si deux surfaces S et S' se touchent 
au point x, condition nécessaire et suffisante pour que le contact soit du 
quatrième ordre est qu'à chaque tangente (non asymptotique) en x 
appartienne la même quadrique de Moutard relativement à S et rela-
tivement à S'. 

§ 8. La quadrique de Lie et les courbes de Darboux et de Segre. 

Soit x = x (u1} u2) un point fixe de la surface S. Si l'on associe 
au point 

z! = jLlX-\- ZI1 Xi -\~vX (1 ) 
le plan 

Ç = + + 
on obtient la polarité par rapport à une quadrique qu'on appelle la 
quadrique de Lie relative au point x de la surface S. Géométriquement, 
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on obtient la quadrique de Lie en prenant l'une ou l'autre des deux 
courbes asymptotiques de S passant en %, soit (7, en considérant la sur-
face réglée JR formées par les tangentes asymptotiques de S de l'autre 
système, et en construisant l'hyperboloïde oscillateur k B le long de la 
génératrice qui passe en x, 

La quadrique de Lie possède au point x un contact du second 
ordre avec la surface S; la courbé de contact de S et de la quadrique 
de Lie possède donc en x un point triple dont les tangentes sont données 
par l'équation cubique cp§= 0. Ces tangentes sont nommées les tangentes 
de Darboux de la surface S au point x. Les courbes de la surface 8 
définies par l'équation différentielle <p3 = 0 s'appellent les courbes de Dar-
boux de S. Il en passent trois par chaque point de S ; elles sont toutes 
réelles si s = . — 1, et une seule famille est réelle si £—1. 

Evidemment, si les x ne sont pas les coordonnées normales, les 
courbes de Darboux sont toujours données par l'équation différentielle 

== 0. Il en résulte, d'après la remarque finale de § 2, que si deux 
surfaces S et S' ont contact du second ordre le long d'une courbe G, 
et que G soit courbe de Darboux de S, G est aussi courbe de Darboux 
de S'. Dans la Note „Sur. la géométrie d'une surface et sur le facteur 
arbitraire des coordonnées homogènes" (Rendiconti délia R. Accademia 
Nazionale dei Lincei, vol. 31, ser. 5 a, 2° sem. 1922) j'ai démontré un 
théorème plus général: Si la courbe de contact G de deux surfaces 8 
et S' est une courbe de Darboux sur S, pour qu'elle soit aussi une 
courbe de Darboux sur S', il faut et il suffit que le rapport anharmo-
nique des tangentes asymptotiques des deux surfaces soit constant le long 
de G. Ce théorème présente une analogie frappante avec le théorème 
bien connu sur deux surfaces se croisant le long d'une ligne qui est 
ligne de courbe pour toutes les deux surfaces. Dans la Note citée, 
j'ai donné aussi une définition géométrique remarquable des courbes de 
Darboux: Si une courbe G tracée sur la surface S est une courbe de 
Darboux sur S, G est une courbe flecnodale de la surface engendrée 
par les tangentes asymptotiques (d'un système ou de l'autre) de S le 
long de Gj et réciproquement. 

Les courbes tracées sur S et conjuguées aux courbes de Darboux 
se nomment les courbes de Segre, leurs tangentes se nomment les tanr 
gentes de Segre. Analytiquement, les courbes de Segre sont définies par 
l'équation différentielle <p'3 = 0. Dans la Note „Systèmes trilinéares des 
lignes sur une surface et déformation projective des surfacesu (Bulletin 
intérnational de l'Académie de Sciences de Bohême, 1921) j'ai montré 
que les trois plans osculateurs en x aux courbes de Segre y passant 
appartiennent à un faisceau; l'axe de ce faisceau s'appelle le premier 
axe de la surface S au point x. J'en donnerai l'expression analytique 
au § suivant. 
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§ 9. Les droites canoniques. 
Soit x = x (%, u¿) un point fixe de la surface S ; soit X un nombre 

fixe. La droite /f. .. • „ . , /1N 
— tyiii . S a — W J 0 ) 

s'appelle la droite canonique de première espèce et de paramètre À. En 
variant on obtient un faisceau de droites au centre x dont le plan 
2<d*rsip3%r s'appelle le plan canonique. Les courbes tracées sur S et dé-
finies par l'équation différentielle 2ipiDui = 0 s'appellent les courbes 
canoniques de première espèce. En chaque point de S, le plan canonique 
contient la tangente à la courbe canonique de première espèce. 

La droite ^ — lip^, x2 — Xip2x) (2) 

s'appelle la droite canonique de seconde espèce et de paramètre X. Elle 
est la polaire réciproque par rapport à la quadrique de Lie de là droite 
canonique de première espèce et du même paramètre. En variant X, on 
obtient dans le plan § un faisceau de droites dont le centre 2<&rsipst;r 

s'appelle le point canonique. Les courbes tracées sur S et définies par 
l'équation différentielle 2ipidu.i = 0 s'appellent les courbes canoniques de 
seconde espèce; elles sont conjuguées aux courbes canoniques de première 
espèce. En chaque point de S, la tangente à la courbe canonique, de 
seconde espèce contient le point canonique. 

Il y a des surfaces — c'est la surface cubique x ^ x ^ x ^ = [#(4)]3 

et celles qui s'en dérivent moyennant la déformation projective — pour 
lesquèlles 'ip1 — tp2 = 0. Pour ces surfaces toutes les droites canoniques 
de première (seconde) espèce coïncident en une seule ; le plan canonique, 
le point canonique, et les courbes canoniques de première et de seconde; 
espèce deviennent indéterminées. 

La droite canonique de première (seconde) espèce et de paramètre 0 
s'appelle la première (seconde) normale projective de la surface S au 
point x. Elle a été définie à peu près simultanément par M. Fubini et 
G. Green. La congruence de premières (et aussi des secondes) normales 
projectivesjde S possède la propriété remarquable qu'à leurs dévelop-
pables correspond un réseau conjugué sur S. M. Sannia a démontré 
que cette propriété, jointe aux autres de 1° passer en 2° être définie 
d'une manière invariable par des homographies, 3° ne changer pas 
si l'on remplace S par un autre surface ayant en x contact du quatrième 
ordre, caractérise la première normale projective — au moins si l'on 
néglige certaines surfaces exceptionnelles. J'ai trouvé une autre démon-
stration beaucoup plus simple (v. les „Lezioni" déjà citées). 

La première normale projective de S en x coupe la quadrique de 
Lie en deux points, précisément en x et au point \ 

y = X + i ( K - \ ) x . (3) 
Le plan tangent à la quadrique de Lie en y est 

= (4) 
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Pour le but que nous poursuivons ici, il est avantageux de remplacer 
X et S! dans les équations fondamentales (§ 6) par y et rj. La raison 
en est que les points y et rj (ainsi que leurs coordonnées homogènes 
définies par les équations (3) et (4)) ne changent pas si Ton remplace 
la surface S par une autre surface S' ayant en x contact du quatrième 
ordre avec S, tandisque pour X et S cela n'a pas lieu que si le contact 
de S et S' est du cinquième ordre. Les équations fondamentales ainsi 
transformées sont évidemment 

xrs = 2arsXi -)- [(1 — K) ara + 2 dr3 (tf; — ty)] x + ar3y} (5) 
§rs = — 2 drs êt + i [(1 — K) ars + 2 ars (Ti -f %)] £ -f aT3 % (6) 

Vi = \[ti-2 a? (jpr, s+iprips)] x + ±(l-K)Xi + (t3 + ip3) xr, (7) 
V i = - i [Tt - 2 a ? (VV,. + iprVs)] s + i (1 2 d * ( r . - V . ) g r . (8) 

La droite canonique de première (seconde) espèce et de para-
mètre ^ s'appelle le premier (second) axe de la surface S au point x. 
La définition géométrique du premier axe a été donnée à la fin du § 8. 

La droite canonique de première (seconde) espèce et de paramètre 
\ s'appelle la première (seconde) directrice de la surface S au point x. 
Les deux directrices ont été introduites par M. Wilczynski comme les 
directrices de la congruence linéaire intersection des complexes linéaires 
osculateurs en a; au deux courbes asymptotiques de S y passant. On 
peut les définir d'une autre manière, due à M. Tzitzéica: Le long des 
deux courbes asymptotiques de S qui passent en x, on construit les 
surfaces réglées (Rt, R2) formées par les tangentes asymptotiques de 
l'autres système; soit Si ( ' ¿=1 ,2 ) le conjugué armonique de x relative-
ment au couple des points flecnodaux de Ri (v. Chap. III) sur la géné-
ratrice de Ri passant en x ; la droite (0102) l a seconde directrice. 

La droite canonique de première (seconde) espèce et de paramètre 
£ s'appelle la première (seconde) arête de la surface S au point x. Elle 
a été introduite par G. Green. Voici sa définition un peu modifiée. Soit 
Ci (i = 1,2) les deux courbes asymptotiques de 8 qui passent en x, t£ 

leurs tangentes en x. Soit la conique osculatrice en x de la section 
de la dévéloppable des tangentes de Ci moyennant le plan Soit le 
pôle de tj (i ^ p j = 1, 2) par rapport k la conique La droite 
est la seconde arête de S au point x. 

C H A P I T R E I I . 

Bandes d'élément de contact de troisième et de quatrième ordre. 
V 

§ 1. L'arc projectif d'une bande JBS d'éléments de contact de troisième ordre. 
Soit C une courbe tracée sur une surface S non réglée ; supposons 

que 8 ne soit pas une courbe asymptotique de S. Soit B$ la bande 
d'éléments de contact du troisième ordre de la surface 8 le long de la 
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courbe G. Nous savons du Chap. I, § 4 que les coordonnées normales x 
des points et £ des plans tangents à S aux points de G sont déter-
minées (au signe près) par la bande I?3. 

On a identiquement le long de G 

SxÇ = SxdÇ = SÇdx = 0. (1) 
Soit 

e = — sgn SdxdÇ. 

Si l'on eût e = 0, la courbe S serait une asymptotique de S ce que nous 
avons exclu. Remarquons que si s = — 1, on a e = 1. En effet, si 
e•= — 1, A < 0 et la forme cp2 est définite. Or si s = — 1, l'identité (3) 
du Chap. I, § 5 donne 

= W + <P'z > 0. 
La forme cp2 est par suite définite positive, et e = -]-!. Au contraire, 
si 8 = 1 on peut avoir e=-j-l et e— — 1. Soient t±1 t2 les tangentes 
asymptotiques au point x, t la tangente à G en ce point, et x la tan-
gente en x h la courbe de Segre réelle (unique puisque 8 = 1) ; alors e 
est le signe du rapport anharmonique ( t ^ v t ) . C'est ce qu'on recon-
naît aisément de l'identité citée. 

Posons 
eds2 --= SÇd2x = — SdxdÇ = Sxd2 g. (2) 

Supposons la courbe G orientée et soit ds > 0 si l'on parcourt G en sens 
positif. La variable s est alors déterminée à une constante additive près. 
Nous l'appelons Yare projectif de la bande Bz. 

§ 2. Les invariants fondamentaux de la bande i>3. 

Définissons les expressions P l 7 Q,Ri,B2}N moyennant les équations 

ePids* == ^S (dxd2% — d2xdÇ), (1) 
QdsG = S (dxd*x) • (2) 

Rt ds6 = (xdxd*xd*x), R2dX6 = (§cï§d'§d3g), (3) 
(2T — RQ) ds7 — ±S[(dxd2x) (dH*Ç) — (dxd*x) (4) 

On reconnaît aisément qu'on obtient les mêmes valeurs de quelle manière 
qu'on choisisse la variable indépendante. De plus, de la remarque finale 
du Chap. I, § 4 on déduit tout de suite que les expressions P3, Q, R l f 

B2j JV" ne changent point si l'on soumet la bande _Z?3 à une homographie. 
Ce sont donc des invariants projectifs de la bande. 

Evidemment 

y 192 
posons encore 

t 



16 

On voit tout de suite que P2 aussi est un invariant de Bs ; son carré 
s'exprime rationnellement moyennant P1 d'après l'identité (v. Chap. I, 
§ 5 (3) 

Pi*-sPJ' = ie = ± ï . (7) 

Cependant le signe de P2 ne peut s'exprimer moyennant les x et les 
De là il résulte que la connaissance du signe e et des coordonnées nor-
males x et £ le long de G ne suffit pas à déterminer la bande, excepté le 
cas où P2 = 0, c'e3t-à-dire le cas où G est une courbe de Segre de S. 
Au contraire, nous verrons plus tard (au § 8) que si l'on connaît en 
outre le signe de P 2 , la bande J53 est complètement déterminée. 

Dorénavant prenons l'arc projectif de B z comme variable indé-
pendante et indiquons les derivées par des accents. Les équations § 1 
(1) et (2) donnent 
W W Sxg = 0, 8a? $ = 0, Sx? = 0, 

Sx"Ç=e, Sxr?= — e, Sxg'=e. W 

En dérivant les équations Sx'% = — e, Sx"% = e, on déduit de (i) 

SafÇ"=eP19 Srf'Ç= — ePu Sx,"Ç=eP1. (9) 
L'équation (2) donne 

Q = S (x'*?')(??')• 
Si l'on applique l'identité (2) de Chap. I on obtient, tenant compte de 
(8) et de (9), 

8 a f ' ? f = e [ P ^ — Q ) . (10) 

En dérivant les équations (9) et tenant compte de (10) on obtient 

Sx'r = e (P'i - 1 1 * + Q), Bal"? = - e (P\ + P ^ - Q). (11) 
En appliquant à l'équation (4) l'identité que nous venons de citer, on 
obtient 

2 (N-P1Q) = Sa? g SxT 
Sx"'£,' Sx"'Ç" 

Sx'S Saf?"\ 
Sx"r Sx"?" 

On en déduit faisant usage de (8), (9) et (11) 

S(x"'ï,"— x"?") = 2e (JT+ Pi3 - 2PiQ) ; (12) 

en. dérivant (10) et tenant compte de (12), on obtient 

Sarr= e (N+ Pi3 - 2P,Q + P1P'1^iQ'). (13) 

§ 3. Le tétraèdre mobile A attaché et la bande P3. 

Nous nous proposons d'attacher à- chaque point de la courbe C un 
tétraèdre A aux sommets A0, Au Aa, A3 en demandant que, si l'on 
soumet la bande B3 à une homographie, le tétraèdre se transforme par 
la même homographie, précisément par une substitution unimodulaire. 
Comme première condition nous posons 

(AaA1A,Át) = 1. (1) 



Soit «o? ai> a2> a3 l©s faces du tétraèdre A, respectivement opposées 
aux sommets A0, Alf Aa, A?t. Alors 

SAiak = 0.. i, h = 0,1, 2, 3. ; i 4= k. (2) 

Définissons les facteurs des coordonnées at moyennant les équations 

SAiai = 1. ¿ = 0 ,1 ,2 ,3 . (3) 
Alors 

( A 0 « I « 8 A 9 ) = = 1 - ( 4 ) 
Posons maintenant 

A1--xr, ea3 = §, —eax — Ç'. 
Cela est possible, parce que 

Sx§ = Sx? = Sx'g = 0, Sx'% = — e. 
Nous posons 

A3 = x" + r±x' + r0x, ea0 = ť + + hê-
Pour que ce choix soit permissible, il faut et il suffit qu'on prenne 
rij ro> ^e manière que soit SA^0 = SA3a0 = SA3at = 0. Or d'après 
les équations (8) et (9) du § 2, 

S AI «O = PI — SAM = PI + 

ainsi qu'on doit prendre 
n = - Pu ri = Pi-

De plus, d'après les équations citées 

SAsa0 = eSx"$" — r1P1 + ^ P , — r±rx 4- r0 + ř0 = 
= eSx"?'-W + r0 + r0, 

et donc d'après l'équation (10) du § 2, 

r0 + r0= Ç. 

Nous choisissons comme condition ultérieure r0 = r0, ainsi que 

A3 = ď - P,xf + \ Qx, ea0 = ? + P^' + \Qt 
Maintenant, le tétraèdre A est complètement déterminé, car on voit 

facilement que 
A>j = — (a0

ai «3); aJ = — (AQA±A9). 
En définitive, nous avons attaché à un point arbitraire x de la 

courbe G le tétraèdre A dont les sommets et les faces sont 

A0 = x, At = af} eA2 = - (§?§"), As = x" — P&' + iQx ] (5) 
eao = g" + Piš' + iQl eat = — = — (xx'x"\ ea3 = g. (6) 

Il est facile de donner la définition géométrique du tétraèdre A : A0 

est simplement le point x de la courbe G. Les droites (AqAï), (A^A^) 
sont respectivement la tangente à la courbe G au point x et la tangente. 
conjuguée de S. A2 est le point de rebroussement, appartenant à x, de 

2 
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I à développable enveloppée par les plans tangents k S le long de C. 
Le plan est le plan oscillateur à la courbe O au point x. Le 
plan contient la première normale projective de S au point x. 
Le point Ai est situé sur la seconde normale projective de S au point x. 
Enfin, la droite qui joint deux positions successives de et la droite 
intersection de deux positions successives de (A0A2A3) coupent la droite 
(-á0-á3) en deux points divisés armoniquement par A0 et AZ, 

§ 4. Les équations fondamentales de la théorie projective de la bande B3. 

Evidemment, on a des équations de la forme 

A{ = 2aik Akj a{ — — 2aki ak. i, h = 0, 1, 2, 3. 
k k 

II s'agit de calculer les coefficients aik. 
Des expressions de A0, Alf a±, a3 on déduit tout de suite 

#00 — #02 — #03 — #oi~~ 1;. 
#03 = ^28 = : #33 — #13 = 1. 

Tenant compte des valeurs de A3 et a0, on obtient de même tout de suite 

#10 — "g" Ql #11 = Pif #19 — #13 = 1, 
#OI = L? ®ii~Pii a21 — 0, #3I = — 

Il reste à calculer a20, #22? #30; 3̂2- Or des équations (2) et (3) 
du § 3 on tire 

aik = SAriCck = — SAiďk. 
On a donc 

#20 = SA\a0 = -eS ( t f T ) cc0 = - e = 
= - & r, r , r + p ? + \ q s ) = . 

a32 = — SA3cc'2 = SA3 (xx'xw) = (xx'xmď) = — (xx'x"xr"). 
Par suite, les équations (3) du § 2 donnent 

#20 P>2y #32 == -Rl? 
De plus, d'après (5) et (6) du § 3, 

«30 = SA'sa0 = eS\x'"-P,ď + {\Q-P\) x' + iQ'x] ( f + P1? + iQ§) 

et done, d'après (8), (9), (10), (11) du § 2, 

«3o = eSx"T-P1
3-\-P1Ç + \PX Q - IiPi + 

+ iQ'-PiP/ -P^ + PtÇ + PS -\P,Q + PA' + 
,+ \P, Q-iP1Q= eSaTÏ," - P / + 2P t Q - PJ>{ + \ Q'; 

par suite, l'équation (13) du § 2 donne 

a30 = N. 

Il reste k calculer a22. Or en dérivant l'identité (1) du § 3 on 
obtient 

ClQo -j— ť̂ ii -j— 6̂22 "T~ 3̂3 - Oj 
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ainsi que 
«22 = = Pi ' 

En définitive, nous avons démontré les deux groupes d'équations 
fondamentales de la théorie projective des bandes ďéléments de contact 
de troisième ordre: 

A! o = Alf 

A\ = — \QAQ -h Pi Ai -f- A3, .V. 
= R2AQ - PXA2, 1 } 

A'3= NAo - i Q A ^ - R ^ 
ař

Q = Qa± — R2a2 — NaB, 
a\ = — a0 — Pi«i + f Qà3, 
a'2= + 
a'3 == — 

§ 5. Quelques applications des équations fondamentales. 

On peut facilement donner la signification de l'évanouissement 
d'un invariant fondamental. Les équations § 2 (5) et (6) montrent tout 
de suite : Si Pi = 0, la courbe G est une courbe de Darboux sur la 
surface $ ; si P2 = 0, la courbe G est une courbe de Segre sur la sùr: 

face S. Les équations § 2 (3) montrent : Si P i = 0, la courbe G est 
plane; si R2 = 0, les plans tangents à la surface S le long de G passent 
par un point fixe. Cela se peut déduire aussi des équations fonda-
mentales; en effet si R1 = 0l ar

2 = Pta2 et le plan a2 es fixe; et si 
R2 = 0, A!2 = — PiA 2 et le point A2 est fixe. Si Q — 0, la tangente 
à la courbe engendrée par le point A1 rencontre la génératrice de l'en-
veloppe du plan a v Cela résulte de la manière dont nous avons dé-
terminé le point A3 ; mais on peut vérifier ce résultat des équations 
fondamentales; en effet 

SA^ SA±a\ S (A,A\) (tfi«'0 = 
SA\at SA\a\ Q-

L'équation ^ = 0 est la condition pour que la courbe engendrée parle 
point A3 touche en A3 le plan a0 ; en effet 

SA3a0 =z 0, SA!3a0 = N. 

Les arêtes (AqA^ et (AqA2) du tetraèdre A engendrent évidemment 
toujours des surfaces développables ; l'arête engendre une dé-
veloppable seulement si = 0; pareillement, l'arête (AtA2) engendre 
une développable si R2 = 0. Enfin (A±A3) engendre une développable 
si Q — 0 ou R±=z 0, et (A2A3) engendre une développable si Q = 0 
ou R2 = 0. En effet on tire des équations fondamentales, tenant compte 
de l'identité § 3 (1) 

9 * 
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(A0AsAr
0A't) = -

(AiA2A\A'2) = — R2, 
= - i Q$i> 

(A2A3A'2A's) = — iQB2. 

Dans la théorie des courbes gauches, on associe au facteur arbi-
traire des coordonnées homogènes x d'une courbe gauche © le facteur 
des coordonnées homogènes £ des plans osculateurs à.(£ de manière que 

(%dx) = ±(§dÇ i. 

Alors on a p. ex. le théorème que la congruence linéaire osculatrice 
à la courbe © au point x est engendrée par les faisceaux de droites, dont 
les centres et les plans sont respectivement 

x -f- X dx, £ + k dg. 

Si l'on applique cela h la courbe G, on voit facilement qu'on doit 
associer aux coordonnées A0 des points de G les coordonnées 

1 

m a 

Par suite la congruence linéaire osculatrice à la courbe G au point x est 
engendrée par les faisceaux des droites dont les centres et les plans 
sont respectivement 

A0 + IAV R^ + l [(P^x - ±R\) a2 + PL
2 a,]. 

Il serait facile de donner des autres exemples ; mais ce qui précède 
suffit bien à montrer l'importance des équations fondamentales. 

§ 6. Transformation des équations fondamentales de la théorie projective 
des surfaces. 

Posons (v. Chap. I. § 5, (1)) . 

Dx = 2xiJDuh = ZlDut. 
Nous voulons démontrer qu'on peut donner aux équations Chap. I, § 9, 
(5), (6), (7), (8) la forme suivante 

à * x = * d». + d x + B2*r.d*r VU. - <?>, ^ 
<?2 . <?2 ^ (1) 

+ i TC1 — K) ¥2 + 2ars Vi — ipi) durdu3)] x-\-cp2y, 
j,g = * ~ ?» ¿g + , Zïrsdur ôhcs + 

<P2 . <?2 ^ (2) 
-f i [(1 -K)cp2-{- 2drs (tt -f ipi) durdu3] Ç + <p2r}, 
â B x = 2*„du,Pu.+ 9> 3 d x + idg^-n D x 

92 i ' <?2 (3) 
-f- \ 2 b%

rs (ji — tyi) durdu3. X, 
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d m == Z^rsdUr&Us — q)' 3 cZy, -4- y s 

9 2 
-f- + ^i) dur dua. 

i-
(4) 

2 dy = 1 - K -
2 Ors + tyi) durdu& 

2b\s (T¿ -j- ^I) durdu¿ 

92 
dx-\-

92 

2dr¡ = 

Dx + [Zttdut — 2a? (ipr,s + tyrtys) dut] x, 

d£ + 

(5) 

^ jç 2 ars. ( f i — Ipi) dur du s 
9% 

Ubis (Ti — ipi) duTdu, (6) 

92 
—[StidUi — 2ai (Tpr)S -f- iprips) dUi] g. 

Nous pouvons nous borner à prouver les équations (1), (3) et (5) ; 
car on sait qu'en passant à la surface correlative, cp2, <jp3, cp'B, 2ipidui, 
ZVidiii changent respectivement en cp2, ——cp\, 2 ipi dui? —2%idui 

Du Mémoire cité au Chap. I, § 5, rappelons les formules 

5 i î ; ï en. ^ ^ 8 1 , ( 6 » , (5) 

2arsdurDus = 0 (voir E. L. P. § 1, (6bia)), (6) 

2arsi durdusDut =• cp\ (E. L. P. § 2, (1J), (7) 

2 brst dur du 3 Dut = 69P3. ( 8 ) 

2 aÎTS duf Du s = 2 b%
rs dur dus ; (9) 

les équations (8) et (9) se déduisent aisément- de E. L. P. § 1 (6) et 
§ 2 (2). 

Remarquons aussi les formules 
» 

2aikduk . dx — 823ikduk. Dx 
Xi — -

ÍP2 
(10) 

qu'on déduit précisément de la même manière comme les équations Chap. I, 
§ 5, (10). 

Des équations (10) on tire 

2 air ôHh dur. dx — s 2&ir ô2ui dur. Dx 2 Xi ôhu = 
92 

or en différentiant l'identité 
cp2 = 2 arsdurdus 

et tenant compte de ce que les dérivées covariantes de ars sont nulles, 
on obtient 

donc 
dcp2 = 22 ars dur ô'2us ; 

2x¿d?'Ui = ~ d x 4- s 
2 Cp2 

2d'rsdurôtÀus -r.  Dx. 
9-2 

(11) 
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Encore, on tire de (10), 

— Uaijcarsduje — S —- OlTS du*. cp2 Cp2 

2diXr = — 2 arlcdiSduk — s ̂ ^ 2 $rk a? duk. 
92 <P2 

Or 
2Qj'lkCfirs -=• Œrsfo 2 Q/rk = Œik, 

2-3-ijcdrs = br3k7 2<9-rkdi — bik (y. Chap. I, § 5 , (2)) 
ainsi que 

dx Dx 
2drsXi = — 2arsidui — s —2brsidui, (12) 

9* 92 

2diX.r = — 2atkduk — s ̂ ^ 2bikduk. (13) 
92 92 

Des équations (12) et Chap. I, § 9, (5) on déduit 

2xrsdurdu3 = — dx — s — Dx + ,. 1N ?2 92 ^ (14) 
+ i [(1 — K) Cp2 + 2 drs (Vi — rpt) dur du3] *x + cp2 y. 

Or 
d<jx = 2xiô2ui -f- 2 xTSdurdu3. 

Des équations (11) et (14) on tire (1). 
Pareillement, des équations (13) et Chap. I, § 9, (7) on tire (5). 
Il reste à démontrer l'équation (3). Or, les dérivées covariantes 

des et des ar3 étant nulles, 

dDx = d2dirar3du3x{ = 2&irar3 â2u3 .Xi-\- 2-d-irarsdu3xitdut — 
= 2&irar3d2u3. Xi -F- 2xr3durDu3. ^ ' 

Des équations (10) on déduit, en tenant compte de (5) 

2&*Xi= —20*0**1** — fi ^ 2&'#tk duk = — Dx, 
92 92 92 92 

ainsi que 
dx D x 

2$ir aT3 d*u. Xi = 2ars Dur ô^u3 -I 2 cir3 dur ô2u3. 
92 92 

Or (v. Chap. I, § 5, (1)) -

2arsDurâ2u3 = 2ar3ari&tkdukdjîu3 = 2-d>3kdukd2u3 — — 2&r3 durdhcs, 

ainsi que 

2^aT3 ô2us . x{ = — 2&rsdurÔHi3 + 4" —~ Bx> (16) 
92 ¿92 

Des équations (6), (7), (8), (9) et Chap. I, § 9, (5) on déduit 

& d x - 2 « 
92 92 

Des équations (15) (16) et (17) on tire (3). 

2 xrsdur Du 3 — — dx — — Dx + \2b \3 (r£ — ipi) durdu3 .x. (17) 
92 92 
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§ 7, Le tétraèdre A relatif à une bande JB3 située sur une surface donnée. 

Soit B3 la bande d'éléments de contact de troisième ordre d'une 
surface S non réglée le long d'une courbe G non asymptotique. Posons 

dur â2us ^ >, 
9 = E 7 F = T = — ; ( ! ) 

i\<p*\* 
où, comme dans tout ce qui suit, les différentielles ce rapportent au 
passage le long de la courbe G. 

L'équation (2) du § 1 donne pour l'arc projectif 5 de la bande JBb 

]a formule 

Soit A0Y ALF A2, A3 les sommets et «0, ALRAG, «3 les faces du tétra-
èdre A (Y. § 3). Je démontrerai les formules 

x = A0Y~=A1, ^ = ( 0 + P2)AO + sA1, (3) 

ey = i 
2 a<rs dur du s s ( ^ JP2 ^ 

5P2 
Aq - (g - Ps) As + At, (4) 

e § = a s , — e ~ = au = — P2)«8-f-«,, (5) 

IJ = — I 2 
g2drs%durdus _ p y 

Remarquons d'abord les identités 

Sxg = 0, = SDx.Ç — 0, = 
Sx.dë = 0, SdxDÇ = — cp2, SDxdÇ = 0, Sycg = 0, . 
SxD§ = 0, = SDxDÇ = scp2, SyDÇ = 0, W 

= 1 , FI^SC . 7] = 0 , . 7] = 0 , SYR\ = 0 , 

qui se déduisent facilement du Chap. I, § 6, (1) et § 9, (3), (4). 
Des équations Chap. I, § 6, (2) et § 9, (3) et (4) on tire 

(x, dx, Dx, y) = ecp2, (g, d£,DÇ, rf) = cp2. (8) 

Des équations (7) et (8) on obtient facilement 

(x, dx, Dx) = scp2 .g, (xy dx, y) = — DÇ, 
(g, d§, DÇ) = (p2.x, (g, d§, r\) = — eDx. (9) 

Les deux premières équations (3) et (5) sont évidentes. Des équa-
tions § 3, (6) et § (6), 2 on obtient 

— a2 dl3 = (xdxd2x) = £ 2&rsdurd us—ÇPJ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^ 

Tenant compte de (1), (2) et (9) on en déduit aisément la troisième 
formule (5). Le calcul corrélatif donne la troisième formule (3). 
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Les équations (1) et (2) du § 6 donnent, 5 étant la variable indé-
pendante (ainsi que dcp2 = ed (ds2) = 0) 

2 drs (ti—ipi) du.rdu, 
a" = P1af+ £(g — P 2 ) ^ J

r 1 - K + 

1 - K + 

q>2 

2 dTS (ti + Ipr) durdus 

<f3 

x+ey, (10) 

Ç + erj. (11) 

Ces équations peuvent s'éerire, d'après (3) et (5) 

A ' 1 = 8 _ p2a) + _£_ (i _ ff) + A 2 7 a " & ~ ^ d U r â u< 

-+- P1A1 + (>—P2) -4s + «y, 

- = L ( f - J>/) + (1 _ K) + 4 Z Ù f r + V*)****' 
¿t A (p2 

+ P1a1 + s(g + P2) a2 - j - rj. 

On en déduit, faisant usage des formules § 4, (1) et (2) 

« 3 + 

ey= — e 2 ars (^i — tyi) d,Ur dits 
<P2 

— (g — Pa) A2 + As, 
a tf _ + 1 Q + 4 (1 _ K) + 4 ZÙ(*i + Vi)<lHr<l». 

¿1 ¿u (p 

An — 

aQ — 

Pour en déduire les formules cherchées (4) et (6), il suffit de faire usage 
de la formule (3) du § 10. 

§ 8. Le théorème fondamental de la théorie de la bande 

Nous avons déjà énoncé, au § 2, que la bande est complètement 
déterminée, si Von connaît le long de la courbe G les coordonnées normales 
x et le signe s et le signe de Vinvariant P2. Le moment est venu 
à prouver ce théorème fondamental. Ce théorème une fois démontré, 
les équations fondamentales (§ 4) montrent que la bande Bb est déter-
minnée, à homographies près, si l'on donne en fonctions de Tare projectif 5 
les invariants 

Pu P2> Q> Ru ^2, -W 
liés par l'identité § 2, (7). 

Pour voir que la bande P 3 est complètement déterminée, c'est-à-
dire qu'on connaît, en chaque point de (7, l'élément du troisième ordre 
de la surface S, il suffit de montrer qu'on peut indiquer, en chaque 
point de (7, la correspondance de Moutard (Chap. I, § 7). Or je''dis que, 
dans la correspondance de Moutard, au point 

z = VsA^v1A1 + v2 A» (1) 



est associé le plan 

£1 = K W - 8VJ) + f P ^ 3 + ï s P w f - \ P t v J ] a t -
— (Vi — « a-L — v2a2). ^ 

Au Chap. I, § 7 nous avons rappelé que, dans la correspondance 
de Moutard, au point 

3q = ¡IX + 2X*Xt 
est associé le plan 

En y substituant les expressions de X\ tirées des équations (10) du 
§ 6 et les expressions analogues de g;, et tenant ¡compte des identités 

2 X* air dur = 2 li dui, 
2 iï&ir duT = 2 liBui, 

on trouve 
#0 — ¡LLX -}- ^ ^ d x — Dx, (3) 

<p2 9*2 

Ç„ = ( j i2a r s l r l° + f . Z 7 a , > W ) £, + ¿ ¿ ^ W ( — ^ dÇ - s D g ) . (4) 
V <p2 <f2 J 

Or il est facile de voir (cfr. Chap. I, § 5, (10) que 

7 r dur 2Xi dut — sDur 2 Xt Dui 
œ • 

On en déduit 

2ar3XrXs — [2arsdurdus (2?viduiy;! — 2s2arsdurDus2X-tdut 2X{Dui -f-

+ 2ariDurDua ( Z W l — W * ) ' W 

où j'ai fait usage des formules § 6, (6) et E. L. P. § 1, (7). Des équa-
tions (5) on déduit de plus 

aT3tXrXsXt — \2arstduTdu3dut (2X{dui)3 —3£2?ars tdurdu3Du t(2Xiduïf 2XiDui -J-

-F- 327ar3tdurDu3Dut2XidUi {2XiDuiy2 — s2ar3tDurDu3Dut (2XiDui)z] = 
1 (7) = -^-3 [q>3 (2Xidui)s — 3 scp\ {2Xidu^ ZXtDui + 

+ 3s<ps2Xidui (2XiDui)2— q>\ (2XiDui)s\ 

où j'ai fait usage des formules E.L.P. , §2, (1), (Ibis), (Iter)- En sub-
stituant ces valeurs dans l'équation (4), on obtient 

£ 0 = 
' (ZXiduj)*—s(2IjDujf 28Î±(SKdUifSliI)Ui + 

cp2 6 cp2
d <p2 " 

2s^2XidUi (2XLDutf - J-^f (2XiDuiy 
<p2 O (p2 

(21 

x + 

{ (2XJujf —8(2X^)3 (2XjdUj z
ZliBuij)*\ 

œ9 \ cp, cp9j J ' 
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Faisant nsage de l'équation ds2 = eq)2 et des équations § 2, (5) et 
(6) et § 7, (3) et (5), on tire de (4) et de (8) 

( 2liDiii _ 2ktDuA , . 2ltdUi . 2liJDu.i , 

e£o = ŒXjdut fS l iDui . ^El idui iSXiButY. 5 f ^ D w , ^ 
+ + 1 l ds ) + 3 

(2X(dUiY (2liBuA2'\ \2liBui 
r~dT~J ~ a r~3r~J ~ d ï ~ a i + ~ à 

a»— 

Dut 
ds 

Or si l'on pose 
2 D ut 2 Xt Dui 

= esP*—d—> 
2lidui 2liDui 

on voit tout de suite que 0O = 8, £o ~ £1 > s et ^ étant définies respecti-
vement par (1) et (2). 

Un calcul tout analogue à celui que nous venons de faire montre 
que, dans la correspondance de Segre, au point (1) est associé le plan 

ç2 = [Vq W - 8V2*) - Pm* - 3 eP2vx*v2 - 3 ePL w* - P2v2*] «3-
— — ax — v2a2). ^ } 

§ 9. Les invariants projectifs d'une bande B± d'éléments de contact 
de quatrième ordre. 

Considérons maintenant une bande B é d'éléments de contact 
de quatrième ordre qui contient la bande B3 d'éléments de troisième 
ordre étudiée jusqu'ici. On s'assure aisément que les expressions 

2 ipi dut -rj 2 ipi Dui 
E i = ~ r > JTa = — 2 T " ( 1 ) 

sont des invariants projectifs de B±. Ils ne sont pas d'ailleurs indépen-
dants, mais liés par l'identité 

3 P , f l i - P 1 f l i = 3 ( B 1 ^ 8 l î O - 8 ^ (2) 

comme nous prouverons au § suivant. 
Ici, je veux montrer que la bande de quatrième ordre B± est 

complètement déterminée si l'on connaît la bande de troisième ordre Bb 
et, en chaque point de la courbe (7, les valeurs des invariants JS1 et H2. 
Avant de prouver ce résultat, je veux montrer par quelques exemples 
comme un invariant quelconque de B± peut s'exprimer moyennant les 
H1} H2 et les invariants de 
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Je commence par l'identité 

0 = + = (3) 

P ' 
g étant défini par l'équation (1) du § 7. L'expression n'a pas de 

P ' 
sens si P1 = 0; pareillement si P2 — 0; ces deux cas exclus* les 
deux valeurs données pour # sont bien égales, en vertu de l'identité 

P ^ - ^ P ' ^ O , (4) 
qu'on obtient en différentiant la formule (7) du § 2 par rapport à s. 
On voit sans peine que les équations (3) sont des conséquences des 
équations § 2, (5), (6) et Chap. I, § 5, (6), (7). 

Des autres exemples fournissent les formules 
6 2 Or**? far fa, = _ s p ^ 

<P2 
e 2 h ^ f a r f a . = P E P H (6) 

qu'on déduit tout de suite des identités Chap. I, § 5, (14), (15). 
Comme dernier exemple, considérons les invariants T, T' définis, 

au Chap. I, § 5, (8). On a 

$> = e (Hi — Î ÎT2
2), (7) 

W = — Pi f i i 3 + 3 s P % E ? H 2 - 3 « ? ^ f l " / + P2fl"2
8, (8) 

V'== - + 3 PiH^Hz — 3 s PzEiW + s (9) 
ee qu'on vérifie facilement à l'aide des formules Chap. I, § 5, (11), 
(12), (13). 

Venons à la démonstration du théorème énoncé plus haut. D'après 
la remarque finale du Chap. I, § 7, il faut seulement prouver que si 
l'on connaît P3 , et JTâ, on peut déterminer, en chaque point x 
de Cy la quadrique de Moutard M appartenant à une tangente quelconque 

T = ( Z , Z I 1 XI) ( 1 0 ) 

à S en x. Or soit f la tangente conjuguée à t. Le plan polaire, par 
rapport à M, d'un point situé sur t correspond à ce point dans. la cor-
respodance de Moutard; le plan polaire, par rapport à M, d'un point, 
située sur f correspond à ce point dans la correspondance de Segre. On 
en déduit aisément que, la bande JB3 étant donnée, la quadrique M est 
située nécessairement dans un certain faisceau connu; pour achever 
la détermination de M, il suffit d'en connaître un point situé en dehors 
de p. ex. l'intersection xM (différente de x) de M avec la première 
normale projective (v. Chap. I, § 9) de la surface S au point x. Il 
résulte des formules Chap. I, § 7, (2) et § 9, (3) que 

1 8 ÇSAR.TIÏM)* S U 
2 9 (Horsfrl')8 + 3 (2arsiïlsy X. (11> 
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Or je montrerai que si 

t = (A0, Py A1 + r, At), (12) 
on a 

I e Sarsttp'du,, du, 

8 ( P ^ 8 + 3 P a ^ 3 + 3 £P±V\v^ + £P ay/)8 , 
9 W — evS)* + (13) 

, _££ (HtVj + «J2>,) (P 3^ 3 - f 3 sPlVl'v2 + 3 sP2v1v^ + , 
T 3 W - « F,1? ' • j 

- (g- P,) Aa -\-As, 

ainsi que les formules (3) et (5) montrent bien que le point a? est connu. 
Commençons par montrer que 

. , _ n . * f . 2 A: d'U; . 2 X;Dlh . > .. t = (x, 27 =-. e (A0, ^ AL — s — 1 A2). (14) 

De l'équation § 8 (5) on déduit 

„ . d x 27 Xi diii — s Dx 27 Xi Dut 2j KlXi — . cp2 

D'après § 7; (3) on a donc 
. . 27 Xi dui A HXiDui • -n\ * i 

6 W 1 ~e£ ds ^ 0 + f 

d'où la formule (14) s'obtient immédiatement. 

De l'équation citée § S, (5) on déduit encore 

i yk ik y ^ 

Or d'après Chap. I, § 5, (1) et Chap. II. § 6, (5) 

27 d-i1t ip* duk 27 aTi dukipr = 27 îprDur, 
2d>ikipiDuic = 2tyi'9'ikd'k3asrdiir = e2'ifjia.irdur= sZ!iprdun 

ainsi que 

— <p2 ~~ 
= ciEZXjdUj 3 UXtDui\ 

V 2 ds 1 ds J 

(15) 

Remarquons aussi la formule 

HbrstX' X'X* = ——g- [gp'8 (UXidUif — 3 cp3 (27Xiduif 27UDu* + 
y>2 

+ 3 fi cp\ 27XidiH (27Xi DmY — s cpB (27^DW ï)3J, 

qu'on obtient précisément comme la formule § 8, (7). Des équations 
(13), (15), (16); § 2, (5), (6); § 8, (6), (7) on déduit 
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i e _ 8 
\ 2 9 

exM= ey -f 
" {ZkdikY o p (EXjduiYHXiBui „ -p ^ c Z M i f ^ D i i A 2 A 3"]â 

SXtduiY 
ds 

«A2 {2liDuiY~] + 

+ 
Ulidui 

- H i 
ZXjDuj 1 

ds ) M 
3 _ 3 p ^ A ] zZljDiii ^ 

ds ds ds 
3 nzi duÀ2 (ZliJDuiY1 2 

ds J \ ds J -

(17) 

4-SsPt Uli dut (2l t 

ds 

En posant 

ZljdUiV (SkDuiY 
ds I \ ds J _ 

Slidiii ZliDui v1 = e —=;—, v9 = — se 

I 
ds ' ' 2 " ds ' 

et tenant compte de § 7 (4), on obtient de (14) et (17) les formules 
cherchées (12) et (13). 

§10. Les invariants dr,ime bande Bz appartenant à une surface donnée. 

Si çp2, 9z, Utidui sont les formes différentielles qui déterminent 
à substitutions unimodulaires près (Y. Chap. I, § 6) la surface S à qui 
appartient la bande J53, les invariants projectifs de _Z?3 sont donnés par 
les formules 

T> 
P1 = e i\<p* T 

P, = e 9 3 

y m ' 
Q = € ( _ + g { X _ 1) _ e ** dur ^ 

92 
2 brsi ifJ* dur du 3 

2 brsi t* dur du3 

<Pi 

(1) 

(2) 

(3) 

(4). 

(5) 

2N=-g(eRl-R,)-P2(eR1+Rî)-e^s i— 

2tt duj — 2 ai (iprs -f tpr ips) dui 
~T~ E 7T. R E S 9 

<Pa 
2b rai îp* dur du3 

ds 

+ esP2 

92 + (6) 

2braixidurdus 

92 

Ici, les différentielles se rapportent au passage sur la courbe G qui dé-
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termine la bande B3, e = sgn cp2, ds = / | <jpa g = e K~cour-
bure de! ya. 1 W 3 

Les formules (1) et (2) nous étant déjà connues (Y. § 2), passons 
à la démonstration de la formule (3). Supposons que sur G, on a pris s 
comme variable indépendante. Alors 

< s 

d(p2—ed (ds2) = 0 

et les équations § 6, (1), (2) donnent 
1 ]£_L_ 2 drs (Vj 1pj) dllr du£ d*x ^ dx . / ' s Dx . e 

w ^ d s + ^ - ^ - â + i r 

r ds+£{&+jPa) ds + ¥ 
i - K -

<Ps 
Sa'r3 (ji -j- ipi) dur dur 

Or des équations Chap. I, § 6, (1) on déduit 

5® | = 0 , 8 % 1 = 0, 
T)r 

8tM = O, 
ds 

M 

^ dx dg ^ Dx dg ^ 
ds ds ' ds ds 7 

dxDÇ DxDÇ 

9it 

Sy§ = l, 

s4=°> 
DS 

x+ ey, 

H+ey-

CO 
Sx-^r~ = 0. = 0, S —— = ee, Sy^r- — 0. 

W n ' / • / n W n ' ri rt ri n ' rl r\ ' ds 

Sx 7} == 1, 

ds ds 
' Dx n 

ds 

8y i3=0 , 

ainsi que 

S 
U drs TidUr du s 

q>2 
En confrontant avec la formule (§ 2, (10)) 

on obtient bien l'équation (3). 
Passons aux formules (4) et (5). Eu prenant dans les formules 

§ 6, (3) et (4) s pour variable indépendante, on obtient 

d (Dx) e 2 hrsi (V — ip^ditr du3 . , ^.dx ^ Dx d_ (Dx\ _ 
ds \dsj 

d (Dtj) e 2 br3i (t1 -f- ipl) dur du 
d 5 V 3 s J _ T ^ è + 1 ^ ¿ T 

On en déduit, faisant usage des formules § 7, (3) et (5) 

± Kg + PO A + a M = [ f s ^ - f } * * * * - Px o, + p2) 

+ + S P ^ , 

¿ 0 + 
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| [ + « * ] = + P i ^ _ P O j K s _ 

Or des équations § 4> (ï) et (2) on obtient 

^ [{g + P3) A + eA2] = ¡sR2 + g + A0 + {g + P2) A, - eP^, " 

^ [(£ - «3 + «*] = (Pl + ^ — «3 - - P3) «1 + -Pl «2-

En confrontant avec les formules précédentes, on obtient 

t) _ dg dP2 e Uh^ir* + ip^durdiis _ 
^ - " S ? . " 1 " " ^ + 2" ~ + 1 ^ " " â ) ' 

= dg dP2 e 2brsi(tf—ip^durdus p (a \ p\ 
2 ds ds ' 2 

Ces équations sont équivalentes aux (4) et (5). 
Des équations (4) et § 9 (3) et (6) on obtient aisément la formule 

clV 
3 P2H± — ptSt = S(R1- a Ri) - 8 ^ (8) 

déjà mentionnée au § 9; nous en développerons quelques conséquences 
au paragraphe, suivant. 

Il reste à démontrer la formule (6). En dérivant les équations 
§ 1, (4) et (6) et tenant compte des équations § 4, (L) et (2) on déduit 

» | = [ y - (g - P 2) P 2 + j- ^ - a ( ¡ f - m } ] A0 + 

~f" Al -j- C2 A2 -j- ,C3 A3, 

où les valeurs de cu e2f cB, y0, y2 ne nous intéressent pas. Il en 
résulte que 

S (e «o J - = 2 tf + (zR, - Rs) + Pa (8R± + R2) + 

d Œdrsiip1 durdu3\ ^ 
ds l cp2 J' 

Or des formules § 6, (5), (6) ; § 7, (3), (5) on déduit 
'ZVidUi—2di

s(yjr]S-\-ipr'ifJs)dUi , , ^ ,Ubrsi(jiJr ip*)durdu. ^dy[Z-CjdUi-Eai (ipr,, + iprty*)dui p . 
ds L ds \ U~T 2) 

ds 

<?2 
4- dx Al

 J
rd2A2-\- dz A3, 

Htidui—2aiS(iprJJ-iprtps)dui , f ^ . I b r s i ( V — d u r d u ' s 

+ ^o a0 "h al ^2 a2. 

«3 + 
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ainsi que 
ai dy A Ztidiii — Haï3 (îpr,s + ips) dUi 

eS\ea«Ts- A*Ts) = ds + 
, Ubrsi ip1 dur du3 -p 2J brsi ri dur du3  + s 9 ^ + 2 ^ • 

En confrontant avec (9), on obtient la formule cherchée (6). 

§11. Quelques applications géométriques de la théorie précédente. 

La droite canonique de première espèce et de paramètre X (V. Chap. I, 
§ 9) relative à la surface S au point x de la courbe G est 

(A0, mlA1+[g-F2-lH2\A2-A,). (1) 
En effet, d'après Chap. I, § 9, (1) la droite cherchée est 

(d£ — IZipidui . DÇ — IZipiDiii. g) 
ou bien 

et cela est égal, en vertu de § 7, (5), à 

= {g — — XH2) («Bai) — («i«a)'+ ^fli-(«¿«s). 
Or des équations § 3, (1)—(4) on déduit 

(aâa1) = (A0A2), (a^) = (A0As), (cc2as) = (AqA^ 
et on obtient bien l'expression (i). 

Si deux surfaces ont un contact du troisième ordre le long d'une 
courbe de Segre G, elles ont en chaque point de G la même première 
normale projective. En effet, la première normale projective est, d'après (1) 

(A0, [g-P.A]A,-AB). 
Or nous sommes dans l'hypothèse P2 = 0, ainsi que l'équation § 10, (8) 
et ensuite, l'équation § 9, (3) ' donnent 

TT _ o — _ Rl — g-fyj /on 
H2— — J pj ; 9 — pr ^ 

et la première normale projective devient 
(¿o, [R.-sB,] Ai + PM 

c'est-à-dire, elle ne dépend que de la bande JBZ. 

Si deux -surfaces ont un contact du troisième ordre le long d'une 
courbe de Segre G, alors7 pour chaque point de G, le plan déterminé 
par la droite canonique de première espèce et de paramètre ¿ 4=0 relative 
à la première surface et par la droite analogue relative à la seconde 
surface contient la tangente à la courbe G, En effet, les deux droites 
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canoniques s'obtiennent, en vertu de (1) et de (2), de l'expression 

IH, (AaAJ + ¡A0, (31 -1) ë l l ^ l A., _ Âs 
\ 1 j 

en donnant à Hx respectivement ses deux. valeurs. Au faisceau déter-
miné par les deux droites appartient donc la droite {A0Ai), c'est-à-dire 
la tangente à la courbe G au point 

Si deux surfaces ont un contact du troisième ordre le long d'une 
courbe de Darboux G, elles ont en chaque point de G, le même premier 

(¿Pc. 
axe. De l'hypothèse 1\ == 0 il résulte d'après § 9, (4) que = 0 
ainsi que les équations § 9, (3) et § 1.0, (8) donnent 

,, 1 TT TT SRQ 
g J± 1™ p . 

O JTo 
La droite canonique de première espèce et de paramètre X est donc 

' l - /.) Ht (A, J s ) + (A0 , l R1 ~ 8 TU Al-PaAi~ -if.) • (3) 

Pour le premier axe ¿ = et on obtient 

— A~i — JP2 -A 2 Ai ' 1 Rt — eR, 
0 7 v~ 

o ±2 
ce qui 11e dépend que de la bande Bd. 

Si deux surfaces ont un contact du troisième ordre le long d'une 
courbe de Darboux G, alors, pour chaque point de G, le plan déterminé 
par la droite canonique de première espèce et paramètre A 4= i relative 
à Ici première surface et par la droite analogue relative à la seconde 
surface contient la tangente conjuguée ci celle de la courbe G. En effet, 
H2 seul étant différent pour les deux surfaces, l'expression (3) montre 
que le faisceau déterminé par les deux droites canoniques contient la 
droite (A0 A-2). 

Au Chap. I, § 9 nous avons défini le point y comme seconde 
intersection de la quadrique de Lie avec la première normale projective. 
Or si G n'est pas une courbe de Segre sur la surface S, pour chaque 
point x de G le lieu des points y relatives au diverses surfaces qui ont 
un contact d'il troisième ordre avec S le long de O est une conique qui 
touche en x la tangente conjuguée ci celle de G. C'est ce qu'on déduit 
facilement de la formule § 7 (4). En effet, les équations § 9 (3), (5) 
et § 10 (R) permettent d'écrire la formule citée 

£ P : 2 4*P ' 9 y= TT* •• { ± H 
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L * 1 - ± p ) h 
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A2 A%. 

En variant H2 on obtient bien une conique qui a la position dite. 
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Au § 9 nous ayons vu que, pour déterminer la bande B à passant 
par une bande P 3 donné, il suffit de connaître le long de 6 les valeurs 
des invariants ïï± et H» que nous savons liés par l'identité § 10, (8). 
Je dis qu'il suffit de connaître le seul invariant 

3 P ^ — s P . H , . (4) 
En effet, si l'on connaît la valeur de (4), on peut calculer a l'aide de 
§ 10, (8) les valeurs de Hx et de H2 si P? — sP2

J 4= 0. 
Or Px

2— s P ? - - + comme nous avons vu au § 2, (7). 
Calculons encore l'équation de la quadrique de Lie par rapport 

au tétraèdre A (§ 3). Je dis que le point 

vç>A(iArviAv + v2A2 + vzA?, 

est situé sur la quadrique de Lie, si 

— + 4ceP2v2vs + 

+ 1 9 /7 P 
Pi H, - 4 - «P2H"2 + 4 — - 2 e P / ¿5 à as — 2>VV (5) 

En effet, le point dx Dx 
f Â , ° a ) J r ^ L d s + f X j ~ d s ' l r ^ y 

est situé sur la quadrique de Lie, si 

0( , dx , DX , H t - r £ £ , \ n S {fax + m] p>è -r fh ^ + ^ -fo + f-hVj = 0 

ou bien, d'après § 10, (7), si 

= — (6) 

Or, posons 
dx Dx 

W -rfh + + f-hy = ^o ¿o + + ^ A2 + vzA*. 

Des équations § 7, (3) et (4) on obtient 

V0 = — « O + P G ) — 9 
¿j 

th = vi, 
= -yS{g — P2) V», 
= . 

6 (¿r - P,2) 3̂ 4- 6 2J ipi du,. du& 

<f2 
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(7) 

Des équations (6) et (7) on obtient pour la quadrique de Lie l'équation 
2J arai if)* dur du& — bv2

2 -(- 4sP,V2Pz + 
<P2 

Jr2sgP2-2eP2* v^ — 2V0Vb. 

Il suffit d'appliquer les identités § 9, (3) et (5) pour obtenir l'équation (5). 
Il résulte de ce que nous avons dit sur l'expression (4) que, si 

deux surfaces ont un contact du troisième ordre au moins le long d'une 
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<c&urbe non asymptotique G et qu'elles ont ci chaque point de G la même 
quadrique de Lie, le contact est du quatrième ordre au moins. Que le 
cas où G soit une courbe asymptotique fait une véritable exception, 
-c'est qu'on voit de la définition géométrique de la quadrique de Lie 
(Chap. I, § 8). En effet, il en résulte immédiatement que si deux sur-
faces ont contact du second ordre le long d'une courbe asymptotique G, 
-elles ont en chaque point de G la même quadrique de Lie. 

De l'équation (5) on déduit : Soit A le tétraèdre mobile (§ 3) attaché 
ci la bande j?3 d'éléments de contact de troisième ordre d'une surface S 
le long d'une courbe de Segre G. En chaque point de G, les sommets 
ALT A2J As du tétraèdre A forment un triangle polaire par rapport à la 
*quadrique de Lie. 
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