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COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE
DANS I’ESPACE PROJECTIF. I

Dans le Mémoire «Courbes tracées sur ume surface dans U'espace
affine> (ces Publications, 1923, N° 28) jai étudié la géométrie affine
d'une bande d’élements de contact de second ordre. En particulier, j'ai
donné les expressions des invariants affines de la bande moyennant les
deux formes différentielles qui. définissent & affinités unimodulaires preés
la surface contenant la bande. Dans le présent Mémoire, je m’occupe
du probléme analogue de la géométrie projective. Dans cette premiére
partie, j'exclus le cas d’une surface réglée. Au Chap. I, je rappelle les
définitions et théorémes connus de la géométrie projective des surfaces
non réglées. Au Chap. IL, jétudie les propriétés projectives d’une bande
d’éléments de contact de troisiéme ordre et je montre quon en peut
passer trés simplement aux bandes d’éléments de contact du quatriéme
ordre. Je donne les expressions des invariants projectifs de la bande
moyennant les formes différentielles qui définissent 4 une homographie
prés la surface contenant la bande. La théorie développée aux pages
qui suivent est susceptible de nombreuses applications géométriques; je
wen donne ici que trés peu, au dernier paragraphe de cette partie.
Dans la seconde partie, je m’occuperai des bandes d’éléments de contact
de second ordre et des surfaces réglées.

CHAPITRE L

Rappel de quelques théorémes fondamentaux de la théorie pro-
jective des surfaces.

Avant de passer au contenu essentiel de ce Mémoire, il est né-
cessaire de rappeler plusieurs formules et notions de la théorie projective
des surfaces. J’omettrai presque toutes les démonstrations, en renvoyant
le lecteur au livre de G. Fubini et E. Cech «Lezioni di geometria pro-
iettivo-differenziale» actuellement sous presse (Bologna, Zanichelli).

§ 1. Notation.

Je commence par exposer quelques symboles dont je ferai un
usage continuel. I'indique le groupe de quatre coordonnées homogeénes
d’un point ou un plan par une lettre unique, p.ex. z, 2y, y, 2, X, 4,
4;, 45, As pour des points, & &, 7, §, 5, &, a, as, 03 pour des plans;
aussi, je parlerai du point #, ou du plan £, ete. Seulement, pour définir
les symboles employés, il faut avoir une notation explicite pour les
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coordonnées; soient donc zV), z®), z(®), ) les coordonnées du point z,
g1, E@  EB), E® celles -du plan §, ete.

Une équation telle que 2 = Ay + w2, ou §=An 4 uf, tient le lieu
de quatre équations

2® = Ay® - pe®, on EO=An® 4 ul i=1, 2, 3,

Pa.relllement 3_ - D-ex. 1nd1quele point de coordonnées a—a—— (1=1,2,3,4)etec.

Je pose
Saf = Skx =2 EV) - z2) @) L 2(3) EB) |- 24 EO),
L’équatlon Sz§ =0 signifie done que le point x est situé dans le plan &.

Je pose |
FORNORNONE)

EORNORNLUINC .

oD 2@ o 0| 1)

)

2 2P

. (xl Lo Xg x4-) —

x& 1) w(f

.Condition pour que les points zy, s, %5, 2, soient situés dans un
méme plan est done (% #;#sx,)==0. Corrélativement, on définit le
symbole (& & §5&,). -

J’indique par (z; %3 %;) les coordonnées du plan qui joint les trois
points #;, %3, 3; plus précisement, les quatre nombres symbolisés par
(%1 %9 %3) se déterminent de maniére qu’on ait, quelque soit le point =,

S (21 29 23) = (1 T3 3 2,).

Corrélativement, on définit le symﬁ'o‘le (&8s §3)Q.

J'indique par (z;z;) les coordonnées de la droite qui joint les
deux points z; et z,, c'est-d-dire les déterminants tirés de la matrice
formée des deux premitres lignes & droite de (1). Pareillement, j'indique
par (§,8,) les coordonnées de la droite d’intersection des plans &, &,
c’est-a-dire les déterminants tirés de la matrice

£ gD £ g
(i #0 o 20)
Une. équation telle que
(23) = (&, £5)
tient le.lieu des six équations
2 5 — o af =& i — £ &Y, .
i, k1=1,2,3,4; 1,3,4,2; 1,4,2,3; 3,4,1,2; 4,2,1,3; 2,3,1,4.
Enfin si, d’aprés la définition qui précede,

(§16:) = (x3 x4)s



je pose
S (4 @) (81 §2) = (%1 2 T3 Ty)-

On en déduit faisant usage de P'identité de Lagrange

Sz,§, Szy&s

8 (2, 25) (6, &) = Swy & Swy&s

. (@)

§ 2: Association intrinséque des factewrs arbitraires des. coordonnées du
point et dw plan tangent mobiles d'une surface non developpable.

Une surface réelle S soit déterminée en exprimant les coordonnées
de son point mobile z en fonections de deux paramétres réels wuy, .
Pour que I'on ait une véritable surface; on sait qu’il est nécessaire qu’on
ne puisse pas exprimer tous les rapports

20« (@) ¢ 2(8) ¢ 24

en fonections d'un seul d’entre eux. On s’assure aisément que cette
circonstance & rejeter se présente alors et alors seulement si les quatre

quantités symbolisées par (93 %f :%) s’évanouissent simultanément. Ma-
1 2
o

nifestement, les quantités (x %ﬁaﬁ a_u) sont les coordonnées du plan tan-
10Uz

gent & S au point z.
Plus généralement, & étant le plan tangent 4 S en z, on peut poser

§_—_-l(xy ?f)

0uy Oug

Il 's'agit de fixer intrinséquement le facteur arbitraire 4. A cet effet
observons qu’on a aussi
( 0§ 8§)
x=U —

B_’MI 3%2

le facteur u dépendant de 4. Si S est développable, et alors seulement,
pu=0; nous excluons ce cas qui n’a pas d’intérét pour nous. Manifeste-

ment, en remplagant A par 4’ == g4, 4 se trouve remplacé par u’ = %,’ On
en voit qu'on peut déterminer rationnellement A* en posant la condition
A=+ p. Pour fixer univoquement 4, je poserai encore la condition A >0,
En effectuant le calecul on voit qu’'on reste dans le champ réel en
posant A—=¢gu, ol e=-4 1 si les asymptotiques de S sont réelles,
¢=-—1 si elles sont imaginaires. Dans ce qui swit, nous Supposons
toujours les facteurs de x et de & associés de la maniére que nous venons
d’expliquer.

On reconnait aisément que, si l'on remplace u,, ug par des autres
paramétres vy, Vs, ©L N changeant point le facteur arbitraire de z, les
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coordonnées & restent inalterées si

Ovy vy vy Due

O0uy Oug Oty OUy
et changent de signe si

avl 31)3 31)1 3'02

Du; dug  Oug u, <0
Aussi, en remplacant x par gz, ¢ étant une fonction arbitraire de u,, us,
§ se trouve remplacé par e§.

On peut définir notre association .des facteurs arbitraires de =z
et & d'une autre maniére intéressante. En effet, j’ai démontré que les
droites ’

( dz) £ 7 & (§ d8), (1)

¢’est-a-dire & coordonnées
(2D dz® — 2 dp®) + 18 (E@ dE® —- E® dE®) ete.
sont les tangentes asymptotiques & S au point 2, de quelle maniére que

I'on choisisse les différentielles, duy, dus.

Remarquons enfin que les expressions effectives des coordonnées
£ déterminées comme nous avons dit contiennent les dérivées secondes
des coordonnées z.

§ 3. Les formes différenticlles F,, Fj.

Maintenant, on peut définir les formes différentielles intrinséques
Fy, Fy de M. Fubini en posant

Fy=ay du? + 2015 duy diug + agy dui = Za,, du, du, = — Sdad§, (1)

Fy == Gyy3 Aud + 3115 du? dus -+ ey diby At -+ Gag9 dud — @)
= Do Qb dtty A, — 1S (dz PPE — d?z d§).

Les différentielles secondes d?u, d®us qui entrent en apparence dans la
forme F'y se détruisent en réalité, comme on voit en tenant compte des
identités évidentes

ik — &—g _ Sz 9_0é=L2

qui permettent aussi de poser
Fy= SEdPz — Szd?E. (3)
Posons encore
.A. — au agg _ aé,
4

— &=—- =s5gn A.

4]

ainsi que



Si l'on effectue le calcul mentionné plus haut on démontre que
—( 0z %
6=174]( 25 %) @)
0§ 05
| xhﬂ/'AI(gau dutg ®)
La forme F; est apolaire & F,, c’est-a-dire

Oga Gy1; — 2043 019i + 1) Qg9 = 0. i=1,2. (6)

Si § est une quadrique, et alors seulement, la forme F'; est iden-
tiquement nulle.

Si I'on introduit au lieu de wy, u, des nouveaux paramétres v, v,
les formes F', Fj restent inaltérées si

0vy By Doy Bvy
O0uy Dty  Ouy 0uty
et changent de signe si |
0v, Ovy  Bvy 00
By Bty Oug Dy
En remplacant les z par gz, et donc les & par ¢&, les formes Iy, F
se trouvent remplacées par @2F),, ¢ Fj.

§ 4. Les formes normales s, s €t les coordonnées normales.

L’expression. | | 11 Gz Gase
J = 2| G112 Guoa Gae 1)
| @11 @13 Gas
est un invariant absolu des formes Fl, F5. i la surface S est réglée,
et alors seulement, J—0. Supposons dorénavant que la surface S ne
soit pas réglée, done J==0.
Posons

1 1
9’2:—7Fz:' 9P3:—7F3- @)

Les formes ¢, et ¢; s’'appellent les formes normales. Elles sont indé-
pendantes du choix des paramétres w,,u, et du facteur arbitraire des
coordonnées .

En changeant les paramétres uy,ug, l'expression J se comporte
comme les formes Fy, Fy; mémes; c’est-h-dire elle change de signe sile
jacobien de la transformation est négatif. Nous n’emploierons que les
paramétres Uy, Uy pour lesquelles J <CO.

En remplagant les coordonnées z par ¢z, I'expression J se trouve
remplacée par ¢—%J. On peut donc choisir le facteur des x de maniére
que J =—1. C’est ce que nous ferons dorénavant. Les coordonnées
homogeénes « ainsi déterminées, et aussi les coordonnées & correspondantes,
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s’appellent les coordonnées normales. Dans les cas des coordennées nor-
males, on a évidemment - .
g =1Fy, p3="F,.

Les coordonnées normales # est £ ne sont déterminées qu’au signe
prés; mais sil’on change le signe des x, on doit changer celui des & aussi.

Si les coordonnées x ne sont pas normales, on obtient les coor-
données normales en multipliant les x par une expression qui contient
les dérivées troisidmes de z; de m&me les coordonnées normales du plan
tangent contiennent les dérivées troisidmes de z.

Si I'on soumet la surface S & une transformation homographique,
Jes coordonnées normales x subissent une substitution linéaire wunimodu-
laire, & coefficients numérlques les coordonnées & subissent la substitution
contragrédiente.

§ ‘5. Le caleul absolu.

Nous emploierons. les formules du caleul absolu de M. Rieci, en
prenant la forme ¢, comme forme fondamentale. Nous indiquerons par
Ty frss fm ... les dérivées covariantes successifs d'une fonction f, et p. ex.
pa'r Cro,i, Crs, iky » . les derivées covariantes du systéme covariant c,,.
Nous emplmerons aussi 'éldvement et I'abaissement des indices au sens
habituel, posant

gt =92 e __ Q12 a2 — 2

A’ - A’ '—‘Z7

Qo= Z " Gy ar = 05 ¥ @4 ote.
)

Les dérivées covariantes du systéme a,, sont identiquement nulles.
La méme propriété appartient au systéme &, ol
d13=0, ¥y = Vlell; 3_21 — —]/m; G99 =0.

Nous ferons usage aussi des différentielles contravariantes 0%u;, d%u,
définies par les ideniités (ol f est une fonction de u;, u;)

d*f =2 f; 0*u; + Z frs du, duss, _
ABf = Zf; By + 32 f,,0%u, du, ++ Z froy ity du, dus,.

Je rappelerai ici quelques notations et formules qué jjaﬁ données
dans mon Mémoire «FEtude analytique de Uélément linéaire projectif d’une
Swface» (Ces Publications, n° 36)*

* Je définis les differenticlles conyuguées Du, moyennant-V'équation
Du; = Z a7 s sy = Z 3 a5 Gtk (1)
Le systéme covariant
4 br'st =2y ais 4 (2)

* Je citerai ce Mémoire par les lettres E. L.P.
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P =

est symmétrique; je pose

¢’3 =P brst d‘u,- dus du,;.
On a l'identité

| ‘ P — 8@ -—§9ly =0. )
Des relations d’apolarité § 3 (6) on déduit facilement qu’il existe
un systéme covariant & un indice ; tel que
Crst, i — & 2P 770]" . brst, (4)
brat,i — Z&ak wk . Qra_t- (5)
Rappelons aussi les identités

Padps — 3 dgs. @, + e@'s (9 T Y, Duy — 3 X 9p5du,0'u,)==0, (6)
P3dQ’s — Edpy. @5 - @5 (03 W, Dty — 3 2 3,y s, 02u,) = O. (N

Au § 3 de E. L. P. jai introduit les invariants

& =Zat Yy, F=Iatyyy, F=Ib8yyy,  (8)
liés par l'identité
T2 ___ g Pr3 :_1j @3, (9)

Je veux encore déduire quelques identités qui ont pu trouver place
déjr dans E. L. P. Des équations |

’701 d%l + wg d%g = Z'QU,, dui, "7L’1.D‘H1 —l— wgD‘ug == Z’l[J"Du.,-
on calcule

. Duy Za;du; — dug ZP; Du; _ — Duy Zp;du; - duy b W; Du;
Y= duy Divs — dey Dey ) Vo= duy Dy — dug Duy '
Or

2 du, =7 [IICZ%_-;, 2y dthy = — ]/m duty,-
Zay, du, = &V |A] Duy, = a,du, = — & V]| 4] Diiy,
| s = & V| 4| (du, Duy — duy Duy),

ainsi que e o
L > Cir d’bl/.r PN 'l/}-idu.i — X 19’,;,. du,. X "702 .D'U/.i
o P2 .
En substituant ces valeurs dans les expressions (8), on trouve aprés
quelques réductions

Wi

(10)

p— EVsdu) — & (IYi Du)®

11
7 (11)
s (S dus)®—3eq'y(Znysdu; ) I Dui+ 3eg 2, du (S Dus)i— qJ’ 3(2@05D'ui)3
. §0'3 (Z'V,U,-d@t,-)‘*—-?%q)a(ﬂ l,bbdui}“*'Z'?,U,-Dui - 38§0’321/}5d%b.i (ZwlDul)L & 3(21,0:,’.0%;‘)3
- @32 -

Remarquons enfin qu’on déduit aisément de (10) les identités

3 s W iy sy = P22 Y d“ — 8¢’y BV Dus

™ (14)

,(12)

.(13)
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r At — @ 2 W Du.
z bvstqvbt Ak Aty = i 327’0& & P2 - w‘D“z,. (15)

qui nous seront utiles plus tard.

§ 6. Les équations fondamentales.

dof=21a"f,
le second paramétre différentiel. Posons
X=13dz, E=14,8.
Alors on a les formules '
Sx§ = 0, Sx1§= 0, Sx2§ = 0, SX§ == 1,
Sz =0, 82,8 =—ay, Sx:§=—ay,, 8X§& =0,

Soit

Sx8; =0, 8118 = — 13, STa8s = — 05, SX& =0, (1)
SzE =1, Sz;F=0, Sz,5=0, SXEF=1—K;
(2212, X = V[ 4], 165 =¢7]4]. @)

Iei, comme dans tout ce qui suit, K indique la courbure de la forme ¢;.
Outre les formes ¢; ¢; on doit encore considérer une troisiéme
forme différentielle que Ion peut choisir en plusieurs maniéres. Nous
considérerons la forme lindaire Z7;du;. Les trois formes Pa, P3, 2 T:du; étant
données, on obtient & substitutions unimodulaires: prés les coordonnées
normales z et £ en intégrant les soi-disants équations fondamentales et
tenant compte des relations (2). Les équations fondamentales sont

Ly = Ztnett; + 3 Zaths (T — W5) @ + 0, X,
§rs == — Za;sgi + ’12‘ 2@:'3 ('Fi + wr.) 3 + afrsE;
Xi =[5 — K — Zai’ (Yo + )] 2+ 1 — K@i +
3 3a (74 W) @
E=—3%n1K—Za (Y. VY] E+ (1 —K)E+
+4ZaF (v— )& |
Les coefficients des formes différentielles vérifient, outre les rela-
tions d’apolarité et '’équation J = — 1 déji rappelées et qu’on peut écrire
Zara,s =0,
2 g =2,
trois autres relations qu’on ecalcule comme les conditions d’integrabilité
des équations fondamentales; elles sont

Za? (Tr,a + wez‘r) =1 Kz — ?,Di == O)
297 (Trye + YoTr) = 2™ (Yr, 00+ 3 Pr e Yo = Y, YY)

§ 7. Les quadriques de Moutard, la correspondance de Mowtard
et la correspondance de Segre.

Soit £ =2 (uy, ug) un point fixe de la surface S, £ le plan tangent

4 Senx
’ 7= ux + 2 Nz, (1)
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un point du plan & tel que la droite (z2) ne soit pas une tangente
asymptotique & S (Xa,474*3=0). Considérons les sections de S moyen-
nant tous les plans du faisceau de I'axe (22), et les coniques osculatrices
(& contact de quatridme ordre) en z de ses sections planes. Ces coniques
engendrent une quadrique que j'appelle la quadrique de Moutard appar-
tenant & la tangente (z2) de la surface S. L’équation de la quadrique
de Moutard est compliquée est nous n’éerirons pas ici. Remarquons
seulement, pour l'usage que nous en ferons plus tard, que le point

(1 8 (BamWhA)? | & B K. DoY)
X+[§‘K TY BB T3 (Za ) z (@)

est situé sur la quadrique de Moutard appartenant & (w2).
Associons au point 2 son plan polaire {, par rapport & la qua-
drique de Moutard appartenant & la tangente (z2), On a

b= (2 0N+ 3 Z g A A A E + Z a1, 4720 TG, (3)
Si le point 2 engendre le plan &, on obtient une correspondance biration-
nelle entre les points du plan § et les plans qui passent en z qui
s’appelle le correspondance de Moutard.

Associons au point # son plan polaire {; par rapport & la quadrique
de Moutard appartenant & la tangente conjuguée & (z2). On a

b= (RZa W —2 D a M) E + Za,, i1 Z1E,

La correspondance ainsi définie entre les points du plan & et les plans
qui passent en x s’appelle la correspondance de Segre.

On voit aisément que condition nécessaire et suffisante pour que
deux surfaces S.et S’ aient contact de troisiéme ordre au point z est
que la correspondance de Moutard relative & S au point z soit -iden-
tique & celle relative & §". Dans ce théoréme on peut remplacer la corre-
spondance de Moutard par la correspondance de Segre. |

On voit aussi aisément que, si deux surfaces S et S’ se touchent
"au point z, condition néeessaire et ‘suffisante pour que le contact soit du
quatrieme ordre est qu'd chaque tangente (non asymptotique) en z
appartienne la méme quadrique de Moutard relativement & S et rela-
tivement & S

§ 8. La quadrique de Lie et les courbes de Darboux ¢t de Segre.

Soit x ==a (uy, s) un point fixe de la surface S. Si l'on associe
an point

L= DU+ 08,

on obtient la polarité par rapport &4 une quadrique quwon appelle la
quadrique de Lie relative au point z de la surface S. Geométriquement,

le plan
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on obtient la quadrique de Lie en prenant I'une ou lautre des deux
courbes asymptotiques de S passant en z, soit U, en considérant la sur-
face réglée R formées par les tangentes asymptotiques de S de l'autre
systéme, et en construisant I’hyperboloide osculateur & R le long de la
génératrice qui passe en z.

La quadrique de Lie posséde au point z un contact du second
ordre avec la surface S; la courbe de contact de S et de la quadrique
de Lie posséde done én z un pomt triple dont les tangentes sont données
par l'équation cubique ¢ =0. Ces tangentes sont nommées les tangentes
de Darbouz de la surface S au point z. Les courbes de la surface S
définies par I'équation différentielle ¢, =0 s’appellent les courbes de Dar-
bouz de S. Il en passent trois par chaque point de §; elles sont toutes
réelles si e==-—1, et une seule famille est réelle si ¢ =1.

Ev1demment, si les z ne sont pas les coordonnées normales, les
courbes de Darboux sont toujours données par I’équation différentielle
Fy=0.. Il en résulte, d’aprés la remarque finale de § 2, que si deux
surfaces S et S’ ont contact du second ordre le long d’une courbe C,
et que C soit courbe de Darboux de S, ( est aussi courbe de Darboux
de S§. Dans la Note ,Sur la géométrie dune surface et sur le facteur
arbitraire des coordonndes homogénes® (Rendiconti della R. Accademia
Nazionale dei Lincei, vol. 31, ser. Ha, 2° sem. 1922) j'ai démontré un
théoréme plus général: Si la courbe de contact C de deux surfaces S
et S’ est une courbe de Darboux sur S, pour qu’elle soit aussi une
courbe de Darboux sur &', il faut et il suffit que le rapport anharmo-
nique des tangentes asymptotiques des deux surfaces soit constant le long
de C. Ce théoréme présente une analogie frappante avec le théoréme
bien connu sur deux surfaces se croisant le long d’une ligne qui est
ligne de courbe pour toutes les deux surfaces. Dans la Note citée,
j’al donné aussi une définition géomeétrique remarquable des courbes de
Darboux: Si une courbe C tracée sur la surface S est une courbe de
Darboux sur S, C est une courbe flecnodale de la surface engendrée
par les tangentes asymptotiques (d'un systéme ou de l'autre) de S le
long de C, et réciproquement.

Les courbes tracées sur S et conjuguées aux courbes de Darboux
se nomment les courbes de Segre, leurs tangentes se nomment les tan-
gentes de Segre. Analytiquement, les courbes de Segre sont définies par
Péquation différentielle ¢’y —0. Dans la Note ,,Systemes trilindares des
lignes sur wume surface et deformatzon projective des surfaces® (Bulletin
intérnational de 1'Académie de Sciences de Bohéme, 1921) j’ai montré
que les trois plans osculateurs en # aux courbes de Segre y passant
appartiennent 4 un faisceau; l'axe de ce faisceau s’appelle le premier
aze de la surface S au point 2. J'en donnerai I'expression analytique
au § suivant.
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§ 9. Les drottes canoniques.

Soit x =2 (uy, ;) un point fixe de la surface S; smt A un nombre

fie. La drofts (B — W& B — sd) O

s'appelle la droite canonique de premiére espéce et de parametre A. En
variant A, on obtient un faisceau de droites au centre z dont le plan
29k, sappelle le plan canonique. Les courbes tracées sur S et dé-
finies par I'équation différentielle 1y, Du; =0 s'appellent les courbes
canowiques de premiére espéce. En chaque point de S, le plan canonique
contient la tangente i la’ courbe canonique de premlere espcce

L droite (@ — Mz, 2 — Mya) (2)
8 appe]le la droite canonique de seconde espéce et de paramétre 1. Elle
est la polaire réciproque par rapport i la quadrique de Lie de la droite
canonique de premitre espéce et du méme paramétre. En variant 4, on
obtient dans le plan & un faisceau de droites dont le centre Z-3y,§,
g'appelle le point canonique. Les courbes tracées sur S et définies par
I’équation différentielle Sy, du; =0 s’appellent les courbes canoniques de
seconde espéce; elles sont conjugudes aux courbes canonigues de premiére
espéce. En chaque point de S, la ‘tangente & la courbe canomque de
seconde espéce contient le point canonique.

Il y a des surfaces — c’est la surface cubique x(l)a:(“')x(?’)—[x(“)]
et celles qui s’en dérivent moyennant la déformation projective — pour
lesquelles ‘@, = 1, = 0. Pour ces surfaces toutes les droites canoniques
de premidre (seconde) espéce coincident en une seule; le plan canonigue,
le point canonique, et les courbes canoniques de premiére et de seconde
espéce deviennent indeterminées.

La droite canonique de premitre (seconde) espéce et de paramétre O
gappelle la premiére (seconde) normale projective de la surface S au
point z. Elle a été définie & peu prés simultanément par M. Fubini et
G. Green. La congruence de premiéres (et aussi des secondes) normales
projectives’de S posséde la propriété remarquable qu’a leurs dévelop-
pables correspond un réseau conjugué sur S. M. Sannia a démontré
que cette propriété, jointe aux autres de 1° passer en z, 2° étre définie
d'une maniére invariable par des homographies, 3° ne changer pas
si 'on remplace S par un autre surface ayant en z contact du quatriéme
ordre, caractérise la premiére normale projective — au moins si I'on
néglige certaines surfaces exceptionnelles. J’ai trouvé une-autre démon-
stration beaucoup plus simple (v. les ,,Lezzom“ déja citées).

La premiére normale projective de S en z coupe la quaduque de
Lie en deux points, précisément en z et au point .

y=X4+1(K—1)a (3)
Le plan tangent 3 la quadrique de Lie en 4 est

=05+ 3(EK—1)% (4)
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Pour le but que nous poursuivons ici, il est avantageux de remplacer
X et 5 dans les équations fondamentales (§ 6) par y et 7. La raison
en est que les points y et 7 (ainsi que leurs coordonnées homogenes
définies par les équations (3) et. (4)) ne changent pas si l'on remplace
la. surface S par une autre surface S’ ayant en 2 contact du quatriéme
ordre avec S, tandisque pour X et 5 cela n’a pas lien que si le contact
de S et 8" est du cinquiéme ordre. Les équations fondamentales ainsi
transformées sont évidemment

Zrs =yt +3[1—K) G+ 2 af.ao(ti — Y)] 2+ Ars ) (5)
= Zalk; + (1 —K) @ + Zare (T: + )] E+ arem,  (6)

Ere =
yi=3[n—Za Wnet+ W) o+ 3 A —K)z+ 3 Z2a (v + ) 2, (7)
mi=—%[r—Za’ (Yo +Yp)|§+F (1 -K) Ei+ § Zai” (vo—,) &, (8)

La droite canonique de premitre (seconde) espéce et de para-
meétre 1 s’appelle le premier (second) axe de la surface S au point .
La définition géométrique du premier axe a été donnée i la fin du § 8.

La droite canonique de premiére (seconde) espéce et de paramétre
1 s'appelle la premiére (seconde) direcirice de la surface S au point z.
Les deux directrices ont été introduites par M. Wilezynski comme les
directrices de la congruence linéaire intersection des complexes linéaires
osculateurs -en z au deux courbes asymptotiques de S y passant. On
peut les définir d’'une autre maniére, due & M, Tzitzéica: Le long des
deux courbes asymptotiques de S qui passent en x, on construit les
surfaces réglées (R, R,) formées par les tangentes asymptotiques de
I'autres systéme; soit 2 (¢==1,2) le conjugué armonique de x relative-
ment au couple des points flecnodaux de R; (v. Chap. IIT) sur la géné-
ratrice de R; passant en z; la droite (#;4,) est la seconde’ directrice.

La droite canonique de premitre (seconde) espéce et de paramétre
L g’appelle la premiére (seconde) aréte de la surface S au point z. Elle
a été introduite par G. Green. Voici sa définition un peu modifiée. Soit
C; (¢=1,2) les deux courbes asymptotiques de S qui passent en z, #;
leurs tangentes en . Soit €; la conique osculatrice en z de la section
de la dévéloppable des tangentes de C; moyennant le plan & Soit 2; le
pole de ¢; (i 3=j =1, 2) par rapport & la conique €;. La droite (2 4s)
est la seconde aréte de S au point z.

CHAPITRE 11.

Bandes d’élément de contact de troisiéme et de quatriéme ordre.

§ 1. L’arc projectif d'une bande By d éléments de contact de troisiéme ordre. ‘

Soit C une courbe tracée sur une surface S non réglée; supposons
que S ne soit pas une courbe asymptotique de S. Soit B; la bande
d’éléments de contact du troisiéme ordre de la surface S le long de la
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courbe C. Nous savons du Chap. I, § 4 que les coordonnées normales z
des points et § des plans tangents &4 S aux points de C- sont déter-
minées (au signe prés) par la bande Bj.

On a identiquement le long de C

Sz§ = Sxd§ = S§dx = 0. (1)
¢ = — sgn Sdzd§.

Soit

Si I'on elit e =0, la courbe S serait une asymptotique de S ce que nous
avons exclu. Remarquons que si e= —1, on a e=- 1. En effet, si
e=—1, A <O et la forme ¢, est définite. Or si e = — 1, l'identité (3)
du Chap. I, § 5 donne

| $P2° = 9s® 1 ¢'5* > 0.

La forme ¢, est par suite définite positive, et ¢= - 1. Au contraire,
si =1 on peut avoir e= |1 et ¢e==—1. Soient #, ¢, les tangentes
asymptotiques au point 2, ¢ la tangente & C en ce point, et 7 la tan-
gente en x & la courbe de Segre réelle (unique puisque e=1); alorse
est le signe du rapport anharmonique (¢2,7¢). C’est ce qu'on recon-
nait aisément de l'identité citée.

Posons

eds? = S&d*x = — Sdxd§ = Sxd?®§. (2)

Supposons la courbe C orientée et soit ds> 0 si l'on parcourt C en sens
positif. La variable s est alors déterminée & une constante additive prés.
Nous l'appelons 'arc projectif de lo, bande Bs.

§ 2. Les invariants fondamentaux de la bande Bsg.

Définissons les expressions P, @, R, B,, N moyennant les équations

e P, ds® = {8 (dzxd?§ — d*zd§), (1)
| Qds® = S (dzd?*z) (d§ d*E),. (2)
Ry ds® = (zdzd*xd’z), RedA® = (§d5d?5d%E), (3)

(N — P, Q) ds" = 1S [(dzd*x) (%) — (dwdix) (d§d?E)). (4)

On reconnait aisément qu’on obtient les mémes valeurs de quelle maniére
qu'on choisisse la variable indépendante. De plus, de la remarque finale
du Chap. I, § 4 on déduit tout de suite que les expressions Py, @, R;,
R,, N ne changent point si 'on soumet la bande B; 4 une homographie.
Ce sont done des invariants projectifs. de la bande.

Evidemment -
cPs -
P =——=: 5}
R ®)
_posons encore
g — _2Fe (6)

_]'/!902|3'
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On voit tout de suite que P, aussi est un invariant de Bj;; son carré
s'exprime rationnellement moyennant P; d’aprés l'identité  (v. Chap. I,

§5 (3 .. ™

Cependant le signe de P, ne peut s’exprimer moyennant les z et les &.
De lx il résulte que la connaissance du signe & et des coordonnées nor-
males z et § le long de C ne suffit pas & déterminer la bande, excepté le
cas ot P; =0, c’est-a-dire le cas ot U est une courbe de Segre de S.
Au contraire, nous verrons plus tard (au § 8) que si 'on connait en
outre le signe de P;, la bande B; est complétement déterminée.

Dorénavant prenons l'are projectif de B; comme variable indé-

pendante et indiquons les derivées par des accents. Les équations § 1
(1) et (2) donnent

P2 PP—j}e—+

ol

Szt =0, Sz’ =0, Sz& =0,

Sz'é=e Sr'8=—e Sz§'=e. (8)
. En dérivant les équations S’ = — e, Sz"§=¢, on déduit de (1)
Sz’ = eP,, Sx"§ = —eP;, Sx"”§="eP;. " .(9)

L’équation (2) donne ,
Q :'S (x’x”) (§l§”>-
Si l'on applique l'identité (2) de Chap. I on obtient, tenant compte de
(8) et de (9), :

Sa'8'=e(PP*—¢). (10)

En dérivant les équations (9) et tenant compte de (10) on obtient

S E"=e(Py— I 4 @), S8 =—e(Py+ P2 — Q). (11)
Eﬁ appliquant & l'équation (4) l'identité que nous venons de citer, on
obtient Sy’ §, Sz’ g,,, i__ Sz’ §; Sz’ &
Swﬂgl Sxﬂgﬂl = Sx”/ §’ Sm"f §f’
On en déduit faisant 'usagé de (8), (9) et (11)

2(N—PQ) =

S(xm grr_ xrrgm) — 9 (N+ P13 . 2P1 Q), (12)
en dérivant (10) et tenant corhpte de (12), on obtient
Sxﬂlgﬂ____ e (N _l— P13 _ 2P1Q L -Piﬁ-P’l—? %‘Q’)' (13)

§ 3. Le tétraédre mobile 4 attaché & la bande Bs.

Nous nous proposons d’attacher & chaque point de la courbe C un
tétraddre 4 aux sommets A,, 4, A5, A; en demandant que, si l'on
soumet la bande Bs 4 une homographie, le tétraédre se transforme par
la méme homographie, précisément par une substitution unimodulaire.
Comme premitre condition nous posons

(Ao Ay Ay A5) = 1. 1



Soit oy, 0y, Ay, a5 les faces du tétraédre 4, respectivement opposées
aux sommets A,, Ay, Ay, A;. Alors

SA;e,=0. 4,k=0,1,2,3; i35k (2)
Définissons les facteurs des coordonnées ¢; moyennant les équations.
Sd;0; = 1. i=0,1,2,3. (3)
Alors |
(0 0y 05 003) == 1. (4)_

Posons maintenant
Ay=2n, Ay=2o2, ecaz=—§ —ea;=F§".
Cela est possible, parce que
Szf = Sz§ = S2'§=0, Sr'§f=—e.
Nous posons
As=a" 4 r2" +rez, eay=_E" +nr& + 78
Pour que ce choix soit permissible, il faut et il suffit qu’'on prenne
74, oy 71, ¥, de maniére que soit SA 0, = SAz00=8SA430; =0. Or d’aprés
les équations (8) et (9) du § 2,
S4y0y=Py —7r, SAse;=P+r,
ainsi qu’on doit prendre |
ry=—P;, = P;.
De plus, d’aprés les équations citées
SAds0y == eSwE —Fy P+ 7 Py — iy~ 7o + To=
= eSx"8" — Py + 1y + 7y,
et donc d’aprés 1’équation (10) du § 2,
ro+ o= ¢.
Nous choisissons comme eondition ultérieure r,=7,, ainsi que
Ay =a" — P/ + 30w, ety =E"+ PoE + Q.

Maintenant, le tétraédre 4 est complétement déterminé, car on voit
tacilement que .

fj.g_)‘ —— (aoalag), oy = — (Ao.Al.A.g)-
En définitive, nous avons attaché a un point arbitraire z de la
courbe C le tétraédre A dont les sommets et les faces sont

Ay=w, dy=a/, ody=— (&EE"), dy=2"— P + }Qm;  (5)
oo ="§"+ Pi§ + §Q5, eay=—F&, ag=—(22'2"), eas=5.  (6)

Il est facile de donner la définition géométrique du tétraedre 4: 4,

est simplement le point # de la courbe C. Les droites (4¢4;), (4o4s)
sont respectivement la tangente 4 la courbe C au point z et la tangente

conjuguée de S. A, est le point de rebroussement, appartenant & z, de
2



18

la développable enveloppée par les plans tangents & S le long de C.
Le plan (A4,4;4;) est le plan osculateur & la courbe € au point z. Le
plan (44434s) contient la premiére normale projective de S au point z.
Le point 4, est situé sur la seconde normale projective de S au point z.
Enfin, la droite qui joint deux positions successives de A, et la droite
intersection de deux positions successives de (4,4;43) coupent la dr01te
(4,43) en deux points divisés armoniquement par A4, et As.

§ 4. Les équations fondamentales de la théorie projective de la bande Bs.

L4 -
Evidemmment, on a des équations de la forme
A,;’ = Zk'a,-k Ak, CC.," —_ — %’aki 0. i, k= O, 1, 2, 3.
Il s’agit de calculer les coefficients a.
Des expressions de 4,, 4;, &;, oz on déduit tout de suite
oy = oy = s =0, apy =1,
(03 == Glag = g3 = 0, ais.—‘:.l-
Tenant compte des valeurs de A4, et &z, on obtient de méme tout de suite
G0=—=% an=2"D1, a;5=0, a;3=1,
ann =1, a3 =Py, a5, =0, ag; =—1@.

Il reste & calculer agy, @ye, asy, @3e. Or des équations (2) et (3)
du § 3 on tire
' Xy == SA’_t“k = S 4.

Qg9 = SA 000 = — eS (E§8" ) ay=—c¢ (§§;§"'050) =
=— (& §,§", &+ P& + 1 Q§) = (§6€E"),.
age = — SA30'3 = S4s 4(;9096'90”’) = (/2”2 = — (a2'z"% "’)

Par suite, les équations (3) du § 2 donnent

On a donc

G0 — Rzy (32 = — Ry,
De plus, d’aprés (5) et (6) du § 3,
a3y = S4's0= oS [s"— P’ + (40— P) & + 3] " + P& + 40
et done, d’aprés (8), (9), (10), (11) du § 2,
gy == 3390"".5” '—P13 +P.Q+ $PQ — E P+

+1Q'— PP/ — PP®+ PiQ+ P®— 1P Q+ PP/ +
3P1Q—3PQ=eSx"8" — P3+ 2P1Q—P1P1f+%Q’§-

par suite, ’équation (13) du'§ 2 donne
g =N."

10 reste & calculer as. Or en dérivant I'identité (1) du § 3 on
‘obtient
Goo + @11 + Ao T ags =0,
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ainsi que

'En définitive, nous avons démontré les deux groupes d’éguations
fondamentales de la théorie projective des bandes d'élements de contact
de troisiéme ordre:

Ay= A4, o |

-A-’l =— %QAO -+ -PI-A-I + AS! (1)
A’z - Rng — P 1A27

Ay= NA, —}Q4;— R, As;

0o = 3 Qay — Ryotg — N O3,

arl =—0)— -Plal _f"' %Qd& (2)
oy = Py + RByas,

06'3 = — €&3.

§ 5. Quelques applications des équations fondamentales.

On peut facilement donner la signification de I’évanouissement
d’un invariant fondamental, Les équations § 2 (5) et (6) montrent tout
de suite: Si P,=0, la courbe C est une courbe de Darboux sur la
surface S; si P;,=0, la courbe C est une courbe de Segre sur la sur-
face S. Les équations § 2 (3) montrent: Si R,=0, la courbe C est
plane; si Ry =0, les plans tangents- & la surface S le long de C passent
par un. point fixe. Cela se peut déduire aussi des équations fonda-
mentales; en effet si R, =0, os= Pia, et le plan a; es fixe; et si
By =0, 4'y=— P, 43 et le point 4, est fixe. Si =0, la tangente
4 la courbe engendrée par le point 4; rencontre la génératrice de l'en-
veloppe du plan ¢;. Cela résulte de la manitre dont nous avons dé-
terminé le point A4s; mais on peut vérifier ce résultat des équations
fondamentales; en effet '

8 (4:4") (me'y) = gjﬁ gjizfi =@

L’équation N =0 est la condition pour que la courbe engendrée par le
point A4z touche en 43 le plan oy; en effet

Sdye, =0, SA'se,—=N.

Les arétes (A4,4;) et (4g4;) du tetratédre 4 engendrent évidemment
toujours des surfaces développables; l'aréte (4,4;) engendre une dé-
veloppable seulement si R,=0; pareillement, l'aréte (4,4,) engendre
une développable si B, —0. Enfin (4,4;) engendre une développable
si =0 ou R;=0, et (434;) engendre une développable si =0
ou Ry =0. En effet on tire des équations fondamentales, tenant compte
de l'identité § 3 (1) ‘

9%
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(A0A3A’OA'3) = — By,
(A1A2 A’iA’z) — — R,,
(A1A3A’1A’3) _ % QRD
(Ag.AaA’gA'gl) = %; QR 2.

Dans la théorie des courbes gauches, on associe au facteur arbi-
traire des coordonnées homogénes z d'une courbe gauche € le facteur
des coordonnées homogénes & des plans osculateurs 4. € de maniére que

(zdx) =+ (§d§.

Alors on a p.ex. le théoréme que la congruence linéaire osculatrice
4 la courbe © au point z est engendrée par les faisceaux de droites, dont
les centres et les plans sont respectivement

x4 Adx, &4 Adé.

Si I'on applique cela & la courbe C, on voit facilement qu’on doit
associer aux coordonnées A, des points de (' les coordonnées

1
= Oy
VIR
Par suite la congruence linéaire osculatrice & la courbe C au point z est

engendrée par les faisceaux des droites dont les centres et les plans
sont respectivement

AO _'—.I’Al? .R1 ag —I—' )o I_(PIRI - %—R’l) ag —!— -R,l2 063].

Il serait facile de donner des autres exemples; mais ce qui précede
suffit bien & montrer l'importance des équations fondamentales.

§ 6. Transformation des équations fondamentales de la théorie projective
des surfaces.

Posons (v. Chap. I, § 5, (1))
Dx= Z'x.iDu,-, .D§ = ZgiDili.

Nous voulons démontrer qu'on peut donner aux équations Chap. I, § 9,
(), (6), (1), (8) la forme suivante

$dp,+ @ Z 3 due, 0%, — ¢

A2 —2 2 8 dx P rg Wiy D ® 3D

P2 —}: P2 s (1)
+ [ — K) @s+ Z trs T — ;) du du,)] £+ @ay,

2. dth,. 0%u,

2 30Ps— P3 + ¢'s .
PE=22F2" P34 D
: @ §+8' P> DS + (2)

2 .
+ 3 [(1 — K) @3+ Zar, (v + ) A ds,] £ + @21,

2 ’ 1 —
P2 . P2
+ 1 2 b (7 — ;) du, du, . z,
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. By Ldao.
dD§=219'”dur£ 'Ma (Pod§+ 2d902. +_i?1D§_f__

+1z Z;, (7e -+ ¥s) A, dus, 9;3 ®
3 dy— [ | g Zan -l-go:Ui) s, d“s] da +

UG ~; :”9 Gt B Dt [Zas — Za (o - 02) ], >
| 2in— [1 x s (7 —g)_v;l/,-) e, dus] dE +

iy bl (7 -q:;ui) du, Gy E— Zridu; — 2l (U, ++ W) dus] . ©

Nous pouvons nous borner & prouver les équations (1), (3) et (5);
car on sait qu'en passant & la surface correlative, ¢y, @3, ¢'s, ZY;dus,
Z7;du; changent respectivement en ¢y, — @5, — @', Z W du;, — Z; du;

Du Mémoire cité au Chap. I, § 5, rappelons les formules

Z&ik&u:“g : 77313 (E.L. P, §1, (5), (5)
2 azdu, Du, =0 (voir E. L. P. § 1, (6p1)), (6)
2 g dut, dit, Du, =@’y (K. L. P. § 2, (1)), (7
2 bpgy At Aty Dy = £§o3. | (8)

Saks du, Du, = Zb:, dzi,: dutg (9)

les équations (8) et (9) se déduisent aisément. de E.L.P. §1 (6) et
§2 (2)

Remarquons aussi les formules .,
_ Zagdu . dr — eZ 9y duy . Dx
o P2
qu'on déduit précisément de la méme maniére comme les équations Chap. I,
§ 5, (10). -

Des équations (10) on tire

Z ;i O%u; A, . dx — & X5, 0w dus, . D

2.’115 62%: = 9
P2

(10)

Z; ’

or en différentiant l’identité
Qo = 2 s At At

et tenant compte de ce que les dérivées covariantes de a,, sont nulles,

on obtient
Ay = 2 Z t4,.s Atty 0214 ;

done ,
22,00 u; — 1 dgs dx 4+ &

"‘gq)g

Zﬁrfdu, 0%, Da. (11)

2
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Encore, on tire de (10),

; dz ; Dx
2 st = — Zaika;sduk — &~

2 2

2 '&z‘k s d’“’k;

202, = 2 200t — 2 22 29,07 e,
: P2 P2
Or _
Zatk a:-,g = af,gk, 2 ark a"i-s — a:k)
D Gintne =byzy S Imal =0 (v. Chap. I, § 5, 2))

ainsi que

' 2 2 ,
i X, = o X ai Ay, — & @'Zbﬁkduk. (13)
P2 P2 ’

Des équations (12) et Chap.I, § 9, (5) on déduit

3 P Y8
| Topg Aty Aty =— o, dx— & s Dz -+ (14)
+3 [(1—K) @+ Z ap (7: — ;) du,du‘,_]fx + @39.
e = D x;0%u; + X 2,5 Athy it

Des équations (11) et (14) on tire (1).
~ Pareillement, des équations (18) et Chap. I, § 9, (7) on tire ().
Il reste & démontrer 1’équation (3). Or, les dérivées covariantes
des 9 et -des a,, étant nulles,
A D% = 4397y Aty 2; = 59 1,y 1ty . 7 -+ 29 0 At sy Aty = (15)
= 2 3", 0%, . 2; + 2 ps Aty Dit,.

Des équations (10) on’déduit, en tenant compte de (5)

Or

) dz ) Dz ) Du du.
DYy, = Z9" g duy, — & — ZI" Iy dup—= — — dx L Dz

P2 w Pa . ) T Py ’
ainsi que

X9rq,, . L= — da 2 a,e Du, 0*u, 4 2"? Z Gy Aty 0214 5.
P2 P2

Or (v. Chap. I, § 5, (1))

Z G Dt 0%ty —= 26, 47 Py, Ay, 2ty = X 9 g, Aty 024y — — X 3,., At 0%,
ainsi que
2.9 a,, 0%, . =22 5.9, du, uy 4 — 2P D, (16)

P2 ’ 2 @
Des équations (6), (7), (8), (9) et Chap.I, § 9, (5) on déduit

5 yy Gty Dty = 9;3 dw — % Dz 43 2b(vi— ;) dundty . @ (17)
2 2 )

Des équations (15) (16) et (17) on tire (3).
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§ 7, Le tétraédre 4 relatif & une bande By située sur une surface donnée.

Soit B; la bande d’éléments de contact de troisiéme ordre d’'une
surface S non réglée le long d’une courbe C non asymptotique. Posons

23, du, 0%u,

€ T 13 ) (1)
Vsl

o, comme dans tout ce qui suit, les différentielles ece rapportent au

passage le long de la courbe C.

L’équation (2) du § 1 donne pour I'are projectif s de la bande B,
la formule

s=[VT%sl. @)

_ Soit Ay, A;, As, A; les sommets et o, &, as, a3 les faces du tétra-
édre 4 (v. § 3). Je démontrerai les formules

dz - D
5=y =4y, TZ=(g+ B) A+ ¢4y, 3)
z j's 1 rWhs
y=i|ZE b g hy g~ Py At 4y
. d D
e§:a3,—e£:a1, ed—§=(g—P2)a3+a2, (5)
nN—=—s% [e;an w;:i%due + &(9” —sz)] oy — &(g+ Py) 4y + . (6)

Remarquons d’abord les identités
SzE=0, 8Sdz.&=0, SDz.5=0, Sy.5t=1,
Sz.d5=0, SdxD§=— ¢y, SDzd§=0, Syds=0, .
Sz DE=0, SizxDE=0,  SDzDi=—sep, SyDi=0, (D
Sxn =1, Sdz.n=0, SDx.n=0, Syn=0,

qui se déduisent facilement du Chap.I, § 6, (1) et § 9, (3), (4).
Des équations Chap. I, § 6, (2) et § 9, (8) et (4) on tire

(2, dx7 Dz, y) = eg,, (§7 ag, D&, ) = @s. ®
Des équations (7) et (8) on obtient facilement

(@, dz, Dz) = ¢9, . §, (%, dz,y)=— D§, (9)

(5, d&, DE) = g5 . @, (§,d5, m)=—¢eDz.

Les deux premitres équations (3) et (5) sont évidentes. Des équa-
tions § 3, (6) et § (6), 2 on obtient
2 g Aty 02y —
P2

Tenant compte de (1), (2) et (9) on en déduit aisément la troisidme
formule (5). Le calcul corrélatif donne la troisitme formule (3).

— 03 dA3 = (zdxd’z) = & Ps (%, dz, Dz) 4 @3 (z, dz, y).
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Les équations (1) et (2) du § 6 donnent, s étant la variable indé-
pendante (ainsi que dgy= ed (ds*) =0)

v= Bt o~ P D8 f |1y Do )
' P2
: , D 2 s (T3 ») o, oy .
E—— P 4 o(g4+ P) oo+ < [1 K4 Bl - “]§+en. (11)
Ces équations peuvent s'écrire, d’aprés (3) et (5)
Aa:[s (F—Pd) + 5 (1 —K) + 2 s (5 qu”") d“"d“*] Ao+

+P1A11—(9—P2) A+ ey,

—a’1=[8 (92—P22)+%(1 K) + e & Zdn(n; 4;01!’)6?%01@»,] o 4

+ Pioy + S(J#’Pz)“z‘f"?-
On en déduit, faisant usage des formules § 4, (1) et (2)

2 re\li ™ id'rds
=2 10+ g oY)

— (9 — Py) 45+ 4s,
nN—=— 3(9 —'P2>‘l"l@+ 2(1_K) ' _6_2a,3(7—|—7,b)du,du_,] &3 —

®
| — &(g + Ps) az + .
Pour en déduire les formules cherchées (4) et (6), il suffit de faire usage
de la formule (3) du § 10.

§ 8. Le théoréme fondamental de la théorie de la bande Bs.

Nous avons déja énoncé, au § 2, que la bande B; est complétement
déterminée, si Uon connait le long de la courbe C les coordonnées normales
xz et § le signe & et le signe de Uinvariant P,. Le moment est venu
4 prouver ce théoréme fondamental. Ce théoréme une fois démontré,
les équations fondamentales (§ 4) montrent que la bande B; est déter-
minnée, & homographies prés, sil'on donne en fonctions de 1’arc projectif s
les invariants

-P17 P2) Q; R17 -R2, N
liés par l'identité § 2, (7).

Pour voir que la bande B; est complétement déterminée, c’est-i-
dire qu’on connait, en chaque point de C, I'élément du troisiéme ordre
de la surface S, il suffit de montrer quon peut indiquer, en chaque
point de C, la correspondance de Moutard (Chap. I, § 7). Or je dis que,
dans la correspondance de Moutard, aw point

g=vody+ v 4, + vy 4, (1)
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est associé le plan
o= [ro (v — &%) + § Py - 2ePyv1vs* — § Pywe®l oy — 9
— (% — gp,2 — (@)
— (11" — &wy”) (v10 — V).
Au Chap. I, § 7 nous avons rappelé que, dans la correspondance
de Moutard, au point
2= pz + 2V
est associé le plan _‘
o= (UZ 72 + 3 Z o M A2 E - D, Ar ke . I WE;,

En y substituant les expressions de z; tirées des équations (10) du

§ 6 et les expressions analogues de %;, et tenant compte des identiiés
2 li Qs d%,. =2 )..,; d%i,
2}.,?‘19'“- CZ’MT =2 }:iD%i )

on trouve
zO:Mx_}_Z';;Zu, dg Zlq)f)ul ®)
b= (420, 178 4 $ B0, 103§ D e (5N g mf”‘ﬂ@) @
-Or il est facile de voir (cfr. Chap. I, § 5, (10) q;e 2
b dw, 2 A;du; — e Du, X A; Du-,-. (5)

~ P2 .

On en déduit "

2 A= -g% [Z @, du,dues (Z Asdu;)? — 28X @, du, Dy Z 4 duy Z A; Du; -+

(Zh;du;)? — & (Z A Duy)? (6)
¥

ol jai fait usage des formules § 6, (6) et E.L.P. § 1, (7). Des équa-

tions (H) on déduit de plus

+ X a,s D, Du, (Z 4, Duy)*| =

S Gy AT ASAE = ;01? [Z sy Dby dthg it (2 A Q)3 — 3 8 Z s it ity Dty (Z A dut)* Z A Dt 4
+ 32 @pgs dtt, Doty Duty 2 Ay dit; (2 X, Dus)* — &2 @pgy Dt Dy Duty (Z4; Duts)*] =
:—1—3 [@s (Z Asdut;)® — Beg’s (Zhidu;)* Z A Du; + (D
—|'2 Begy I hidu; (2 4 Du;)? — ¢'s (Z 4 Du;)?|

ou j'al fait usage des formules E.L.P.,” § 2, (1), (Tvis)y (lier)- Xn sub-
stitnant ces valeurs dans.l’équation (4), on obtient

, N2 . N2
§0=[‘u(2)u;d’u;) ¢8(ZA;D’M/;) + ? @3 (Zl CZ’&(;\)3—98$3(2/1 d’Lt,,) 23' .D’M,—l—
3

+20 25 Zhdu (%Du»z ~ 52 2|e+ ®)
A du)? — Du)? - i Dus .
i (Z A, dus) & (2 A; Duw;) (2 A; AE e 2 A, Du; Dg) .
P2 @2 @2



Faisant usage de I'’équation ds®—=eqp, et des équations § 2, (5) et
(6) et § 7, (3) et (5), on tire de (4) et de (8)
2’ A; Du;

2 A Du; 2 Du, 2 d ;
) 4dote t = T ds

zgz(u—esg R —ee Py
. _ _ 2 li D'Lbi P li d%i (& }4,; _D’&(zi P /.Li d’bbi' 3
"€°—["’(“—“9 el )_8(—@3—)}+§P1(d—s)+

A du,)22 A; Du; 2 s du (2,1 D s Dui) 3] e

Ay —e———— Ay;

or, (5 +2en T (B g m(P
_-__[(Zlidu.i) (m Du,) } [;LDM, o +m iDuy ]

ds ds

Or si l'on pose
Zl.i.D’Mi 21, .D‘ui
& ey
v :eZAid%i v :—eZAiD’Mz,;
1 ds ) 2 ds ’

on voit tout de suite que z,=2, {,={;, # et {; étant définies 1espect1-
vement par (1) et (2)..

Vo=— b — €&y

Un calcul tout analogue & celui que nous venons de faire montre
que, dans la correspondance de Segre, au point (1) est associé le plan

Co=[vo(¥1® — &¥p") — P1v®* — 3 ePyv, vy — 3 6P, vyvy® — P2V23] g — 1)
— (v — y?) (110 — V3 ).

§ 9. Les invariants projectifs dune bande B, d’éléments de contact
de quatriéme ordre.

Considérons maintenant une bande B, d’éléments de contact
de quatridme ordre qui contient la bande B; d’éléments de troisiéme
ordre étudiée jusqu’ici. On s’assure aisément que les expressions

2'(/),; du,- ;
w0 B=— (1)

sont des invariants projectifs de B,. Ils ne sont pas d’ailleurs indépen-
dants, mais liés par l'identité

H1:

: 8 P, H; — P,H—3 (B, — s By) — 852 @)

comme nous prouverons au § suivant.
B

Ici, je veux montrer que la bande de quatrieme ordre B, est
complétement ~déterminée si Uon connait la bande de troisiéme ordre Bj
¢t, en chaque point de la courbe C, les valewrs des invariants Hy et H,.
Avant de prouver ce résultat, je veux montrer par quelques exemples
comme un invariant quelconque de B, peut s’exprimer moyennant les
H,, H, et les invariants de B,.




Je commence par I'1dentité

1 P, 1 ¢ Py

g = .Ho 3
9= T 3 .P —l— 3 P2 P’ ( )
g étant défini par l’equatxon (1) du §'7. L’expression P n’a pas de

’ 1
sens si P,=0; pareillement J-Z;):— si Py=0; ces deux cas exclus, les
deux valeurs données pour gy sont bien &gales, en vertu de l'identité
PPy —e PPy =0, | (4)

qu'on obtient en différentiant la formule (7) du § 2 par rapport & s.
On voit sans peine que les équations (3) sont des conséquences des
équations § 2, (5), (6) et Chap. I, § 5, (6), (7).
Des autres exemples fournissent les formules
o Z G Y At s

- = P, H, — ¢ P,H,, (5)
2

t
CZbNt ’l’;d%rd%g: _P2 H1 — _P1H37 (6)

qu'on déduit tout de suite des identités Chap. I, § 5, (14), (15).
Comme dernier exemple, considérons les invariants &, ¥, ¥’ définis

au Chap. I, § 5, (8). On a
® —¢(H,? — e Hy?), ()
P—_—P,Hp+ 3¢ P,H2H,— 3¢ P, H, H + P, Hy, (8)
‘.F”_—_——PQH"13+3P1H1232—3 ¢ Py H, Hy® + ¢ P HJ?, (9)

ce qu'on vérifie facilement & l'aide des formules Chap. I, § 5, (11),
(12), (13).

Venons & la démonstration du théoréme énoncé plus haut. D’aprés
la remarque finale du Chap. I, § 7, il faut seulement prouver que si
Pon connait B;, H; et H,;, on peut déterminer, en chaque point z
de C, la quadrique de Moutard M appartenant & une tangente queleconque

. t=(z, T hx) (10)
a4 S en 2. Or soit ¢ la tangente conjuguée & ¢. Le plan polaire, par
rapport & M, d’un point situé sur ¢ correspond & ce point dans la cor-
respodance de Moutard; le plan polaire, par rapport & M, d'un point
située sur ¢’ correspond & ce point dans la correspondance de Segre. On -
en déduit aisément que, la bande B; étant donnée, la quadrique I/ est
située nécessairement dans un certain faisceau connu; pour -achever
la détermination de M, il suffit d’en connaitre un point situé en dehors
de & p. ex. l'intersection z, (différente de x) de M aveec la premiére
normale projective (v. Chap. I, § 9) de la surface S au point z. Il
résulte des formules Chap. I, § 7, (2) et § 9, (3) que

_ 1 8 (Dt MAA) | & Zh Mok, T9%;
.xM—y+[ TO  Ean Y T3 (D k) z (1)
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Or je montrerai que si

t= (Ao 41+ 72 4s), (12)
on a
e Xa:Wdu,du, &,

Ty == 3 t"’;g' ——? "-—-—_P22) —

8 (Pive® + 3 PoviPvs + 3 e Piyvywy® 4 e Pyvy®)?

9 (v —evy)? T (13)
4 e es (Hyvy + ¢ H vy) (Pyv,® + 3 e Pivy 2w, ‘i‘ 3 8P2V1V=) + P1V23)
r 3 (¥2 — ewy?)?

_(./ ‘Pﬂ)‘A2 I -A-3)

ainsi que les formules (3) et (5) montrent bien que le point z,, est connu.

Commengons par montrer que
P l.i d’l(/; P P }v.i.Dui

t -— (x, Zlixi) =: € (Ao, T A.l _ dS Ag) (14:)
De l'équation § 8 (5) on déduit
32— dx 2 A; du; —;)8 Dx X X;Du,-'
D’aprés § 7, (3) on a done )
Zliﬂ}'i == ¢ 2’——3;1’&” Al — 21 Du‘ [(g —f‘ .Pg) AO + & Ag]

d’olt ‘la formule (14) s’obtient imméd1atement.
De 1’équation citée § 8; (5) on déduit encore
2 G Widuy . 2 A duy; — & 2 3y W Dy . X A Du
P2 '
Or d’aprés Chap. I, § 5, (1) et Chap. IL § 6, (5)

DIEY I wi Aduy == 2 a™ Iy Cl’&ﬂk-’lp,. =2 w,-D’LL,-,
2 &ikwi-Du/c — 2 wi'&'ik‘&ks asr dur —=¢é sz a'ir Cl’bb,. — e 2 @”r du"’

219"'k }'i wk — 2"9'1'71: Aiwk _—

ainsi que
2 kT, — Z; Du; Z A, du; — Z i du; X A D _

s duts D
—(m, hidu; m, ZLD%).
ds as

Remarquons aussi la formule

by MM = ;}3 (@3 (2 hidluis)? — 3 @y (2 A du)* 2 2 Dus +-
2 . .

+ 3 ¢'s Zhdus (Zh Dus)* — 5 9y (Zhs D),

qu'on obtient précisément comme la formule § 8, (7). Des équations
(13), (15), (16); & 2, (), (6); § 8, (6), (7) on déduit
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exy=ey +
X2 3N , s (S )2 . 872
[ P, (Zl du,) 3:P, (Z'l.LcZu,) Zh; Du; 1362, Zl?du, LZ.,D%,) P, (Z’/I,Du‘) ]
3 ds ds ds ds das
9 : [(L’li dui)z » (Zl,- I)ui) 23 +
‘ ds | ds - J
( H, Zh;du; _ 5 Z’lil)ui) [ P, (2}. du) 3P, Zh; du) Z,'). ;D 4
4 ¢ ds das ds ds ds
3 [(m, du.i)” (m,. Du,-)?:r (17)
. —¢
ds as
. Z A du; (ZAs Du; (Z},‘- Dug) 3:|
+ 3k ds ( ds ) by ds
[ (Z‘li du,-] 2_ (Z,'l I)uz) ]
ds ds
En posant
2 du; Zh; I)u,
=gy =TT

et tenant compte de § 7 (4), on obtient de (14) et (17) les formules
cherchées (12) et (13).

§ 10. Les invariants d'une bande B appartenant & une surface donnée.

Si g, @3, Z7;du; sont les formes différentielles qui déterminent
a substitutions unimodulaires prés (v. Chap. I, § 6) la surtace S & qui
appartient la bande Bj, les invariants projectifs de B; sont donnés par
les formules

Ps3
_P prppr— 1
1o Vl%sl’ (1)
Py—e P2 o
e @)
@ =2(Fs — ) + e(E—1)—o 22 i 2du.r du, 5
Rl— 8R2:2(dP2+ P. () ; Z'b"'i’llgdufdua, (4)
2 .
R, +eRy=—2 (d_g 4+ P, Pg) _l__ eZb”i Tt du,dus, (5)
das @2
2N =—g(¢R, — Ry)— Py (¢ R, + Ry) — gs(za,,,w du,du)_l_
2T dua 2“:3 rs ) du Zbrsi dur d,us .
P R C%;P + Y- ) T P + ®
2
+ esP, 2 b T du, du8.

P2
Ici, les différentielles se rapportent au passage sur la courbe C qui dé-
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termine la bande By, e —= s97 Ps, ds = 1/I Paly 9= 3
bure de: g, Vigd

Leés formules (1) et (2) nous étant déJa connues (v. § 2), passons
3 la démonstration de :la formule (8). Supposons que sur C, on a pris s
comme variable 1ndépendante Alors

 dgy= ed(ds )=0
et les équations § 6, (1), (2) 'donnent
d*z K L Zan, (v;— ;) du, du,
d82 Pl ds +8( PQ) ds I; Ps + eY,
2 O .
a g -Pl +8( +-P2) +_ 1 _ K—i— 2@,-3:(’6', T ws) dur dur] §+en
ds® ds - P2
Or des équations Chap. I, § 6, (1) on déduit
SpE=0, Sii'-’?g;—o S%&:O, SyE=1,
dE dx dE Dudé dE
S207=% SHe=—% SHa=0 SE=0 0
D§ dz DE Dz D§ DE
Sx%—o, %%—O, S'%Fs-—e‘?, Sy%__o,
Sw=1, s‘jl”n 0, s?“n 0, Syn=0,
ainsi que
Bz d?E . . = sy 7; A, A,
Sds dst (-Pl -—8I3)—I—38J —L'1—K'-[— @3 .
En confrontant avee la formule (§ 2, (10))

Prd$ \
Sasge— ¢ — @)
on obtient bien I'équation (3).

Passons aux formules (4) et (5). En prenant dans les formules
§ 6, (3) et (4) s pour variable indépendante, on obtient

d (Dx\ e Db,y (vt — V) du, du, ' Dx

ds (ds) 2 ®s 2+(9 +P°) ds S
D§)._ e X by (vF + V) dus Auss . N D§

) T ey By B

On en déduit, faisant usage des formules § 7, (3) et (5)

[(g 4+ Py) Ao+ £45] = [ime (v g):p:) du, dus,

'l_(g'l"Pz)A:_sPiAz;

— g+ P) [dot
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Zb"m 1.__4_ * d rd (]
l(g P2)a3—l-a2]__[ (z 90:,0) U Au

— (9 — Ps) ey + Py oty
Or des équations § 4, (1) et (2) on obtient

70+ P Aot eds) = (sBy+ L+ ) Ao+ g+ P i —oPiy,

Py — P ar—

d dg dP,
'd_s' [(g _P2)'a3 —I_ ag]z(R1+7u'Z_-d—s2)a3_(g_P2)al +Pla2.

En confrontant avec les formules précédentes, on obtient

L dg dP, e Zb,g (T8 4 W) dus, du,
Rl— d ds + (_'p_s)’ .

dg dPy, e Zb.(v'—yY)du,du,
¢Ry=— s ds T o = — Py (g9 -+ Py)-

+P ( "_-P2)7

Ces équations sont éqliivalentes aux (4) et ®).
Des équations (4) et §9 (3) et (6) on obtient aisément la formule
8 PyH, — PyHy = 3(Ry — e By) — 822 (8)
déj& mentionnée an § 9; nous en développerons quelques conséquences
au paragraphe suivant. .
Il reste & démontrer la formule (6). En dérivant les équations
§17, (4) et (6\ et tenant eompte des équations § 4, (1) et (2) on déduit

e%z[ —(g Pw)Rg"l" { .da.,.n'g;‘:lu,dus_ (._9 —Pez)}]Aoff‘

| ~—{-01A1—[—02A2—5—03A3,

g—? [N+8(.§/TP2)R1 cll{ Za,,,gzoclurda58+ ( —ng)}]a3—[—
T7o“o+710‘1+72‘;‘37

ou les valeurs de ¢;, ¢y, Cs) Yo; 71, 72 Dhe nous intéressent pas. Il en
résulte que

d .
S (e 0t dy As ds) 2N +g(eR — R;) + Py (eRy + Ry)+
Le a (Z Qrs; W Aty Aty ) )
ds Ps
Or des formules § 6, (5), (6); § 7, (3), () on déduit

2@:[2ryidui‘_24i (Yr,s -+ W) dus; Le(g+ sz’-? brsi (T WE) dutr At A, +
as das .. P2 i
4 dy A, + dy Ay + dy 4,
S (il 7
28@:[ Zf‘du‘ @i (Yr st Ys) dus + &(g— .Pg)z brsi (T —Y") dus, s oy |
ds ds P2 J

~+ 0y 0ty -+ 0y 0ty + 0g s,
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ainsi que
Cly dn) - 271 d‘ll/i — ZCL? (wr,s + U)r ws) dui
BS(eaO%—Agz_z—g p— ds +
1 e b, w;(ilu,. dit, +sP, 2 by 'ﬂg; 2du.,. clus.

En confrontant avee (9), on obtient la formule cherchée (6).

§'11. Quelques applications géométriques de la théorie précédente.

La droite canonique de premiére espéce et de paramétre 4 (v. Chap. I,
§ 9) relative & la surface S an point # de la courbe C est

(Ao, lHlAl—‘—‘ [g—'.P2_ZrH2] Ag—As). (1)
En effet, d’aprés Chap. I, § 9, (1) la droite cherchée est

(d§— Z,Z'T/Jldu, . §, .D§ -— /'LZ’@D,;Dui . §)
(4% D&
(G183
et cela est égal, en vertu de §7 ), 4

(— oy — lHiag, [g —_ .Pg — ng] s "l— 06_,):
— (9 — Py — AH,y) (ase)) — oty 00) -+ AH, (0t303).
Or des équations § 3, (1)—(4) on deduit
(e300) = (Ao 4s); (@102) = (Ao ds), (@205) = (4o 4y)

et on obtient bien 'expression (1).

ou bien

—LHE)

Si deux surfaces omt un contact du troisiéme ordre le long d'une
courbe de Segre C, elles ont en chaque point de C la méme premicre
normale projective. Em effet, la premiére normale projective est, d’apres (1)

(4o, [9— P.] 4s — As).

Or nous sommes dans I'hypothése P; =0, ainsi que I'équation § 10, (8)
et ensuite, ’équation § 9, (3) donnent
o : R1—8R2 . R1—8R2
He——3———Pl—; 9———1‘51— (2)

et la premiére normale projective devient
(4o, [Ry — & Rs] Az + Py 4s),
c’est-a-dire, elle ne dépend que de la bande Bj.
Si deux -surfaces ont un contact du troisieme ordre le long d’une
courbe de Segre C, alors, pour chaque point de C, le plan déterminé
par la droite canonique de premiére espéce et de paramétre k== 0 relative

& la premiére surface ¢t par la droite analogue relative & la seconde
surface contient la tangente & la courbe C. En effet, les deux droites



Qo
Qo

canoniques s’obtiennent, en vertu de (1) et de (2), de l'expression

LH, (dyds) + (4o, (32— T2 220 4, g,

1

en donnant & H; respectivement ses deux.valeurs. Au faisceau detér-
miné par les deux droites appartient donc la droite (4,4,), c'est-a-dire
la tangente & la courbe C au point A,.

Si deuwx surfaces ont wun contact dw troisicme ordre le lonyg d'une
courbe de Darbour C, elles ont en chagque point de C, le méme premier

axe. De Ihypothése Py —0 il résulte d’apres § 9, (4) que ——==0
ainsi que les équations § 9, (3) et § 10, (8) donnent ’

9::,171‘1'2, H, == P—"%‘éﬂ
La droite canonique de premiere espece et de parametre A est done
( ; _;.) H, (do.1s) + (AO, A&:I%—SR—ML—PgAg—AQ). 3)
Pour le premier axe A==1 et on obtient

1 Ry—eR,
4., F%‘al—P2A2~A3)

ce qui ne dépend que de la bande B,.

Si dewx surfaces ont um contact du troisiéme ordre le long d’une
courbe de Darboux C, alors, pour chaque point de C, le plan déterminé
par la droite canonique de premiére espéce et paramétre A=£ L relative
& la premiére surface et par la droite analogue relative & la seconde
surface contient la tangente conjugude & celle de la courbe C. En- eftet;
H, seul étant différent pour les deux surfaces, l'expression (3) montre
que le faiscean déterminé par les deux droites canoniques contient la
droite (A4, A4y).

~ Au Chap. I, § 9 nous avons défini le point y comme seconde
intersection de la quadrique de Lie avec la premiére normale projective.
Or si C w'est pas ume courbe de Segre swr la surface S, pour chaque
point x de C le liew des points y relatives au diverses surfaces qui ont
un contact dw troisiéme ordre avec S le long de C est une conique qui
touche en x la tangente conjuguce & celle de C. Cest ce qu’on déduit
facilement de la formule § 7 (4). En effet, les équations § 9 (3), (5)
et § 10 (R8) permettent d’écrire la formule citée '

;1/-:[ & : (sPﬂ 1Py EP]H.. e P/ 4&P

Tt ‘

5P 9P ¢TUTRBPIT 3R
7 1 ’I , 1 ¢ P, -
el 5 Ri— 5 R | Ayt | — 5 Hot+ 55 + P As+ 4.

=1

En variant H, on obtient bien une conique qui a la position dite.
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Au § 9 nous avons vu que, pour déterminer la bande I3, passant
par une bande Bj donné, il suffit de connaitre le long de G les valeurs
des invariants H, et F, que nous savons liés par l’1dent1tc § 10, (8).
Je dis quiil suffit de connaitre le seul invariant

3P, H,— s P, H,. 4)

En cftfet, si on connaftla valeur de (4), on peut caleuler i I'aide de
§ 10, (8) les valeurs de H, et de Hy si P*— Py 4= 0.
Or P?®—eP,°==+1, comme nous avons vu au § 2, (7).
Calculons encore T'équation de la quadrique de Lie par rapport
au tétraédre 4 (§ 3). Je dis que le point

‘ 1}6“4‘0 —!— Y, AL —I— VgAg —‘l— V3A3
est situé sur la quadrique de Lie, si
'Vlﬂ —_ 8V22 —l— 48.P2V2V3 +

"]— [PIHI'—*8P2H2+T;-CZ—(Z% 2.8133.—'1/3 == )Vo‘l’3. (5)

LEn effet, le point  dx Dz
o ~+ My 7o o My s 1 HaY

est situé sur la quadrique de Lie, si

d
S \uyz -+ Iul ds ‘f‘.“*u 7 ‘f“ﬂaJ) (uo -+ lf + ;U*z ‘l‘ ‘“377) =0

ou bien, d'aprés § 10, (7), si

2 phs = € (1" —»a"). (6)
Or, posons
dx
Moaf—-ﬁhds'l““z "i‘n“ y:V0A0+V1A1+V2A2+”3.As-

Des équations § 7, (3) et (4) on obtient

. X | . Zais s dut, disg
,uO::.'V”—S(g—I—_PQ)*Vg——g[E.(g‘-—P{)V:.;-—]—-e Vide w:|7"37

2
My ="V1, (7)
e ==£¥3 + & (g — Py) s,
M3 = €¥3.

Des équations (6) et (7) on obtient pour la quadrique de Lie I’équation
2 G W du, dus,
P2
Il suffit d’appliquer les identités § 9, (3) et (5) pour obtenir I'équation (5).

Il résulte de ce que nous avons dit sur l'expression (4) que, si
deur surfaces ont un contact du troisieme ordre aw moins le long d’une

vi® —evy® + 4¢P, Vng“i‘[ +289P2—28P22:| vy® = 2v,v;.
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wourbe non asymptotique C et qu’elles ont & chaque point de C la méme
quadrique de Lie, le contact est du quatriéme ordre aw moins. Que le
eas ou ( soit une courbe asymptotique fait une véritable exception,
«¢’est qu'on voit de la définition géométrique de la quadrique de Lie
(Chap. I, § 8). En effet, il en résulte immédiatement que si deux sur-
faces ont contact du second ordre le long d'une courbe asymptotique C
elles ont ‘en chaque point de C la méme quadrique de Lie.

De I'équation (5) on déduit: Soit 4 le tétracdre mobile (§ 3) attaché
@ la bande B; d’déments de contact de troisiéme ordre d’une surface S
le long d'une courbe de Segre C. En chaque point de C, les sommets
Ay, Ay, A du tétraédre A4 forment un triangle polaire par rapport & la
quadrique de Lie. |
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