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SUR L E S S U R F A C E S QUI A D M E T T E N T oo1 DÉFORMATIONS 
P R O J E C T I V E S E N E L L E S M Ê M E S . 

M. Fubini a introduit, dans le Mémoire „ Applicabilità proiettiva di 
due superficie"** la notion intéressante de déformation projective d'une 
surface. Depuis, plusieurs articles ont été écrits sur ce sujet ; citons 
seulement le Mémoire „Sur la déformation projective des surfacesa de 
M. E. Cartan ** qui est sans doute le plus important. Cependant, il y a 
encore plusieurs lacunes essentielles dans ce qu'on sait maintenant sur 
cet argument. Dans le présent Mémoire, nous voulons étudier le problème 
de la déformation projective d'une surface en elle même. Rappelons briève-
ment les résultats connus en excluant d'ailleurs les surfaces réglées***. 

Si une surface S non réglée admet un groupe continu G de défor-
mations projectives en elle même, le groupe G a deux paramètres au 
plus. On connait déjà toutes les surfaces pour lesquelles G a deux 
paramètres. Ces résultats sont dus a M. Fubini f . Les surfaces correspon-
dantes ont été retrouvées par M. Cartan dans son Mémoire cité plus 
haut (pp. 311—314 j. 

Dans ce qui suit je déterminerai toutes les surfaces non réglées qui 
admettent un groupe continu G à un seul paramètre de déformations 
projectives en elles mêmes. Il est nécessaire de rappeler quelques faits 
connus de la théorie projective de surfaces f f . Une surface S non réglée, 
sur laquelle on a choisi un système de coordonnées curvilignes u et v telles 
que les courbes u = const. et v = const. soient des courbes asymptotiques 
de S, est déterminée à homographies près si l'on connait en fonction 
de u et v quatre expressions qu'on indique resp. par 

A y, L, M. (î) 

En changeant les paramètres u et v} les formes différentielles 

(p2 = 2(iy du dv, (pz = fiy (¡3 du3 + y dvs) (2) 

* Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 41, 1916, pp. 135—162. 
** Annales de l'Ecole Normale Supérieure, t., 37 (3), 1920, pp. 259—356. 

*** Une surface réglée admet un groupe continu de déformations projectives en elle 
même alors et alors seulement si elle est projectivement applicable en une surface 
(nécessairement réglée) qui admet un groupe continu de transformations homographi-
ques en elle même. 

f Fondamenti di geometria proiettivo differenziale, Rendiconti del Circolo Mate-
matico di Palermo, t. 43, 1919, § 8. 

f f G. Fubini, Fondamenti délia geometria proiettivo-diffêrenziale di una super-
ficie, Rendiconti délia R. Accad. dei Lincei, t. 27 (5), 1918, pp. 12—17, 44—47. V-
aussi le Mémoire cité sous f. 

1* 
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restent inaltérées. Pour que les quantités (1) définissent effectivement une 
surface, il est nécessaire et suffisant que les trois conditions d'intégrabïlite 

L0 = - 2 0yu - yptt, Mu = — 2 yft0 — 0yv, . 
PM, + 2poM+pon = yLa + 2yuL + yuuu

 1 ^ 

soient vérifiées. S étant une autre surface non réglée sur laquelle aussi 
u et v sont les paramètres des asympto tiques, et y, L, M les quantités 
correspondantes aux quantités (1), la correspondance entre S et S obtenue 
en faisant correspondre les points des deux surfaces qui appartiement 
aux mêmes valeurs de u et v, est une déformation projective alors et 
alors seulement si /? = ¡3, y = y. Si de plus L = L, M— M, la déformation 
projective se réduit à une homographie. 

Cela posé, on reconnait que le problème que nous nous sommes 
proposé peut s'énoncer analytiquement comme il suit* : On doit déterminer, 
de la manière la plus générale possible, quatre fonctions (1) de deux 
variables u et v, vérifiant les équations aux dérivées partielles (3), et 
telles que le couple (2) de formes différentielles (2) admette un groupe 
continu à un paramètre de transformations en lui même. Cependant, le 
choix des paramètres u et v des courbes asymptotiques est arbitraire/ 
on peut s'en servir en réduisant les formes (2) à des formes simples-

Les calculs qui suivent sont un peu longs; mais cela ne peut 
surprendre si l'on remarque que le tableau final de toutes les surfaces 
qui satisfont à nôtres conditions en donne bien trente types distincts! 
La plupart de ces calculs ont étés effectués par M. 0 . Borûvka; je lui 
exprime les plus sincères remerciments. 

I. Résolution d'une équation auxiliaire. 

1. Nous nous proposons de résoudre l'équation 

(pt (u — v) Ï7i O ) + <p2 {u — v) Fi (y) = ip(u-\- v) (E) 

à cinq fonctions inconnues cply <p2? TJly Vlf cpy en nous bornant aux cas 
où ( f x <p2 4 1 P o u r la comodité du lecteur, nous commençons par un 
tableau de toutes les solutions: 

ç?! et cp2 arbitraires, TJ1=V1 = ip = 0 ; (E0) 

(•p1 arbitraire, cp2 = aeA(u~v\ U±= 0, 
V1 = be*Av, ip = abeA^v)-, ^ ^ 

<Pi = aerA^\ cp2 arbitraire, 
U1 = be2Au, F 1 = 0, ip = abeA(«+«)-1

 C l j 

(pv arbitraire, cp2 = ae2A(u~vl -f- bèA(u~v\ a 0, . 
Th = — ace2Au, V1 = ce2Av, ip = bceA (w+v) ; ^ 2) 

* V. le Mémoire cité sous § 8. 



b^er A — b2cLe~ B 

9)1 ~ a A e~ (-*-») ) — a A <*-*>' À 

(«-«) — atb2 e(-A~*0 («-*)? ^ 
U1 = a1e2Au + a2e2Bu, Fx = &ae2*v, 

1/; = ^ -j- ; 

^ = («-*) + V 2 — 2 6 ^ 
1 (u — v) — %&2 + tta&i' 

= e,(lt_!)) ( « - « > ) + 
«i&i(m—0) — «1&2 + a2b 1 v y 

Ux = + a2) Fx = ( M + &2) e2 

1/; = [Cl (w + t?) + c2] ; 

JL _ _ 1 
~~ ca1eA(u~v) -f 932 ~~ A (u~v) + a^- 5 

I7i = c 2 + a 2 i 2 e 2 bu + h e (A+B) (E5) 
Fx = a2\e2 ^ + a±b2e 2Bv — he (A+V », 
ip = b1eA + 6âe 5 2?; 

'ce~A{u-v) 
= t t t ^ — " s - r ^ r ? : 

' a^u — v)-\-a2 ax(u — v)-\-a2 

Ui = [Oift^e3 + {a-J)2 + aa6i) w + ^^ + AJ 62 • 

V1 = — c foM3 + Mi — v — ?p- + h]e2A", 

I P = C [&! (M + fl) + 6a"| 

2. Moyennant les opérations 

3 3 32 32 32 33 33 

dû' dv' dû?' dv2' dûdv da2dv ~ dttdv2 

on déduit de ( E ) * 

<f2V\-(f\U1-(p,
2V1 = ^J 

91 + 29\ U\ + <p\ Ut + y"2 Fi = r , 
& V\ - 2ç>'9 V\ + qf\ Ut + <p\ Fl = y", 
<P\ - CP'2 v\+<p'\ u,+<p"2 v1=—r, 

<P\ U\ + cp'2 V\ + 3 (p\ U\ — 3 <p"2 V\ + 2<p"\ Ui + 2 <p'"2 Fx = 0. 

(Eo) 

(1> 

On peut éliminer Ul9 Vly U\, V\, U\ V'\ des équations (E) e (1). 
Le résultat de l'élimination est 

* Pour abréger, je pose <p'j = — — , etc. 
d (u — v) du 



9i 9Î 0 0 0 0 
9\ 9\ 9i 0 0 0 V 

- 9 \ — 9\ 0 9i 0 0 V 
9'\ 9\ 2<p\ 0 9i 0 r 
9 \ 9\ 0 -2<p\ 0 9i r 
9\ 9"z 9\ - 9 \ 0 0 — xf/' 

2cp"\ 2<p'\ 9\ 9's 0 

= 0 (2) 

ce qu'on peut écrire 
( 2 b i a ) v2 ip" + T{ip' -f r0V = 0 

ro étant fonctions de u — v seulement. Nous supposerons d'abord 
qu'il ne soit pas identiquement r0 = x\ = r2 = 0. Nous montrerons plus 
tard (p. 10) que l'hypothèse T0 = TL = T2 = O ne donnera plus aucune 
solution nouvelle de notre problème. Cela posé, nous pouvons conclure 
de (2 bis), en donnant à u— v une valeur particulière, qu'il existe au 
moins un système de constantes a et b telles qu'on ait identiquement 

4ip"-\-2ay' + bip = 0. (3) 

'à 3 f 3 Y" 
Or, par les o p é r a t i o n s ( fl^ ) o n déduit 

relations 

<pL U"1 -+- <p2 V'\=4 ip". {V 

En multipliant (E) par b et les deux équations (4) respectivement 
par a et 1 et en ajoutant les résultats on obtient en vertu de (3) 

9i (U'\ + aU\ + b Ut) + 92 ( V'\ + aV\ + b Vx) = 0. 

Première manière de vérifier les équations (5). 

3. Les équations (5) sont vérifiées en particulier si l'on a 

xr\ + air1-\-iu1=o, 

(B) 

(6) H + a F i + i F ^ 0. 

Nous nous proposons donc de déterminer d'abord les solutions de (E) 
pour lesquelles les équations (6) soient satisfaites. Si les deux racines 
x = 2A et x = 2B de l'équation 

z2 + ax + b = 0 

sont distinctes, on déduit de (3) et (6) 

ZJ1 = ai e2A»-f-a2 e2BM, 
V1 = b1e2Av-{-b2e2Bv, A^zB (7) 

xp = c1eA -f c2en(u+v\ 

Il faut encore chercher les fonctions cp1 et cp2. On peut se proposer de 
les calculer des équations (É) e (4). Or cela suppose U 1V\ — Z7'iFi4=0. 



D'autre part, des équations (7) on déduit 
Uxr\ - U\VX = 2(A — B) [aA — ^b^W»)]. 

Si donc UX V\ — TJ\ F t = 0, on a nécessairement 
= ajbi = 0. 

Mais il suffit de supposer plus particulièrement que a2 = b2 = 0. En 
effet, l'hypothèse al = b1 = 0 n'en diffère pas essentiellement (car on 
peut échanger A avec B), D'autre part, s'il on a p. ex. bt = 6â = 0 
l'équation (E) devient 

9>i (ax e2Au + a2e3Bu) = cL eA(n+v) c2 eB 

3 3 
En divisant par Ui et puis effectuant l'opération — -(- ^ on trouve que 

( 4 - .B) [aA c2 e (* « — a2cx e = 0 

d'où b± = b2 = axc2 = a2c1 = 0. Si l'on ne veut supposer ni % = b± = 0 
ni a2 = b2 = 0 il ne reste que supposer ci = c2 — 0. Mais alors l'équa-
tion (E) donne q>1 = 0, et nous ne cherchons que les solutions de (E) 
pour lesquelles <Pi(f2^0. 

Nous avons donc prouvé que si UIV\— TJ\V1=0, nous pouvons 
supposer a j = ô2 = 0- Si a.2 = b2 = 0, l'équation (E) devient, en la di-
visant par eA{-u+v\ 

cpt ai eA (w~v) + e~A {u~v) = Çi + c2e(B~A) 

Le premier membre ne dépend que de u — v, le second membre ne 
dépend que de u.-\-v\ donc 

c2 = 0 
(pxax eA + (p^ e~A ( = 

En supposant successivement ^ = ^1 = 0; = 0, b± 4= 0 ; b± = 0, a± 0 5 
ax 4 1 0 , et en tenant compte de a2 = b2 = 0 et des (7), on obtient 
les solutions (E0), (E^, (E' t), (E2) du tableau donné plus haut. 

En continuant de supposer les (6) et A^B, pour trouver des 
autres solutions de (E) on doit supposer que TJI V\ — U\ V1410. Les 
équations (E) et (4) donnent alors 

91 ~ Tii r\—u\ Vi 92 ~ " ut r \ - u\ Fi' { ) 

En y substituant les valeurs (7), on obtient 

bic2 e~A(u~v) — b2e1e-B(u-^ 
91 ~a$bie("-A> (u-v)—a1b2e(A~B) (u~v)' 

(8bi,) 

92 " aAe{B~A) {u~v) — a^e^-v^-vy 
Les seconds membres des (Sois) ne dépendant que de u — v, les équations 
(7) e (80i3) donnent bien une solution de (E); c'est la solution (E3) 
du tableau. 
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4. Dans ce qui précède nous avons supposé que les deux racines 
de x2 -\-axJ\-b = Q soient distinctes. Si cette équation a une racine 
double x = 2A, on déduit de (3) e (6) 

Ui = M + (h) *2Au, Vi = (M + b2) e2A», . 
y = [Cl (u + v) + c2] eA (M+v). ^ ; 

Comme dans le cas précédent, nous commençons par calculer £7i V\ — U\ Vx. 
On obtient 

TJiV'!— U'1r1 = la1b1(u-v) — a1b2 + a2b1]e2A(u+v). 
On s'assure aisément qu'ici l'hypothèse UiV\—U\V1 = 0 ne conduit a 
aucune solution nouvelle. En effet, on aurait alors 

= aj)2 — a2b t = 0 
et donc ou 1° b1 = b2 = 0, ou bien 2° aL = a2 = 0, ou enfin 3° a1 — b1 = 0. 
Si 61 = & 2 = 0 , l'équation (E) devient en la multipliant par e~A^u+v"> 

(Pi fay -f- a2) = cx (u + «0 + 02 

d'où % = 0, ainsi que l'on retrouve les solutions (E0) et (E'x) déjà 
données. Pareillement si = a2 = 0. Si a1 = b1 = 0, l'équation (E) devient 

am>^Au + b2cp2e2Av = cx (il + v) eA(u+v\ 
d'où cx == 0 èt on retrouve la solution (E2). 

Il en résulte que, pour les solutions nouvelles de (E), TJ{V\ — TJ\Vi 
4=0, ainsi qu'on peut employer les (8). En y substituant les valeurs 
(9), on trouve 

„ = (E^) ^ (U ~V)+ ^ — ̂ ^ 
a>ibi (u —v) — a1b2 + a2 bt

9 . 
w = («—) a i G l ^ ~ ^ ~ aiC2 + 2 a 2 ° \ 

arfii (u — v) — a-J)2 -J- ' 
Les seconds membres ne dépendant que de u— v, les équations (9) et 
(9biS) donnent une solution de (E); c'est la solution (E4) du tableau^ 

Seconde manière de vérifier les équations (5). 

5. Remarquons que si l'une des équations (6) est valable, l'autre 
l'est aussi; autrement la (5) donnerait cpi(p2 = 0. Donc, si les équations 
(6) ne sont pas vérifiées, on obtient de (5) 

<P2~~ U'\ -f- aU\ -\-bUi' ^ 
Le premier membre est fonction de u — v seulement ; le second membre 
e^t le quotient d'une fonction de v par une fonction de u\ on en conclut 
aisément que 

¥l = ce«(u-v)* N 
(f2 

* Il est important d'observer que, dans la suite, nous faisons usage seulement 
de (lObis). 



L'équation (E) peut alors s'écrire, en 4a divisant par e~av(p2, 

ce™ Ut + eavVt = eav, (11) 
<f2 

d'où on déduit tout de suite que 

— i 
dadv \9% ou bien 
J l i i + O 

( V 9 2 L K92J (p2. 
ip = 0. 

Si t/> = 0, on déduit aisément de (11) qu'on n'obtient qu'un cas parti-
culier de la solution (E2) déjà trouvée; donc on peut écrire 

if/'-j- aip 
v 

P étant évidemment une constante, ainsi que 

ip" -(- atp' + fixfj = 0, 
(12) 

\9% J \<p2j 92 
6. En premier lieu, supposons que les deux racines x = A et x = B 

de l'équation x2 -f- a x -j- ¡3 = 0 soient distinctes. Alors on déduit de (12) 

ip = cxeA(u+v) -f c2eB(u+v) , 
1 (13) 

— = + b2e~B(u-^: 
9 2 

de plus, a =.— (A-\-B), ainsi que (10bis) donne 

— = h eB(u~v) + («—). (13M.) 
(FIT G ' C K 7 

En substituant les valeurs (13) et (13bis) dans l'équation (E), on trouve 
CE-{A+B)U JJX E-(A+B)VYI = 

= b2Cte (A~B) u + c2b1e~ u-\-b1c1e v + b2c2e~ <A~B)v 

ainsi que (h étant une constante) 

jjy =h£le
2Au + ^ e2*" + hetA+B> 
* ^ C ^ (13ter) 

Fx = b&e2** + b2c2e2Bv — hce(A+B>. 

Les ^équations (13), (13bis) et (13ter) donnent la solution (E5) de notre 
tableau. 

7.. Il nous reste à supposer que l'équation x2 + ax + $ = 0 ait 
une racine double x = A. Les équations (12) donnent alors 

y = [bt (u + v) -f b2] eA(u+vl 

• = | a-t (u — v) + a2] e~ L u , , „A , ( 1 4 ) 

9s 
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de plus a = — 2 A ainsi qu'on déduit de (10bi,) 

1 = 1 [aL (u - v) + a2] (14biï) 
y i t 

En substituant les valeurs (14) et (14^) dans l'équation (E) on obtient 

ce-2^' U± + e-^Vt = aA — v2) + (afo + «A» + 
+ («3 — « A ) V + <¿2 h 

d'où Ton déduit facilement 

Fi = — [aAv* + {axb2 - (Hh) v — ^ + ch] 
(14ter) 

Les équations (14), (14bi<) et (14ter) donnent la solution (Ee) du tableau. 

Démonstration que (E) ne possède pas d'autres solutions. 

8. Il nous reste encore à montrer (v. p. 6) qu'on n'obtient aucune 
solution nouvelle de (E) en supposant que r0 = = r2 = 0. Or on 
déduit de (2)* 

*I = 2 (p! (p2 (SPI <pf
2 — (p* q>\) (sp2 <p"\ — (p± Ç>"'S) + 

+ ' 3 SPi SPa (q>i <p"2 — 9 2 9>\f — 6 5P1 (pu (y 1 <p\ — y* q>\) (g>\ q>'\ — q>\ (p'\) —. 

— (SPi2 ¥2 — <f22<p'i) (<p±<prr2 — <P2<f"i) + (yiSP'a — Ç>â9>'i)a, 
R2 =.- 2(PI2CP2

2 FAQ)"'2 — SPAYWI) — 3 ( Ç ^ Ç / G — X 

X (SPI + SPA9>"I) + ( ^ Y' 2 + Y2ÇP'I) (9>2GP"I — 91^2) + 

+ (3ç>iVia + 2sPiya YV/2 + 3 Y.2VI2) (9>i9>'a — 9>a9>'i)-
En posant, pour abréger, 

on a donc 

: 9>iW = ( Â - A ) W \ - A ) + (/1 + / * ) ( f i — f i ) + 3 ( A - / , ) » ] , 
: ^«y,» = _ 2 ( / " 1 _ / " 2 ) _ (/x + / „ ) ( A - / 2 ) , 

[*i + ( / . • - A ) • <pi*<p? = 3 C A ~ / ' 2 ) 2 . 
On voit que les équations Tl = T2 = 0 sont équivalentes a l'équation 
U û i < 1 U e A - / ' 2 = 0. (16) 
II suffit donc de prouver que l'hypothèse (15) ne conduit à aucune 
solution nouvelle. Or on déduit de (15) 

9i 9s 

= cea (»-"). (16) 

* Nous n'avons pas besoin de T0. 
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Mais l'équation (16) est identique a (10bÎ3). Or nous avons déjà remarqué* 
que le raisonnement précédent fournit toutes les solutions de (E) pour 
lesquelles l'équations (10bi8) a lieu. 

II. Les différents espèces de surfaces qui admettent ooL déformations 
projectives en elles mêmes. Surfaces de l'espèce A. 

1. Nous dirons qu'une surface non réglée S qui admet un groupe 
continu G à un paramètre de déformations projectives en elle même 
appartient à l'espèce A si les trajectoires du groupe G forment une 
famille des courbes asymptotiques de S. Il est facile de déterminer toutes 
ces surfaces. Supposons les coordonnées des points d'une surface S de 
l'espèce A exprimées en fonction de deux paramètres u et v, les courbes 
a = const. et v = const. étant les asymptotiques ; les trajectoires du 
groupe G soient les courbes v = const. On voit facilement qu'on peut 
choisir le paramètre u de manière que les équations de G soient 

Û = U 4-TJ V = V. 

Les formes différentielles cp2 = 2 (¡y du dv, <pñ = (3y (fidu3 -j- ydvz) étant 
invariantes pour G, on voit que /? et y sont fonctions du paramètre v 
seul. En choisissant v aussi convenablement, on peut supposer 

/?=i, y = r(v). 0) 
Remarquons tout de suite que les paramètres u et v ne sont pas com-
plètement déterminés, car on peut évidemment les remplacer par û et v où 

û = au -{- P, v = a2v -f- y (2) 

sans changer la forme (1) de /? et y. Pour déterminer effectivement les 
surfaces cherchées, il faut calculer L et M d'après les équations 

L0 = — 2Pyu — yPu, M u — — 2y(ití — @yV} 

PM0 + 2poM-\- pvuv = yLa + 2yuL -f yuuli. 

En y substituant les valeurs (1) on obtient 

L0 = 0, Mu = ^ y ' , Mv = yLu. (3) 

2. Il y a** trois types de surfaces de Vespèce A dépendant respective-
ment de 2, 3, 2 constantes arbitraires. Pour démontrer ce résultat, nous 
devons résoudre les trois équations (3). 

Les deux premières donnent 

L = U, M= — /u + F, TI= U(u), V= V(v). 
-En substituant dans la troisième on obtient 

— /'u+ V = yTJ\ 

* Note au bas de la page S. 
dans le champ complexe. 



12 

En donnant ici à v une valeur constante on déduit* 

TJ= au2 -j- bu -f- G 

ainsi que 
— /'u+ Vf = y(2au + b) 

d'où 

y" — — 2 ay, V' = by. (4) 

En premier lieu, supposons que a = 0. On aura 
eb 

y = ev +/, V= Y v* +fbv + g, 

eb 
L = bu-\- ç, M= — eu 4- -g- v<2 + fàv 4" 9• 

En simplifiant moyennant les équations (2) on obtient le premier type ** 

0 = 1 , / = 
i = 2 J f = — u 4- ay- 4- b. (5) 

En second lieu supposons que dans les équations (4) a 0. Alors, 
posant 2 a = — J 2 , 

y = et eAv 4- e~Av, A 4^0, 

A2 

L = — i t 2 4- ôw 4- c, 
M = —Au (exeAv — e2e~Av) 4~ F. 

Si l'on fait usage d'une transformation (2) convenable, on peut supposer 
ou = e2 = 1, b = 0, ou bien A = e1=l, e2 = b = 0. En changeant 
un peu les notations, on obtient les deux autres types des surfaces de 
l'espèce A: 

4 2 V>) 
L = — -^-us-f-a, M= — Au (eAv — e~Av) 4- 6, 

0 = 1, y = ev, M= — ué° + b. (7) 
£ 

3. La détermination des surfaces S pour lesquelles les trajectoires 
du groupe G ne sont pas des asymptotiques est beaucoup plus com-
pliquée. Nous allons voir qu'elle se réduit partiellement à l'étude de 
l'équation (E) étudiée plus haut. Soient, ici encore, u et v les para-
mètres des asymptotiques de S, et 

3 3 

* T + 0. 
** Si Y = const. on voit facilement que S admettrait ce2 déformations projectiyes 

en elle même. 
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le symbole de la transformation infinitésimale de G. Les équations 
différentielles du = 0 et dv = 0 des asymptotiques de S sont évidemment 
invariantes pour S. On en déduit aisément que £<, = 7^ = 0. De plus, 
¿¡TJ 4= 0, car autrement les trajectoires de G seraient des asymptotiques. 
En choisissant convenablement les paramètres u et v on peut donc supposer 
Ç = rj = const. Les 'équations de G sont alors 

Û = U~\~ t, V = V + t. 

Les formes 2 ¡Jydudv et (3y (fidii6 -f- ydvs) étant invariantes pour G, on 
voit que 

¡3 = (3 (u — v), y = y (u — v). (8) 

Il est important de remarquer que nous n'avons fixé les paramètres u 
et v qu'à certaines substitutions près qui sont 

û = au + & v = av + y (9) 

et û = av -f- y y v = au ¡3. (9bifl) 

Pour déterminer effectivement les surfaces S cherchées il faut 
trouver L et M des conditions d'intégrabilité. En tenant compte de ce que 
(3 et y sont fonctions de la seule variable u — v, les conditions d'inté-
grabilité peuvent s'écrire 

L, = — 2 (iy' - y?, Mu = 2 y$> + 0 / , 
18MV — 2P'M— r = yLu + 2 / L + y'". { ) 

4. Pour étudier le système (10), nous introduisons deux fonctions 
nouvelles T'\ et ï\> de u — v que nous choisissons de façon que 

F\ = 20/ + yp', F', = 2y(3' + $/. (11) 

Les deux premières équations (10) donnent alors] 

L = Fi+Uf M=F,+ V, (12) 

Z7(F) étant fonction de la seule variable u (y). En substituant les valeurs 
(12) dans la dernière équation (10), celle-ci devient 

&V — 2 /? 'F— VF'* - 2 F F % — r = n ^ 
= YZ7' + 2 / Z 7 + yF\ + 2 yfFx + f . K } 

Ayant égard à ce que /?, y, et F2 ne dépendent que de u — v} on 
3 3 

déduit de (13), en y opérant par 

7 " _ 2 / ? 'F = r + 2 y ' Î7 

ce qui peut s'écrire 

ou bien 
yU' + p r ' = y , (14) 
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on tp est fonction de u + v. Or l'équation (14) n'est rien autre que 
l'équation (E) déjà étudiée si l'on y pose 

SPi = y, = A Di=ET', V% = V\ (15) 

Il en résulte que, pour résoudre le système (10) il faut : I o remplacer 
/?, y, U et V par les valeurs déterminées de (15) en employant une 
solution (Ej) de (E); 2° donner aux constantes (ou fonctions de u — v) 
qui restent encore arbitraires des valeurs telles que l'équation (13) 
soit vérifiée. De la manière dont"-rions avons déduit l'équation (14) 
il résulte que l'équation qu'on obtient de (13) en procédant comme nous 
avons dit ne peut contenir que la seule variable u — ti. 

Il faut donc examiner les diverses solutions de (E). Nous pouvons 
omettre la solution (E0) qui donnerait f T = F ' = 0 ainsi qu'on voit des 
équations (5) que L et M seraient fonctions de la seule variable u — v 
d'où on peut conclure aisément que les transformations de G seraient 
des homographies de S en elle même; or le détermination de toutes les 
surfaces qui admettent oo1 homographies en elles mêmes est une question 
banale. Aussi, nous pouvons omettre la solution (E^) parce qu'elle nous 
donne évidemment les mêmes surfaces comme (Ei). 

Nous dirons que S appartient à Vespèce Bly B2, J?a, B4, B5, JB6 

resp. si l'on emploie la solution (E^, (E,), (E3), (E4), (E5), (Ec) de (E). 
Le tableau de toutes les surfaces se trouve à la fin du Mémoire. 

III. Les espèces B± et B¿. 

1. Il y a deux types de surfaces de Vespèce Bl7 dépendant respec-
tivement de 5 et 4 constantes arbitraires. 

Supposons en premier lieu que A 4 1 0 dans la solution (Ex) de (E). 
Les équations II (15) donnent 

0 = aeA TJ= dL, V= be2 + d.2. 

Faisant usage des équations I I (9) on peut supposer a = A= 1, b = 1*, 
ou bien 

¡3 = eu~v, U=d1J V=e2v^-d2. (1) 

Des équations I I (11) on déduit maintenant 

F\ = e"-» (2 Y + y), F'2 = ( / + 2 y) 

ainsi qu'on peut prendre 
F1 + F2 = 3eu~vy: 

* Si b = 0, les transformations de G seraient des homographies. 



En éliminant y on trouve encore 

F'1 — 2F'2 + F1 + Fi = 0. 

On en déduit tout de suite qu'on peut exprimer F1? F2 et y moyennant 
une seule fonction F de u— v et précisément 

y= ev-uF', Ft = 2F' — F, F2 = F' 4- F. (2) 

Enfin, substituant les valeurs (1) et (2) dans l'équation I I (13) on voit 
que F doit satisfaire à l'équation différentielle du quatrième ordre* 

e2 (F" + 3F' + 2F + 1) + 2(F'' — F') (2F — F+d1) + 
F' (2F" — F') + F"" — 3F"' + 3F" — F' — 0. ( ' 

En définitive, F étant une solution de (3), on a 

¡3 = elt~vy y = e°~u F'} 

L = 2Ff — F+du M=F' + F + e2v. 

2. Dans ce qui précède, nous avons supposé que A 4= 0 dans (E¿). 
Si A = 0, on obtient pareillement 

§ = a} U=d1, V=bv-\-d2, ab^O. 

Des équations I I (11) on déduit qu'on peut prendre 

F1 = 2ay> F2 = ay. 

En substituant ces valeurs dans l'équation I I (13) on obtient 

yw + 6 a y / + ( 2 d 1 + a í ) y'—ab = 0 
d'où 

y" +3ay2 + ( 2 + a2) y — ab (u — v) = c. 

En employant la transformation I I (9) on voit qu'on peut supposer 
a= 1, d2 = 0, c = 0, Alors y satisfait à l'équation différentielle du 
second ordre 

y"+ 3y» + (l + 2à0y = ô («-»), &=*=<> (4) et 
0 = 1, L = 2Y + D1, M=Y + BV. (5) 

3. Il y a trois types de surfaces de l'espèce B2 dépendant respecti-
vement de 6, 5, 2 constantes arbitraires. 

Supposons en premier lieu A 4=0 dans la solution (E2) de (E). 
Les équations I I (15) donnent** 

* Nous avons posé â2 — 0. On reconnaît aisément que cela ne restreint pas 
la généralité. 

** Nous avons remplacé c et b respectivement par 2Ac et 2b. Si a — 0 on 
retomberait à (Et). Sic = 0, les transformations de G seraient des homographies. 
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P = ay e2A + 2b eA (u~v\ 
TJ= — ac e2Au -f du V= c e2Av 4 d2, ac 4= 0. 

En employant les I I (9) on voit qu'on peut se borner à supposer 
<i = A = 17 c = 1, ou bien 

p = e2(u~v)y -\-2be"-v, 
U = - éi« + dly y= e2v + d2. W 

L'équation (6) montre qu'on peut introduire une fonction F de u — v 
telle que 

/? = cM(yF+6), y = ev~u(iF} — b). 

En substituant ces valeurs dans les équations I I (11) on trouve qu'on 
peut prendre 

Fx = | F + b VF — F + b2 (u — v), 
= f*7' — & iF' + F — b2 (u — v). 

Enfin substituant toutes les valeurs trouvées dans l'équation II (13) on 
obtient que F vérifie l'équation différentielle du quatrième ordre* 

(eu-v ev-it^ [-iF»»_ 1 F"Ff" -f- f Fr~2 F'n -f 

+ 3 F ' F " 4- 4F ' 2 + 2bF'% — ^F" + 2 (F — b2 (u — v)) F' + , 
i ' ' 

•+ 6 (1 — &2) JF* + di ( F " 4 - + (eu~v— e^u) [f F ' "— £ . F ' - 1 F " 2 + 

+ (F— V3 («r-f;) +1) (1—3&2+ 2rfO-F'+2M?TF*—2¥(u—v) 0. 

JP étant une solution quelconque de (7), on a 

/? = Q/F_+ 6), y = (VF — 6), 
i = 1 + — b2 (u—v) — e2M + dly (8) 

M= fi7' — b\jFf + F— b2 (u—v) + + dv 

4. Supposons maintenant que A = 0 dans la solution (E2) de (FI). 
Les équations I I (15) donnent 

P = ay-\-bj U= — acu-\-dl7 V=cvd2y ac^.0** 

Des équations I I (11) on déduit 

F\ = 3ayy' -j- 2 by', F'2 = 3ayf-{-bf, 

ainsi qu'on peut prendre 

Fi = §<*f + 21>Y, F2 = |ay2 + by. 

* Nous posons dx = d2 ce qui ne restreint pas la généralité. 
** Si a = 0, on retombe à (E^). Sic = 0, les transformations de G sont dea 

homographies. 
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En substituant ces valeurs dans l'équation I I (13) on obtient que y doit 
satisfaire à l'équation différentielle 

(1 + a) + 6ayy + 6byf)-2ac(u - v ) / + 
+ (2ad2 + 2d1 + b2)/ — 2acy — bc = 0. w 

b2 
Les équations I I (9) montrent qu'il suffit de supposer d2 =-0, d±= c = 1 . 

Mais la forme de l'équation (9) montre que le cas a = — 1 doit 
être traité séparément*. Si a " = — 1 les équations précédentes deviennent 

b2 

(en posant d2 = 0, d1 = — -g-, c = 1) 

On en déduit 

ainsi que 

Fi = - ! r 2 + 2 by, F% = - \ y2 H-
2(w — + —& = 0. 

(u — v)(2y — b) = 2h = const., 

/> h . b h , b 
u — v^ 2' ' u — v^ 2 J 

T 3 A2 1 1 . 
L = u S" 7 T7 + "77 + -?r b2, (10) 

2 (u— vy 1 2 u — v 1 8 v y 

w 3 h2 1 bh 1 
M = V — ~ô 7 v> "" H -Q- 6 • 

2 (w — 2 m — v 1 8 
On doit supposer bh 4= 0 car autrement la surface admettrait oo2 défor-
mations projectives en elle même. 

IV. L'espèce 

1. Il y a quinze type distincts de surfaces de Vespèce Six de 
ces types dépendent de deux constantes arbitraires chacun, les autres 
dépendent de trois constantes arbitraires chacun. Les calculs à effectuer 
sont fort longs. 

Les équations II (15) donnent 

— a± c2 eA í"-*) -f a& eB 

P ~~ a2 bx e~ (A~B) (»-'*> — a± b2 e (A~BX 
_ b±c2 e~A ("-•> — b2 ct e~B (M~v) ^1 ^ 

7 ~ a2bxe~(A~B) (M~v) — a±b2e(A~B) 

* Pour mettre en évidence cette circonstance nous remplaçons 1 -+- a par --
dans le tableau à la fin du Mémoire. 

2 
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î h ( 2 ) 

en convenant de remplacer -J^e2Iiu et respectivement par u et v 
¿Jj ¿1> 

si B = 0 et pareillement si A = 0. Les équations I I (11) peuvent s'écrire 

F, + F2 = 3 ¡3yy F\ - F\ = - y/T. 

Pour abréger, posons 
Z=e{A-Ji){u-v)t (3) 

Des équations (1) on déduit aisément 

R , _ rp _ — (A + J?)exe2 (aib2z + a2btO + 2Aaxe2
2 + 2Ba2&2 fr2 

9 7 7 P ~ ^ M - f l i i i ^ 1 ) 1 

F,-F2 = 
__ 1 /— ( J. -f fr M" + &i) + 2 (Aax e2

2 + Bg2 b2 c^) 
A — BJ b2 z1 — a2 &i)2 

Remarquons qu'cm peut supposer En effet, on ne peut avoir 
a1b2 = a2b1 = 0\ d'autre part, le cas a1b2 = 0, a2 se réduit 
à a 1 ô 2 4 r 0 e n échangeant les lettres A et B, ce. qui est évidemment 
permis. Soit donc a 1 6 2 4 I 0 . Alors on déduit facilement de l'équation 
précédente 

p p 1 y °2 <h J 
1 2 A — B axb2z2— a2b± 7 

tandisque 
p i p = 3 o , = g ci°2 Qi M 2 + 6Q ~ s (aibLe2" + a2 b2c±

2) ^ 
(a1b2z2 — a2bx)2 

Donc 

Fi = 2(A-B) ( a i ~ ( h b l ) ' 2 V ( Î 2 A - B > « A w 3 + 
+ {(- 4A + 3B) a1b1cs

2 + ( - 3 A + 2B) a,b2c^) + 

4- 2 (A — 2B) a,\aC2e + ( A a i h + ^ J , 

F* = 2{A-B)(aih*2 ~ a*hl)~2 [2 ( A ~ 2 B ) % b * C l + 
+ {(— 2A + 3B) a! btc/ + (-3A4-4B) a2b^} z* + 

+ 2(2A-B)aib1cxc2s- (Achlhc2
3 + Ba,b2Cl

2)]. 
aLo2 

Il nous reste a substituer les valeurs (1), (2) et (4) dans l'équation 
I I (13); un calcul élémentaire mais assez long donne* 

* Nous avons multiplié l'équation citée par (A — B) eB ("—<0 («, b^s1 — a.2&,)4. 
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n + { - 5 ( 4 — B) (B2 + W c2s1 + 
+ a^b/Ci (A — 2B) | V ( 4 — 3 5 ) - a 8 & 2 ( 4 - B) [{A - 2 5 ) 3 + 2«y] + 

+ W 3 | (aAc2* + 3 a 2 < W ) ( 2 4 — 3 J?) (— A + 2B) + 
+ anajfjb, (A — 5 ) ( 8 4 3 — 36 4 2 5 + 54 4 5 2 — 2 3 5 3 + 2d2 ( 2 4 + 5))],s5 + 

+ ^ « A c i M i ^ 8 (174 2 — 4 4 4 5 + 2 4 5 3 ) + a2b2c^ ( 2 4 — 3 5 ) ( 3 4 - 4 5 ) + 
+ a ^ A i , ( 4 — 5 ) (— 2 3 4 3 + 8 4 4 2 5 — 96 4 5 2 + 32 5 3 + 2de (A — 45))] + 

+ a&bjC» [— 2 (ofac,* + 3a262Cl
2) ( 2 4 — 5 ) ( 2 4 — 3 5 ) + 

+ a^bA ( 4 — 5 ) ( 3 2 4 3 — 9 6 4 * 5 + 8 4 4 5 - — 2 3 5 3 + 2d2 ( - 4 4 + 5)) ] g3 + 
+ afbjCi. [aJW (17 A2 — 23 AB + 6 5 s ) + 2a2b2Cl

2A(SA~ 4 5 ) + 
+ axa2bxb2 ( 4 — 5 ) (— 2 3 4 3 + 5 4 4 2 5 - 3 6 4 5 2 + 8 5 3 ) + 2 d t ( 4 + 25))] a2+ 

O T 2 
+ ^ - ~ ( - 2 4 + 5 ) [ ( a 1 6 1 c 2

s + 3 a A c 1
2 ) 4 - % a 2 & 1 6 2 ( 4 - 5 ) ( ( 2 4 - 5 ) 2 + 2 ( ? 2 ) ] ^ + 

+ & [ « i W A + a j j ^ B — axa2bxb2 ( 4 — 5 ) (42 + 2 d2)]} = 
= — 4 ( 4 — 5 ) ( 4 2 + 2 di) a f b f a s 1 + ® 

+ (2 4 — 5 ) I - Cl
2 ( 3 4 — 5 ) + M i ( 4 — 5 ) ((2 4 — 5) 2 + 2 ^ + 

+ W < 3 i [ ( 3 « ! ^ + a2b2c^) ( 3 4 — 2 5 ) ( 2 4 — 5 ) — 
— «hflfcMi — J5) (23 4 3 — 54 4 3 5 + 36 AB2 — 8 5 3 — 2 ̂  ( 4 + 2 5) ) ] 5s + 

+ a A h C i [— a A r f ( 4 4 — 3 5 ) (34 — 2 5 ) — a2&2c,9 (2442 — 4 4 4 5 + 1 7 5 8 ) + 
+ a ^ A b , ( 4 — 5 ) ( 3 2 4 s — 9 6 4 2 5 + 8 4 4 5 2 — 23 5 3 — 2 dx (4 4 — 5) ) ] ** + 

+ ajjWi [2 {bajt^ + aAc i 2 ) ( 4 — 2 5 ) (3 4 — 2 5 ) — 
- a^Ah (A — B) ( 2 3 4 s — 8 4 4 * 5 + 9 6 4 5 2 — 3 2 5 s - 2 d 1 ( A - 45 ) ) ] + 

+ a . ^ % [2a161c2
25 ( 4 4 — 3 5 ) - a2b2c^ ( 6 4 2 — 2 3 4 5 + 175 2 ) + 

+ a ^ A b z ( 4 — 5 ) ( 8 4 s — 3 6 4 2 5 + 5 4 4 5 s — 2 3 5 3 + 2 ^ ( 2 4 + 5))] + 

+ ^ i ^ ( - 4 + 2 5 ) [ ( 3 « 1 i 1 c a
2 ^ a 2 & : ! c 1

2 ) 5 + a 1 a 2 & 1 6 2 ( 4 - 5 ) ( ( - 4 + 2 5 ) 2 + 2 i i 1 ) ] ^ + 

+ 5 [— a151c2
24 - a2b2c2B - axa2\b2 ( 4 — 5 ) ( 5 2 + 2 ^ ) ] . 

Dans cette équation, ^ = 0 si AB^0m, si B = 0, A 4=0 

rj=A(a1b2z2 — a2 &i)2 | tti2ô2
2 — 2a2 &22 ^ + 2 a2

2 h Ci0— 

— a2
2 h2 c2 + 2 a2 b2 A (u — v)z b2 c±z2 — 2 a± bxc2z-f- a2 b± J ; 

si JL = 0, J34=0, 

r\ = («J b2 z2 — a2 b^)2 [a2 b2
2 c^ — 2 ax

2 b± b2 c2 zs + 2 ax a2 b±
2 c2z — 

— a2
2 &i2 cx — 2ax b-iBiu — v) z 62 — 2a2 &2 ^ + a2 bx e2)]. 

II est facile de voir que l'hypothèse AB = 0 ne donne aucune 
solution de notre problème. Soit p. ex. B = 0. Le coefficient de a — v 
dans expression rj doit évidemment s'évanouir, donc* ou c 1 = 6 1 c 2 = 0, 
ou bien a2 = 0. Mais l'hypohtèse cx = bx c2 = 0 est inadmissible, car alors 
y — 0. Et si a2 = 0, ij = a1

4&2*ca084=O (car si a2 = c2 = 0, = 0) ; 

* On ne doit pas oublier que nous supposons toujours ax b2 0 4= P- 18). 
2* 
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d'autre part le coefficient de £8 dans le reste de l'équation (5) est zéro. 
Pareillement on voit qu'on ne peut pas avoir A = 0. 

2; Au contraire, l'hypothèse AB 4= 0 (et donc rj = 0) conduit à plu-
sieurs solutions. Pour abréger, écrivons l'équation (5) comme il suit 

+ 1pGS° + Vi* + -Vol = ( b , 

Il s'agit de trouver des relations entre au a2y bu b2, c1? c2, diyd2, A, B 
en vertu desquelles l'équation (5) soit vérifiée identiquement en ss. 

Nous supposons d'ailleurs a± 1)2 AB (A — JS) 4=0 et nous excluons 
encore les solutions pour lesquelles c1 = c2 = 0, ou a^ = c2 = 0 ou enfin 
b 1 = ct = 0 parce que nous devons avoir ffy 0- Remarquons aussi 
que si nous connaîtrons un choix de constantes aly b2... pour lequel 
l'équation (5) est vérifiée nous en pouvons déduire un autre (qui peut 
d'ailleurs coïncider avec le primitif) moyennant la substitution 

i aly a2, bl9 b2j cu c2, A, B, d1} d2\ 
\ — — h, —(¿2, — c2, —cu — B, — A, d2} d j ' 

Or deux telles solutions ne diffèrent pas essentiellement et, lorsqu'elles 
sont distinctes, nous n'en écrirons qu'une seide; en effet, la substitution 
(6) équivaut à l'échange de u et v. 

3. L'équation (5) est vérifiée en particulier si 

ip7 = i p 6 = . . . = x i = X e = . • . =Xo = 0. (7) 

Commençons par supposer qu'il en soit ainsi. Je dis qu'il y a ' deux 
manières distinctes de satisfaire à ces équations: 

c2 = 0, c^ = 4 ai h (A — B)2, 
2d1 = — A2di = — (A-2B)'; ^ l } 

c,2 = ch b, (.A - B)2, ^ = a2 b2 (A - B)2, 
2dx = — A2

y 2d2 = — B\ v 2) 

Soit l'abord c2 = 0 et donc a2 c± =J= 0. L'équation %1 = 0 donne 2dL = — A2 ; 
l'équation %5 = 0 donne ensuite 

(3 A - 2B) (2 A — B) — 4 « A (A - B)2} = 0. 

Or nous examinerons plus tard les solutions pour lesquelles 3 A — 2B = 0 
ou 2 A — B = 0 ; nous pouvons donc supposer que 

= (A — B)2. 

Enfin, l'équation i//6 = 0 donne 

(A - 2 B) [2 d2 + (A — 2 B)2] = 0 

d'où 2 d2 = — (A — 2B)*, car le cas A — 2B = 0 sera traité plus tard. 
Je laisse au lecteur le soin que les autres équations (7) sont aussi des 
conséquences de (c^). Le cas o1 = 0 se réduisant au précédent moyennant 
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(6), nous allons supposer ct c2 4 1 O- Les équations \p1 = 0 et fa — 0 donnent 

2 dx — — A2, 2d2 = — B2. 
Les équations i/J6 = 0 et %6 = 0 donnent ensuite 

(A — 2B)(A — ZB) [c2
2 - a2 b2 (A - B)2] = 0, 

(2 A — B) (3 A — B) — ox b± (.A — B)2] = 0. 

En excluant provisoirement les équations A — 2 B = 0, 2 A — B = 0, 
A — 3B = 0, 3 A — jB = 0? nous arrivons bien aux équations (72). Le 
lecteur vérifiera que toutes les équations (7) sont des conséquences des (a2). 

4. Si l'équation (5) est vérifiée identiquement de façon que les 
A4- B 

équations (7) ne soient pas toutes satisfaites, alors n e Peu^ a v ° i r 

qu'une des valeurs 

0, + 1 , + 2, ± 3 , ± 4 , ± 5 , + 6 , ± 7 . 

Or les valeurs + 1 sont à rejeter car on aurait alors AB = 0] 
A4- B 

d'autre part, on peut supposer ' g: 0, car, dans le cas contraire, 
il suffit d'employer la substitution (6). Nous devons donc examiner 

A 4- B 
successivement les cas où les valeurs de ^ ^ sont 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

A4- B 
Commençons par l'hypothèse ^ = 0 ou bien B = — A. Alors, 
nous devons évidemment vérifier les équations 

= Vo=Xo- (8) 
Voici les cas nouveaux auxquels nous sommes ainsi conduits. 

B = — A, c1* = 4.a1b1A2, c2
2 = 4a2b2A2, 

2 dx — — A2 -f- hat c2j 2 d2 = — A2 — hb2ct. 
B = —A, b± = (la^ a2 = fi b2, c± = ralf c2 = — vb2y dv = d2j v 4= 0; (/?a) 

An — (àlC2 + h — (ai°2 + 
a a — , Oi— 16A2aib22 f 

Écrivons d'abord l'équation ip^ = 

(A2 + 2 a,. c2 = — (A2 + 2 <y (9) 

Supposons d'abord ^ = 0 ainsi que «¿^4=0 . L'équation (9) donne-

e2 = 0, 2 dt = - A2. 
L'équation = donne ensuite 2 d2 = — 9 A2. Finalement, l'équation: 

— donne cx
2 = 16 A2. Or ces équations sont déjà un cas parti-

(ft) 
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culier de («i). Nous pouvons donc supposer c 2 ^ 0 et, en vertu de (6), 
aussi c1 0. L'équation (9) donne alors 

2d1 = --Aa-j-halcfl, ,p , 
2d2 = — A? — hb2

 1 

En substituant ces valeurs dans l'équation i/>0 = / 0 on obtient 

a2
z b±

2 c± e2
2 — a2 b2 ex

2 -f- 2 ha± a2 b± b2
2 c= 

= a¿2 c2 (a± c2
2 — a2 b.À c^ - f - 2 h a2 a2 b± b2 c2) 

ce qui peut s'écrire 

{a^b^ci — a2b2c^) — b±c2 — 2ha±a2 b^) — 0. (10) 
Soit d'abord &1 = 0. Alors l'équation = montre tout de suite que 
a2 = 0 Soit donc a2 = b1 = 0. L'équation ipQ = yA] donne 

a1^2 + b2cx = 0. 
Les autres équations (8) sont identiquement vérifiées. On arrive à un 
cas particulier (celui où \i = 0) de (/?2). 

Supposons donc a 2 b 1 ^ 0 . L'équation (10) montre que deux cas 
sont possibles. Soit d'abord 

ax bx c2
2 — a2 b2 cx

2 = 0. (10bis) 

L'équation = donne 

(— 3a2b2— axbxc2
2 + 16 A2a1a2b1b2) = 

= Ci b2 (3 ai c2 -f- a2 b2 Ci2 — 16 A2 a± a2 6a). 
En vertu de (10bîs), cela peut s'écrire 

«î £2 (— 4 a2 b2 c2 + 16 A2 ax a2 bL b2) — c± b2 (4 a2 b2 cx
2 — 16 A2 at a2 bx b2) 

d'où 
(Cl2 __ 4 a i b l ¿2) ( ^ ^ + b i Ci) = 0. (lOter) 

Soit d'abord 
c1

2 — 4a1b1A2 = 0; 
l'équation (10biS) donne 

c2
2 — 4a2b2A2 = 0. 

Nous arrivons à la solution (&). Le lecteur vérifiera que toutes les 
équations (8) sont satisfaites. L'équation (10ter) est satisfaite aussi quand 

«î o2 + b2 ct = 0 
s d ' o ù 

c1 = m1, c2 — — rb2. 
L'équation (10bis) donne alors a1a2 = b1b2 et l'équation (9big) donne 
dt — d2. Nous arrivons à (/?2). Le lecteur vérifiera que c'est effecti-
vement une solution de (8). 

* Pareillement on voit que si a2 = 0, on a aussi bx = 0. 
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Il reste à examiner le cas où l'équation (10) se réduit à 

a2cx — btc2 — 2ha1a2b1b2 — 0. (11) 

L'équation i/;4 = x4 donne en employant (9bis) 

a*2cî ( l ^ a i ô i ^ 2 + 1a2b2Ci2 — 96a1a2&i&2^.2 — 2ha1a2b1b2 • b2c^) + 
-f- btc2 (Idibxc2 -f- 17a2b2Cii — SQa^bib2A2— 2ha1a2b1b2 . aLc2). 

En éliminant h moyennant (11) on obtient 

a2cx (Sa^c*? -j- a2b2c^ — lGa^bJ^A2) + 
- f bt c2 bx c2

2 + 3 a2 b2 cx
2 —16 ax a2 b± b2 A2) = 0. ^ ' 

Pareillement on déduit de l'équation I/>3 = X3 

b2 cx (3 a,! c2
2 - f ci2 b2cx

2 — 16% a2b2 A2) + \ 
-f- %c2 ( ^ e2

2 -f- 3 a2 b2 cx
2 — 16 ax a2b± b2 A2) = 0. ^ 

Les équations (12) et (12biS) sont vérifiées si l'on a 

3 at c2
3 + ^2 h Ci — 116 a2 h b2A2 = 0, 

ai h c2
2 + 3 a, b, cf —16 a2 b t b2 A2 = 0. 1 t e v ) 

Mais alors 

et on retrouve la solution (&). Si (12ter) n'est pas satisfaite, on déduit 
de (12) et (12 Ws) 

a, ^ b2 Ci 
biC2 axc2 

d'où 
a2 = gb2, b1 = (/a1. (13) 

En substituant ces valeurs dans l'équation (12) on obtient 

b2Ci ( 3 a f e f + & 2 V - WgafWA*) + 
+ (^î2^2 + 3b2

2Ci2 — l6gai2b2
2A3) = 0. 

Or cela peut s'écrire 

(a±c2 + b2Ci) [(axc2 + b2c^)2 — l^ga^b2
2 A2] = 0 . (14) 

On voit facilement que l'hypothèse a^b2cx = 0 ne donne que la 
solution (/?2) déjà trouvée. On peut donc conclure de (13) et (14) que 

_ (fli^ + hci)2
 h __(aiC2 + b2Cj)2 

l&a^b 2
 9 1 16 a i b 2

2 ' 

En substituant ces valeurs dans l'équation (11) on trouve encore 

}l = S &2 Ci — aiC2 
(.diC2 + b2Ci)2 

Nous arrivons à la solution (/?3). On peut vérifier par un calcul un 
peu long que toutes les équations (8) sont des conséquences de 

A 4- B 5. Nous allons étudier les cas où . * = 2 ou bien A = 3B. A — B 
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Pour satisfaire identiquement à l'équation (5), on doit iei résoudre les 
équations 

VT = 0, ip6 = 0, = Xi, ipi = Xe, Vi = XÔ, ip2 = Xi, ipi== Xsj n ^ 

Nous mpntrerons qu'on obtient deux solutions nouvelles 

A —SB, b1 = h3a1, = c1 = Maly c2 =—\b2j 

2 F • to) 

A = 3B, B, = XEAT, H = R«2, £ = + ^ 

Soit d'abord tf2 = 0 et donc a ^ i ^ O - L'équation ip6 = 0 donne 
2d2 —— B2, l'équation ip5 = fa donne 2d± =— 9JB2; enfin, l'équation 

= donne = 16ai &ii?2. L'hypothèse c2 = 0 n e donne donc qu'un 
cas particulier de la solution (ai). En second lieu, supposons que c± = 0 
et donc b ^ ^ O . L'équation ipi = 0 donne 2d2 = — B2. L'équation 

— montre que a2 4= 0. L'équation = donne 2c?i = — 25 B*. 
Si l'on substitue cette valeur de d± dans l'équation %0 = 0 on obtient 
c2

2 = 16a2ô2.Z?2. On arrive donc à un cas particulier de la solution (a±) 
transformée moyennant la substitution (6). 

On voit que nous devons supposer c ^ ^ O si nous voulous obtenir 
une solution nouvelle. L'équation ip1 = 0 donne 

2d2 = — B\ (16) 
L'équation Xo = 0 donne 

= 3«! btc2
2 -j- a2b2cs + a* M a (.B2 + 2 ^ ) = 0. (17) 

Les équations tp5 = / 7 et = donnent respectivement, ayant égard à (16) 

pa = c2 (ai &i c2
2 + 3 a2 b2 c^ — 16 a2 bx b2 B3) — 2 % b2

3 c1 (9 B2 -j- 2 dt) = 0 

.r= 3 a2 c± (3 % &i c2
2 + a2 b2 c— 16 ax a2 bx b2 B2) + 

+ axb2
2c2 [8Ci2 - 2aJ>x (25B2 + 2 ^ ) ] = 0 . 

Un calcul facile donne 

a-2 ?2 + W C] pi = a2 61 c2 b± c2
2 + 3 a2 b2 ct

2 — 16 ax a2 bt b2 B2) -f-
+ b2

2ct (3ai&iC2
2 + ~ Îfiojoa&i&a-B*) = 0, 

i(a2 (>3 + h c2 çi)=«i 62 ̂ 2 («161 ̂ 22 + ^ «2 &2 —16 ax a2 bx b2 B2) -f 
-j-a2

2c1 (3ai&iC2
2 + a2b2c— 16aia26i62jB2). 

On voit facilement qu'on peut supposer que 

arbiC.2 albic2]_Q 
b/cx a2

2cL ~~ 

(18) 

(18bis) 
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ou bien 
02*^ — ^ = 0 . (19) 

En effet, s'il n'en était pas ainsi, les équations (18) et (18bîs) donneraient 

ct* = 4 a^xB2, c2 — 4 a2 b2B2 

et les équations (16) et (17) donneraient ensuite 

2d1 = — 9B2, 2d2 = — B2. 
On n'obtiendrait donc qu'un cas particulier de la solution (a2). 

De l'équation (19) on déduit 

b2 = ha2y bt = ¥ (19biS) 

En substituant ces valeurs dans l'équation (18) on obtient après un calcul 
facile 

(haxc2 + a2cx) [(ha, c2 + a^)2 — 1 Wa^aJB2] = 0. (20) 

Soit d'abord ha±c2-j-a2c1 = 0 d'où 

ct = hJcaly c2 = — kaj. 
2 k2 

L'équation (17) donne alors 2dx = — B 2 On obtient la solution (y t). 
ti 

Il est facile de voir que toutes les équations (15) sont des conséquences 
de t^ ) . Si haxc2 -j- a2c± 4=0 l'équation (20) donne 

-j- a2c1 

L'équation (17) donne dans ce cas 

2hda1
2a2-

Nous arrivons à la solution (y2). Par un calcul un peu long on peut 
montrer que toutes les équations (15) sont des conséquences de (y2). 

A A- B 
6. Pour aller plus loin, nous supposons ^ JJ — 3 ou bien A = 2B. 

Les équations à vérifier sont 
^7 = 0, i / y = 0 , i/>5 = 0, = 7h, Vs—Xs, ip2 = Xs, 

Vl = Uj Vo = = 0, Xl = 0, = 0. 
Nous allons prouver qu'on obtient trois solutions nouvelles 

A = 2B, c2 = 0, bt = h2aly b2=ha2, 
cS = 2h*a1

2 (d2 — d{), h 4= 0 ; 

A = 2B, c2 = 0, tf = 4en btB \ d2 = (2B 2 + d,) ; (ô2) 
a2 o L 

A = 2B, bx= h3 al7 b2 = ha2, 

(21) 



26 

Commençons par supposer c2 = 0 et donc a2c14=0. Les équations 
= X7 et if?2 = x5 donnent alors 

= a2
2 | V - a.b, (4B2 + 2d2)] +^b2

2 (4J32 + 2d± ) = 0 , 
[2Cl

2 - a A (8JÎ2 - 2 d , ) ] - a j , 2 [ W - a A ( 8 J 5 2 — = 0 . ^ J 

On en . déduit aisément 

i (6i(>1 + pi) = (« i a h - «1 h 2 ) W - é t H h B » ) = 0. (23) 
Nous avons donc deux cas à considérer; soit d'abord a2

2bx— axb2
2 = 0 

ou bien 
b1 = h2au b2 = ha2. 

En substituant ces valeurs dans l'équation (22) on obtient facilement 

c1
2 = 2h2a1

2 (d» —¿0. 
Nous arrivons aux équations (dj) ; il est aisé de voir que toutes les équa-
tions (21) en sont des conséquences. Si a / b x — a x b ^ ^ O , l'équation (23) 
donne 

c1» = 4o161jBâ. 

L'équation (22) donne ensuite 

On obtient la solution (<î2); il est facile de voir que toutes les équa-
tions (21) sont alors vérifiées. 

Pour trouver les autres solutions de (21), il faut supposer c2^=-0. 
L'équation ip1=0 donne alors 

2d2 = — B2. (24) 
L'équation Xs = 0 donne 

(Ti = 2 ax c2
2 + a2 b2 cf -f a2 b± b2 (B2 + 2 ¿ 0 = 0. (25) 

L'équation = donne, tenant compte de (24), 

a2 = Cx {a2 [2b± c2
2 -f- a2 b2 c±

2 — 3 axa2b± b2B'2] + at
2 b2

3 (4B2 -f- 2 d±)} = 0. 

L'équation ip2 = %5 donne 
oz = Cx \a2

2bx ÇiaxbxC2 + 2a2b2c^ — 9a1a26162jB2) — 
— ax b2

2 [3 (3 ̂  bx c2
2 + a2 b2 Cx2) — (h % h h (SB2 —2 dx)]} = 0. 

Finalement, on obtient de l'équation ip1 = %4: 

= bx 16a2
2bx (axbxc2

2 + 3a2b2Cx2 — 4a x a 2 b x b 2 B 2 ) — 
— axb2

2 [2QaxbxC2' + 2ôa2b2Cx2 — ata2bxb2 (17B2 — 1 4 ^ ) ] } = 0. 

On en déduit 

^ (^a Ci <fx - a*) = cx (a2
2 bx - ax b2

2) (4B2 + 2dx) = 0, (26) 

axb2
2Cx<Jx + < R 3 = / 2 7 N 

= Ci (a2
2bx —a,b2

2) [7atbxc2
2 + 2a2b2c±

3 — 9a ta2bxb2B2] = 0, V ; 



27 

7a1M2
a<?1 + ff4= 

= 66! (a2
2 h — a, b2

2) 61 c,2 + 3 a2 62 Cl
3 — a2 JS2] = 0. 1 ; 

Remarquons qu'on peut supposer ^ 4 = 0 ; en effet, si bx = 0, l'équation 
x/j$ = XQ donnerait ^ — 0 ce qui ferait y — 0 (v. (1)). Soit d'abord ^ = 0, 
a 2 b t — ciib^^pO. L'équation (28) donne 

Ensuite on obtient de (25) 
2d1 = — 9B2. 

On arrive ainsi à un cas particulier de la solution qui s'obtient de (o^) 
moyennant la substitution (6). En second lieu, soit c± (a2

2 bx — ax b2
2) 4= 0. 

L'équation (26) donne 2d1 = — 4J?2. Des équations (27) et (28) on déduit 
ci2 = ai \ B*r

 c22 = a2 b2 B\ 

On arrive ainsi à un cas particulier de la solution (cc2). 
Il en résulte que, pour obtenir une solution nouvelle, il faut sup-

poser a2
2bt — a1b2

2 = 0 d'où 

= Jr al7 b2 = ha2. 

En substituant ces valeurs dans l'équation (25), on obtient 

9P 2 o 2 

Iia2~ h" di 

On arrive à la solution (d3). Il n'est pas difficile de vérifier que les 
équations (21) sont des conséquences dé (d3). 

7. Les hypothèses ^ = 4 et — 6 ne conduisent à aucune 
A — B A — B 

solution nouvelle. Pour brièveté, je me borne a énoncer ce résultat 
A + B négatif. Supposons plutôt que ' = 5 ou bien 
- a JJ 

A = 3cc, 5 = 2a. 

Les équations à vérifier sont 

ip7 = 0, = if>s = 0, ipi = 0, V« = 0, V2 = X7) Vi = Xe, 
Vo = Xs, Xi = 0, %3=0, x3 = 0, Xi = 0, %0 = 0. 

Nous montrerons qu'elles donnent trois solutions nouvelles 

A = 3a, B = 2a, a2
s V = a? &2

3 ; 
c2 = 0, 2cj2 = — a^iÇa2-j-2d1), 2d« = — a2; 

A = 3a, B = 2a, a/V = «i2V> 
Cl = 0, 3 c2

2 = —• a2b2 (4a2 + 2 di), 2d2 = — 4 a 2 ; 

A = 3a, B = 2a, at*bi* = ai*}>f, 
e ^ ^ a ^ c i ' , 2a2 = — a 16 1 (7a 2 + 2^1), 2d2 = — 4aa. 

(29) 

(«i) 
( « J ) 

(«a) 
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Supposons d'abord c2 = 0, et donc a2Ci^O. L'équation ipe = 0 donne 

2 d2 = — a2. (30) 

De l'équation %3 = 0 on déduit 

h [2c,2 - r <hbi (a2-\-2d1)} = 0. 

Or è i ^ O car autrement l'équation ip0 = %5 donnerait a2cx = 0 ; donc 

2 cf + aL h (a2 + 2 dx) = 0. (31) 

Ecrivons encore l'équation ip() = Xs 

3 a ^ ^ l [ 2 a 2 b 2 c 1
2 - a 1 a 2 b 1 b 2 (9a2 + 2rf2)] = 

«102 
= a i V ^ i [20a2b2ct

2 — a^Ma (17a2 — 14^]. 
En employant (30) et (31) et en simplifiant, on obtient 

(9 a2 + 2 dx) ( W — a ^ b j ) = 0. 

Si a 2
s b t

2 — a1
36 a

3=z0, on obtient la solution (£x); il n'est pas difficile 
de voir que toutes les-équations (29) sont vérifiées. Au contraire, l'hypothèse 

2d1 = — 9ci* 

ne conduit à aucune solution nouvelle. En combinant la précédente 
avec (31) on obtient 

Cx2 = 4a1b1a\ 

Or cela ne donne qu'un cas particulier de la solution (a:). 
En second lieu, supposons — 0 et donc b ^ ^ O . L'équation 

îpi = 0 donne 
2d2 = — 4 a2. (32) 

L'équation x4 = 0 donne 

3 c2 + a, b2 (4a3 + 2 dx) = 0. (33) 
Enfin, l'équation — %Q donne 

- a/&i2 [3 c2
2 — a2b2 (16 a2 + 2 d2)] = afbf (16a2 + 2d1). 

En réduisant moyennant (32) et (33) on obtient 

(a,3 b±
3 — a-!2 V ) (16 a 2 + 2 dx) = 0. 

Si a2
nb±

2 — a2b2* = Q on obtient la solution on peut montrer que 
toutes les équations (29) sont des conséquences de (e2). Si 

2d1 = — 16a3, 
l'équation (33) donne 

e2
2 = 4taAb2à2 

et l'on obtient un cas particulier de la solution qui se déduit de (ax) 
moyennant la substitution (6). 

Supposons enfin L'équation ip1 = 0 donne 

2d2 = — 4a3. (34) 
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Ensuite, l'équation ipô=0 donne 

c2
2 = a2b2a2. (35) 

L'équation x0 = O, simplifiée moyennant (35) donne 

a2 h [2 + a± h (7 a2 -f 2 ^ ) ] 0. 

Or M i 4 = 0 , car si a2 — 0, l'équation (35) donne c2 = 0, et si bt = 0, 
l'équation î/^ = / 6 donne cx c2 — 0, tandisque nous supposons maintenant 
ctc2 4=0. Donc 

2 Cl
2 = — Ch. (7 a2 + 2 ck). (36) 

Enfin, on déduit de I/^^XG 

— a2b{2 [3 (a-^b^2 + 3a2b2c^) — a1a2b1b2 (16 a2 -f- 2 d2)] = 

= [ — 1 ¿1 + M I ( 1 6 A2 + 2C?X)J. 

En y substituant les valeurs (34), (35) et (36) on trouve 

(a*b2 — a2b2*) (9 a2 + 2 di) = 0. 
Si a 2

3 ô i 2 — — 0, on trouve la solution (s3). Un calcul un peu long 
montre que toutes les équations (29) sont alors vérifiées. L'hypothèse 
9cc2-\-2di = 0 ne donne rien de nouveau. De l'équation (36) on déduit 
alors cx

2 =-- M i « 2 et l'on obtient un cas particulier de la solution (a2). 
A B 

8. Il nous reste à étudier le cas . ^ = 7 ou bien 
A — B 

A = 4a, B = 3a. 

Les équations à vérifier sont 
^7 = 0, ^6=0, ^5 = 0, ^4 = 0, ^3 = 0, W=0, lf>1=0, 

Vo = X7, Xe = 0, X5 = 0, Xi = 0, X3 = 0, X2 = 0, Xi = 0, x0 = O. 
On obtient ici une seule solution nouvelle 

A = 4a, B = 3a, c2 = 0, 3cx
2 = — aj>x (4a2 + 2d±), 

a f b f — a S b f = 0, 2d2 = — 4a2 . ^ 
J'omets de montrer que les hypothèses ct = 0 et c{ c2 0 ne conduisent 
à aucune solution nouvelle et je me borne à supposer c2 = 0, et donc 
02^4=0. L'équation xp6 = 0 donne 

2d2 — — 4a2 . (38) 
L'équation % 5 ~ 0 donne 

3c±
2 == — M i (4 a 2 ' + 2 ^ ) . (39) 

L'équation ip0 = Xi donne 

a 2
4 V [3Ci2 — ^bx (16a2 + 2d,)] = — (16a2 + 2 ^ ) . 

En simplifiant moyennant (38) et (39) on obtient 

(a,3 V — 02 4V) (16a2 + 2d0 = 0. 

Si — a / 6 i 3 = 0 on obtient la solution (f); il n'est pas difficile de 
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voir que toutes les équations (37) sont des conséquences de (£). Si 
16 a2 -4- 2(^ = 0, l'équation (39) donne c1

2 = 4a1&i«2. On obtient donc 
un cas particulier de la solution (c^). 

9. Calculons maintenant dans les divers cas trouvés les valeurs 
de /?, y, L et M des équations (1), (2), (4) et I I (12), en simplifiant 
toujours moyennant la substitution II (9). 

Dans le cas (c^), on peut supposer A — a-}- 1, B = a — 1, 
(a2 1)« = \ ^ b2. On obtient 

/Ô^e^H- 1) — - , / b l e-(a+i)(u-v) 
B - i ] / * 6 - * 1 ^ - y - 4 l / ^ 

T  a i
 P 2 (a+1) m i  a i (a—1) u 

2 ( a - r 1) + 2 ( a - l ) 6 

( g + l)2 , 4[—(a-f-5)e 4("-») -f- a — 1] 
2 ^ 

J f = H e2(a+l)V J H _ 
2(a + l ) e ' 2(a — 1) 
(a — 3)2 4 f(a — 7) — a + 1] 

2 1 ( ^ («-«)_ 1)2 

Dans le cas (a2), on peut supposer de même A = a-\-\, B = a — 1, 
aa 4 : 1 , = a2, = &2. O n obtient (a = + 1) 

q c\ l ! wi — 

y 
g—(a—3) (m—v) — g (a—1) (m—v) 

X = ——— e2 ("+1) « 4- — e2 u — 
2 (a + 1) ^ 2 ( a —1) 

( f l + 1 ) 2 -j- 3 ) e 6 ( M - (« + - - 3 ) e 2 M 4-1] 
2 ' [i _ («-*)]a ? 

M - 2 ( a + ï ) e +2(a-\)6  

(a — l)2 2[g(—a + 3 ) e 6 ( ^ ) + (a — 6 ) e 4 ( ^ ) - f g(a + 3 ) e 2 ( ^ ) - - l l 
2 ' [1 _ 

Ces formules supposent que l'on a choisi les deux radicaux et j / ^ 

de façon que leur produit soit égal a -j- 1. Les deux cas 8 = 1 et 
s = — 1 sont essentiellement distincts. 

Dans le cas (jS^, on peut supposer A = l, a1 = a2, bl = b2. On 
obtient (s = + 1) 

-, in.. e
u~v• n i / &! eu~v 
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r «1 2u «1 <•- 1 I 7 2 l A l , 6«e2(»-") 
(l + 8é* (»-*))*> 

Q£e2(u-v) 

(1 + se2^)2' 

Ici encore, l / ^ • ]/— = 1 et les deux cas 1 et « = — 1 sont essen-
M i r 

tiellement distincts. 
Dans le cas (/î2), on peut supposer A = 1, a± — b2, [¿ = 1, ou bien 

A = 1, ax = b2 = ï , (¿ = 0. Sous la première supposition, on obtient 

8= ? y = . 1 
" gv—u gu—v> * eu~v ev~u' 

ÂJ~ 2 2 e + 1 2 (e™ — ev~u)2' 
l\f—al pîv p-2v I 1 __ 1 

~2 2 e + a i ~2~ -

La seconde supposition, au contraire, conduit à une surface qui admet 
oc2 déformations projectives en elle même. C'est ce qui le lecteur vérifiera 

aisément. 
Dans le cas (/?3), on peut supposer A= 1, a±c2 -f C\b2 = 4atb2y 

.c1 = c2- On obtient 

4 b2ev~u— a1eu-'° _ 4 a ^ - * — b2ell~v 

" ~ a i i2 ¿¿{v-u) _ ¿¿{i>-vy 7 ~~ a i + b2 e2(v~u) — e2 

T — ^ _ H *-2U _ _1 4 G ! ~ I 

2 2 2 K + &3)2 + 

. 4 [BoA^"—> — (7a!2 -f 5 b<?)e^u-») + Ga^e2^ + «i2 — b2
2] 

(ax + b2)2 -1)* 

M — a i p 2 v b 2 » v 1 , 462 (a! — 62) 

4 [6a1&8«6<,M'> - ( 5 a x
2 + lb2

2) + 6a±b2e2(u-^ — ax
2 + 62

2] 
(th + h)* 

Dans le cas (ft), on peut supposer B=l} li= 1, c2 =— On 
obtient , , , i „ l e 3 (u~v) 1 e V—U 

, Kl». 1 1 1 5e2(a-B)' 
6 2 6g» 2 V ( « s M - 1 

+ 1 ¿ H » - ) + 2 
( 6 2 2 2 b2

2 (e2«"—) — l)2-

Dans le cas (j2), 011 P e u t supposer B — 1, A, = l , a1 = b2. On 
obtient, en posant ct — c2 = 4 c, 



3 2 

v-2 e"-"f 1 - - l 1 

L = J . + . _ 1 _ 4 
6 2 2 ai 

2 5(Og3 - c 3 ) - 2 (4«!»-a1c+4c8)e4("~")+(<y-c2) e^"-")+2(g1
2 - a ^ + c 3 )  

0 l» •)]» 

6 e ^ 2 C 2 
2 (a1

8-c2)e6( ' '-")-2(2a1
2+aiC+2c3)e4(M- ' ')+5(a1

i !-c2)g2(»-y)-2(q1
2-g1c+c3) 

Dans le cas (<3Y)> on peut supposer B = l, h = 1, a1 = Z>2- On 
obtient , 

R_j2(d2~d1) 1/2(d2-d1)  
p & (»-»)—1 ' ' — i > 

L = ai + + 4 -

Dans le cas (d3) on peut supposer B — 1 , ay b2 = a3bu ct = 2. 
On obtient ^ 2 1 

P = 2 aie* y==a1êr^v> — l' 

4 e "t" 2
 4 (««("-•)— l)«' 

Dans le cas (d3), on peut supposer B — 1, A = 1, «1 = a2. On 
obtient 

l e 2 (»-») Oj. — c2 e"-") _ ^ e2 (e! — c2ev~u) 
' ^ 1 _ c»(«-*) ' y — 1 — 

7-— a i r4„ j a i „2» 1 ci2 , 
4 e 2 2 2ax

2  

1 6 ct ca e3 («-") — (4 fr» + 5 c2
a) ea ("-"> + fr» + 2 c / 

2 a t
a (e3 <—> — l)8 

, «i 1 1 (2ci2 + Q - 6 ç l C , e « " + + 2e8
2  

m — 4 e + 2
 6 2 2a!2 .) — !)» ' ' 

Dans le cas («i), on peut supposer a = 1, % = aâ = J j = 6a. On 
o b t i e n t

 C l e»(—«) _ Ct e8("-») 

a 

i. ^ 4 2 a t
2 2 a* (e2("~"> — l)3 ' 
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j f - V » . , 1 e ' ^ + 2 
m ~ 6 4 2 2 a!2 («—> — 1)*' 

Dans le cas (fi2), on peut supposer a = l, a1 = a2 = b1 = b2. Mais 
on voit aisément que la surface correspondante admet oo2 déformations 
projectives en elle même. 

Dans le cas (fi3), on peut supposer a=l, ax = a2 = b1 — b2. On 
obtient en posant s = + 1 

63(u-v) i^l — se«-v | j — sev~u | 
g _ _ _ \ a i _ _ ] _ r = Ui J 
H 1 _ _ ¿¿(U-V) > ' 1 _ _ > 

T. ^ />6M _ L ^ plu 1 __L. 

6 4 2 ai2 

1_ 8 c a! g! e3 ('«-») — (6 a!2 + 5 Ci2) — 2sa1c1 eu~v + 3 ax
a - f 2 g!2 

Cl / w .1 t.. „ . \ \ a 1 ~ 2 a!2 

b 4 
1 2 fia! et e3 (»-«) — 2 g!2 e2 ("-*) — 8 g ai çt eu~v + 3 a ^ -j- 2 Ci2 

2 a!2 

Le deux cas fi — 1 et fi = — 1 sont essentiellement distincts. 
Dans le cas (£), on peut supposer a = l, a1 = a2 = b1 = b2. Mais 

ici encore, la surface correspondante admet GO2 déformations projectives 
en elle même. 

V. L'espèce 

1. Il y a deux types de surfaces de Vespèce B4 dépendant chacun 
de deux constantes arbitraires. 

Supposons d'abord aA b± 4= 0. Pour abréger, posons 
z — aibiiu — v) — axb2-f- a2bly ... 
m = ai&aCi -j- — b\C2. 

Les équations (2?3) et I I (15) donnent 

= r = (2) 
Oi s a±0 

u = o e'Au (aiM + ^ - â ) + 
F = ^ e^» ( m + b2 - A j + d2 si ^ =»= 0, 

(3) 

Les équations I I (11) donnent 
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Or on déduit de .(2) 

-fiÝ-fiy= 

ainsi qu'on peuť prendre 

Ft-Fa = -

Í1 en résulte 

2 ÂCi2 . 2 Ci m . 2 4 m 2 

2^a
2* 2c1m 2 Am2  

a-ibi àib-iZ «i26i2 z 

T-, A C « , m 2 \ . 1 To o 2cxm 3m3S\ 

„ A ( ' , m3\ . 1 f „ . , 2Clm 3m2\ (4) 

Nous devons maintenant substituer les valeurs trouvées dans l'équa-
tion I I (13). Cela exige un calcul facile, mais un peu long, pi 
on obtient 

çA (u—v) ÁÁ f . m~\ 2 A2 Í , . 9 , cLm2 . mr\ . 
- T T l C l + T j - l * ' + + — + ^ J + 

3A2aLm '2A f9 , 2c1
2m cxm2 3ms\ %Aa2bxm 

' M H 1 ? ^J z j 

2mi2c1
2 3m2\ . 6aL

sb1
2m f . Am aim^v] 

+ "h ^ + V ~ J ť H ' & T " M ) ] - (5) 
AU .J A*( , 2 A* / a ' . . ditf , 

, 3A2b±m . 2J. Z' Q , 2et
2m , čím3 3m3"\ , QAa^b^m . 

^ — — 2 t I — 2 cî i — - — F - - 4 r- H — b 
2 m 2 cx

2 3 6 ai2 b^m 0 / J f Acx Am bx wAl 

Si A = 0 r op obtient 

6-3 ( ¿ " i ) 7 - £ ) i + 
+ 2 m ( M , - M : ) * + f • - ^ = 0. (5M.) 

f 2. Considérons d'abord le cas A^= 0. L'équation (5) a la forme 

eA(u-v)jp= ç-A(u-v) Q^ 

ip et Q étant des fonctions rationelles de u — v. On doit donc avoir 
séparément P=Q — 0. En annuitant les coefficients des diverses 
puissances de z dans P et Q on obtient sans peine comme unique solu-
tion de, (5) pour laquelle fíyz^O 

c'i = 0, c2
2 = a1b1, 2 2 d2 , A?, (a) 

Considérons maintenant l'équation (5BIS). On voit tout de suite qu'il 
y a deux manières de la vérifier sans faire /3y = 0 
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A = 0, Ci = 0, b1 = al7 2a1(d1-d2) = a2
2 — b2

2, 
A = 0, c1 = 0, c2

2 = a1bL, 2a1bi(a1d2-b1d1)-\-a2
2b1

2 — a1
2b2

2 = Q. (/?2) 

Dans le cas (a), on peut supposer A = 1, a2 = b2 = 0. On obtient 
la surface* 

1 ^ 0/ — 1 j e„_U 1 
% V — U' 

1 1 3 1 
2 U — V 2 (M—v)2' 

1 1 1 3 1 
2 1 M V 2(u—v)2' x = b t 

Dans les cas (Z^) et (/?2), on voit facilement que la surface admet oo2 

déformations projectives en elle même. 
3. Dans ce qui précède, nous avons supposé que a ^ ^ O . On ne 

peut pas avoir simultanément a^ = bx — 0 ; et le cas a^ = 0 se réduit 
au cas &i = 0 en échangeant u et v. Il est facile de voir que si A ^ 0, 
l'hypothèse bx = 0 ne donne aucune solution. Pour abréger, j 'omets ce calcul 
et j e suppose A=b1=0. Ona alors en supposant que —a 1 c 2 - \ -2a 2 Q 1 —0 
ce qui est évidemment permis 

— 
TJ = ^-u2 a2u-\- dly F = i 2 ; y - f -

Les équations I I (11) donnent 

En substituant ces valeurs dans l'équation I I (13) on trouve 

/ n o Vc±d2 12 N 0 . 2 c±a2 4cj3 

En comparant les coefficients des deux membres, on obtient 

4 

On peut supposer 2 ^ = ^ , a2 = 0. On obtient la surface 

0 = y ( « - « ) , y = l , 

* Les radicaux sont choisis de manière-que j/^- . j/^X = 1. 

3* 
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VI. Les espèces B5 et B6. 

1. IL y a quatre types de surfaces de Vespèce B5j dépendant re-
spectivement de 4, 3, 3, 3 constantes arbitraires. 

Les surfaces de V espèce B6 forment un type dépendant de trois 
constantes arbitraires. 

Les équations (JEÔ) et I I (15) donnent, en posant c = -y, 

1 h 
P a2e - f («-» + ax e~B 7 ax eA ("-•") + a2 e 

C/' = -i- (ax he2 a2 b2 e2Bu + he W-*)«) 

T = a2 b± e'2Av + ck b2 e2 Bv — fc (<*+*> 

, tf (m—v)> (1) 

(2) 

Commençons par observer que nous ne restreignons pas la géné-
ralité en supposant ax 0 ; en effet le cas ax = 0, a2^0 se réduit au 
cas a2 = 0 en échangeant les lettres A et B et, d'autre part, on 
ne peut pas avoir a1 = a2 = 0.. Alors, des équations (1) et 11(11) on 
déduit sans difficulté 

2 Fx-

2F2--

ait + i 
Te 

31 
Oxt -{- a2  

31 

RT A ttiA — B 
1 A + B 

ai t -(- aâ a¡ A — B a1t - ~ a2 

où j 'ai posé, pour abréger, 

t = e M-«) ("-»). 

Des équations (2) on déduit, si AB ( A—B) 0 

Jj- . 1 M I 3 , 
H [2 A 6 

a2b 

a2 

1 2B 
«i b2 

2 e2B"-f h 
A + B 

h 

e(A+B)u + 4 

2 A 1 2B 

Si A = — B 4= 0, on obtient 

A + B 
c M + ^ + d,. 

(3) 

(4) 

(5) 

Si B 0, A 4= 0, on obtient 

^ e ^ - h v + d,. 
(5 bu) 

" - 4 

V — 

<hb i h 
2 A 

e2Aa + -T eAa + aubtu 

h 
- M I , 

(5tei.) 



37 

Si A== 0, B 4= 0, on obtient 

i . + + M l » 1 B j 
„ 7, 7) V°qoater; 

F = t J ^ ~ Î + + 

2. Nous allons substituer les valeurs trouvées dans l'équation II (13). 
En la multipliant par (a2 -j- <M)4 e s(u_") nous trouvous 

B R 

n + *{ — a?B (B2 + 2da)t3 + 

+ «h I - 2 (A + 2 5 ) a, a2 d2 + (A -2B)k+ —'s) ~ 

— aLa2(As-6A2B + 12 — 4 £ 3 ) j < 2 + 

+ a2 [-2 (24 + 2Ï) aiM2 -- (2A — B) h + — fc + 

+ axa2 (4A3 — 12 A2B + 6AB' — £3)]< + 

+ a2 [— 2 a2d2A + —-.-^J^k—aUn }= 
[ ai A li j j ( 6 ) 

= Jc 1—afA (A*+ 2d,)t3 + 

+ aL — 2 (2 A + B) aia2dL - (2 A-B)h — + 3^ Ak + 

-f a, a, (4 A3 - 12 A2B + 6 AB2 ~ £3)] t2 - f 

+ a2 | — 2 (A + 2 a ^ d i + ^ 21?) 7c - + 31?) & + 

— aLa, (A" — 4- 12 AB" — 4 U 3 ) j t + 

Dans cette équation 

si A B (A + B) + 0, rj = 0; 
si A-\-B = 0, ^ = + — + 
si jg = 0, r\ = b2 (a2 + a ^ ) 2 [2^taia2 (m — v) t + M — a2] 
si 4 = 0, r} = »(»-«) (a2 + M ) 2 (u — v)t—a1t + a2]{ 

Il est facile de voir que les cas -f~ I? = 0, -B-= 0, 4 = 0 ne-
donnent rien de nouveau. A cet effet observons que, si h = 0, ou 
B = b2 = 0, ou enfin A = bx = 0, les équations (E5) sont seulement 
un cas particulier de (E3) et ne peuvent donc donner rien de nouveau. 
Or si AB (A-j- B) = 0, le coefficient de w — v dans l'expression ^ doit^ 
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évidemment être nul, afin que l'équation (6) puisse être satisfaite identi-
quement. Or ceci donne, en outre des hypothèses A -f- B = h = 0, 
B—b2 = 0, A~b1=0 déjà refutées, seulement B = a2 = 0, ou 
A = a2 = 0. En substituant dans l'équation (6) on voit qu'il n'est pas 
possible la vérifier sans faire y = 0. 

3. Il reste donc seulement d'examiner l'équation (6) sous l'hypothèse 
AB (A -j-B)=[=0 (et donc rj = 0) et hlca^ 0. L'équation citée a la forme 

A\-B 

^ - " ( V S & HT V* ? + VI I + VÔ) = FO + + + XO- (6 W.) 

Elle est satisfaite si 

^3=0, ^ = %3 = 0; x2 = 0, & = (), x0 = O. (7) 

Nous allons montrer qu'on peut déduire des équations (7) 

le = axa2 (A — lS)2, 2d± = — A2, 2d2 = — B\ (a) 
Les équations i/Js = 0 et Xz = 0 donnent en effet 2 dt = — A?y 2 d2 = — B2 

et l'équation ip0 = O donne ensuite a2\h—a,a2 (A — B)]2 = 0. Or si 
a2 = 0, les équations ip2 = 0 et %2 = 0 donneraient 

d'où 
(A — 3B)(A — 2B) = 0, (3A — B) (2A — B) = 0 

et enfin A = B = 0. On vérifie aisément que toutes les équations (7) 
sont des conséquences de (a)y 

Si l'équation (6biS) est vérifiée identiquement sans que l'on ait 
A4-B 

les (7), on voit que ^ doit prendre une des valeurs 2, 3, —2, —3. 
A + B 

Supposons d'abord que ^ ^ = 2, d'où A = 3B. On doit avoir 

= ^2 = 0, Ipi = Xdy = Xo — 0. (8) 
Nous en déduirons la solution nouvelle 

A = 3B, * = = 2d2 = -B>. (/?) 

Remarquons d'abord que nous pouvons supposer a 2 4 r 0 . * L'équation 
f 3 = 0 donne 2 d2 — — B. Les équations x p ^ ^ X z et donnent 
respectivement 

(>!="2a2 (4«i a2 B2 — Je) + kaf (9B 2 + 2 d t ) = 0, . 
ç2 = 2h-{- axa2(B2 + 2d1) = 0. ^ } 

On en déduit 

«2 Pi — k Ç2 = 2 (a2
2 -)- ~k> etia) (4 a2 B2 —Je) — 0. 

* En effet, si a.2 — 0, l'équation « fo = Xa donne B = 0. 
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Or si k = 4a1a2B2, l'équation (9) donne 2 ^ — — 9B2 et nous obtenons 
un cas particulier de la solution (a) déjà trouvée. Done 

k = -*£' 
« r 

2a 
et, en substituant dans l'équation (9), 2 ^ = — J — B 2 , Nous obtenons 

ai 
ainsi les équations (/?). Il est facile de voir que toutes les équations (8) 
en sont des conséquences. 

A 4 - B 
Supposons maintenant que ^ ^'oii ^ = Les équa-

tions à vérifier sont 

1//3 = 0, tf>3 = Q, Vi = 0, Vo = X», & = 0,; Xi ~ 0, Xo = 0. (10) 

On obtient deux solutions nouvelles 
A = 2B, k = = 2d2 = -B>-, (Yl) 

il1 UX > 
A = 2B, a2 = 0, 2dt = — 4B*, 2d2 = — B2. (#)• 

Soit d'abord &2 = 0. L'équation ip3 = 0 donne 2 d2 = — B2, et l'équation 
ifj0 = Xz donne 2dx = — 4 B2. On obtient les équations (ft) et on vérifie 
aisément que toutes les équations (10) sont alors vérifiées. Soit mainte-
nant a2 0. L'équation ip3 = 0 donne 2 d2 = — B2. Ensuite, les équations 

= Xs e t = 0 donnent respectivement 

ax = 3a2
2 (Je — a±a2B*±+ ta,* (4B2 + 2d1) = 0, 
crf = - 3 i + axa, (.B2 + 2 dx) = 0. ^ ' 

On en déduit 

a2 ax — haj3 o2 = 3 (a2
3 — fei3) (& — ax a2 B-4) = 0. 

Si h = a1a2BB', (11) donne 2d1 = — 4Z?2 et l'on retrouve un cas parti-
culier de la solution (a). Donc 1 1 

de l'équation (11) on déduit alors 
G!3' 

2d1 = - B * - ' ^ 
<h* 

On obtient la solution (y2) ; il est facile de voir que toutes les équations (10) 
sont verifiées. 

4. Maintenant, il n'existe plus de solution essentiellement distincte 
A + B 

des précédents. En effet, si jg = — 2 o u — 3 et a2 4=0, 
il suffit d'échanger A et B pour retourner aux cas déjà examinées; 

A -f- B 
d'autre part, un calcul aisé montre que les hypothèses ^ ^ = — 2 ou 

— 3 et a* = 0 ne donnent ancune solution. 
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Il nous reste à calculeur les valeurs de y, L et M. 
Dans le cas (a), ôn peut supposer 

A = a + 1, B = a — l\a(a2 — 1) =4= 0], ax = a2y li = 4r. 
On obtient 

l c(.a+i)(tt-tO e(a-i)(v-u) 
13 = Oi 1 + e2 (u—v)y y = 4ai 1 + 

„Sia+ttu I /](«-!)« J 1 yâCLU ( a + l ) 2 . ¿2(«+l)U p. ^(a-l)a 
~ ~ 8 a ( a + l ) ^ BoiC« —1) 1 2 a!2« 

tf = M ¿<«+1). + «.(*-!) . _ A * - _ (^zlZ + 
2 (a + 1) 1 2 (a — 1) a 2 1 

6e2("~v) 2 a , 
+ (1 es(u-«))a — l_f . 6 a 

Dans le cas (¡3), on peut supposer B=l, aL = a2, = On 
obtient , ' „ ^ 

1 1 evu 

p—^i + fi*-»)? y— — + 

• 6 e 2 6 2 a 1
2 ( l + e2(*-»))2 

, 1 1 
^ at

21 + e2 

Dans le cas (yx), on peut supposer B = 1. a± = a2, h = 3. On 
obtient 

^ 1 eM w 2 M 

ai 1 + « î 1 + e U~ l 

T — f i J l ^ u i al&2 2li , 1 i l 3 

^ Q i „ 2 o T 4 2 2 «i2 (1 + 
, 3 1 
V 1 + e 

„3« 1 I 3 J f = e40 -f ^ e*v — e3" — 
4 2 2 ^ aj2 (1 + e—")2 1 + e"-»' 

Dans le cas (y2) on peut supposer B==l, aL = 1, /i — 3. On obtient 

/î = e « — 7 = /ce2("-») 
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5. Il nous reste à examiner les équations (J56). Remarquons d'abord 
qu'on peut supposer 4=0; on effet, si ^ = 0 ou &i = 0, on retrouve 
un cas particulier de (2?4). Les équations I I (15) donnent 

ce-A(u-v) gA (u—v) y  
at (u — v) -j- a2 «i (u—v) + a2 

U = = ¥ l e i A U [ a i M 2 + ( a i & s + ^ ~ + 

+ 2 1 ? 2 J — + ~2~ + h \ + d l 

(12) 

y—- «i à 2 A* 
% a\b2—a 2 bx. 

aL b2 a2b1 -
+ *] + 

(13) 

^ 2 4 2 24, . 2 

Si 4 = 0, les équations (13) sont h remplacer par 

(13b..> 

Des équations (12) on déduit aisément 

F-L — C 

en posant pour abréger 

i l 3 1 
s 2 s1 Fo = c _ A \ , 3 J . 

ai e 2 

(14) « = AX (M — Î>) -j- «a-

En substituant ces valeurs dans l'équation I I (13) on trouve après 
un calcul un peu long 

6 ax (aï2 -j- c) 6 A (aj* -f c) 7j + eA{u~v> + 
2 c42 -)- tti (3 4 2 -j- 2 d2) _ 4 ( 4 2 + 2rf21 

diS2 s J 
, ,-Aiu-v, [6 ai («I2 + c) , 6 4 (ai2 + c) 

+ e [ ^ ï " » - - + 
2 c 4 2 -f- <h2(342 2 , 4 ( 4 2 - f - 2 d : 

(15) 

Ici 7̂  = 0 si A^zO, et si A — 0 

cbii 1_ ,a22 2 a2
3 2a1a2h\ 

On voit tout de suite que l'hypothèse A = 0 ne donne aucune solution 
nouvelle. En effet, le coefficient de s est si c = 0, y = 0 et nous 
avons déjà remarqué que nous devons supposer ¿ ^ ^ O . Au contraire 
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si 4 4 = 0 on obtient de (15) immédiatement 

c = —Oi3, 2 ^ = — 4 2 , 2 d2 = — A\ 
On peut supposer 4 = 1, a2 = 0, bx = b2 et on obtient 

1 ev~n 

0 — — - -, ? = a 1: M V V M' 

z = 1 ¿1. ( a , M 2 + *) - - 1 - -

* «8 , M 1 . 1 3 1 . 
(u — vy 

M= e^(a, M 2 + h) — ^ + — - ^ T ~ — 2 v 1 y 2 1 u — v 2 (u — 

Tableau de quantités ft y, L, M, relatives aux surfaces qui ad-
mettent un groupe continu à un paramètre de déformations pro-

jectives en elles mêmes. 

Les transformations du groupe sont 

Û = U-\- t, v = v 
pour l'espèce 4 , et 

û = u-j-t, V = V t 
pour l'espèce J5. 

Espèce A. 
1° /?.= 1, y = v, L = 2au, M= — u + av2 + b. 
2° . 0 = 1, y = eAv + e~A% 

L = — ~ti2 + ay M= — Au(eAv — e~Av) + b. 

9vo Î Î 2 

O /? = 1, y = ev, L = — M= — uev -\-b 

Espèce Bv 

ici x = u — v, et JP, fonction de x seule, est solution de l'équation 
différentielle du quatrième ordre 

Htf ôda?+6â& dx + e + J + 

, 0(d*F dF\( dF \ dF(0d?F dF\ n 

F est fonction de x = u — v seule et vérifie l'équation différentielle du 
second ordre MTP 
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Espèce Bj,. 

ici encore, .F est fonction de la seule variable x = u— v et satisfait 
à l'équation différentielle 

• ^ - * m - 1 ^ ^ + 1 r ^ r 2 r 
te - r ; L2 ck4 4 \ d x ) dx1 dx* ' 8 V. dx J \dx- J ^ 

7° /î = (l — a) F+b, y = aF,_ 

L = — au — + . f a (1 — a) F* + 2abF, 

M=v + %a(l — a)F*-\-abF. 

F est fonction de la seule variable x = u — v et vérifie l'équation 
différentielle du troisième ordre 

8° = ^ H y = -£-+b, 
UT—V 1 U V 

T 3 a® l I 1 72 L = u - - s r 7 vr + - - r 2 (w— v)À 1 w—-v 2 

3 a2 « ^ , i 
J f = » — - H " / v- h i ^ • 

2 (w — M—v 
Espèce Bz. 

e («+1) C»-») 4 e 
ûo R v — _ 

f ( a + 1 ) w a» g » ( « - i ) . _ . ( « + 1)8 . 
2 a + l 2(a — 1) 2 ^ 

4 | _ (çg 5) g * 0-*) + g — 1] 
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* = Ï Ï Ç T F T ) + H Ç T = î î ^ 
4[(g--7)e*("-») — g + 1]  

+ (e4 ("-') —1)* 

g (a+1 ) («-*) — 6 (a+3) ») 
10° ß±=2a~ 

y--

1 _ e * ( u - v ) 9 

2 r M ) M - g - M M 

. 6>(a+i)« . e . ( a - i ) « _ (« + * ) ' . 
2(g + l ) 2 (a — 1) 2 

2J (g + 3) — (g + 6) ) — (g — 3) 62 (*-») + 1] 
+ — 9 

M= , h TT 6 2 (a+l)H — ^ ^ 4-
2a (g + 1) ^ 2 a ( g — 1 ) 2 ^ 

2 [(— g 4- 3) + (g — -f (g -f 3 ) — 1] 

11° ß = 2 a 

(1 __ eMu-v)y 

6(a+l)(tt-v) g (a+3)(«-*) 
1 — ») 7 

2 e-i«-3) («-«O - f (»-*) 

2[— (g -f- (g + 6) - f (g — 3)6>2("-') + 1] 

M= 0 n 62 («+1)y -f 6
 e2(a-l)V _ + 

2 a ( g - j - l ) 2 a (g —1) 2 
2 [(g — 3) 6G ("-») + (g — 6) e* ("-') — (g + 3) e2 ("-») — 1]  

i (1 

GU—V 2 (>U—v 

^ = "9- ( e e ) — -9- + «c - r ; 2 t ^ - r ^ _ j _ 

*r « / . 1 e . 6 e2 (u~v> 
2by ' 2 l+'e«C—))'»' 

6,u—y g g"—v 

13° ß = 2a\ y 

T " ¡ A 1 g e 3 ( u — v ) 

2 v y 2 (i _ e2(«-»))a> 

ě ~ 2 b { e ' 2 a (1 — «»(—))»• 
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14° 3 = — y = , 
" ev—» ¿u—v' * " v ev~~ 

3 a2 1 
L = l{e2 « — 6 - 2 «) + c - ^ _ e V _ n y , 

Sa2 1 
M= b (f* - e + c r 

4 bev-" — aeu~v ^ 4 ae"_"— beu~v 
1 5 ° I3 — ^ q r j et(•-»)_e3(»-»)' ~ a -f- & e2("-") — 

,_2„ 1 4 a (a ž>) 
2 (o + by ^ 

4 [6q&e8("-»> — (7 a2 + 5 S3) e4("-"> -f- 6 a b e 2 ^ ) -f a2 — b2J 
' («+&)* —1)» 

2 1 (a + &)2 ' 
4 [6 g&e6(«—) — (5 g3 + 7 &3) «*(»•—) + 6 aže2(»—) — a2 -f- &a]  

+ (a + by («*(«—) — l)2 

(w—v) 0u—v 
160 ß = a i '2<n-v,> r = - « î l — e2 ("-") ' ' 1 — e2 ("-»)' 

r _ h e u , 1 <.„ 1 . a3 5ea("~") — 2  
2 a e " — Y - 2 " ( 1 — e

2(«-»))2' 

2 a 2 2 (1 —e2«"-"))2' 

17° ß — 2 e3("-") , *—, + a , ^¡7—\ 

y = 2 e—» + ^ ( „ ^ — a (,«-,)), 

5 (1—a2) e«(—«)—2 (4—a+4a8) a2) e3("~»>+2 (1—a-j-a2) 

' (1 _ («-»))2 • ' 

M= b (e0v + 3e2") — + 

(1—a3) 2 ( 2 + a + 2 a 2 ) e*("~")-f-5 (1—a2) ¿(«—>—2 (1—a+«a) 
+ (1 : e* («—»))» 

18° ß ,2(v-u) __l> ! — ¿í(u-v) _ 1' 

L - b » 4- 2 e2«ï 4- C - * - * 4 e 2 ( " ~ y ) ~ 1 

i , — 0(e - j 4 2 (e1 («-")_ 1)2' 
X, 1 , « • N I , a2 o8 2e2("-") — 1 

M=b(e*» + 2e">) + c + T - Y (M_p) _ 1)8-



' " " V <*-M> — 1' 7 ~ a e2 (M~v) — ť 
a - 4e2(M 1 

+ + C-2 {¡ ¡ {u_v) _ 1 )3, 

j f 1 ^ i i c + 2 g 2 ^ 1 

90» ñ — ß2 (U~V> + Jje"~") _ e2^"-") (a 4- be"-")  
P— i ._ c s(«-») > y — i __e»(®-») ' 

L = c (c*" + 2e2") — y — y — 62 -
_ 1 6 abe3 (»—> + (4 a2 + 5 &2) e2 ("—) — a2 — 2 ¿2  

2~ ( i __ es c«-»))* 

iiz — c ( e - f - ¿ e j — 2 — j. (i 

¿>3 (w—y) (t>—ît) 
2 1 0 P = r = a 1 _ e 3 ( v _ u y 

" — 1 — ¿Hu-v) y--Y— i_e2(v-u) y 

L = b(2e«u + 3e±u) — ^ - a 2 + 

1 8ae*iu-vy- (6 + 5 a2) e2 ("-») — 2ae"-» + 3 + 2a2  

+ 2 ( l — ß* («"«))* ? 
M= b (2 e6v + 3e i v) — 2 — 

1 2 ae3 — 2 a2 e2 — 8 + 3 + 2 a2 

~~~2 (1 — e2(u~v))2 ' ' 

(q + e"-«) {g-\-ev-u) 
¿ó P— i_¿i{u-v) y -Y— 1_e2(v-u) y 

L = b (2e«u + 3 — — a2 + 

1 — 8 ae3 (*-) — (6 -f 5 a2) e2 + 2 aeu~v + 3 + 2 a2 

+ Y ( 1 _ g« («-*))» ; 
M = b ( 2 e 6 v - \ - 3 e l v ) — 2 + 

, 1 2 ae3 ("-') + 2 a2 e2 (»-») — 8 gg"-* — 3 — 2 a2 

Espèce Bt. 

24° ß = —— y = —7—-—r e«-", 
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7 « 1 1 3 1 

M ~ aVC 2 + u — v 2 (u — v)2 

25° ¡3 = a(u — v), y=l, 
L = — 2a2u2 + a(u — v) + b, M=2au + 

Espèce B5. 
j e(a+i)(u-v) 6(a+i )(v-it) 

26° P = — 1 + y r=4a
1 + e2(v-n)> 

r p2(a+i)« _L_ C ,,2(a-l)u I ^ p2au _ 

(g + 1)2 6e2("-») 2 a 
~~ 2 2 ("-*)) * ' 

Tuf = e 2 (a+l) V I 4 f l C
 e 2 (a—1) * _ JL e a a « 

g-j- 1 a — 1 g 
(g — l ) 2 6e2("-») 2g 

2 + (1 + 62 ("-v))2 ~~ 1 + e2 

qU—V gV—U 
2 7 0 P = a14-e*W 7 = ~ a l + 

9^2 p2(u—v) 1 
-[-ce 6 ^ 2 ( l + e2(w-v))2 l + e**«—>' 

1 3 n2 p2 ( " — 1 
2 2 (1 + e2(«-»))2 1 l - f - esi»-")' 

—V pV—U 
28° P = a ? A , y = 2 a q - 4 , 

JE = + + 1 + 8 f l , + 3 a 2 

3f = 2 (6 e4» + ce2») — e3 » — i - + 3 a2
 2 — 3 a2

 :
 1 

2 ' (1 + eu~v)2 1 + eu-«° 

29° ¡3 = eu-% y = ae* 

L= + — e3w — 2 + 3aev~u, 1 a 
M=ceKv — eZv — \. 

Espèce 
1 P U—V p v—u 

30° P = — ~ , y=a- , a u — v v — u 

L = (bu* + c)e2u — j — 4-, 1 ^ —» 
v 1 J 2 2 (u—f)2 u — v 

M= a2 (bv% -f- c) - 1 3 1 ' 1 
2 2 (m— v ) * * u — v' 
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