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ROZPRAVY II. T R I D Y CESKE AKADEMIE. 
ROČNÍK XXXVIII. člSLO 3. 

Sur les correspondances asymptotiques entre 
deux surfaces. 

Par 

Eduard Čech. 

Dans la première de deux Notes portant le même titre que ce Mé­
moire (Rendiconti Lincei, (6) 8, 1928, p. 484-6et 552-4) j 'ai introduit deux 
invariants projectifs r, s d'une correspondance asymptotique entre deux 
surfaces. Ces deux invariants permettent de partager les correspondances 
asymptotiques en trois espèces. Le premier Chapitre de ce Mémoire con­
tient les démonstrations des résultats énoncés dans la Note citée ; en outre, 
je donne un résultat relatif aux correspondances qui ne conservent que 
les asymptotiques d'un seul système. Dans le second Chapitre, je déter­
mine toutes les surfaces qui admettent un groupe continu, à deux para­
mètres au moins, de transformations asymptotiques de troisième espèce. 
Pour la seconde espèce, je partage les groupes correspondants en deux 
catégories; pour la première,je détermine encore tous les ca* où le groupe 
a deux paramètres au moins; pour la seconde catégorie, au contraire, je 
me borne ici à quelques remarques préliminaires. 

Dans la seconde des Notes citées j 'a i appliqué les invariants r, s à. 
l'étude des congruences W. Les démonstrations des résultats y énoncés 
seront données dans un Mémoire ultérieur. 

Chapitre I. 

Les invariants r, s d'une correspondance asymptotique. 
§ 1. L'invariant de Smtth-Mehmke. 

Je commence par rappeler une proposition classique: Soient C r 
deux courbes ayant en un point commun A, la même tangente et le même 
plan osculateur; alors le rapport des courbures de r et de C au point A est un 
invariant projectif. Pour abréger, j'indiquerai cet invariant par. 

J (C, T; A). 
Roipravjr: Roc. XXXVIII. TT. II. Ciilo S. 1 
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Cet invariant est indéterminé dans le cas où A est un point d'in­
flexion simultanément pour C et T. Si A est un point d'inflexion pour C 
(pour .T) seulement on a J — oo (J = 0). Si A n'est point d'inflexion ni 
pour C ni pour r, J a une valeur finie et différente de zéro. Évidem­
ment .7 = 1 alors et alors seulement si C et T ont un contact du second 
ordre au point A. 

La proposition que je viens de rappeler a été donnée en 1891 par 
M. R. Mehmke (Zeitschrift f. Math. u. Physik t. 36, p. 56.). Pour la dé­
montrer il suffit évidemment de considérer le cas simple où C et f soient 
situées dans un plan ». Or dans ce cas la proposition a été donnée en 
1869 par H. J. S. Smith (Proceedings of the London Math. Soc. (1)2, 
p. 212 Je propose donc d'appeler J l'invariant de Smith-Mehmke. En 1897, 
l'invariant J a été retrouvé par C. Segre (Rendiconti Accad. dei Lincei, s. 
V, vol. VI) ; Segre définit J comme limite d'un certain rapport anharmo-
nique. M. E. B o m p i a n i a donné une application intéressante de 
l'invariant J relative à une équation de Laplace (Rendiconti Accad. dei 
Lincei s. VI, vol. I I I , 1926). M. K l o b o u ë e k a généralisé en appli­
quant l'invariant / , la quadrique de Lie (Rozpravy ceské akademie t. 
35, 1926). Moi j 'ai aussi appliqué plusieurs fois l'invariant J (v. p. ex. 
Geometria proiettiva differenziale, p. 475). 

§ 2. Correspondances demiasymptotiques entre deux surfaces. 

Soient S, Sx deux surfaces non développables rapportées aux coor­
données curvilignes u = uv v = ut. Soient 

£ a„t du, du, dut £ b,* du, du, dut 

£ a„ du, du, ' £ b„ du, du, 

les éléments linéaires projectifs des surfaces S, Sv 

Les coordonnées curvilignes u, v définissent une correspondance 
entre S, Sv Supposons que cette correspondance soit demiasymptotique, 
c'est-à-dire qu'aux asymptotiques d'un système de S correspondent des 
asymptotiques de Sv Sans restreindre la généralité, je peux supposer que 
les courbes v = const. soient des asymptotiques pour S et pour Sv Alors 

(1) an = bn = 0, 

ainsi que, d'après les équations fondamentales de la théorie projective 
des surfaces1) 

(2) 

Э-җ _(Ъloga12 đ 2 2 a ш ЙЦ.W* , % э * • Ь x 

3 «- V Э w Й.2- "*" йiг / Э u ~ a12 Э v ~ V ' 

**i_Пlo%Ъ12 b22bul ž>nгЛг*i , Ьш Э*. 
Эи- ~ V Эu & 1 2 - "t" b12Jдu^ blt Э« ^ 4 • 

l) V. G. Fubini et E. Cech, Geometria proiettiva diíferenziale, §14(1). Do­
rénavant, je citerai ce livre par G P D. 
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Ici, x (u, v), xl (u, v) sont les points mobiles de S, Sx. 
Fixons maintenant un point x (u, v) = A de la surface S et désignons 

par K une homographie qui transporte Sx en une surface Sx ayant, au 
point A, un contact analytique1) du premier ordre avec la surface S. 

En désignant par K y le point transporté du point y, on a évidemment 

(3) R*,=*. Ra * - 3 M + a * . A a ; = T 7 + r«*, 

où les paramètres .1, u peuvent être choisis arbitrairement. 
Soit, pour un moment, C l'asymptotique v = const. de S passant par 

le point fixé A et r l'asymptotique correspondante de la surface S1 trans» 
portée de Sv Pour un déplacement le long de C on a, d'après (2X) 

* + d x + y2 d* x (1 + yt p du*) x + 

(-) + [du + (...)du*} î * + ' i a™dul\X
v • 

Pour le déplacement correspondant le long de r on obtient de (22) 
et de (3) 

K(x1+dxl + % d-*,) = l+ldu + (...)dur\x + 

(R) +[du+{...)i*lll + , - ^ t
1 ^ ! * -

Les courbes C et -T ayant, au point fixé A, la même tangente et le 
même plan osculateur, je pose 

(6) f = r (u, v)=J (C, r; A). 

Des équations (4) et (5) on calcule 

(7) r = & m "}* . 
«in &i-

La fonction r (u, v) ainsi déterminée ne dépend point des paramètres 
l, u, c'est-à-dire du choix de l'homographie K. D'après sa définition même, 
elle ne change pas si l'on remplace 5 ou S t par une surface homographique. 
De l'expression (7) on voit en outre que r ne change pas si l'on remplace S 
ou Sj par une surface projectivement appliquable; cela aussi était pré-
voyable a priori. Si l'on remplace S ou St par sa corrélative, l'invariant 
r change de signe1). 

§ 3. Demidéformations projectives. 

Si l'on a indentiquement r (u, v) = 1, alors je nommerai la correspon­
dance entre S et St une démidéfortnation projective (relative aux asympto-

») Pour la notion du contact analytique, v. GPD, § 3 ou bien E. Cartan, Sur 
la déformation projective des surfaces (Ann. de l'Ec. Norm., s. 3, t. 37, 1920). Je 
citerai dans ce qui suit ce Mémoire important par l'abbréviation Déf. 

») V. GPD, f 13 A. 
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tiques v = const.). Cela suppose que les asymptotiques v = const. ne 
soient pas rectilignes ni sur S ni sur Sv 

Une correspondance entre deux surfaces S, S, est donc une demi-
déformation projective si 1° à un système [C| d'asymptotiques de S cor­
respondent des asymptotiques [r] de S, ; 2° A étant un point arbitraire de 
S, et K étant une homographie qui transporte S, en une surface S, ayant 
un contact analytique du premier ordre avec S au point A, l'asymptotique 
C a en A un contact du second ordre avec l'asymptotique ."correspon­
dante de S,. 

Or choisissons arbitrairement deux surfaces S, S, rapportées aux 
coordonnées asymptotiques u, v pour S, «,, vt pour S,. Les asymptotiques 
v = const. de S et les asymptotiques vt = const. de St ne soient pas recti­
lignes. Il existe toujours une infinité de demidéformations projectives entre S 
et St (par rapport aux asymptotiques v = const., vt = const.). On peut 
prescrire arbitrairement la loi suivant laquelle aux asymptotiques v = const. 
de S doivent correspondre les asymptotiques vt = const. de S,; en outre, 
k étant une courbe arbitrairement choisie sur S (différente des courbes v = 
const.) on peut encore prescrire la courbe correspondante de St ; il existe alors 
deux demidéformations satisfaisant aux conditions prescrites. 

La démonstration est facile. Je peux choisir les paramètres v, vt de 
manière qu' à chaque asymptotique v = a de S doive correspondre, dans 
la demidéformation cherchée, l'asymptotique vt = a de S,. Soient1) 

fi du3 + y diP fit duf yt dvf 
2dudv ' 2 dux dvl 

les éléments linéaires projectifs de S et de S,. Les asymptotiques v = const. 
de S et v, = const. de S, n'étant pas rectilignes, ou a2) fi fit 4= 0. Soient 

(8) «x = <p (u, v), v1 = v 

les équations de la demidéformation cherchée. En vertu de la substitution 
(8), l'élément linéaire projectif de S, prend la forme 

A (.>+.: *;+*-•''(.: *•+.>)• 
ainsi que, d'après (7), 

r *» (9*Y r fi \du/' 

Condition pour la demidéformation projective est donc 

du )fi(u,v) 

') V. GPD, § 16 A. 
*) GPD, § 16 B. 
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Soit encore u = / (v) l'équation de la courbe k donnée sur S, et % = 
A (vi) l'équation de la courbe correspondante donnée. On n'a alors qu' à 
résoudre l'équation différentielle (9), en y regardant v comme paramètre, 
sous la condition initiale 

9 = h (V) P 0 ^ « — / (»)• 
On a deux solutions à cause de l'ambiguité du signe -\f. 
L'énoncé qui précède n'est vrai qu'au champ complexe. Dans le 

champ réel, il faut encore avoir soin que la quantité sous le signe V611 (9) 
soit positive. A ce but, faisons la définition suivante: L'orientation 
donnée par le paramètre v au système [v] d'asymptotiques v = const. de 
S soit positive si 0 > 0, négative si fl < 0. On voit tout de suite que cette 
définition est intrinsèque1). La correspondance prescrite entre les asympto-
tiques vt = const. de S et v = const. de Sx doit alors conserver l'orien­
tation positive, et cela suffit pour la réalité des nos demidéformations. 
On peut encore distinguer géométriquement les deux solutions de notre 
problème; La courbe donnée k de S partage S en deux régions R', R"; 
pareillement la courbe qui doit correspondre a k sur Sj partage Sx en deux 
régions R\, Rt". Dans une des deux solutions, à R' il correspond la région 
R\ ; dans l'autre, la région Rj". Je laisse la démonstration au soin du lec­
teur.2). 

§ 4. Les invariants r, s d'une correspondance asytnptotique. 

Dorénavant, soient S et Sx deux surfaces non réglées en correspon­
dance asymptotique . Soit (u, v) un système de coordonnées curvilignes 
asymptotiques pour la surface S, dont l'élément linéaire projectif a donc 
la forme 

fl du3 + y dv3 

2dudv 

Pour la surface Sj faisons usage des coordonnées curvilignes asymp­
totiques correspondantes, et soit 

ft du3 + y1dv3 

ïiudv 

l'élément linéaire projectif de Sv Les surfaces S, Sx n'étant pas réglées, on a 

fl Y fli Vi * 0. 

') On peut donner une définition géométrique simple de cette orientation: 
Choisissons un point A »= (ti, v) de S. Soit c% une courbe touchant en A .'asympto­
tique p-s * et ayant en A une inflexion. Au voisinage de A, ct partage 5 en deux 
régions, donc l'une, soit R, contient l'asymptotique v = « . Dans le cas d'orienta. 
tion positive, les asymptotiques v » const. > % appartiennent (au voisinage de A) 
à la région R. 

•) On voit que les correspondances r=e (ou e+Oest une constante donnée) 
jouissent des mêmes propriétés que les correspondances r •» 1 ici étudiées. 
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Portons d'abord notre attention sur les systèmes correspondants 
v =- const. d'asymptotiques de S et de Sv Du § 2 nous connaissons la sig­
nification de l'invariant r = r(u, v), dont l'expression actuelle, d'après (7), 
est tout simplement 

Or maintenant les systèmes correspondants u = const. d'asympto­
tiques donnent lieu à un autre invariant que je désignerai par s; évidem­
ment 

s - * . 
Y 

Les invariants r, s ne changent pas si l'on remplace une des deux 
surfaces S, Sx par une déformée projective, et ils changent de signe si l'on 
remplace une et une seule de S, Sl par une surface corrélative. 

Les invariants r, s permettent de partager les correspondances asym-
ptotiques entre deux surfaces non réglées S et S t en trois espèces: 

Pour la première espèce, r (u, v) et s (u, v) sont deux fonctions indé­
pendantes de u, v (c'est évidemment le cas général) ; pour la seconde espèce, 
r et s sont dépendantes, mais une au moins n'est pas constante; pour la 
troisième espèce, r et s sont des constantes. 

Parmi les correspondances de seconde espèce, troiscasparticulieis sont 
remarquables: 1° r = 1 ou s = 1 ; ce sont les correspondances asympto-
tiques qui sont en même temps des demidéformations projectives ; je pro­
pose de nommer ces correspondances les demidéformations asymptotiques. 
2° rs = 1 ; ce sont les correspondances qui conservent la forme normale 
2fiydudv de M. Fubini (GPD, § 15 D). 3° r -= s; ce sont les correspon-
nances qui conservent les lignes de Daiboux.1) 

•) Cela est analytiquement évident, l'équation différentielle de lignes de Dar-
boux (GPD. § 11 B et 12 A) étant fidu* + ydv* — 0. Mais cela résulte aussi de notre 
définition géométrique des invariants r, s en vertu d'un quelconque des théorèmes 
suivants: 

1* Considérons une cubique plane passant par un point A de S, y ayant un point 
double et telle que chaque branche ait en A un contact du second ordre avec une asympto-
tique de S ; alors les trois points d'inflexion de la cubique sont situés sur les tangentes 
de Darboux de S en A. (E. Cech, O kfivkovém a plosném elementu tretihofâdu pro-
jejrtivniho prostoru, Casopis pro pëst. mat. a fys., t. 50, 1021, p . 240). 

2* Dans le plan tangent à S au point A considérons les deux paraboles donc cha­
cune à en A un contact du second ordre avec une asymptotique de S et donc l'axe soit pa­
rallèle à la tangente de l'autre asymptotique en A; les trois intersections, divers de A, de 
ces deux paraboles appartiennent aux tangentes de Segre (conjuguées aux tangentes 
de Darboux) (E. Cech, L'intorno d'un punto d'una superficie considérât» dal punto 
di vista proiettivo, Annali di Mat., s. 3, t . 31, p. 205). 

Le théorème 1* a été retrouvé par M. A. Terracini (Rendiconti Accad. Lincei, 
s. 6, v. 3, 1» sem„ 1926, p. 501). 
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§ 5. Correspondances asytnptotiques de troisième espèce; cas r — s. 

Le cas r = s =» 1 est bien connu ; la correspondance entre S et S t est 
une simple homographie ou bien c'est une déformation projective propre­
ment dite.1) 

Considérons maintenant le cas f = s -=» c, ou c + + 1 , c 4= 0 est une 
constante donnée. Rappelons2) que la surface S est déterminée (aune homo­
graphie près) si l'on connait en fonction de u, v, outre les coefficients fi, y 
de l'élément linéaire projectif, deux autres quantités L, M. Les quantités 
fi, y, L, M étant données, la surface S existe alors et alors seulement si 

l m L, = -(2fiyu + yfiu), Mu = - (2yfi, + fi y,), 
K™> fiM, + 2Mfi, + fim = yLu + 2Lyu + yuuu, 

les indices u, v indiquant des dérivées partielles. Désignons par filt ylt 

Lt, Afj les quantités relatives à la surface Sv Dans le cas qui nous intéresse, 
on a fix = cfi, yl = cy, ainsi que pour Slt les équations analoques à (10) 
sont 

fllï L1,--c*(2fiyu + yfiu), MlU = - c-(2yfi, + fiyv), 
K ' fiM1, + 2M1fi, + fim = yLlu + 2L1yu + yuuu. 

Considérons la surface S comme donnée et essayons de déterminer 
Sv Les équations (10) deviennent des identités et il s'agit de déterminer les 
quantités L^, M1 de manière à satisfaire aux équations (11). Or en posant 

12) L1 = c*L + (c*-l) U, M1 = c*M+ (c--l)T 

et tenant compte de (10), les équations (11) prennent la forme 

U, = 0. Vu = 0, 

(13) fi V + 2 fi, V - fim = y U' + 2yu U - yuuu. 

La quantité U (V) ne doit donc dépendre que de u (v) et j 'a i indiqué 
sa dérivée par un accent. 

L'équation (13) ne contient plus c; on a donc le résultat suivant: 
Si la surface S est telle que la correspondance avec r = s = c est possible 
Pour une valeur de c (4= 1, —1, 0), la correspondance et possible pour chaque 
valeur de c. 

Si l'on a fim = yuuu, alors l'équation (13) est vérifiée en posant U = 
V = 0. Inversement supposons qu'il existe une solution U, V de (13). 
Choisissons alors une solution f (u) 4= 0 de l'équation différentielle 

2 / " = fU, 

et une solution g (v) 4= 0 de l'équation différentielle 

2 g" = g V 

») Au sujet des déformations projectives, v. Déf ou GPD, Chap. VII et VIII. 
•) GPD, § 16 D. 
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et posons 
_Ç du _ Ç______ 

* JL/(«)]'. ' Vl~)[g(v)}'- ' 

En introduisant «j, fllf au lieu de u, v, comme coordonnés curvilignes, 
l'élément linéaire projectif de S prend la forme 

Bdu* + Cdv* 
2 d^ dv1 

et on déduit de (13) par un calcul que j'omets que 

& B _ &C 
~J~v~~~ Su3 ' 

On a donc le théorème suivant: Une correspondance de troisième 
espèce avec r = s=c(c=j=l, — 1,0) est~possiblc alors et alors seulement si l'on 
peut choisir les cordonnées curvilignes u, v de manière que l'élément linéaire 
projectif de S ait la forme 

n . v <P««u du3 + y _ dv3 

{ ' Idudv 

On obtient alors une correspondance du type cherché en déterminant 
S1 de manière que1) 

ft = c ç w , n = cç>—. Lx c*L, M1 — c*M. 

Les coordonées curvilignes u, v ne sont pas entièrement déterminées 
par la propriété que l'élément linéaire projectif de 5 prende la forme (14)i 
De ce qui précède il résulte que les substitutions 

_ a_u_+b1 _ atv + b2 

" ' - c.u + d, ' V'~ c,v+dt ' 

où a1, \ ... dt sont des constantes, ne changent pas la forme (14) de l'élé­
ment linéaire projectif. Dans des cas particuliers, d'autres substitutions 
peuvent avoir la même propriété. 

Les correspondances ici considérées dépendent de six fonctions arbitraires 
d'un argument. Pour le démontrer je ferai usage des méthodes si puissantes 
de M. Cartan. Attachons à la surface 5 un système de référence normal.-) 
On a alors, faisant usage des notations de M. Cartan, 

Ira, = o, » , , = mlt mtl — mt, mu — m2, to2S = » , , 
»oo — o>u = «»2- — n3t =- 2 « a»! — 0 m2, 

1'°' R . - ».- - - u - 3 , = am1-2fim2, 
\m3t —m10 — km1 + um2, m^ — m31 vm1 + çmt, mM = çm1 + kmt. 

l) Si S est projectivtment indéformable alors St doit nécessairement être ainsi 
choisie. Je ne sais pas qu'elle est la généralité des surfaces projectivement défoimables 
du type ici envisagé. (Iciappartiennent p. ex. les surfaces pour les quelles /? = y = 1). 

») Déf., pp. 280-286. 

III. 



0 

L'élément linéaire projectif de S est 

m,8 + <a2
8 

(16) 2œ1€32 ' 

Rappelons1) les relations extérieures 

(17) to\ — 0 [ajĵ  <o2], m'2 = —ce [«! m2]. 
.» 
A la surface St attachons aussi un système de référence normal; 

pour Sx, j'écrirai Si, a, /? etc. au lieu de a, a, §, etc. De la forme (16) de 
l'élément linéaire projectif il résulte que je dois écrire 

Sl1 = c tolt Si2 = c ra2. (c =J= 1, — 1, 0) 

De (17) on déduit maintenant que 

a — c a, fi — c§. 

On aura donc 

(18) 

SŁ3 = o, SŁУ = c (Dj, SŁ2 = c ю2, 
SŁ13 = cю18, SŁ23 = cю2а, ß 1 2 = cю12, SŁ21 = cю21, 
Ä U — Л « = Ю l l — a*» ß 2 2 — ß € » = «22 — Ю0.» ß з з — Я 0 » = ЮS8 — И Я l 

&32 — iß 1 0 , ß 3 l = ®Ч»-

Les équations (15) et (18) contiennent toutes les conditions du pro­
blème. 

Par différentiation extérieure, on déduit de (18) 

c2 — 1 
[oij, cSilt — «D10 - — m,] = 0, 

c2 — I 
[œ2, cSlm - m20 ^ — "il = ° ' 

[»i. cSll0 - »10] + [ra2, cSl20 - a20] = 0, 

l/»i «20] + [a»2 a » ] = 0, [œ, Sln] + [a>2 &10] = 0. 

On peut donc poser en introduisant deux quantités auxiliaires M, V.2) 

c2 — 1 
c 8 , 0 - »10 = — - — (M»! + o»2), 

c2 — 1 
c .a20 - <D20 = g— («! + t> (D2), 

c2 — 1 
cfiso - a>30 = — - — {vm1 + M» 2 ) . 

D'ici on déduit par différentiation extérieure 

[av du + (3 a 2 /? w) œ2] = 0, 
[a>2, rft» + (3 /3 — 2 a v) • . ] = 0, 
[du 4 o M «p wj + [du — 4 fi v <v2, a)jj = 0. 

') 1. c. (26). 
*) Les lettres u, v ne signifient donc plus des coordonnés curvilignes. 
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On peut donc poser, en introduisant une nouvelle incbnnue auxi­
liaire w 

du + 2 u (mM — •„) + 3 a ro2 = w mv 

dv + 2 v («,„, — mtt) + 3 fi ». = w ro2: 

En différentiant extérieurement ces équations, on trouve 

dw + (mM - ro3S) w + 2 (2 w - 1) r ». + 2 (2 u - 1 ) « «2 = 
— 3 (B/P - /»,) a», + 3 (5 a* - a.) »2, 

les quantités av fit étant définies par1) 

tf a — a, ro1 + (a fi + 3 u 3 v 1) ro2, 

(-9) 2 4 
dfi = (mfi 3 „ + __,, - l ) r o . 02ro2. 

En définitive, il s'agit de discuter le système de Pfaff 

ro, = 0, roia = m2, ro2, = mv «12 = mv mn = ro2, ro31 = ©20, o31 = »,0, 
oll — m00 = 2aml + firo2, m2t — mw = amx + 2firo2, œ„ — ci-, = 

= 3 a «j + 3 fi mt, 
ro10 = X o1 + u ro2 , ro20 = v rox + o ro2, roM = a â  + A ro2, 

A o 
a7 a = ax rox + (a /3 + u + 3 v — 1) ro2, 

(20) 2 4 
i/ï = (a/î + T u + J » — 1) ^ + /ï, a»,, 
du + 2u (ffljo — rou) + 3 a o2 = ic » l f 

•*« + 2 w (ro,» — ro22) + 3 fi rox = w ro2, 
dit» + (aïoo — ro„) w + 2 (2 v — 1) v mx + 2 (2 u — 1) « o2 = 
= 3 (5/î2 - fia ai! + 3 (5 a- - a.) «, . 

En différentiant extérieurement toutes les équations du système 
(20), on obtient 

[iAro,-] + [<t>ro2] + (2fiX - 3a«) [». ro2] = 0, 
[tfwroJ + Lipro,] + (3/3v - 2 a 0) [ro. ©J = 0, 
[a.»••] + [ i l t i j + 4 (0o - a i ) [ro,»,] = 0, 
3 [d a, «J + 4 [a! u roj + 2 [a* v ro2] + 2 (3a./î - au + av) [ro. ro2) = 0, 
3 [dfitmt] + 2 [dp ro,] + 4 [<**•©.] - 2 (3a02 + .5u -j*») [», ro2] - 0 , (21) 

4 4 
[rf&ro.] + [rfal0i2] + -3-»[d»ro1']+ 3 « [d u roj + 
+ { 2 (u - v) w + 20 a3 - 20 /î3 - 14 a a, + 14 /ï /î,} [».. a»2] = 0. 

Les équations (21), en nombre de six, contiennent, outre », et ro2, 
six autres formes de Pfaff 

dX, dp, dv, dç, dav dfit. 

Déf., p. 286, (25). 

ш. 
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Le déterminant des coefficients de ces formes étant 

— 6 o)/ + 12 u «a.4 ©,- — 12 v n* at* + 6 at* 

on voit que le système (20) est en involution et que la solution dépend de 
six fonctions arbitraires d'un argument. Les caractéristiques sont données 
par 

ci/ 2 M ojj4 o2- + 2 v af mt* — at* — 0. 

Remarquons encore que les correspondances ici étudiées ont été déjà 
mentionnées par M. Bompiani dans le Mémoire1) Rappresentazione geo-

detico-proiettiva fra due superficie (Annali di Mat. ,s. 4. t. 1, 1923—24). 

§ 0. Correspondances asymptotiques de troisième espèce ; cas r ̂  s. 

Passons au cas r = cv s = ct, où cv ct sont deux constantes diffé­
rentes {c1ct + 0). Je vais démontrer que ces correspondances dépendent de 
huit fonctions arbitraires d'un argument. 

Je suivrai la même marche comme dans le cas r = s. Maintenant, 
on a évidemment 

H1 — a1 oj,, Slt = at o>2 
avec. 

ci ~ ai at '» ct = ai 1 ai 

ainsi que a1, at sont des constantes telles que a1 at -£ 0, af + at\ De (17) 
on déduit dans le cas actuel 

a a1a. (J = at@ 

ainsi que 

Sl3 = 0, Sl1=a1 mv Slt — at mt, 

(22) 
Sllt = at œlt, St23 = at CJ23, A , , = a1 OJ12, Sl2l — at<D.n, 
Sta — Stw = a u — m^, Sl2t — Slw = OJ2, — «„„, Sl33 — Sll)0 — OJ31 — a00, 
-*3J = ^"Ï0> ^ -31 = ^"20-

Les équations (17) et (22) contienent toutes les conditions du problême. 
Par diffcrentiation extérieure, on déduit de (22) 

r n ai fl2 I T /. 
[•,, ax Sil0 OJ1(I

 s
2 «J — 0, 

r r» *1 a 2 — I n n 
[ra„ at Slî0 ro20 ^ o»,] — 0, 

K &10 — ffl10> ffll] ai &20 ffl20. ffl2] - 0, 
ai ffli &2 0] + «» [«2 J-aJ °> 
«1 [ffll &30] + «2 [fflï &10 ] = 0. 

On peut donc poser, en introduisant deux quantités auxiliaires u, v 

*) V. aussi G. P. D, Appendice II (écrit de M. Bompiani), p. 723-5. 

III. 
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«i-2io ro10-wro.+ • ro2, 

_ O, Я . — 1 

я a ß 2 0 - ю 2 0 = ' и^ + v ю2, 

ß з o - ^ (» + ç ) " i + "î (« + A)и2. 
« J Uy 

Rappelons les relations1) 

\mldv] + » . ^ P ] + ( 2 O B - 3 V ( 3 ) mx ro2] = 0, 
(24) [°»i dç] + [casdi] + i(ka ç /3) [ro, ro2] 0, 

rox „ A] + [fflj rf /i] + (3 /i c 2 A /*) ro, ro2] 0. 

Par différentiation extérieure, on obtient de (23) 

[ro,, „« + ( 2 /? « я, я 2 1 . o) ю2] 0, 

(26) 

(26) 

ro2, dv + ( 2 « D 1 ., • «i «2 1 • I3) *».] — °. 

a,3 n»,, dv + d ç 4 (i (v ç) to2 + 

+ a2
3 ro2

3, du d X 4 a (H A) a», 0. 

D'après (24j) je peux poser 

d ç — 4 ç (l ro2 px ro, (- ff ro2, 
_ A 4 A a rox «r roj + A ro2. 

(27) 

Les équations (25) conduisent à poser 
3 

du = A ro1 + (2 /3 u . a, a2 1 . a) ro2, 
3 

dv = (2av— . ax «2 — 1 . /i) ro, + B ro2. 

En substituant ces valeurs de tt«, dv dans l'équation (26) on obtient, 
ayant égard à (27), 

a?(B + <s 4/3i>) = a a
3 ( A + <- — 4 c « ) . 

Je peux donc poser 

A =a1'w — a + iau, 
B = a2

3 w — a + 4 § v, 

ainsi que 
3 

du = (a,3 av ff + 4««)fflj + ( 2 ( . « - . at «2 — 1 o) ro2, 
__ 

3 
dv — (2 au — . Oj a, — 1. 0) Wj + (a2

3 w c + 4/J r) to2. 

») Déf., p. 291, (36). 
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En définitive, il s'agit de discuter le système de Pfaff 

«a = 0, o l s — OJ2, o>23 = fflj, oj j , ou,, « 2 1 = oj2, OJ31 — OJ20, ffl32 ffl10, 

ma — amt — 2aml+ fi o>2, o>22 o„ 0 a » j + 2 fi to2, o)33 alt9 

-= 3 a tol + 3 fi OJ2, 

mJ0 A es, + u OJ2, ÛJ20 = v ta. + o fi>2, ©a, — p tox + A ra2, 
(t* p = p. t». + (<>• i(ffi)a2,dk (o + 4 A a) ra1 + A2 o2 , (-8) 

3 
du = (ax

8 иv — a + 4 tt и) юx J- (2 ,4 и ' . a t a 2 — 1 . a) ю2, 2 
3 

i » = ( 2 « » „ . ax a2 1 . fi) tvjj + (a2

3 w» a + i fi v) ca.,. 

En différentiant extérieurement toutes les équations du système (28), 
on obtient 

4 2 
[OJJ( a* a + (1 a /î — 3 a — 3 v) ra2] — 0, 

[ û J 2 , < * / î + ( l - a / 3 - 3 a - * »)».] 0, 

[œv d v (2 (fa 'Svfi p.) o j 0, 
[OJ2, rf u + (2 A /i 3 a a A,) ra.] 0, 

2 4 
ro»i<*Pi]+ a-i d a] + {i(f (l 3 a 3 v ) + a < r 5/ip,} ÛJ.OJJ 0, 

4 2 
(29)^[t»1iff] + [ c J 2 d A 2 ] + { - 4 A ( l - 3 (i 3 v) /** + 5aA2} ÛJ. fflj = 0 , 

3 
[at

3dw d a + i u d a, et^ + [2 u d fi ala2 1 . du, OJJ + 

15 
+ {3a . 3 / i i c %fia + 2afiu+ ^ . ax a2 — 1 a-} [a>. OJ2 0, 

3 
[2 w d* a — „ . a, a2 — 1 . d fi, OJJ + [ a2

3 a*» a* ff + 4 t> at /î, o j + 

15 
+ { 3a2

3aœ< + 3 « « - 2a/Jw — . «j a2 — 1 /J2} [ o , «jj 0, 

Les équations (29), en nombre de huit, contiennent, outre to1 et ra2, huit 
autres formes de Pfaff 

d a, dfi,dv,da,d çv d çitd a,dw 

et le déterminant des coefficients de ces formes est (af — a,3) » / »2
4 = 0. 

Or a\ =)= a2
3, ainsi que nous voyons que le système (28) est en involution et 

que sa solution dépend de huit fonctions arbitraires d'un argument. 

§ 7. Correspondances asymptotiques de seconde espèce. 

Soient œ1, at deux formes de Pfaff indépendantes en deuxvariables ; 
les «.variants bilinéaires de ces formes soient 

(30) a , ' — b « . û j , ot' — — a [<Dj o j . 

III. 
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Soit t une autre variable et soient / (t), g(t) deux fonctions de /. Cherchons 
toutes les surfaces Sj dont l'élément linéaire projectif ait la forme 

GJj8 + w 2
3 

2 m. t»2 

avec 
«»i = / W • «>., ra2 = g (t) . o2, 

< dtant une fonction quelconque de « et ». Je vais démontrer que les sur­
faces Sx dépendent de cinq fonctions arbitraires d'un argument. 

Dans deux cas particuliers, à savoir: 1°/(0 = g (t);2°f (t)g.(t) = 1,1e 
calcul à été déjà fait par M. Cartan1). Le calcul est presque le même dans 
le cas général. Le problème conduit au système de Pfaff 

Û) 3 = 0, ra13 = <a2, o)2 3 — «Dj, 

(31) °»n = °»i. «»u + "»22 — raM — fi>38 = 0, m21 = »2, 
| my = f(t) . &lt ra2 — g (t) . w2. 

On en déduit par différentiation extérieure 

[c»,, »00 + to22 2 CJU] + [o»2) a3i — to10] — 0, 
[°»i. °»3» — o»10] + [ra2, OJ31 — <o20] = 0, 
r°»i» ra3i — ra20] + [ra2, <om + t»u — 2 o22] = 0, 

K, y dt — », + «„ — ra00] = 0, 

g' a 
[a>2, dt — y a». + a»22 — ow] = 0. 

Il se présente ici, outre <olt o)2, les cinq formes de Pfaff indépendantes 

°»oo — °»n» °»00 — o)at, o,a — <o10, ra81 — 02O, d t. 

En annulant le déterminant des coefficients de ces formes on obtient 

( dlogfl dlogf "\ 

g rax
s + _ L oi2

3 _ 0. 
dt dt J 

Le système (31) est donc en involution et sa solution dépend de cinq fonctions 
arbitraires d'un argument. Les caractéristiques sont données par l'équation 
(32). 

Par ce qui précède, nous avons démontré le théorème suivant: Soient 
donnée une surface S non réglée et posons 
(32) r = <p(t), s = <p(t), 
<p et 1> étant deux fonctions arbitrairement choisies (ç>~> + 0). Il existe des 
correspondances asymptotiques de seconde espèce appartenant aux relations 
(33) entre la surface donné S et une surface Slt et ces correspondances dépen­
dent de cinq fonctions arbitraires d'un argument (ainsi que la surface S1 ne 

>) Déí., f 31 et 33. 
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peut plus être choisie arbitrairement), Il suffit, pour le voir, de choisir &, 
et at de manière que l'élément linéaire projectif de 5 soit 

û j 8 + o 2
s 

2 G>1 û>2 

et de poser 

L'équation (32) acquiert la forme 

(dlogtp dlogi> 

«i»-—df—"i'+ dt 0i) °-
On voit que deux familles de caractéristiques se réduisent aux asympto-
tiques, les trois autres familles étant apolaires aux asymptotiques Dans 
le cas particuliers des demidéformations asymptotiques relatives p . ex. 
aux asymptotiques « 2 = 0 (r = 1 ; plus généralement dans le cas r = 
const.) les asymptotiques o s = 0 forment une famille quadruple de ca­
ractéristiques, les autres asymptotiques 0,^=0 étant des caractéristiques 
simples. 

§ 8. Un cas particulier de correspondance de première espèce. 

Cherchons les surfaces St dont 1' élément linéaire projectif ait la 
forme 

(34) t + - ' 
avec 

0 j = / . w1> 0 2 — g . w2. 

où Oj, fij sont deux formes de Pfaff données et les quantités /, g doivent 
satisfaire à la condition que la différentielle d O d'une fonction donnée <D 
de / et g soit proportionnelle à une combinaison linéaire donnée des formes 

Pour que l'élément linéaire projectif de St au la forme (34), il faut et 
il suffit1) que le système de référence mobile attaché à S soit particularisé 

de manière à vérifier les relations 

°»3 — ° . °»1S °»2> °»*3 °»1. 

aia = av a u + at21 — ÛJ00 — œM — 0, »21 = ai2. 

Nous sommes donc conduits à étudier le système de Pfaff 

0 3 = 0, o>18 = 0 2 , 0 2 3 — « . , 

( 3 „ °»12 = Wl> "»11 + <°2I °»0O — "»33 — ° . « i l ÛJ2. 
( > 0 j = / û j , o 2 = g fi>2, 

d 0 = h a, 

») Péf. § 14 et 28. 
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w étant une combinaison linéaire donnée de av at. On en tire par diffé-
rentiation extérieure 

«»i. »oo + »2ï 2 ta.j] + [t»2, <o32 — t»J0] = 0, 
[av ta3t o>10] + ~ci2, »31 — »20] = 0, 
[t»., » s l — ma,,] + [a» j , mw + an 2 »22] 0, 

(36) [•»!. rau raoo + / - - m-l = °-

[to2, a>22 - œ00 + * — » . ] - 0, 

[d A û] + A w' — 0, 

où les quantités a, 6, sont définies par (30). Il entre dans les équations (36), 
outre av at, sept autres formes de Pfaff, à savoir 

(37) ojoo — aÏV mw — ra22, OJ32 — tn10, «31 — »20, df.dg.dh; 

mais on a entre ces neuf formes de Pfaff la relation identique 

(38) °if+ 9gdg-hm. 

En annulant le déterminant des coeficients des formes (37) dans les pre­
miers membres des équations (36) et (38) on obtient 

(39) • 1 « , 2 ô ) | ( / 3
3 * + 2 g ^ ) « , 1 3 _ ( 2 / ; * + * ' - . • ) . , • } - 0 . 

Si l'on exclut le cas banal 0 = const. l'équation (39) n'est pas une identité. 
Le système (35) est donc en involution et sa solution dépend de six fonctions 
arbitraires d'un argument ; l'équation (39) en donne les caractéristiques. 

Si l'on choisit e>v ot de manière que 

Wl3 + ö ä -2 
2 ù j <a2 

soit l'élément linéaire projectif d'une surface donnée S, on a une correspon­
dance asymptotique entre S et S., dont les invariants r, s sont données par 

r=1% s=g* 
g' t ' 

Je pose alors * (/, g) = w (r, s), ainsi que l'équation (39) s'écrit 

(40) a, œ. o (s J * a* - r * * •„») = 0. 

L'équation 0 = 0 définit un système {O de courbes tracées sur S. Nous 
avons donc démontré le théorème suivant: Soit donnée une surface S non 
réglée et un système simplement infini {C) de courbes tracées sur S. Encore, 
soit donnée une fonction (non constante) de deux variables a (r, s). Il existent 

III. 
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des correspondances de première espèce1) entre S et 5, telles que, r et s étant 
nos invariants, la fonction q> (r, s) reste constante le long de chaque courbe du 
système {C}. Ces correspondances dépendent de six fonctions arbitraires d'un 
argument. Ces correspondances sont données par les solutions du système 
de Pfaff (35). La distribution des caractéristiques est évidente de (40). 

Chapitre I I . 

Groupes continus de transformations de seconde ou de troisième 
espèce. 

§ 1. Une recherche auxiliaire. 

Soit 
O = / (u,.v) d ux d v'1, 

1 et u étant des constantes différentes de 0. Nous allons rechercher tous 
les cas où il existe un groupe continu G de transformations reproduisant 
O à un facteur constant près. J'indiquerai par U, Ult Ut. . . (V, Vlt Vt 

...) des fonctions de la variable u (v) seule. Les équations du = 0, dv = 0 
étant évidemment invariantes pour le groupe G, chaque transformation 

9 9 
infinitésimale de G a la forme U -= \- V _ 

Su 9 v 
On peut simplifier le problème moyennant une substitution de la 

forme 
(1) «. = 9 (u), v1 = i> (v) 

ou bien 
(2) «! =v, vt = u. 
Les transformations finies de G ont toutes la forme (1). 

Commençons par le cas où G contient une transformation infinité-
9 

simale de la forme U . 
9 u 

En changeant la variable u, on peut donner à cette transformation 
9 

infinitésimale la forme simple -=—. Alors on doit avoir, pour chaque valeur 

de a, 

(3) / (« + a, v) 9 (a) . f (u, v). 

On en conclut que log / = au + V, a étant une constante. 
En changeant convenablement les variables u, v, on arrive au cas 

<D =d u1 d vf. 

l) Parmi les solutions de (35) il se trouve aussi les correspondances de seconde 
espèce appartenant aux relations ç> (r, s) = const. Mais nous savons du § précédent 
que ces correspodances se dépendent que de cinq fonctions arbitraires d'un argument. 

R o i p r a v y : Roj> XXXVIII.Th II Citlo X 

III. ' 2 
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Le groupe G à évidemment quatre paramètres et contient les transfor­
mations 

u1 = a1u + blt v1 = atu + ba. 

Le cas où G contient une transformation infinitésimale de la forme 
9 

V-z— se réduit au précédent moyennant la substitution (2). Nous devons 

donc supposer que U V =1- 0 pour chaque transformation infinitésimale 
9 3 

U-= h V de G. Moyennant une substitution (1), on donne la forme 
3 9 

„ , „ à une transformation infinitésimale de G. On doit alors avoir, 3 M 3 v 
pour chaque valeur de a, 

(*) f (u + a, v + a) = <p (a) . / (u, v), 
ainsi que 

log f = au +log<p (u —v), 

a étant une constante. Donc 

<ï> = e*u q> (u — v) . d ux d v. 

9 3 
Quelle que soit la fonction tp, la transformation infinitésimale -r 1-3M 3» 
fait partie de G. Supposons que le groupe G ait plus d'un paramètre, ainsi 

9 9 
que nous avons une autre transformation infinitésimale U -= 1- V -=— 
^ 9u 9v 

3 3 
indépendante de -= 1- -=—. Le groupe G doit alors contenir aussi la 
parenthèse (uJ- + VJ- J- + J-)-U'J- + V'J-

\U iu + 9v ' 9M + 3 V / U 9U ^V 9v • 

3 9 
Pour rechercher l'effet de U -= h V -=— sur le forme <D, posons âu=U, 
â v = V, ainsi que âdu = U' d u, â dv = V dv, et par suite 

â<S>=-[aU + -^-(U-V)+XU' + u V']. <D. 
9 

9 9 
Pour que U -= \- V -=— appartienne à G, on doit donc avoir 

(5) « U + -S-l (17 - V) + A U' + n V + 3 = 0, 
V 

9 9 
3 étant une constante. La transformation infinitésimale U -= \- V —— 

v U à V 

9 9 
étant indépendante de -= h 3 , on a C7— F * 0, et de (5) on déduit 
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,fiv 9' tcU+XU' + uV' + fi 
Kl 9 U-V 

d 3 
En appliquant à (6) l'opération -= f -=—, on obtient 

(l)(aU'+XU" + uV") (U-V)- (aU + IU'+ uV+ fi)(U'-V')=0. 

En substituant dans l'équation (7) deux valeurs convenables de u, on 
obtient par soustraction 

(8) KV" + hxv + KV + ht = o, 
où les h sont des constantes non toutes nulles car la constante /»-. peut tou-
jours être supposée diverse de zéro, si l'on n'a pas U = c = const. ; or l'hy­
pothèse U = c n'est pas admissible, parce que la transformation infinité-

9 d / e 9 \ 
si maie U _ + V-= c l . + , I ne contiendrait plus v. 

du eu \ eu ev / r 

De l'équation (8) il résulte que V a une des formes suivantes 
h e" + kc<" + •, (h+kv)e- + 1, 
he*v + I, av* + bv + c, av + b. 

Or nous avons vu que le groupe C contient aussi la transformation infini tési-
3 9 

maie U' -z \- V ', nous pouvons donc conclure que G contient une trans-
9 9 

formation infinitésimale de la forme1) U -= h V -=— avec V = ev ou 
' du 3w 

V = v. 

Commençons par le cas V = v. L'équation (7) devient 

(9) [aU' + l U") (U - v) - (a U + X U' + u + fi) (U' - 1) = 0. 

Il en résulte que 

(a U + A U' + u + fi) . (U' - 1) = 0. 

Mais l'hypothèse 
aU + XU' + u + fi = 0 

est à rejeter, car l'équation (6) donnerait g>' = 0, ainsi que le groupe G 

contiendrait . On a donc U' = 1 ; en remplaçant u par u + c, on a 

U = «, V = v. L'équation (9) donne encore a = 0, ainsi que (6) devient 
9* _ c 
9 u — v * 

où c — — (A + u + fi) est une constante. Donc 

O = a (u — v)e du1 dvf, 

a, c étant des constantes différentes de zéro. 
>) Nous avons fait usage de ce qu'on peut encore remplacer v par cv. 

2* 
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Désignons par U , + V , une transformation infinitésimale arbitraire 

de G', l'équation (5) s'écrit maintenant 

(10) c (U - V) + (k U' + fi V + §) (u - v) - 0. 

9-
On en déduit par l'opération -z—=— 

X 17" - (i V" = 0, 
ainsi que 

U = a p M2 + \ u + cl ; V — a X v- + bt v + ct, 

où a, bv clt bt, ct, sont des constantes. En substituant les valeurs trouvées 
pour U, V dans l'équation (10), on obtient 

an (c + 2X) «- + (cbt + Xbt + ubt+p) u + c^ = 
t11! = a X (c + 2 fi) v- + (cbt + X bx + p bt + 0) v + cct. 

En général, l'équation (11) exige a = 0, bx = bt, ĉ  = c-, ainsi que le groupe 
3 3 

G est engendré par les transformations infinitésimales , + , 
3 3 

u , + v -=— et les équations finies de G sont 
3M 3V 

«! = « « + /?, vl = av + ^ . 

Il n'y a exception que dans le cas X = p = — ; alors l'équation (11) 
À 

donne seulement bt = bt, <^ = ct, ainsi que le groupe G est engendré par 
3 9 3 3 3 9 

* + - > M •» + v o » M* -, + W* —— e - -es équations finies de G 
du dV du 9v 3M 3 V

 n 

sont 
_ mu +p _ av + /? 

" 1 _ y « + * ' r- ~ y « + J ' 
Nous avons vu plus haut que, dans le cas où le groupe G a deux para­

mètres au moins, et ne contient aucune transformation infinitésimale 
3 3 

de la forme 17 -z— ou V , , on peut supposer que G contient, outre 
9 9 9 

_ + , , une transformation infinitésimale de la forme U , + du Bv 9u 
3 

+ V avec V = v ou V = e*. Nous avons traité complètement le cas 
V = v. Nous allons montrer que l'hypothèse V — e* ne donne rien de 
nouveau. En effet, dans ce cas le groupe G contient les deux transfor­
mations infinitésimales 

x = - A _ » y - v'-r.'-. 
du 3v eu 9V 
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or moyennant une substitution de la forme 

«i = 9» (M). vi = «~* 
ces transformations infinitésimales prennent la forme 

9 3 ., 9 9 
* ~ vi - + "i 9 . Y = , + , 1 3«i » 3 ^ 9«, ' ?v1 

ainsi qu'on obtient le cas déjà traité. 
En définitive, nous avons vu que, dans le cas où le groupe G existe, 

on peut ramener <b à une des formes canoniques suivantes : 

I. <P — cduldv* ; 

le groupe G a quatre paramètres et ses équations finies sont 

MX — u H + p, vx y v + â. 

H 0-c\dudvT-
ll- C-\(u vf\' 
le groupe G a trois paramètres et ses équations finies sont 

^_ au + p uv + p 
Ml yu+â' Vl yv + ô • 

III. 0 = c . (u — v)k du1 dv ; 

le groupe G a deux paramètres et ses équations finies sont 

Uy = au + p, vx = ttv + p. 

IV. <P = e". ç> (M — v). du1 dv" ; 

le groupe G a un paramètre et ses équations finies sont 

ux = u + u, i\ = v + a 

Sans restreindre la généralité, on peut supposer: 
1' dans le cas I, c = 1 ; 2* dans le cas I I I , si A -f u + k ^ 0, c 1 ; 3* dans 
le cas TV, c = 1 ou c = 0. Au contraire, la constante c est essentielle dans 
le cas I I et, si X + u + k = 0, aussi dans le cas / / / . 

Soit maintenant 
0 = f (u, v) du 

et cherchons les cas où il existe un groupe continu G de transformations 
reproduisant 9 à un facteur costant près et conservant l'équation dv = 0. 

Ici encore chaque transformation infinitésimale de G a la forme U -= h 

-f- V . , et on peut simplifier le problème moyennant une substitution 

de la forme (I). 
Dans le cas où G contient une transformation infinitésimale de la 

3 9 
forme U , , on peut supposer que cette transformation soit - j — . On 

III. 
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doit alors avoir 
f(u + a,v)=q> (a), f (M, V). 

d'où 
/ (M, V) = V . e" 

et on voit qu'on peut réduire <D à une des deux formes canoniques suivantes: 

<J> = du, O = v du. 

Dans le premier cas, le groupe G est infini et contient les transformations 

«j — a M + /?, vl — <p (v), 

9 étant une fonction arbitraire. Dans le second cas, le groupe G a trois 
paramètres et ses transformations sont 

u1=au + p3, vl=yv. 
a 

Dans le cas où G contient une transformation infinitésimale V , , 
9 v 

9 . . 
on peut supposer que ce soit la transformation -=—, ainsi que 

/ («, v + a) = 9 (a) . f (u, v), 
f (u.v) = U. «•• 

ce qui peut se réduire aux deux formes canoniques déjà traitées. 

Enfin soit U V =1- 0 pour chaque transformation infinitésimale de G. 
9 9 

On peut alors supposer que -= \- -=— soit une transformation infinité­

simale de G, ainsi que 
O = e*" . 9 (u — v) du. 

On peut chercher les cas où le groupe G a plus d'un paramètre. A ce but, 
ou n'a qu'à substituer X = 1, p = 0 dans le calcul fait plus haut et on arrive, 
ici encore, au résultat qu'on peut supposer que le groupe G contient une 

9 9 
transformation infinitésimale de la forme U . +V „ avecV=». 

du 9 v 

En substituant X = 1. u— 0 dans les calculs précédents, on voit que 

* = a . (u — v)e d u. (c =1= 0) 

9 9 

Soit U -r h V —— une transformation infinitésimale de G, ce qui est 
3 M 9 v 

exprimé par l'équation (10) avec X = 1, u = 0, c'est-à-dire par 

(12) c (U - V) + (U' + fl (u v) = 0. 
En y opérant par -y--z—, on obtient U" = 0, ainsi que 

U = au + b. 
En remplaçant U par cette valeur, on tire de (12) V = av + b. Le groupe 

9 9 9 9 
G est donc engendré par-r— + - , » * * . , v --— • En définitive, dans 

B * du dv du dv 
m. 
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le cas où le groupe G existe, on peut réduire 9 à une des formes canoniques sui­
vantes: 

I. 0 — du; 

le groupe G est infini et ses transformations finies sont 

w. au+p, v1 — tp(v). 

II. 0 — vdu; • 

le groupe G a trois paramètres et ses transformations finies sont 

«j = au + (I, vl=yv. 

III. 0 = c . (u — v)k du 

le groupe G a deux paramètres et ses transfortnationz finies sont 

u1 = au + p, i»! = av + /3; 

la constante c peut être supposée égale à 1 si k =(= — 1. 

IV. <P = C* <p (u—v) du; 

le groupe G a un paramètre et ses transformations finies sont 

ux = u + a, vt = v + a ; 

on peut supposer c = 1 on c = 0. 

§ 2. Groupes continus de transformations asymptotiques de troisième espèce 
d'une surface en elle même. 

Soit 
pdu3 + ydv* 

Idudv 

l'élément linéaire projectif d'une surface non réglée S. Nous allons cher­
cher les cas où il existe un groupe continu g de transformations asymp­
totiques de troisième espèce de la surface S en elle même. Les transfor­
mations de g ont la propriété caractéristique de reproduire les formes dif­
férentielles 

(13) tdv'VTu~ 

à des facteurs constants près. Il résulte du § 1 que le groupe g à quatre 
paramètres au plus. Je me home à trouver les cas où le groupe g à deux para­
mètres au moins. 

Commençons par le cas où il est possible de réduire les expressions 
(13) à la forme 

duf du2* 
dvt ' dv2 

On peut alors1) choisir les cordonnées asymptotiques u, v de mani­
ère à avoir 

') G P D, § 69 B, C. 

III. 
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OÙ 
Ł/--««» + &1«2- + c 1 « + ť.

,
J, 

V = av* + Ъtv* -i-ctv + d 2 . 

En posant 
au = U0, âv = V0 

U0 (Vu) étant une fonction de la variable « (v) seule, on obtient 

*£)-(i-^-iJV--<v+«'v)'£-
9 9 

Le transformation infinitésimale Ua . + v*« -«— fait donc partie du 
"3« ° dv r 

groupe g alors et alors seulement si les deux parenthèses à droite sont des 
constantes ; or ces parenthèses sont des sommes d'une fonction de « et 
d'une fonction de v; donc les expressions 

U0U' V0V 
U l » V 0 » TT i T/ 

doivent être des constantes. On peut donc poser 

U0=hlu + klt V0 — hiv + kt. 

U U' Cherchons les conditions pour que l'expression —JJ— soit constante. 

Ceci arrive certainement si U0 = 0. Soit donc J70 4= 0. Alors le 
polynôme U doit être divisible par U' ; donc U doit être une puissance 
d'un polynôme linéaire: U = (au + X)* avec * = 0, 1 2 , 3; a4= 0. 
Si » = 0, les constantes Alt ^ sont arbitraires ; pour * > 0, au contraire, on 
doit avoir l^ : k^ = u : 1. Une considération analogue s'applique à l'expres-

V V 
sion —jj— • EQ simplifiant moyennant une substitution de la forme ^ = 

= ox « + ut, Vj = ux u + ut ou bien ut = v,vl = u, on voit qu'on a six cas 
essentiellement distinctes: 1° Chacun des polynômes U, V a au moins 
deux racines distinctes ; alors le groupe g n'existe pas. 2° Le polynôme U à 
au moins deux racines distinctes ; V = v* (* = 1, 2, 3) ; le groupe g est 

3 
engendré par v -̂ — . 3° Le polynôme U à au moins deux racines distinc-

9 3 
tes, V = 1 ; le groupe g est engendré par -«—, v . . 4° U = «', V = v* 

3 9 
(*, i = 1, 2, 3) ; le groupe g est engendré par « , v . 5° U = «•' 

III. 
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S è d 
(i = 1, 2, 3), V =» 1 ; le groupe g est engendré par u -=—, -y-, v . 6 " 

U = V = 1. Le groupe g est engendré par . , , u -=— , v 

Lus coefficients des équations fondamentales de toutes ces surfaces sont 
connus1). 

Nous allons maintenant examiner le cas où l'on peut arriver à y = 1 
m jyennant un choix convenable des cordonnées asymptotiques, mais non 
à fi = 1. D'après les résultats du § 1, on peut-) choisir les coordonnées 

u et v de manière à avoir 

fi = A(u-v)k; ( . 0 * 0 ) . 

le groupe g a deux paramètres et il est donné par 

(13) Uy = au + av vx = a v + av 

y a la forme 

y UV 

dv* 
où les U, V sont assujettis à la condition que y -T— doit se multiplier 

par un facteur constant en effectuant une transformation (13), ce qui 
donne y = const. Donc, sans restreindre la généralité, 

(U) fi = A (u -v)k ; y == 1. 

Pour discuter l'existence de ces surfaces nous faisons usage des condi Lions 
d'intégrabilité sous la forme déjà employée3). En y substituant les valeurs 
(H) on obtient 

(15) * - = -Ak(u - v ) * »; \M =2Ak(u -v)k »; v ' 3v ' d u 

A(u - v)k ^- -2Ak(u v)*-1 M -
(16) ' dL 

-Ak(k-l)(k-2)(u-v)k-' = ^ . 

De (15) on obtient 

(17) L-A(u v)k + U, M = 2 A (u - v)k + V, 

ainsi que l'équation (16) prend la forme 

M l) V. G P D. § 69 C, où on trouve l'expression de t j du + rt dv = — du — 

— dv. 
P 

') Car nous supposons que le groupe g a deux paramètres au moins. 
») Chap. I, § 8, (10). 

III. 
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6 .4-* (M - r ) 2 * l + Ak(k l)(k 2) (M v)k *+Ak(u - v ) * l + 
(18) + U' -A (u -v)k V + 2 Ak (u -v)"-1 V = 0. 

9 9 
En y opérant par -z h —— , on obtient 

(19) U" -A(u v)* V" + 2 A k (u - v)* T = 0. 

L'opération —— donne ensuite 

(20) (u - r)- V" — 3 * (M - v) V" + 2 k (k - 1) V = 0, 

d'où, en y opérant par —— 
0 u 

2 (M -v)V" -ZkV". 

On en conclut que V" = 0, ainsi que (20) donne 

(21) (k -1)V - 0 ; V" = 0. 
Supposons d'abord que k 4= 1; alors (21) donne V = 0, ainsi que U" — 
= 0 d'après (19). Donc U' = a, V — b et l'équation (18) donne 

6A*k(u -v)i"-1 + Ak(k -1) (k - 2 ) (M -v)"-' + 
<22) + (2 b + 1) A k (u - v)*-1 + a = 0. 

Le nombre 2£ — 1 doit donc être égal à un des nombres k — 3, k — 1, 0, 

ce qui donne k = — 2 ou A = „ . S i * 2, l'équation (22) s'écrit 

- 1 2 A (A +2) (u -v)-6 -2 A (26 + 1) (u - v ) - » + a = 0, 

ce qui donne 

A = — 2 6 = J , « = o. 

Nous arrivons donc, d'après (14) et (17), à la solution 

/ î = (U - » ) - ' ^ = *' L = "~ (U - ! > ) - " + C< M (M »)- 2 " 

Si * = —-, l'équation (22) est évidemment impossible. Il reste à étudier 

le cas k = 1. Les équations (21) donnent V = av + b. L'équation (19) 
donne ensuite U" + 2 A a = 0, d'où 

U = —Aau* + cu+d, 

ainsi que l'équation (18) donne 

6 A* (u —v) + A —2Aau + c—Aa(u —v) + 2 A (av + b) = 0 

d'où 
a = 2.4,c A (26 + 1), 

III. 
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les constantes A, b, d restant arbitraires. Nous arrivons donc, d'après (14) 
et (17) à la solution 

p = A(u -v),y = \,L= -2Aht* -2 Abu -Av + d, M = 2Au + b', 

on peut y poser b =- 0 sans restreindre la généralité. 
Il reste à considérer le cas où l'on n'arrive ni à 0 = 1 ni à y = 1 par 

un choix des coordonnées asympto tiques. Le groupe g devant avoir au 
m >ins deux paramètres les résultats du § 1 montrent qu'on peut choisir 
u et v de manière que le groupe g soit donné par (13). On en déduit sans 
difficulté que 
(23) ? - A (u - v)\ y = B (u - v)\ 

A, B, h, h étant des constantes différentes de zéio. Les conditions d'inté-
grabilité sont alors 

SL 3 M 
(24) = -A B (h +2k) (u -v)***-1 ; ™ -AB(2h + k)(u -»)-+*--; 

A (u - v)» ̂ - -2Ah(u -v)*-1 M -Ah (h -1) (A - 2 ) (M - V ) * - 8 = 
(25) \ 

= B(u -v)* 9u +2Bk(u-v)k lL + Bk(k-\)(k -2) (u -v)*-». 

Soit d'abord h + k + 0. Les équations (24) donnent 

t-AB-irrr»' »>'*' + 1'-
( 2 6 l 2A + ife 

M = AB . . / . (u - v)*+* + V. h + k ' 

En substituant ces valeurs dans l'équation (25) on obtient 

A>BVh+?l\h + k)(u-vr+»-> + 
(A+ 2*) (A+ 3 ^ {u_v)h+tl,.l + 

(27) * + * 
+ A h (h - 1) (A - 2) (u - v)»-8 + B k (k - 1) (k - 2) (u - v)*"3 + 

+ B (u -v)* U' -A (u -v)*V'+ 2Bk (u -v)*"1 U 
+ 2 Ak (u -v)»-1 V = 0. 

9 9 
En y opérant par + , on obtient 

J r r du Sv 
, 0 . B (u - v)* t/" - A (u - v)» F " + 2 BA (f* - v)*"1 U' 
( ' +2Ah(u -v)*-lV' = 0, 
te qui peut s'écrire 
B (u -v) U" + 2BkU' -A (u -v)»-*+1 V" + 2 Ah (u -v)*-* V =- 0. 

3* Opérons-y par _ _ et réprimons le facteur —A(u — v)*-*-* ; il vient ainsi 
9v* 

m. 
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(« - v)> V"" - 2 (2A - k + 1) (« - v)* V" + 
+ (h -A) (6A - A + 1) (« - » ) 7 " - 2 A (A -A) (A - A - 1 ) V' = 0, 

ďoù on conclut que 

V"" = 0, (2A -k + 1) V'" = 0 , (A - k) (5 A -k + 1) V" - 0, 
^ " ( A - A ) ( A - * - 1 ) F ' = 0. 

Pareillement on déduit de (28) que 

U"" = 0, (2 k A + 1) Г7'" = 0, (A - Ã) (5A - A + 1) U" - 0, 
(dUJ (A k) (A Ä + 1) t/' _ 0. 

Supposons ďabord que A — A Ф 0. Alors 17' = V = 0. Cela est évident 
de (29) et (30) si A — k ф + 1. Or si ľon a p. ex. A — k = 1, ľéquation (30) 
donne encore U' = 0, ainsi que (28) devient 

A (u - v)k V" - 2 Ah (« »)»-- K' = 0 
ou 

(U -v) V" -2ҺV = 0, 

ainsi que aussi V = 0. Je peux donc pэser U = a, V Ь, a, Ь étant des 
constantes. Ľéquation (27) s'écrit alors 

A Ì B ^ + knъh + k) (u r ) , t ł l + 

(31) +A& ( A + a*H* + 8 *>(*--.)-•«- t + 
A + Л 

+ ЛA(A - 1 ) (A - 2 ) ( м - v ) » 8 + ßA(A 1) (A - 2) (м t-)* 3 + 
+ 2 ß я A (« — v)* x + 2 A 6 A (м — v)h г 0. 

Dans chaque terme, ou bien le coefíicient est égal à zéro ou bien ľexposant 
de « — v est égal à ľexposant dans un autre terme. 

En tenant compte de ce que les nombres 

h, k, h + k, h — k 

sont différents de zéro, on arrive ainsi à la conclusion qu' une ćquation au 
moins dans chaque ligne du tableau 

2A + A = 0,ЗA + A = 0, A + A - г 2 — 0 , A — 1, 
A + 2 A - 0 , A + З A = 0 , A = l , A + A + 2 = 0, 
A = 1,A — 2, A + A + 2 = 0, k — — 1, A k 2 = 0, 

<32) k l , A - 2 , A - l,A + A - г 2 - 0 , A k + 2 - 0, 
a — 0 A k — 2 = 0, 
6 = 0, A — A + 2 = 0 

est vérifiée. On en déduit sans difficulté que A + k + 2 — 0. En effet, 
on ne peut pas avoir 

(2 A + k) (3 A + k) - 0, (A + 2 fc) (A + 3 k) = 0, 

parce que A A Ф 0. Donc, si ľon avait A + A + 2 ф 0, les deux premières 
lignes du tableau (32) exigeraient A = — 1 ou bien k — — 1. Soit, pour 

Ш. 



20 

fixer les idées, A k — 1. Parceque Л— Aф 0, A + k + 2 Ф 0, la deuxième 

ligne du tublcau (32) exigerait k = ou bicn k — , tandis que la troi-
ů à 

ьième lignc exigerait k = — 3. Donc h + k + 2 = 0, et le tableau (32) 
donne encoгe я — Ь = 0, c'eьt-à-dire U = V= 0. 

Ľéquation (31) devient 
A A (A - 1) (A - 2) (A - A B) (u - »)*-« + 

B k (k - 1) (k - 2) (A - 4 ß)(и - v)*-» = 0. 

En tenant compte de ce qu'on peut échanger u avec v on n'obtient que 
deux solutions essentiellement distinctes, soit 

Ä = - 3 , k = 1, AB = - 3 ; 
h = - i , k = 2, AB = -Ł 

Nous sommes donc arrivés aux deux solutions (v. (23) et (26)) 
A 3 / . 

ß~ («-v )- ' У = - л - ( " - V ) ' 
3 1 . , 15 1 

, M = — 2 (м - v)- * 2 (« - v)- ' 

L = 0, M = - 12 
(u - v)- * 

La constante A n'est d'ailleurs pas essentielle, comme on voit en multipliant 
M et v par le même facteur constant ; on peut donc supposer A = 1. 

Or nous avons supposé que h — k -J= 0. Soit maintenant h — k = 0, 
A = k. Soit d'abord A = A + — 1. Les équations (29) et (30) donnent 
U'" = V" = 0. 

L'équation (28) donne 

(33) (u - v) (B U" - A V") + 2 A (B U' + A V) - 0. 

9 9 
En y opérant par + , et en tenant compte de ce que 

U'" = V" = 0, on obtient B U" + A V" = 0, 
d'où U = aAut + Xu + b!V = -aBvî+pv + c . 

En substituant ces valeurs dans l'équation (33) et en se rappelant 
que A+ — 1, on obtient a — 0,pA + XB = 0. Donc 

U — A a u + b, V Bav + c, 

«, b, c étant des constantes. En substituant ces valeurs dans l'équation 
(27), on obtient 

6 A B (A + B) (u v)3* * + 2aAB(h + l)(u-v)h + 
(33) + 2(c A + bB) h (u - v)*-» + 

+ A (A - 1) (A 2) (.4 + B) (u v)k » 0. 

111. 
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Supposont d'abord que A + B =j= 0. Le premier terme de (33) est différent 
de zéro, ainsi que le nombre SA — 1 est égale à un des nombres h, h — 1, 

h — 3, ainsi que h = . , car nous avons supposé que h + — 1: Or l'hypo­

thèse h — -=- est impossible, parce que le dernier terme de (33) ne peut 

pas se détruire. On a donc nécessairement A + B = 0, et l'équation 

(33) prend la forme 

- 2 a A2 (h + 1) (M - v) + 2 h A (c - b) - 0, 

d'où a = 0, c = b, car A + 1 + 0. Nous obtenous ainsi la solution suivante 

/? = A (u — v)k, y — A (M v)k, 

L = - l A*(u v)* + b, M l /!- (u t»)2* + b. 

En multipliant « et » par le même facteur constant on voit que la constante 
A n'est pas essentielle (car A + 1 =}= 0) ; on peut donc supposer que A — 1. 

Il reste à étudier le cas où A = A = — 1. Les équations (29) et (30) 
donnent U"" — V"" = 0. L'équation (28) donne 

(34) (u - v) (B U" - A V") - 2 (B U' + A V) = 0. 

c-

En y opérant par a , on obtient 

B V" + A V" = 0. 
d'où 

U = A ( l u » + »\«- + / , « + / , ) , 

V = - B (A t^ + T. w- + T2 V + T3). 

En substituant ces valeurs dans l'équation (34), on obtient 

(f. - *.) (U + V) + tt - T2 = 0. 

Donc tx = TV tt = *2» ou bien, en changeant la notation 
U = A (A «- + a «* + 6 u + c), 
V = - B (Av3 + a v* + bv + d). 

En substituant ces valeurs dans l'équation (27) et en tenant compte des 
équations h = k = — 1, on obtient après une facile réduction 

6 (A + B) (A B - 1) - 2 A B (c - d) (u - v)' + kA B (u - r) s = 0, 

d ' où 
(A + B) (A B 1) = 0, c = d, A = 0. 

Nous sommes donc arrivés aux deux solutions 

* A A 

L -

U V ' U V 

3 . . 1 
2 A' (u-vГ +A(au' + Ъu+c), 

III. 
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2 л г 7 i r V + Л ( й v 4 + i , , + í:): 

A 1 1 
3 = v = • 
r u — v ' ' A u — v ' 
L 2l^v)2 + A <««• + »• '+<) . 

M * -——.f-- - î (a v* + 6 v + c). 
2 (M v)2 .4 * ' 

Dans ce qui précède, nous avons supposé que A + k =fc 0. Nous allons 
voir que l'hypothèse A + k = 0 ne donne aucune solution. Dans ce cas, 
les équations (24) donnent 

L = - A B A log (u - v) + U, 
M — A B h log (u — v) + V. 

En substituant ces valeurs dans l'équation (25), on obtient 

2ABhHog(u-v)[A(u v)hl+B(u v)~h~l] +A*Bh (u v)h » -
— A B1 h (u — r)-*-1 + A h (h — 1) (A 2) (u — v) * 3 — 

(35) - B h (h + 1) (A + 2) (u v) * s - A (u v)hV + B (u-v) h U' + 
+ 2 A h (u - r)*-1 V - 2 B h (u - v)-h~l U = 0. 

S 9 
En y opérant par -= \- , on obtient 

(36) B(u-v)~h U"-2Bh(u-v)-h-1U'=A (u-v)hV"-2Ah(u-v)h-1V, 

ce qui peut s'écrire 

B (u - v) U" - 2 B h U' = A (u - r)2*+1 V" - 2 A h (u - vfh V. 

S2 

En y opérant par -r—j- et en divisant par A (u—v)2*-*, on obtient 

(u-v)* V"" - 2 (3 A + 1) (« - v)2 V" + 2 h (6 A + 1) (u v) V"-
( ) 4 A2 (2 A - 1) V = 0. 

Pareillement, on déduit de (36) que 

(M - vf U"" + 2 (3 A - 1) («-v)2 U'" + 2 h (6 A - 1) (u -v) U" -
1 ' - 4A- (2A + 1) U' = 0. 

Des équations (38) et (39) on voit que 

(2 A 1) V = (2 A + 1) U' 0. 

Donc une au moins des équations U' = 0, V = 0 est vérifiée ; mais alors 
l'équation (36) montre que l'autre équation est vérifiée de même. Donc U 
et V sont des constantes, et l'équation (35) ne contient que u — v. On en 
déduit aisément que le coeficient de log (u — v) est égal à zéro, c'est-à-
dire que 

III. 
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A («-«)*-! + B (« - »)-* l = 0, 

ce qui est impossible, car A B h 4= 0. 
Je terminerai ce § par le tableau de toutes les surfaces qui admettent 

un groupe continu à p > 2 paramètres de transformations asymptotiques de 
troisième espèce en elles mimes. Pour chaque type, j'écris, outre les coefi-
cients /?, y de l'élément linéaire projectif, les valeurs des invariants r, 
s relatives à chaque transformation du groupe g. 

I. Les équations de g sont 

«x = au + c, vx = b v + d. 
On a ici 

/3 = l . y = l ; 
r = at:b, s = 6- : a. 

II. Les équations de g sont 

u1 = au, vx = b v + c. 
Trois cas sont à distinguer: 

_ S 3 

1» p=u
 2, y = « 2 ; 

\_ i 

r = a2 :b, s = a 2 : 62. 
2° / ? = « - ! , y = « ; 

r = a : b , s = b2. 
_ î î 

3° 0 = w 2, y = « 2 ; 
3 1 

r = a 2 : & , s = 62 :a2 . 

/H. Les équations de g sont 

u1 = au, v1=bv. 

Six cas sont a distinquer: 
_ i i i _ i 

1« p = u - r2 , y = «- . v 2 ; 
S I s i 

r = a2 : ft2 , s = b* : a* . 

-i 1 - 1 

2° /? = « v* , y = uv * ; 
1 3 

r = a:b* , s — b 2 

3° /î = « - v- , y = «- v 
1 1 3 1 

r = a2 : i 2 , s = i 2 : a2 

IГГ . 
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4° / }—« - 1 v, y = uv~l ; 
r = a, s = b. 

- " ' - î 
5° fi = « - », y = « - » ; 

î î 
f = a- , s = b : a- . 

s » - s _ • 
6° /» = .4 .*"-»-, y - : u- w *; 

A 
1 

r _ s = (a6)2 . 

IV. Les équations de g sont 

i*! = i*, Wj = a» + 6. 

D_t*x cas son* a distinguer: 
_ i î 

1° /î = («» + ,4« + 2?) - , y = («3 + . 4 « + 2?)-; 
r = a - 1 , s = a*; 

2- /? = («- + , _ ) " - , y = ( « - + , _ ) - ; 
r = a - 1 , s — a2. 

Dans les cas jusqu'ici envisagés, on calcule les quantités L, M, qui contien­
nent encore dans chaque cas trois constantes arbitraires, d'après G P D , 
§ 69 C (7) moyennant les équations L = — fi xa, M = — y TV 

V. Les équations de g sont 

«_ = au + b, v1 = av + b. 

Sept cas sont à distinguer: 

-' 0 = - („_-.,. -y - L1- - - („_„). + c - 3 / — («__)* - . ; 

f = a - 1 ) s = a. 

2° /î = .4 («—»), y = 1. L = — 2 A* u* — A v + c, M = 2 A u; 
r = a*, s = a. 

3° 0 = - ; « . / — — 3(« — v),L=— _ . ,, ,M = — _ , • 
•* ( W _ w ) s " v " 2 (M —»)* 2 (« — »)-
f = a - - , s =a*. 

±° / » = ( „ i v ) . ' ' ' = - 4 ( « - ^ ^ = 0,M = - ( w i 2
v ) î ; 

f _ a - - , s = a3. 

5» 0 = (i* - »)»,y = - ( « - » ) i , L = M = - ' ( « - » ) " + c. A 4= - : 

f _ s = a1 + 1 . 
3 
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84 

A A 6° fi-lï^V' *=- u-v ' 
L = - l A ' (uiv)>+A{CU* + C*U + C')'' 

M= ~ 2 ^ a - ( ir=^)F + j 4 ( c , ' 2 + c» v + c- ) : 

r = s = 1. 

7" 0 = A y= 1 l 

' P u-v ' y A u-v ' 
L = 2 ( M 2 v ) - + ^ ( c M 2 + C i M + C - ) ; 

M = 2 ( • - ! • ) • - i^^+^'+^î 
r = s = l . 

Parmi ces surfaces, an doit naturellement trouver toutes celles qui 
admettent un groupe continu à deux paramètres de déformations projec-
tives en elles mêmes ; ce sont les surfaces des types I et V 6*, 7°. 

§ 3. Groupes de transformations asymptotiques de seconde espèce d'une sur­
face en elle même. 

Soit 
fi d u3 + y d v* 

Idudv 

l'élément linéaire projectif d'une surface non réglée S. Soient 

(35) «i = 9>i («), »i = *i (») 

les équations d'une transformation asymptotique Tx de seconde espèce de 
S en elle même. On a alors 

du,1 du* 
P{fh,^)^ = ri(t1).fi(u,v)-^- , 

r(«i.fi) ^ - ^ W . r M - 7 -

rx et sl étant des fonctions de tJ=t1 (M, V). Donnons le nom de caractéris­
tiques de la transformation Tt aux courbes ^ = const. de la surface S. 

Cela étant, soit G un groupe1) de transformations asymptotiques de 
la surface S en elle même, chaque transformation de G étant de seconde 
ou de troisième espèce. Disons que le groupe G est de première catégorie 
s'il contient deux transformations de seconde espèce à caractéristiques 
différentes ; dans le cas contraire, le groupe G sera dit de seconde catégorie. 

') continu ou non. 

III 
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Si le groupe G est de première catégorie, il existe des constantes A, », 
dont l'une au moins est différente de zéro, telles que chaque transformation 
de G conserve la forme 

pi y du*1 "dv2" * 

à un facteur constant près. 

Le groupe G étant supposé de première catégorie, il contient deux 
transformations 7\, Tt à caractéristiques différentes. Soit T0 une transfor­
mation de seconde espèce contenue dans G. Gardons la notation (35) et 
(36) pour 7 \ et introduisons une notation analogue pour Tt et pour T0. 
D'après la supposition faite sur Tx et T2, les fonctions 

(37) h(u,v); <•(«.») 

sont indépendantes. Soit * = 1 ou bien i = 2. 

Le produit 7",,^ transforme le point («, v) en («, v), où 

« = q>i [<p0 («)]. v v, i>0 (v)]. 

Des équations (36) on calcule 

a , \ d //- . . . . . . . . d »2 

P (« ,v) = n (r.) . r0 (t0) (i (ti, v). ; 
/ï « <* v 
d v 

í І ť -

á w 
/ , dv2 , . .. . . . tř г-

y (м, r) = s< (r.) . s0 (í„) y (u, v) d u 

où j ai pose 
n = r< («, v) = U (u0, v0) = *< [g>0 («), #0 («)]. 

Or la transformation T0 T, appartenant au groupe G ne peut être de pre­
mière espèce, ainsi que les deux fonctions de «, v 

(38) n (r.) . r0 (Q ; s< (-,) . s0 (*0) 

sont dépendantes. Mais les fonctions (37) sont indépendantes ; on en \ oit, 
d'après la définition même dt t,, qu'on peut choisir la valeur (1 ou 2) de 
l'indice » de manière que les fonctions r< (M, V) et t0 (u, v) sont indépen­
dantes. Alors les quantités (38) sont dépendantes, si l'on les considère 
comme fonctions de t0 et r<, ainsi que 

= 0. 

Or la transformation 7*< étant de seconde (non de troisième) espèce, la pre­
mière colonne de ce déterminant est différente de 0, 0. Il existent donc 
des quantités A,, «<, (dont l'une au moins différente de zéro) telles que 

3* 
IIL 

d log r, (r, 
d г, 

dlogr0(ł0) 
dt0 

d log s, (т,) 
dxi ' 

dlogs0(t0) 
dt0 
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dlogn (t.) ilog st [tt) 
kl dn +(li dXi °* 

* dt. + * <*/0 - ° -
D'apiôs (39/j, le rapport Xf.pi ne dépend que de r<; d'après (39,), ce 
rapport ne dépend que de t0. Ce rapport est donc constant, et je peux sup­
poser que Xi, pi soient des constantes. De (39) il vient maintenant par in­
tégration 

rît • «A = const., 
(*°) r0

li. s0i'i = const. 

On donc, quelle que soient la transformation T0 de G1), 
ou 

(41) r0\ . s0"i = const. 

ou bien 

(42) r0\ . s0''2 = const. 

Cependant, il est aisé de voir que une des relations (41) et (42) est vérifiée 
pour chaque transformation de G. Cela est évident si Aj p , — A. p, -= 0. 
Soit donc A. fi, — A2 px 4= 0. Nous avons vu qu'on peut choisir » de manière 
que l'équation (40) soit vérifiée. Pour fixer les idées, soit » = 1, donc 

(43) r^sf = const. 

Il suffit d'arriver à la contradition en supposant qu'on puisse choisir T0 de 
manière qu'on ait 

(44) A sft» =t= const. ; rfr sp = const. 

Considérons les quantités (38) (*=1) appartenant à la transformation 
TXT0. D'après (43) ef (44J, ou ne peut pas avoir 

l>i(-i) • ro Wl*. • [si (ri) • s» Wo)]". - c°nst. 
pour i = 1 ; donc cette équation est vérifiée pour i = 2 ; il s'ensuit, d'après 
(44,), que 

rj« si* = const. 

De cette équation et de (43) on déduit, en remarquant que Aj p, — A, fij-1- 0 
que rx = const., Sj = const. Or ceci est une contradition, car Tx n'est pas 
de troisième espèce. 

En résumé, nous avons vu qu'on peut déterminer A], px (avec A, + 0 
ou fi] =S- 0) de manière que on'ait (41) pour chaque transformation T° de 
G°. Or cela dit précisément que chaque transformation 7"0 conserve 

p> y* d «-*•->•'. d v-*-1 ' 

à un facteur constant près. Le théorème est donc démontré. 

>) Nous avons admis que T0 soit de seconde espècs ; mais pour une transfor­
mation de troisième espèce l'énonce est évident. 

IIL 
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Inversement, si l'on choisit les constantes A et p d'une manière quel­
conque (pourvu que A =1= 0 ou ft =f- 0), les transformations asymptotiques 
qui conservent la forme 

Pl y* d M2--/' . d v2"--

à un facteur numérique près forment évidemment un groupe et sont 
toutes de seconde ou de troisième espèce. 

Nous pouvons donc, grâce aux résultats du §1,indiquer les éléments 
linéaires projectifs de chaque surface admettant un groupe continu G de pre­
mière catégorie. 

Chaque cas est caractérisé par une relation entre § et y. 
I. Les équations de G sont: 

uv au + b, tfj = <p (v). 

Ce cas est caractérisé par la relation1) 

les invariants r, s d'une transformation de G sont liés par 

r'ls a. 
II . Les équations de G sont 

«! = a u + c, v1 — b v d. 

Ce cas est caractérisé par 

py = \ 
avec (2 A — /») (2 u — A) * 0 ; entre r, s, on a la relation 

r - s " = a 2 - - " Z»2"--. 

III. Les équations de G sont 

«j = a v + c, t'i — b v. 

Ce cas est caractérisé par 

p*y = v*;r*s = aa. 

IV. Les équations de G sont 

_ au + b av + b 

Ce cas est caractérisé par 

Ul cu+d ' °г cv + d 

*r- {n
C-VY>r-1-

V. Les équations de G sont 

«i = a u + b, i>i = a v + b. 

Ce cas est caractérisé par*) 

•) On suppose naturellement, dans tous les cas, un choix convenable de para­
mètres asymptotiques w, v. 

•) Si A + fi + M -1= 0, on peut supposer c »• 1. 

IIL 
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(fi- y* = c . (M — V)* 

aivc A + fi * 2 ou bien A + p = 2, * =+• 2 ; on a ici i4 s<- = «*+1+'«. 

VI. _?s équations de G sont 

ul = u + a, vt = v + a. 
Ce cas est caractérisé par 

p yf = e'f ç> (M v) 

avec c = 1 ou c = 0 ; on a ici r* sf = e*c. 
Quant à l'existence et la généralité des surfaces correspondantes, 

nous savons du Chap. I § 7, que, une relation quelconque entre (iety étant donnée, 
les surfaces correspondantes existent toujours et dépendent de cinq fonctions 
arbitraires d'un argument. En effet, en mettant la relation donnée sons la 
forme paramétrique 

- _ v wr i wr 
p g(t) ' v t(t) ' 

il suffit de poser 1. c. a1 = du, oa = d v. 
Quant aux groupes G de seconde catégorie, je me contente ici de quel­

ques remarques préliminaires. On peut supposer que G contient des trans­
formations de seconde espèce ; or G étant de seconde catégorie, toutes ces 
transformations ont les mêmes caractéristiques t (u, v) = const. Il est 
évident que chaque transformation de G conserve ces caractéristiques. 
Deux cas sont à distinguer: 1° Les caractéristiques sont des asymptotiques, 
soit u = const. Les transformations de G multiplient les formes 

d M- d v-
P dv ' Y du 

par des fonctions de la variable u seule. 2° Les caractéristiques ne sont pas 
des asymptotiques. Dans ce cas, si le groupe G est continu et a plus d'un 
paramètre, on peut supposer que l'équation des caractéristiques soit 
u — v = const. En effet, le groupe G doit conserver l'équation du .dv . 
dt = 0. En introduisant des nouvelles variables M0, V0 on amène cette équa tion 

du" 
à la forme d v0

3 — / (M0, V0) d u0
3 = 0. Donc la forme / (M0, V0) . °s a v0 

doit être invariante pour le groupe G. Des résultats du § 1 on déduit aisé­
ment qu'on peut supposer / (u0, v0) = 1, ainsi que dans les variables M0, V0, le 

3 9 3 3 
groupe G est engendré par 3 u , dv , u0 f +vo Sv

 c t l'équation 
invariante est dv0

3 —du0' = 01) En retournant aux variables asympto­
tiques u, v (convenablement choisies), on voit que l'équation des caracté­
ristiques est u—v = const. et que le groupe G est ou le groupe 

Mj = au + b, vx — av + c 
ou un sousgroupe de ce groupe. 

') Ce résultat est essentiellement contenu (avec une démonstration différente ) 
dans Déf. § 32. 

ИL 



K. DOMIN, Pityrogramma. Plate I. 

New" Garden Planil. 

* Г • 

PITYROGRAMMA PRESLIANA Dom. var AURATA Dom. (Gymnogramme tartarea 
aurata Moore) from Peru, P e a r c e n 218. Type specimenl 
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