Cech, Eduard: Scholarly works

Eduard Cech
Sur les correspondances asymptotiques entre deux surfaces

Rozpravy Ceskoslovenské Akad. Véd - Rada Mat. P¥irod. Véd (3) 38 (1929), 38
Pp.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500909

Terms of use:

© Akademie véd CR, 1929

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic
provides access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any
part of this document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/500909
http://project.dml.cz

ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK XXXVIII, ¢isLo s.

Sur les correspondances asymptotiques entre
deux surfaces.
Par

Eduard Gech.

Dans la premiére de deux Notes portant le méme titre que ce Mé-
moire (Rendiconti Lincei, (6) 8, 1928, p. 484-6et 552-4) j’ai introduit deux
invariants projectifs r, s d’une correspondance asymptotique entre deux
surfaces. Ces deux invariants permettent de partager les correspondances
asymptotiques en trois espéces. Le premier Chapitre de ce Mémoire con-
tient les démonstrations des résultats énoncés dans la Note citée ; en outre,
je donne un résultat relatif aux correspondances qui ne conservent que
les asymptotiques d'un seul systéme. Dans le second Chapitre, je déter-
mine toutes les surfaces qui admettent un groupe continu, & deux para-
metres au moins, de transformations asymptotiques de troisi¢me espce.
Pour la seconde espéce, je partage les groupes correspondants en deux
catégories ; pour la premiére,je détermine encore tous les cas od le groupe
a deux parameétres au moins; pour la seconde catégorie, au contraire, je
me borne ici & quelques remarques préliminaires,

Dans la seconde des Notes citées j’ai appliqué les invariants 7, s 4
I'étude des congruences W. Les démonstrations des résultats y énoncés
seront données dans un Mémoire ultérieur.

Chapitre I.
Les invariants r, s d’une correspondance asymptotique.
§ 1. L'snvariant de Smith-Mehmke.

Je commence par rappcler une proposition classique: Soiensé C I
deux courbes ayant en un point commun A, la méme tangenie et le méme
plan osculateur ; alors le rapport des courbures de I et de C au point A est un
invariant projectif. Pour abréger, j’indiquerai cet invariant par.

J(C,T; A).
Rozpravy: Rof. XXXVIII. Tt 11. Cislo 8. 1
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Cet invariant est indéterminé dans le cas od 4 est un point d'in-
flexion simultanément pour C et I. Si A4 est un point d’inflexion pour C
(pour I) seulement on a J = (J = 0). Si 4 n’est point d’inflexion ni
pour C ni pour I, J a une valeur finie et différente de zéro. Evidem-
ment J =1 alors et alors seulement si C et I’ ont un contact du second
ordre au point 4.

La proposition que je viens de rappeler a été donnée en 1891 par
M. R. Mehmke (Zeitschrift f. Math, u. Physik t. 36, p. 56.). Pour la dé-
montrer il suffit évidemment de considérer le cas simple ou C et I' soient
situées dans un plan x. Or dans ce cas la proposition a été donnée en
1869 par H. J. S. Smith (Proceedings of the London Math. Soc. (1)2,
p. 212 Je propose donc d’appeler J V'invariant de Smith-Mehmke. En 1897,
I'invariant J a été retrouvé par C. Segre (Rendiconti Accad. dei Lincei, s.
V, vol. VI); Segre définit J comme limite d’un certain rapport anharmo-
nique. M. E. Bompiani a donné unc application intéressante de
Iinvariant J relative 4 une équation dc Laplace (Rendiconti Accad. dei
Lincei s. VI, vol. III, 1926). M. Klobou&ek a généralisé en appli-
quant l'invariant J, la quadrique de Lie (Rozpravy &eské akademie t.
35, 1926). Moi j’'ai aussi appliqué plusieurs fois l'invariant J (v. p. ex.
Geometria proiettiva differenziale, p. 475).

§ 2. Correspondances demiasymptotiques entre deux surfaces.

Soient S, S, deux surfaces non développables rapportées aux coor-
données curvilignes # = «,, v = u,. Soient
X ay du, dusdu; X by du, du, duy
Zadu,duy, ' Zb,du,du,

les éléments linéaires projectifs des surfaces S, S,.

Les coordonnées curvilignes #, v définissent une correspondance
entre S, S;,. Supposons que cette correspondance soit demiasympiotique,
c’est-a-dire qu’aux asymptotiques d'un systéme de S correspondent des
asymptotiques de S;. Sans restreindre la généralité, je peux supposer que
les courbes v = const. soient des asymptotiques pour S et pour S,. Alors

(1) a, =b, =0,

ainsi que, d’aprés les équations fondamentales de la théorie projective
des surfaces?)

2x 3logau Az Ayyq _l_am 3x+am %

dur du ay.? ay, s 20 TP

(2)
% _[3log by by by bys )¢ %
o u? ou b, b/ ou

+ 1113x1+ X

1) V. G. Fubini et E. Cech, Geometria proiettiva differenziale, § 14 (I). Do-
rénavant, je citerai ce livre par G P D.
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Ici, 2 (¥, v), x; (4, v) sont les points mobiles de S, S,.

Fixons maintenant un point x (¥, v) = A de la surface S et désignons
par K une homographie qui transporte S, en une surface S; ayant, au
point 4, un contact analytique?!) du premier ordre avec la surface S.

En désignant par K y le point transporté du point y, on a évidemment

9x, dx , 9%, 9x
du  3du +ax K dv —W-}-yx,
ol les parameétres 4, p peuvent étre choisis arbitrairement.
Soit, pour un moment, C 'asymptotique v = const. de S passant par
le point fixé A et I' I'asymptotique correspondante de la surface S, trans-

portée de S;. Pour un déplacement le long de C on a, d’aprés (2,)
x+dx+Yydrx (14 Ypdut) x +

T g, ox .
a, v

(3) Kx, =%, K

(4) +Mu+(“JMH::+12

Pour le déplacement correspondant le long de I' on obtient de (2;)
et de (3)

K@x +dx, + Vodx)= 14+adu+(...)du]x+

é
(5) +[du+(...)du=]:::+lzl;":,1,,zaz_
1

Les courbes C et I" ayant, au point fixé 4, la méme tangente et le
méme plan osculateur, je pose

(6) r=r(u,v)=J(C, 1T, A4).
Des équations (4) et (5) on calcule
by 4
7 y = 111 2 .
@ @ bya

La fonction r (%, v) ainsi déterminéene dépend point des parameétres
4, p, c’est-a-dire du choix de I'homographie K. D’aprés sa définition méme,
elle ne change pas si I'on remplace S ou S, par une surface homographique.
De I’'expression (7) on voit en outre que 7 ne change pas si I’on remplace S
ou S, par une surface projectivement appliquable; cela aussi était pré-
voyable a priori. Si l'on remplace S ou S; par sa corrélative, I'invariant
r change de signe?).

§ 3. Demidéformations projectives.

Si I'on a indentiquement r (¥, v) = 1, alors je nommerai la correspon-
dance cntre S et S; une démidéformation projective (relative aux asympto-

1) Pour la notion du contact analytique, v. GPD, § 3 ou bien E. Cartan, Sur
la déformation projective des surfaces (Ann. de 1’Ec. Norm,, s. 3, t. 37, 1920), Je
citerai dans ce qui suit ce Mémoire important par 1’abbréviation Déf.

5) V. GPD, § 13 A,
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tiques v = const.). Cela suppose que les asymptotiques v = const. ne
soient pas rectilignes ni sur S ni sur S,.

Une correspondance entre deux surfaces S, S; est donc une demi-
déformation projective si 1° & un systéme [C] d’asymptotiques de S cor-
respondent des asymptotiques [I'] de S;; 2° 4 étant un point arbitraire de
S, et K étant une homographie qui transporte S; en une surface S, ayant
un contact analytique du premier ordre avec S au point 4, I'asymptotique
C a en 4 un contact du second ordre avec 1'asymptotique I correspon-
dante de S,.

Or choisissons arbitrairement deux surfaces S, S, rapportées aux
coordonnées asymptotiques %, v pour S, #%,, v, pour S;. Les asymptotiques
v = const. de S et les asymptotiques v, = const. de S, ne soient pas recti-
lignes. Il existe toujours une infinité de demidéformations projectives entre S
et S; (par rapport aux asymptotiques v = const., v, = const.). On peut
préscrire arbitrairement la los suivant laquelle aux asymptotiques v = const.
de S dosvent correspondre les asympiotiques v, = const. de S,; en oulre,
k dlant une courbe arbitrairement choisie sur S (différente des courbes v =
const.) on peut encore préscrirve la courbe correspondante de S, ; il exsste alors
deux demidéformations saiisfaisant aux condilions prescrites.

La démonstration est facile. Je peux choisir les paramétres v, v, de
maniére qu’ 3 chaque asymptotique » = a de S doive correspondre, dans
la demidéformation cherchée, I’asymptotique v, =a de S,. Soient})

Bdw +yadv P dup p dv’
2dudv '’ 2 du, dv,

les éléments linéaires projectifs de S et de S,. Les asymptotiques v = const.
de S et v, = const. de S, n’étant pas rectilignes, ou a?) # #; 3 0. Soient

(8) wo=9 (), v,=v

les équations de la demidéformation cherchée. En vertu de la substitution
(8), I'élément linéaire projectif de S, prend la forme

° d 3 '] ]
6 (57 aur3? ) +nde:2(5? aut ) a),
ainsi que, d’aprés (7),

By (39
r ﬁl' au)'

Condition pour la demidéformation projective est donc
‘9 Vﬁ (®, 7)

9 - 1P V)

@ ou | g v)

1) V. GPD, § 16 A.
%) GPD, § 16 B.
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Soit encore # = f (v) I’équation de la courbe % dunnde sur S, et %, =
} (v)) I'équation de la courbe correspondante donnée. On n’a alors qu’ &
résoudre 1'équation différentielle (9), en y regardant v comme paramétre,
sous la condition initiale

¢ =/, (v) pour % =/} (v).

On a deux solutions A cause de I'ambiguité du signe 4/.

L’énoncé qui précéde n’est vrai qu'au champ complexe. Dans le
champ réel, il faut encore avoir soin que la quantité sous le signe 4/ en (9)
soit posstive. A ce but, faisons la définition suivante: L’orientation
donnée par le paramétre v au systéme [v] d’asymptotiques v = const. de
S soit posstive si B> 0, négative si B < 0. On voit tout de suite que cette
définition est intrinséque?!). La correspondance préscrite entre les asympto-
tiques v, = const. de S et v = const. de S, doit alors conserve: 1l'orien-
tation positive, et cela suffit pour la réalité des nos demidéformations.
On peut encore distinguer géométriquement les deux solutions de notre
probléme; La courbe donnée k de S partage S en deux régions R’, R”;
pareillement la courbe qui doit correspondre a % sur S, partage S, en deux
régions R’;, R,”. Dans une des deux solutions, 4 R’il correspond Jla région
R’y ; dans l'autre, la région R,”. Je laisse la démonstration au soin du lec-
teur.?).

§ 4. Les invarianis v, s d’une correspondance asymptotique.

Dorénavant, soient S et S, deux surfaces non réglédes en correspon-
dance asymptotique . Soit (#, ¥) un systéme de coordonnées curvilignes
asymptotiques pour la surface S, dont I’élément linéaire projectif a donc
. la forme

Baw +ydv@
2dudv -

Pour la surface S, faisons usage des coordonnées curvilignes asymp-
totiques correspondantes, et soit

Brdu? + 7’1E_
2du dv

I’élement linéaire projectifde S,. Les surfaces S, S; n’étant pas réglées,ona
By By +0.

1) On peut donner une définition géométrique simple de cette orientation:
Choisissons un point 4 = (%, U) de S. Soit ¢, une courbe touchant en 4 1'asympto-
tique v= ¢ etayanten 4 une inflexion. Au voisinage de A4, ¢, partage S en deux
régions, donc l'une, soit R, contient I'asymptotique v =g4. Dans le cas d’orienta-
tion positive, les asymptotiques v == const. 3> § appartiennent (au voisinage de 4)
4 la région R.

1) On voit que les correspondances r=¢ (ou ¢+ 0 est une constante donnée)
jouissent des mémes propriétés que les correspondances y == 1 ici étudiées,
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Portons d’abord notre attention sur les systémes correspondants
v == const. d’asymptotiques de S et de S,. Du § 2 nous connaissons la sig-
nification de l'invariant »r =7 (4, v), dont I’expression actuelle, d’aprés (7),
est tout simplement

r=b

g

Or maintenant les systémes correspondants # = const. d’asympto-
tiques donnent lieu & un autre invariant que je désignerai par s; évidem-
ment

N
"

Les invariants 7, s ne changent pas si 'on remplace une des deux
surfaces S, S, par une déformée projective, et ils changent de signe si 'on
remplace une et une scule de S, S, par une surface corrélative.

Les invariants 7, s permettent de partager les correspondances asym-
plotiques entre deux surfaces non réglées S et S, en trois espéces:

Pour la premiére espéce, 7 (4, v) et s (¥, v) sont deux fonctions indé-
pendantes de %, v (c’est évidemment le cas général) ; pour la seconde espéce,
7 et s sont dépendantes, mais une au moins n'est pas constante; pour la
troisiéme espéce, 7 et s sont des constantes.

Parmi les correspondances de seconde espéce, trois cas particuliers sont
remarquables: 1° » = lo# s = 1; ce sont les correspondances asympto-
tiques qui sont en méme temps des demidéformations projectives; je pro-
pose de nommer ces correspondances les demidéformations asymptotiques.
297s = 1; ce sont les correspondances qui conservent la forme normale
2 8 ydudv de M. Fubini (GPD, § 15 D). 3% r = s; ce sont les correspon-
nances qui conservent les lignes de Daiboux.!)

s —

1) Cela est analytiquement évident, I'équation différentielle de lignes de Dar-
boux (GP D, §11 B et 12 4) étant fdu® + ydv® — 0. Mais cela résulte aussi de notre
définition géométrique des invariants 7, s en vertu d’un quelconque des théorémes
suivants:

1° Considéyons une cubique plane passant par un point A de S, y ayant un point
double et telle que chaque branche ait en A un contact du second ordre avec une asympto-
tigue de S; alors les tyois points d'inflexion de la cubique sont situés sur les tangeutes
de Darboux de S en A, (E. Cech, O ktivkovém a plofném elementu tietiho ¥ddu pro-
jektivniho prostoru, Casopis pro pést, mat. a fys., t. 50, 1921, p. 240).

2% Dans le plan tangent & S au point A considérons les deux paraboles donc cha-
cune d en A un contact du second ordre avec une asymplotique de S et donc l'axe soil pa-
ralléls & la tangente de l'autre asympiotique en A ; les trois intersections, divers de A, de
ces deux paraboles appartiennent aux tangentes de Segre (conjuguées aux tangentes
de Darboux) (E. Cech, L'intorno d’un punto d’una superficie considerato dal punto
di vista proiettivo, Annali di Mat,, s. 3, t. 31, p. 208).

Le théoréme 1* 4 été retrouvé par M. A, Terracini (Rendiconti Accad. Lincei,
8. 6, v, 3, 1° sem,, 1926, p. 591).
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§ B. Correspondances asymplotiques de lroisiéme espéce; cas r — .

Le cas r = s =1 est bien connu; la correspondance entre S et S, est
une simple homographie ou bien c’est une déformation projective propre-
ment dite.?)

Considérons maintcnantlecas r =s=¢, ouc % + 1, ¢ 0 est une
constante donnée. Rappclons?) que la surface S est déterminée (3 une homo-
graphie prés) si l’on connait en fonction de #, v, outre les coefficients 8,y
de I'élément linéaire projectif, deux autres quantités L, M. Les quantités
B, v, L, M étant données, la surface S existe alors et alors seulement si

(10) L,=— (2p7u+7ﬂﬂ)» M,=— (27ﬂ.+137a),
ﬂM'+2Mpv+ﬁm=7Ls+2Lru+’uuu.

les indices #, v indiquant des dérivées partielles. Désignons par f,, 7,
L,, M, les quantités relatives a la surface ;. Dans le cas qui nous intéresse.
on a #, =cp, y, = cp, ainsi que pour S,,les équations analoques 2 (10)
sont

(11) le ——c 28y + 7p“): Ml" = — ¢t (27ﬂ. + ﬂ?v);
ﬂ]”]v + 2M]ﬂ- +ﬂm =7Lpo + 2L]?- + Yuun.

Considérons la surface S comme donnée et essayons de déterminer
S,. Les équations (10) deviennent des identités et il s’agit de déterminer les
quantités L,, M, de maniére 4 satisfaire aux équations (11). Or en posant

12) Li=aL+(*2—1)U, Mi=ca2M4 (-1)V

et tenant compte de (10), les équations (11) prennent la forme
U,=0. V.=0,

(13) BV' + 28,V — By =2U" + 29U — Puns.

La quantité U (V) ne doit donc dépendre que de % (v) et j’ai indiqué
sa dérivée par un accent.

L’équation (13) ne contient plus ¢; on a donc le résultat suivant:
St la surface S est telle que la correspondance avec r = s = c est possidle
pour une valeur de ¢ (¥ 1, —1, 0), la correspondance et possible pour chaque
valeur de c.

Si I'on a B, = Puu, alors I'équation (13) est vérifiée en posant U =
V = 0. Inversement supposons qu’il existe une solution U, V de (13).
Choisissons alors une solution f (u) & 0 de I'équation différentielle

2/"=fU,
et une solution g (v) 3= 0 de I'équation différentielle
2¢"=¢gV

1) Au sujet des déformations projectives, v. Déf ou GFD, Chap. VII et VIIL
%) GPD, § 16 D.
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t ~
et posons ~ i o 7
= S Fap ' 07 S'—[g OF

En introduisant %, v;, au lieu de %, v, comme coordonnés curvilignes,

I’élément linéaire projectif de S prend la forme

B du? + Cdy?
2 du, dv,

et on déduit de (13) par un calcul que j’omets que

3B &C
93 dud '

On a donc le théoréme suivant: Une correspondance de troisiéme
espéceavecy = s = ¢ (c ¥ 1, — 1,0) estjpossible alors et alors seulement si Von
peut choisir les cordonnées curvilignes w, v de maniére que I'élément linéasre
projectif de S ait la forme

Puus AUS + Py A3

(14) 2dudv

On obtient alors unc correspondance du type cherché en déterminant
S, de maniére que?)

ﬁ1=6¢nu. ’l=cq’m, Ll ch’ MI=C’M.

Les coordonées curvilignes %, v ne sont pas entiérement déterminées
par la propriété que 1'élément linéaire projectif de S prende la forme (14)i
De ce qui précéde il résulte que les substitutions

“ =a1u+bl v _ Gv+ b,
17 qutd ’ 1 qu+d,’

ou a,, b, . .. d, sont des constantes, ne changent pas la forme (14) de I'élé-
ment linéaire projectif. Dans des cas particuliers, d’autres substitutions
peuvent avoir la méme propriété.

Les correspondances ici considérées dépendent de six fonctions arbitrasres
d’un argument. Pour le démontrer je ferai usage des méthodes si puissantcs
de M. Cartan. Attachons a la surface S un systéme de référence normal.?)
On a alors, faisant usage des notations de M. Cartan,

l‘”s =0, 0;; = 0, @, = 0, @3 = 0y, Wyy = @y,

15 g — @y =Wy — W33 = 2&0, — fa,,
(15) Wop — @y =@ Wy = @@ — 2fm,,
Wy —@yg ~AD, + B0y, Oy — @y VO + @0y, Oy = @, + L,

1) Si S est projectivement indéformable alors S; doit nécessairement étre ainsi
choisie. Je ne sais pas qu’elle est la généralité des surfaces projectivement défoirmables
du type ici envisagé, (lciappartiennent p. ex. les surfaces pour les quelles § =y =1),

%) Déf., pp. 280—286.
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L’élément linéaire projectif de S est
mls + m23
(16) 20, 0,
Rappelons?) les relations extérieures
(e . o) — f [0, @], @’y = — &[0, 0,).

A la surface S, attachons aussi un systéme de référence normal ;
pour S, j’écrirai &, a, f etc. au lieu de o, @, §, etc. De la forme (16) de
I’élément linéaire projectif il résulte que je dois écrire

L =co, & =ca, c*+1,—1,0)
De (17) on déduit maintenant que
¢ —ca, g —cB.
On aura donc
; =0, R =co, & =cao,,
18 Q3 =cayy, Ly =y, &3 =0, Ly =0y,
(18) L) — Ry = @), — 0y, Rypy — Ly = g3 — Vg, 33 — Loy = W33 — @y,
Ry = Ly, Ly = Lyo.
Les équations (15) et (18) contiennent toutes les conditions du pro-

bléme. :
Par différentiation extérieure, on déduit de (18)

2 —1
[0, c R,y — @y — —5 o,] =0,

2 —1
(@, ¢y — @0y — 2 o] =0,

(@, ¢8R,y — @] + [0, €y — w05] =0,
@ 0] + [0y ] = 0, [0 ;] + [wy £y4] = 0.

On peut donc poser en introduisant deux quantités auxiliaires «, v.%)

c2—1

€8y — @y = 3 (o, + o)),
c2—1

€8y — @y = 3 (@, + va,),
cz—1

€8y — @y = 3 (ve, + uw,).

D’ici on déduit par différentiation extérieure

(@, du + (3e¢ 2fu)w,] =0,
[, dv + (38 —2av) @] =0,
[du 4aum, w)]+ [dv—4frve, @] =0.

1) 1 c (26).
1) Les lettres %, v ne signifient donc plus des coordonnés curvilignes.
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On peut donc poser, en introduisant une nouvelle inconnue auxi-
liaire w
A + 24 (@ — 0,) + 3ew, =wo,
dv 4+ 29 (0 — @gy) + 30, =wa,:
En différentiant extérieurement ces équations, on trouve
dw + (W —0y) 0w + 22y — 1) v, +22p 1) ue =
=306 —p)o +3(5a®—a)m,,
les quantités a,, 8, étant définies par?)

4 2
d‘u—alml+(a13+3p 3 1) @,,

(19)
iB=(ep 2m+gv—1e po,

En définitive, il s’agit de discuter le systéme de Pfaff

0y =0, )3 = 0y, 0y = @), B}y = @, By = W, V) = By, By = @,

0y, —0p =200, +f0, 0,—0,=cn +28a, @, — 04=
=3aw, 4 3w,

O =40, + p0y, 0 =90, + @0, 05 =@a, + 1w,

4 2
de =a 0,4 (¢ + 3 #+ 4 v — 1) e,
2 4

dp=(¢ﬁ+'§‘l‘+ 3”—1)“’1+ﬂ2“’2»

du 4+ 2u (0y — @,) + 3a0, =wa,

v + 29 (0 — @p9) + 30, =wo,,

Aw + (0g — @) W+ 22y — 1) vew, +22p— 1) 4o, =

=3 (58 — f)) o, + 3 (5a® — a)) o,.

En différentiant extérieurement toutes les équations du systéme

(20), on obtient

[d‘“’1]+[dl‘°’2]+(2ﬁ" — 3eap) [0 0, =0,

[@va] +[dew] + (38 —2a¢) [ 0] =0,

[dow) + [dde,] +4(Bo—al) (o m,] =0,

3 [d“1“'1]+4[dl‘mz]+2[d”°’2]+2(3“1ﬂ—‘l‘+¢") (@, @,) =0,
CU)3[@p,0,) +2[dpa] + 4[dva] — 2 (3ep,+pu—pv) [0 0,]—0,

[dfy0,) + [d oy 05] + 2vidva]+ § 4[dno +
+{2@—vw +20a®—208 — ldaa + 1488,) [0, @] =0

Les équations (21), en nombre de six, contiennent, outre ®; et w,,
six autres formes de Pfaff

dd, dp,dv,de, da,, dp,.

(20)

1) Déf., p. 286, (25).
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Le déterminant des coefficients de ces formes étant
—60*+12u0'o?!— 12v00,' | 60,
on voit que le systéme (20) est en involution et que la solution dépend de
six fonctions arbitraires d’'un argument. Les caractéristiques sont données
par
o 2uele?t2ve0leo,— ot—0.
Remarquons encore que les correspondances ici étudiées ont été déja
mentionnées par M. Bompiani dans le Mémoire?) Rappresentazione geo-

detico-proiettiva fra due superficie (Annali di Mat. ,s. 4. t. 1, 1923—24).

§ 6. Corvespondances asymptotiques de troisiéme espéce; cas r % s.

Passons au cas r =¢;, § = ¢, ol ¢, ¢, sont deux constantes diffé-
rentes (c,cq & 0). Je vais démontrer que ces correspondances dépendent de

huit fonctions arbitraires d’un argument,
Je suivrai la méme marche comme dans le cas r = s, Maintenant,
on a évidemment
L —a 0,6 Ll =a,0,
avec.

— a2 1 — 1,42
G — a4 a, S, Cq=a a,

ainsi que a,, a, sont des constantes telles que a, 4, % 0, a2 % a,2. De (17)
on déduit dans le cas actuel
¢ aqe g=a,p
ainsi que
2,=0, 82 =00, 2 —a,n,
92) 3 = Ay 05, Qy3 = a; Og3, 13 =) Oy, Ly — a3 0,
(22 8 — Ry = 0y — 05, Rys — 4y = 0033 — g, L33 — Ly — B33 — By,
;3 = &y, &3 = Ry
Les équations (17) et (22) contienent toutes les conditions du probléme.
Par différentiation extérieure, on déduit de (22)

aa, 1
2

(@), ¢, 2, o,] — 0,

aa, —1
! D] ml]

[0y, @3 &)y @y —0,

(4, £,y — @0, @] a, Q;y 0y, 0] — 0,
a, @, ;] + a3 [0, 4] O,
4 [ml 'Q'so] + a, [mz glo] = 0.

On peut donc poser, en introduisant deux quantités auxiliaires %, v

1) V. aussi G, P. D, Appendice II (écrit de M. Bompiani), p. 723-5.

IIIL
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4L o0, to,+ a,u,z 1 @,,
a, — 1
(23) { 438y — 0y= “ ’2 @, + v @y,

| 0 = a“; (@ +e) @ + ;‘1: (4 +2) @,

Rappelons les relations?)

(w,dv] + w,de] + (20a—3vfh) o w,] =0,
(24) [o,do] + [0, dd]+4(Ra  ¢f) [0, 0] O,
0, d4] + [0, dp] + Bpa 24P) 0,0,] 0.

Par différentiation extérieure, on obticnt dc (23)

[@,du +( 2fu g.a,az 1.0)@,] O,
(20)

@,dv+( 2av | z.ala2 1.08) @] —0,
(26) a? o,dv+de 4@ ¢o, +

+af o0lde di 4a(u A 0.
D’aprés (24,) je peux poser

@1 de—4efo, oo oo,
di 4dao, oo + Ao,

Les équations (25) conduisent i poser

du=Aw, + 2pu

g aa, 1. a) e,

dv=(2av— g .aya;—1.p) o, + Ba,

En substituant ces valeurs de du, dv dans l'équation (26) on obticnt,
ayant égard a (27),

ad(B+o6 4fv)=al(4d+0—4aun).
Je peux donc poser

A=alw—0c+4auyu,
B=alw—o0+ 489,

ainsi que

du= (2w o+4au)o,+ 284 — 2 . a a3 — la) o,

dv — (2 av — g .aya,— 1.8 o+ (atw o+ 4fv)w,

1) Dét., p. 291, (36).
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En définitive, il s’agit de discuter le systéme de Pfaff

0; =00, — 0 0,; =0, 0,3 @, 0, =0,0,— 0,0, o,

Oy — 0y —2a0, + o, 0 @, a0 +200,0, o,
=3awm, + 380,

0, Ao, +po, u,=v0,+ @@, 0, — 0o, + A0,

z8)lde =00, + (6 4¢P o,dd (6+4de)o, +4a,

du = (@2w — o6+ 4au)o, - (2fu . a,a;,— 1. a) o,

3
2

dv = (2av g.alaz 1.8e,+ (aw o+ 480) 0,

En différentiant extérieurement toutes les équationsdu systéme (28),
on obtient

[@0,dea+ (1 aﬂ—-gp—;v)mz]-—o,
[y, df+(1—af— 3 p— 3 Ma] o,

(@,dv (2¢ea 3vf o)a] O,
(o, dpp + (249 3pe A)e)] O

2 4
‘o de]+ @do] +ido(l 8 ¥ +eas Bge) a@] 0,

2

(29) { (0,4 0] + [@eddl +{ — 44 (1= S 5

v) po+5ad,} o e,]=0,

3.a1a2 1.de, 0,] +

=
+{3alpw 3po+t2eapu- 1_;) .aa, —1 o} o, 0, 0,

&

[a2dw do+4ude o] +[2udp

(2vd « — g .aa,—1.dpg, o]+ [alde do+ 4vdp, ]+

+{ 3aleaw -+t 3a0—-2apu— 15

2 .aya, — 18 [0 e, 0,

Les équations (29), en nombre de huit, contiennent, outre o, et ®,, huit
autres formes de Pfaff

da,df,dv,dp,de,d g do,dw

et le déterminant des coefficients de ces formes est (4,2 — a,%) o,* @,* = 0.
Or a3, = a;?, ainsi que nous voyons que le systéme (28) est en involution et
que sa solution dépend de huit fonctions arbitraires d’un argument.

§ 7. Correspondances asymptotiques de seconde espéce.

Soient ®@,, @, deux formes de Pfaff indépendantes en deuxvariables ;
les covariants bilinéaires de ces formes soient

(30) o) —b @a,), @ — — a[a; @,

III.
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Soit ¢ une autre variable et soient f (£), g(¢/) deux fonctions de £. Cherchons
toules les surfaces S, dont I'élément linéasre projectif ait la forme

o2 + o}
20,0,
avec
o, =f{).0, 0,=g().a,
¢t étant une fonction quelconque de % et v. Je vais démontrer que les sur-
faces S, dépendent de cing fonctions arbitraires d'un argument.
Dans deux cas particuliers,asavoir: 1°f(f) =g (£);2°f (t)g. (/) =1,1e
calcul 4 été déja fait par M. Cartanl). Le calcul est presque le méme dans
le cas général. Le probléme conduit au systdme de Pfaff
03 =0, 05 = @, 0, — o,

(31) @3 = 0, O)) + @y — Og — @33 = 0, @y = @,
o, =ff.a, o, —g{).a,

On en déduit par différentiation extérieure
(0, @5 + @3  20,] + [0, @33 — @),] — 0,

(@), @33 — @] + [0y, @5 — @59] = 0,
[0, 0y — @g] + [0y, g + @} — 2 @] = 0,

’ b
[ml,Ldt - ¢ ©; + 0y — oy] =0,

/

[, i dt—iml+m2,—mm]=0.

/

Il se présente ici, outre @,, @, les cinq formes de Pfaff indépendantes
@gp — @yy, Bgp — Oy, Wag — By, Oy — @y, @ 1.

En annulant le déterminant des coefficients de ces formes on obtient
2 2
dlog! dlog 8
(32) 0, (9, & o} / o | — 0.
dt dt

Le systéme (31) est donc en involution et sa solution dépend de cing fonctions
arbitraires d'un argument. Les caractéristiques sont données par 1’équation
(32).

Par ce qui précéde, nous avons démontré le théoréme suivant: Sosent
donnée une surface S non réglée et posons

(32) r=9¢(), s=90,

@ et ¢ dlant deux fonctions arbilrairement choisies (o9 == 0). Il existe des
correspondances asymptotiques de seconde espéce appartenant aux relations
(33) enire la surface downé S et une surface Sy, et ces correspondances dépen-
dent de cing fonctions arbilraires d’'un argument (ainsi que la surface S, ne

1) Déf., § 31 et 33,

IIL
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peut plus étre choisie arbitrairement), Il suffit, pour le voir, de choisir @,
et wy de maniére que 1’élément linéaire projectif de S soit

“—'13 + mzs
2@, @y
1O —VeTv, el) — gy,
L’équation (32) acquicrt la forme

dlog @
"’1‘”*(—dtg

et de poser

dlogy
dt w2)

o2 4 0.

On voit que deux familles de caractéristiques se réduisent aux asympto-
tiques, les trois autres familles étant apolasres aux asymptotiques Dans
le cas particuliers des demidéformations asymptotiques relatives p. ex.
aux asymptotiques @3 =0 (r = 1; plus généralement dans le cas r =
const.) les asymptotiques @y = 0 forment une famille quadruple de ca-
ractéristiques, les autres asymp.otiques @,=0 étant des caractéristiques
simples.

§ 8. Un cas particulier de corvespondance de premiére espéce.

Cherchons les surfaces S; dont 1’ élément linéaire projectif ait la
forme
o3 + o
(34) 20,0,
avec

0, =f.0,0,—g.a,

ol @,, @, sont deux formes de Pfaff données et les quantités f, g doivent
satisfaire a la condition que la différentielle d @ d’une fonction donnée @
de f et g soit proportionnelle & une combinaison linéaire donnée des formes
@,, @y,

Pour que I’élément linéaire projectif de S, ai. la forme (34), il faut et
il suffit?) que le systéme de référence mobile attaché a S soit particularisé

de maniére 3 vérifier les relations

w; — 0,0 @, 6, o,

0,3 == @), Oy + Oyp — By — @33 — 0, ¥, = @,.
Nous sommes donc conduits A étudier le systéme de Pfaff

o; =0, 0, =0, 0,; —0,

D =@, 0, + @y @By — & —0, 0, o,
0, =6, @, =ga,

dd=hao,

(35)

1) Déf. § 14 et 28,

IIL,
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w étant une combinaison linaire donnée de @,, @,. On en tire par diffé-
rentiation extérieare

0, 0y + @, 2a0,]+ 0, 0, — o] =0,
(@), @33 @) + @, 0y — @y =0,
[0, Oy — 0] + [@4, @y + @; 2@5] O,

d b
(36) (0, @y @y + ff g ®,] =0,
d
[0;, 0,5 — @y + gg - ‘; o,] — 0,
[Chal +ha —o,
ol les quantités a, b, sont définies par (30). Il entre dans les équations (36),
outre @, ,, sept autres formes de Pfaff, & savoir
37 @y — By, gy — @yp, Wyy — Myg, Wy — By, A [, dg, dk;
mais on a entre ces neuf formes de Pfaff la relation identique
(38) a/‘”+a dg=ha.

En annulant le déterminant des coeficients des formes (37) dans les pre-
miers membres des équations (36) et (38) on obtient

(39) "lmﬁw{(faf+2ga Wx—(’f a/"“"a }_0

Si I‘on exclut le cas banal @ = const. ’équation (39) n’est pas une identité.

Le systéme (35) est donc en involution et sa solution dépend de six fonctions

arbitraires d’'un argument; 'équation (39) en donne les caractéristiques.
Si l'on choisit ®,, @, de maniére que

“—,ls + 6,28
2 W, Wy

soit 1'élément linéaire projectif d'une surface donnée S, on a une correspon-
dance asymptotique entre S et S;, dont les invariants 7, s sont données par

r g
r=", s=°%,
g /
Je pose alors @ (£, g) = @ (1, s), ainsi que 1’équation (39) s’écrit
(40) 0, 0, @ ;'P @l —y 331: m,") = 0.

L’équation @ = 0 définit un systéme {C} de courbes tracées sur S. Nous
avons donc démontré le théordme suivant: Soit donnée une surface S non
réglée et un systéme simplement infini {(C} de courbes tracées sur S. Encore,
soit donnée une fonction (non constante) de deux variables @ (r, s). 11 existent

III,
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des correspondances de premiére espéce’) entre S et S, lelles que, r et s élant
nos snvarianis, la fonction @ (r, s) resle constanie le long de chaque courbe du
systéme {C). Ces correspondances dépendent de six fonclions arbilraires d'un
argument. Ces correspondances sont données par les solutions du systéme
de Pfaff (35). La distribution des caractéristiques est évidente de (40).

Chapitre II.

Groupes continus de transformations de seconde ou de troisi¢me
espéce.

§ 1. Une recherche auxiliaire.
Soit
D ={(u,v)durdovr,
4 et p étant des constantes différentes de 0. Nous allons rechercher tous
les cas ou il existe un groupe continu G de transformations reproduisant
® A un facteur constant prés. J'indiquerai par U, U;, U,...(V, V,, V,
...) des fonctions de la variable u (v) seule. Les équations du = 0,dv =0
étant évidemment invariantes pour le groupe G, chaque transformation
< g sig s 9
infinitésimale de G alaforme U—— +V s .
o u v

On peut simplifier le probléme moyennant une substitution de la

forme

0)) =9 u),y="19@)
ou bien
(2) U, =v, v =u

Les transformations finies de G ont toutes la forme (1).
Commengons par le cas od G contient une transformation infinité-

. 9
simale de la forme U
du
En changeant la variable #, on peut donner & cette transformation

infinitésimale la forme simple R Alors on doit avoir, pour chaque valeur

de a,
(3) [(w+a0v) o¢@).f().

On en conclut que log / = au 4- ¥, a étant une constante.
En changeant convenablement les variables %, v, on arrive au cas

O =d u* d v~,

1) Parmi les solutions de (35) il se trouve aussi les correspondances de seconde
esptce appartenant aux relations @ (r, s) = const. Mais nous savons du § précédent
que ces correspodances se dépendent que de cinq fonctions arbitraires d’un argument,

Rozpravy: Rod XXXVIIL Tt. 11 (islo 3.
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Le groupe G a évidemment quatre parameétres et contient les transfor-
mations

#,=a, 4+ b, vy =a,u + b,
Le cas ol G contient une transformation infinitésimale de la forme
VTav— se réduit au précédent moyennant la substitution (2). Nous devons
donc supposer que U V & 0 pour chaque transformation infinitésimale

U—..—u— +V aav de G. Moyennant une substitution (1), on donne la forme

] 9 e e e eigs . ",
+ T a unc transformation infinitésimale de G. On doit alors avoir,

du

pour chaque valeur de e,

(4) /(u+a, v-|-a)=tp(a).f(u,v),
ainsi que

log f=au + logg (u —v),
a étant une constante. Donc
D =ec%"@(u—v).dudo

d
Quelle que soit la fonction @, la transformation 1nf1mte51male T30

fait partie de G. Supposons que le groupe G ait plus d’un paramétre am51

que nous avons une autre transformation infinitésimale U + V—— a -
indépendante de —— v T 3 . Le groupe G doit alors contenir aussi la
parenthése

) ) ) ) ., @ 2
(Uau V55 au+av UtV 5

Pour rechercher 'effet de U el V sur le forme @, posons  u=U,
dv=V, ainsi que ¢d u = U'du, ddv = V’dv, et par suite

d<D=-[¢U+—q;—(U—V) +AU +pV]. O,
°
Pour que U i V% appartienne & G, on doit donc avoir

(6) aU+ (U VY+aU +uV' +8=0,

. pe eas e ., o ]
g étant une constante. La transformation infinitésimale U S +V T

étant indépendante dc vl 3 ,ona U—V =0, et de (5) on déduit

I11,
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(6) W' “L'+lb',+PVl+p

P Uu-Vv )
En appliquant & (6) l'opération ;“— + -a—av— , on obtient
(MN(@U'+AU"+pV")(U—=V)—(@U+AU +uV'+8) (U —V")=0.

En substituant dans l’équation (7) deux valeurs convenables de %, on
obtient par soustraction

(8) h V" + V' + b,V + by =0,
ot les h sont des constantes non toutes nulles car la constante A, peut tou-
jours étre supposée diverse de zéro,sil’on n’a pas U = ¢ = const. ; or 'hy-
pothése U = ¢ n’est pas admissible, parce que la transformation infinité-
. ., 9 9 ] d . .
simale U 2 T V—an — c(a“ + 2y )ne contiendrait plus v.
De l'équation (8) il résulte que V a une des formes suivantes

he +keb* 4, (h + Rv)e 1+ 1,
hew +1, av?* +bv+c¢, av+ 0.

Or nous avons vu que le groupe G contient aussila transformation infinitési-
] ° .
male U’ e 4V 5, TOUS pouvons donc conclureque G contient une trans-

i ., 9 L
formation infinitésimale de la forme!) U 3t Va—v— avec V = ¢’ ou

“
V=u
Commengons par le cas ¥V = v, L’équation (7) devient
9 (@UFAU)YU—-v)—(aU+aAU +p+p) (U —1)=0.
Il en résulte que
@U AU +p+p). (U —1)=0.

Mais I'hypothése
aU+AU +p+p=0

est A rejeter, car 1'équation (6) donnerait ¢’ =0, ainsi que le groupe G

. . o
contiendrait . On a donc U’ =1; enremplagant # par # 4 ¢,on a

du
U =u, V = v, L’équation (9) donne encore & = 0, ainsi que (6) devient
9 _ ¢
® u—v'’
ol ¢ — — (A + p + B) est une constante. Donc

D =a (4 — v)cdu* dv,
a, c étant des constantes différentes de zéro.

1) Nous avons fait usage de ce qu’on peut encore remplacer v par cv.
2%
III,
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Désignons par D W T V.,  une transformation infinitésimale arbitraire

de G; I'équation (5) s’écrit mamtenant
(10) c(U=V)+ QU +pV +) (s —v) — 0.

a
On en déduit par l'opération Tudv
‘UII__PVII=0'
ainsi que
U=aputt+bu+tc;V —aidv?4biv+ c,
ol a, by, c;, by, c,, sont des constantes. En substituant les valeurs trouvées
pour U, V dans I’équation (10), on obtient

ap(c+24) 124 (cb, +4b, + b+ ) u + ccy =
=ald(c+ 2p) v+ (cby +4b, + udy + B) v + cc,.

En général, I'équation (11) exige @ = 0, b, = by, ¢, = c,, ainsi que le groupe

(11)

. PR 9 ]
G est engendré par les transformations infinitésimales au T 2y °
9 9 . ..
“g,, T T3 et les équations finies de Gsont
h=at+p vy=av+p.
Il n'y a exception que dans le cas A =g = — ; ; alors I’équation (11)

donne seulement b, = b,, ¢; = ¢,, ainsi que le groupe G est engendré par
) 9 9 é ]

]
2 . . .
u + 30 ' % au +v Y + v T et les équations finies de G
sont

evu+f _ev+p
yut+8’ 1 yvid-

Nous avons vu plus haut que, dans le cas ou le groupe G a deux para-
métres au moins, et ne contient aucune transformation infinitésimale

“l=

9 9 .
de la forme Uﬁ ouV ap * OB peut supposer que G contient, outre

. e g eass ?
Iu + Jp * ume transformation infinitésimale de la forme U ou +

9 .
+V 3p 3VEC V =v ou V =e¢'. Nous avons traité complétement le cas

V = v. Nous allons montrer que I'hypothése V = ¢' ne donne ricn de
nouveau. En effet, dans ce cas le groupe G conticnt les deux transfor-
mations infinitésimales

9 d

o e e e — 7 — g .
X= u v’ Y Dau e’

I,
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or moyennant une substitution de la forme
U, =@ (4), vy =e""*
ces transformations infinitésimales prennent la forme
, 0 d ] °
X -t 3u1+v‘ 3y, ’ Y= u, + oy,

ainsi qu’on obtient le cas déja traité.
En définitive, nous avons vu que, dans le cas o le groupe G existe,
on peut ramener @ & une des formes canoniques susvantes:

1. D —cdurdo;

le groupe G a quatre paraméires et ses équations finies sont
u, —anu+ g v, yv+d.

dudv ]’;

Il D — . w o’

le groupe G a trois paraméires et ses équations finies sont

u__au+ﬂ v av + f
1 yutd’ ™ yv4e
111 D=c.(u—v)dudo;

le groupe G a deux paramélres et ses équations finies sont
h=a4+p v,=avif
Iv. D=c"@u—v).dutdv;
le groupe G a un paramétre et ses équations finies sont
“,=4+a v,=v-+}a

Sans restreindre la généralité, on peut supposer:
1*danslecas I,c = 1; 2*danslecas III,sid + gy + k4 0,c 1; 3*dans
le cas IV, ¢ = 1 ou ¢ = 0. Au contraire, la constante ¢ est essentielle dans
lecas Il et,si 2 + g + k& = 0, aussi dans le cas III.

Soit maintenant
D =f(u,v)du

et cherchons les cas ou il existe un groupe continu G de transformations
reproduisant @ A un facteur costant prés et conservant l'équation dv = 0.

. R ]
Ici encore chaque transformation infinitésimale de G a la forme Ua—“— +

) . <pr o g
+V ap » St OR peut simplifier le probléme moyennant une substitution

de la forme (1).
Dans le cas od G contient une transformation infinitésimale de la

. @ . .. 0
forme U 35 * On peut supposer que cette transformation soit I On

IIL



22

doit alors avoir

[+ a,v)=9@).f @)
d’ot

fu,v) =V, eon
et on voit qu’on peut réduire @ A une des deux formes canoniques suivantes:
D =du, ®=uvdu.
Dans le premier cas, le groupe G est infini et conticnt les transformations
w—au+p, v —g(),

¢ étant une fonction arbitraire. Dans le second cas, lec groupe G a trois
parameétres et ses transformations sont

u, =au-+ 8, vy =y
Dans le cas od G contient une transformation infinitésimale V 3

on peut supposer que ce soit la transformation , ainsi que

2
‘v
|, v+a)=9@).f@xv),
fu,0) =U.e>
ce qui peut se réduire aux deux formes canoniques déja traitées.
Enfin soit UV = 0 pour chaque transformation infinitésimale de G.
9 . C e e s
On peut alors supposer que % + 54 Soit une transformation infinité-

simale de G, ainsi que
D=c*.p(u—v)du

On peut chercher les cas o le groupe G a plus d'un parameétre. A ce but,
ou n’aqu’a substituer 4 = 1, p = 0 dans le calcul fait plus haut et on arrive,
ici encore, au résultat qu’on peut supposer que le groupe G contient une

. T , 0 9
transformation infinitésimale de la forme U 3w +V 3y 2VeC V=v.
En substituant 4 = 1. p=0 dans les calculs précedents, on voit que

d>=a.(u——v)‘du. (c¥0)

Soit U i V une transformation intinitésimale de G, ce qui est

exprimé par r équatlon (10) avec 4 = 1, p = 0, c’est-a-dire par

(12) c(U—V)+ (U +p @ v)=o.
En y opérant par 3 33 » on obtient U”” = 0, ainsi que
U=au+b.
En remplagant U par cette valeur, on tire de (12) V = av + b. Le groupe

) ? ? ? 2 _—
G est donc engendré par 3 T 3y aw V3o En définitive, dans

IIL
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le cas ou le groupe Gexiste, on peut réduire ® d une desformes canoniques sui-

vantes:
I D —du;

le groupe G est infini et ses transformations finies sont
u, e«u+p v —o@).
1I. D —vdu,
le groupe G a trois paramésres er ses iransformaltions finies sont
u,=au+8 v,=yv.
ITL O=c.(u—v)du
le groupe G a deux paramélres et ses transformationz finies sont
uy=au+p v,=av+p;
la constante ¢ peut étre supposée égale a 1si k + — 1.
IV. D =e*p (u—v)du;
le groupe G a un paramétre et ses transformations finies sont
Uy=u-+ea v,=v4«;
on peut supposer ¢ =1 on ¢ = 0.

§ 2. Groupes continus de transformations asymptotiques de troisiéme espéce
d'une surface en elle méme.
Soit
padud 4+ pdovd
2dudvy

I’élément linéaire projectif d’une surface non réglée S. Nous allons cher-
cher les cas ol il existe un groupe continu g de transformations asymp-
totiques de troisieme espéce de la surface S en elle méme. Les transfor-
mations de g ont la propriété caractéristique de reproduire les formes dif-
férentielles et P

u? v2
(13) ﬂ dv ' Y 27

& des facteurs constants prés. Il résulte du § 1 que le groupe g A quatre
paramétres au plus. Je me borne d trouver les eas otk le groupe g d deux para-
mélres au moins.
Commencons par le cas ot il est possible de réduire les expressions
(13) A la forme
du?  duy?
dv, ' dv, -’

On peut alors?) choisir les cordonnées asymptotiques #, v de mani-
tre i avoir

)Y)GPD, §69B,C.
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4 U
p"'v_ﬁo ’=v—a
U--awd+bul+cu+d,
Ve=ad+bv*Lcv+d,

ol

En posant
du=U, dv=V,

U, (V,) étant une fonction de la variable % (v) seule, on obtient

2(s55) = (- IU’U°+1V'°+2U'—V),3 ,

() =2 =7 V'VV°—U»'+2V«»')7%§-

Le trausformation infinitésimale U, 3 4+ Vo5— 3 fait donc partie du

groupe g alors et alors seulement si les deux parenthéses & droite sont des
constantes; or ces parenth&ses sont des sommes d'une fonction de % et
d’une fonction de v; donc les expressions

u ' Vv

doivent etre des constantes. On peut donc poser

Uy, Vo'

U, U’

U

Ceci arrive certainement si Uy, =0. Soit donc U,= 0. Alors le
polynome U doit &tre divisible par U’; donc U doit étre une puissance
d’'un polynome linéaire: U = (au 4+ 4)) avec +=0,1 2, 3; a+0.
Si § = 0, les constantes A,, &, sont arbitraires ; pour ¢+ > 0, au contraire, on
doit avoir A, : X, = « : . Une considération analogue s’applique a l'expres-

soit constante.

Cherchons les conditions pour que l’expression

VoV’
U
=@, % + o, v, = & % + e, ou bien 4, = v, v; =%, on voit qu’on asix cas
essentiellement distinctes: 1° Chacun des polynomes U, ¥ a au moins
deux racines distinctes; alors le groupe g n’existe pas. 2° Le polynome U &
au moins deux racines distinctes; V=19 (1 =1, 2, 3); le groupe g est

sion . En simplifiant moyennant une substitution de la forme %, =

engendré par v —aa; . 8° Le polynome U 4 au moins deux racines distinc-

e
tes, V =1; le groupe gestengendré par -a—av—,v in ¥ U=, V=0

(1,1 =1,2,3); le groupe g est engendré par u 3v U =1

']
au’’

I
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. ¢ d 9
(¢t=1, 2, 3), V=1,;le groupe g est engendré par 355 95 %9y -
. . d ) ] L)
U=V =1. Le groupe g est engendré pas du’ 2w ¥ Vay-
Les coefficients des équations fondamentales de toutes ces surfaces sont
connus?),
Nous allons maintenant examiner le cas ol I’on peut arriver 3 y =1
m yennant un choix convenable des cordonnées asymptotiques, mais non

A B =1. D’aprés les résultats du § 1, on peut?) choisir les coordonnées
% ct v de maniére 3 avoir

p=A4 (W —v)*; (A k=£0).
le groupe g a deux paramétres et il est donné par

60

(13) “, = ot 4 a,, vy, =av+a.
y a la forme
y UV
ou les U, V sont assujettis & la condition que p %—':‘: doit se multiplier

par un facteur constant en effectuant une transformation (13), ce qui
donne y = const. Donc, sans restreindre la généralité,
(14) B=A@m —vp;y=1

Pour discuter V'existence de ces surfaces nous faisons usage des condiz:ons
d’intégrabilité sous la forme déja employéed). En y substituant les valeurs
(14) on obtient

(15) ;%=—Ak(u —o)t 1 831:‘[=2Ak(u—v)"1;
A(u—v)"%—2/1k(u V1M —
(16) aL

—AR(—1) (k=2 (w —0) ="

De (15) on obtient
(7 L dAdu vW4+U M=24@mu—v)+7V,
ainsi que 1'équation (16) prend la forme

M
1) V.G PD.§ 69C, od on trouve 1’expressiondez, dit + £, dv= — y du --

—_ dv,

?) Car nous supposons que le groupe g a deux parametres au moins,
%) Chap. I, § 5, (10).

IIL
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6Ak (u —v)2* '+ ARk 1)(R 20 v 34 Ak(u —u)t 14

(18) + U —AW—vPV + 24k —v)1V =0.
. ? ? .

En y opérant par —— + 55 0 obtient

(19) U’ —Amu WV +24k(u —ov)* V" =0.

L’opération -a—av— donne ensuite

(20) (w —v2V"” —3k(u —0) V" 42k —1)V' =0,

N 4 a
d’ol1, en y opérant par 7

2w —v) V" —3kV".
On en conclut que V"’ = 0, ainsi que (20) donne
(21) kR =1V —-0; V=0,

Supposons d’abord que % 3= 1; alors (21) donne V’ = 0, ainsi que U” —
= 0 d’aprés (19). Donc U’ = a, V = b et 1'équation (18) donne

6 A%k (u —v)**1 L Ak (k —1) (k —2) (u —v)*3
(22) + @20+ 1) Ak —v)14+a=0

Le nombre 2k — 1 doit donc étre égal 4 un des nombres & — 3, £ — 1,0,

cequi donne 2 = —2 ou k& = ; . Si & — —2, I'équation (22) s’écrit
—12A(A+2)(w —v)® —24(2b+1) (¥ —v)-3 +a =0,

ce qui donne

1
A= -2 b= 2,a=0.

Nous arrivons donc, d’aprés (14) et (17), & la solution

2 2 4 1
e A T A VR
Si k= —;— , I’équation (22) est évidemment impossible. Il reste a étudier

le cas k =1. Les équations (21) donnent V = av + b. L’équation (19)
donne ensuite U” 4+ 24 a = 0, d’od

= —Aaut+cu+4d,
ainsi que I'équation (18) donne
6A4*(u —v) + A —24aut+c—Aau —v) +2A @v+b =0
d’ ot
=24,c— —A(2b+1),

111,
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les constantes 4, b, d restant arbitraires. Nous arrivons donc, d’aprés (14)
et (17) 4 la solution

=AW —v),y=1,L=—2A —2Abu —Av+4+d, M=2Au+b;
on peut y poser b == 0 sans restreindre la généralité.

Il reste & considérer le cas ol 'on n'arrivenid g =1nid y =1 par
un choix des coordonnées asymptotiques. Le groupe g devant avoir au
m»ins deux paramétres les résultats du § 1 montrent qu’on peut choisir

# ct v de maniére que le groupe g soit donné par (13). On en déduit sans
difficulté que

(23) B—A@m —v) y=B(@u —ovp

A, B, h, k étant des constantes différentes de zéro. Les conditions d’inté-
grabilité sont alors

0 5 = —AB K +28 @ -t M Bk R —ape;

A — v afj —2Ah (4 —0) 1M —Ah (h —1) (h —2) (4 —v)-3=

(25) 3L
=B (u —v)* au +2Bk (u —v)* 'L+ Bk(k—1)(k —2) (v —u)*3.
Soit d’abord h + k & 0. Les équations (24) donnent

h+2k
_Z%— (u v)h+k + LT’

M =AB. 2hh:kk (% — o)+t 4V,

L=AB.
(26)

En substituant ces valeurs dans 1’équation (25) on obtient

(2h+ k) Bk 45
A*B R
(h+2F) (h + 3F)
(27) TAF h +k
+Ah(h—1)(h—2)(w—v)**+Bk(k—1)(k—2) —v+
+B(u—vrU —A@m —v)*V'+ 2Bk (u —t)' U
+ 2 Ak (w —v)*1V =0.

(u — v)2l+h—l +

(u _v)h-!-’ k-1 +

? ? .
En y opérant par au T ap 00 obtient

(28) Bu—v*U’" —A @ —v)*V” + 2Bk (u — o)+ U’
i + 2 Ak (4 —v)-1P7 =0,

ce qui peut s'écrire
Bu—v)U’"+2BRU —A(u —v)**1 V" L-24h(u —v)** V' =0.

£
Opécons-y par 33’ ¢t réprimons le facteur — A4 (¥ — v)**-2 ; il vient ainsi

I11,



28

(w —v3V"" —2(2h —k+1)(w —v)2V"” 4

+(h—k)(Bh =k +1) (4 —v)V” —2h(h =) (h —k =1) V' =0,
d’od on conclut que

99 V=0, 2h —k4+ 1)V =0, (h-k(Bh—-k+1)V” =0,
(29) =R (B =k =1V =0
Pareillement on déduit de (28) que
U =0,2k h+1)U”=0,(h —k) (6 —h +1)U” —0,

h BHMB kE+1)U —o0.

Supposons d’abord que A —k == 0. Alors U’ =V’ = 0. Cela est évident
de (29) et (30)si» —k =+ 1. Orsil'onap. ex. b — % = 1, ’équation (30)
donne encore U’ = 0, ainsi que (28) devient

A —opV’" —24h (v PV’ =0

(30)

ou
(0 —v) V" =28V’ =0,

ainsi que aussi ¥’ = 0. Je peux donc poser U =a, V b, a, b étant des

constantes. L’équation (27) s‘écrit alors

ASB (2h +hk)_|_(3kh + k) (u v)'.’luk 1 +

(31) +ap OFEDETIN ey

+Ah(h —1)(h —2) (4 —v)p *+Bk(k NE—2 ( v+
+2Bak(u—v)* 1 +-2Abh(u —v)* 1 0.

Dans chaque terme, ou bien le coefficient est égal a zéro ou bien ’exposant
de # — v est égal A 'exposant dans un autre terme.
En tenant compte de ce que les nombres

hokAh+R B—F
sont différents de zéro, on arrive ainsi a la conclusion qu’ une équation au
moins dans chaque ligne du tableau
2h+k=0,3h+k=0,h+k+2—0,h —1,
h+2k—0,h+3k=0, k= Lh+k+2=0,
h=1,h—2,h+k+2=0k——1,bh k 2=0,
B » Lk—2h— 1Lh+k—+2—-0h k+2—0,
a—0h k—2=0,
b=0,h—k+2=0
est vérifiée. On en déduit sans difficulté que £ + k + 2 — 0. En effet,
on ne peut pas avoir
@h+k)Bh+k) —0,(h+2k)(*h+3k=0,

parce que hk % 0. Dong, si ’'on avait & + & + 2 % 0, les deux premiéres
lignes du tableau (32) exigeraient # = — 1 ou bien & = — 1. Soit, pour

I1I.
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fixer les idées, 5 &k — 1.Parccque h— k0, b + k& + 2 * 0, la deuxiéme

ligne du tableau (32) exigerait & = ; ou bien & — ;, tandis que la troi-
sidme ligne exigerait 2 = — 3. Donc A 4+ %k + 2 =0, et le tableau (32)

donne encore @ — b = 0, c’est-d-dire U =V = 0.
L’équation (31) devient

Ah(h—1)(h—2)(h —AB)(u— )%+
Bk(k—1)(k—2) (— AB)(u —v)**=0.
En tenant compte de ce qu'on peut échanger % avec v on n’obtient que
deux solutions essentiellement distinctes, soit
h=—3,k=1 AB=—3;
h=—4 k=2 AB= —4.

Nous sommes donc arrivés aux deux solutions (v. (23) et (26))

A 3
b= (v —vp’ r=—g #-9
3 1 15 1
L 2 (u—v)”M=— 2 (u—uv)e '
A= (ufv)"':—%(“_v)z’
1

L=0,M=—l2.m.
La constante 4 n’est d’ailleurs pas essentielle, comme on voit en multipliant
# et v par le méme facteur constant; on peut donc supposer 4 = 1.

Or nous avons supposé que # — & == 0. Soit maintenant 4 — k =0,
h = k. Soit d’abord & =k % — 1. Les équations (29) et (30) donnent
UIII = VIII = 0.

L’équation (28) donne

(33) —v)(BU” —AV") +2h(BU + AV’) — 0.

En y opérant par aau + aav , €t en tenant compte de ce que
U’” =V"" =0, on obtient BU” + 4 V" =0,
dov U=aAu*+iu+bV=—aBv*+pvtc.
En substituant ces valeurs dans 1‘équation (33) et en se rappelant
que A% — 1, on obtient « — 0,p4 + 4 B=0. Donc
U—Aau+4bV Bav+e,
a, b, ¢ étant des constantes. En substituant ces valeurs dans 1’équation
(27), on obtient
6AB(A+B)(u v)*14+2aABHh+1)(u—v)+
(33) +2(cA +bB) b (v — v)*! +
+hth—10)HE 2)4+B@w v+ 0

111,
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Supposont d’abord que 4 + B % 0. Le premier terme de (33) est différent
de zéro, ainsi que le nombre 34 — 1 est égale & un des nombres 4, 5 — 1,

h — 3, ainsi que b = ; , €ar nous avons supposé que 5 3+ — 1: Or’hypo-

thése h = % est impossible, parce que le dernier terme de (33) ne peut

pas se détruire. On a donc nécessairement 4 + B = 0, et 1’équation
(33) prend la forme

—2aAt(h4+1)(u—v) +2hA(c—b) —o0,
d'odia = 0,¢c = b, car b 4+ 1 % 0. Nous obtenous ainsi la solution suivante

p=Aw—vhy— A@m v}

L=—3A’(u 946, M 342 wB 4o

2
En multipliant % et v par le méme facteur constant on voit que la constante
A n’est pas essentielle (car & 4+ 1 & 0) ; on peut donc supposer que 4 — 1.
11 reste A étudier le cas o0 A = k = — 1. Les équations (29) et (30)
donnent U””" = V"* = 0. L’équation (28) donne
(34) —v)(BU”" —AV") —2(BU + AV')=0.

4 .
En y opérant par dudy*O0 obtient

BU” + AV =0.
d’'od
U=4@w® +tu2+4t,u+1,),
V=—B@A»r +rv+zv+s).

En substituant ces valeurs dans 1'équation (34), on obtient
t,— %) #+v)+2 —5,=0.

Donc ¢, = ¢,,t; = %,, ou bien, en changeant la notation
U=A@Auw+aut+bdu+ o),
V=—B@Av®*+av*+bv +4d).

En substituant ces valeurs dans 1’équation (27) et en tenant compte des

équations A =k = — 1, on obtient aprés une facile réduction

6(A+B)(AB—1)—24B(c—d)(u—v)2+2AB(u—v)s=0,

d’' o

(A4+B)(AB 1)=0,c=d,4=0.

Nous sommes donc arrivés aux deux solutions

2 (“—v)’ +A(a“’+bu+c)!

IIL
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3 1

M 2A=(u—-—v—),-+A(av’+bv+c);
A 1 1

b= v """ T u—v’

L s __1 + A (@au2+bu+ ¢
2 (w—v) ’
3 1 1

M 2(u——'v—)i—A(av"—+—bv+c).

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que 4 - & 3= 0. Nous allons
voir que I’hypothése 4 + % = 0 ne donne aucune solution. Dans ce cas,
les équations (24) donnent

L=—ABhlog(u—v)+ U,
M _ABhlog(u—v)+V.

En substituant ces valeurs dans 1’équation (25), on obtient
2ABhtlog(u —v)[A(w v)* '+B(uw v)*11+A2Bh(u v)* T—
—AB*h(u—v) 14+ Ahh—1)(h 2)(u —v)*3—
@) —Bhh+1)(h+2)(w v) **—Am PV +Bu—v) *U +
+2Ah(u —v)*'V —2Bh(u —v)~*-'U =0.

'3 a a .
En y opérant par 32T o on obtient

(36) B(u —v)~2U”"—2Bh (u—v)*1U'=A4 (u—v)*V"—2A4 h (u—v)* V",
ce qui peut s’écrire
Bu—v)U’"—2BhU =A@ —v)**' V" —2Ah(u—v)>*V".
P

En y opérant par 57 eten divisant par 4 (¥—v)>*-%, on obtient

M—vP V" —2Bh+1)(—vRV” +2h6h+1)(u v)V"’'—

(37) 4RE@ERE 1)V =0

Pareillement, on déduit de (36) que

(6 —vp3U"”" +23h—1) (u—v)2U"” +2h(6h —1) (4 —v) U’ —

(38) — @R+ YU =0

Des équations (38) et (39) on voit que

@2h DV’ =(Eh+1)U" O

Donc une au moins des équations U’ = 0, V’ = 0 est vérifiée; mais alors
I’équation (36) montre que 'autre equation est vérifiée de méme. Donc U
et V sont des constantes, et 1’équation (35) ne contient que # — v. On en
déduit aisément que le coeficient de log (¥ — v) est égal A zéro, c’est-a-
dire que

III,
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A (u—v)*1 4+ By —v)3 ! =0,

ce qui est impossible, car 4 B h * 0.

Je terminerai ce § par le tablcau de toules les surfaces qus admeltens
un groupe conlinu @ p > 2 paraméires de iransformations asymplotiques de
troisiéme espéce en elles mémes. Pour chaque type, j’écris, outre les coefi-
cients g, ¢ de I’élément linéaire projectif, les valeurs des invariants 7,
s relatives & chaque transformation du groupe g.

I. Les égquations de g sont
#, =au-tc v,=>bv+d.
On a ics

B=19=1;
r=at:b, s=10%:a.

II. Les égquations de g sont

u,=au, v, =bv +ec

Tross cas sont @ distinguer:

3 3
1° fg=u 2 yp=u?;
1 1
r=a2:d, s=a2:b%
2 p=ut, y=u;
r=a:b, s = b2,
1 1
Bop=uz  p=u;
3 1

r=a2:b, s=10:q2.

III. Les équations de g sont

w=au, v,=>=0v.
Six cas sont a distinquer:

1 1 _1
10 ﬂ.:u_’vz’ 7=”2.v 2;
3 3 1
r=a2:0%, s=~0%:a?
o 1! 1
20 f=u v, y=uv *;
1 3

3 1 s 1
30 p=“ 7 ] r= ’v
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4 B=wly, y=uv?;

ry=a, s=b,
_s s
5° B=u 2v, y=u2v ;
1 1
r=a?, s=b:a2,
_s 3 1 3 -3
60 p=A“ 202’ ’_—_ uﬁv | 30

A »
1
r=s=(ab)?2,

IV, Les équations de g sont
% = %, v, =av + b.

Deux cas sont @ distinguer:
1

1
' f=wW+Au+B) t, py=@w+Au+ B)?;
r=al, s=ak,
1 1
2 f=@w4+A4) 2, y=@u+4)°;
r=al, s =a
Dans les cas jusqu'ici envisagés, on calcule les quantités L, M, qui contien-
nent encore dans chaque cas trois constantes arbitraires, d’aprés G P D,
§ 69 C (7) moyennant les équations L = — f¢;, M = — y¢,.

V. Les équations de g sont
#=au+0b, vy=av+b
Sept cas sont & distinguer:

2 2 4 1.
* f=- (6 —v)? y=1LL=- (u—v)2+c']u=— w—v2~ 2°

r=a1) s=a.
2 f=A@u—r),y=1 L==—243—Av+c, M=2Au;
r=at s=a.

o y 3 _ 1B 1
¥ b=t T3 L=y g M E T g ey

'=a—’, s = at

1 12
p= 4 —v)s * y=—4u—v} L=0, M=— (u—v)’;

r=a%, s=ad

40

B° f=w~—v),y=—(—~v) , L=M=— g (w—v2t4tec,ds+ 1:

y =8 = gt+l,
3
. Rospravy: Rod. XXXVIII Tr 11 Cislo 8 I,
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6° = w—v ' r=—“_vo
L=—2A’ )2+A(cu’+c,u+c,)
M=—3A’ ] +A@r+egrtc);
2 & oy TG
r=s5=1
A 1 1
L = u—=v' T4 u—v
L—3 1 +A(cur+cu+tc);
2 (u—v) 1 2
3 1 1 .
M = 2 w—v)* A (€ +av+e);
r=s=1.

Parmi ces surfaces, an doit naturellement trouver toutes cellesqui
admettent un groupe continu & deux paramétres de déformations projec-
tives en elles mémes ; ce sont les surfaces des types I et V 6°, 7°,

§ 3. Groupes de transformations asympiotiques de seconde espéce d’'une sur-
face en elle méme.
Soit
Badw +ydvd
2dudv

I’élément linéaire projectif d’'une surface non réglée S. Soient
(35) th =@, (4), v, = % (V)

les équations d’une transformation asymptotique T, de seconde espéce de
S en elle méme, On a alors

ﬂ(“p”l) '—’1(t1) B (4,v) —— dv ,

(36) o

7 (4, %) du: =58 ().7 ")

r, et s, étant des fonctions de 4 =¢ (%, v). Donnons le nom de caractéris-
tiques de la transformation T; aux coarbes 4 = const. de la surface S.
Cela étant,soit G un groupe!) de transformations asymptotiques de
la surface S en elle méme, chaque transformation de G étant de seconde
ou de troisiéme espéce. Disons que le groupe G est de premiére catégorie
s’il contient deux transformations de seconde espéce a caractéristiques
différentes ; dans le cas contraire, le groupe G sera dit de seconde catégorie.

1) continu ou non,

IIL
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Si le groupe G est de premiére calégorie, il existe des constandes i, p,
dont Vune au moins est différente de zéro, telles que chaque transformation
de G conserve la forme

ﬂlyud“ZI sdyis i
@ un facteur constant preés.
Le groupe G étant supposé de premiére catégorie, il contient dcux
transformations T, T, 4 caractéristiques différentes. Soit Ty une transfor-
mation de seconde espéce contenue dans G. Gardons la notation (35) ct

(36) pour Ty et introduisons une notation analogue pour T, et pour T,.
D’apreés la supposition faite sur 7; et T, les fonctions

(37) L (u,v); Iy (%, v)
sont indépendantes. Soit 4 = 1 ou bien + = 2.
Le produit T T, transforme le point (¥, v) en (%, v), ou

u=0;[p, ()], v b &)
Des équations (36) on calcule

g (u,v) ‘;I: =71 (%).ry ) B (1, 0). ‘fl l: ;

]

dv? d v?
7 (u,v) du = 8i (7). So (o) ¥ (1, 0) du *
ol j’ai posé
T=7T (“’ v) = t‘ ('llo, vo) =1 [‘Po (“)l 'po (“)]'
Or la transformation T, T; appartenant au groupe G nc pcut étre do pre-
miérc espéce, ainsi que les deux fonctions de #, v

(38) 7i(m) . 7o (to); i (Ts) . Sg (o)

sont dépendantes. Mais les fonctions (37) sont indépendantes; onenvoit,
d’apres la définition méme de z,, qu'on peut choisir la valeur (1 ou 2) de
I'indice ¢+ de maniére que les fonctions #; (1, v) et £, (4, v) sont indépen-
dantes. Alors les quantités (38) sont dépendantes, si l'on les considére
comme fonctions de ¢, et ¥;, ainsi que

.dlogr (z, d log 7, (ty)
d Ts ’ d to
d log s, (1) d log s, (t,) B
dz; ’ d 2o

Or la transformation T étant de seconde (non de troisiéme) espéee, la pre-
miére colonne de ce déterminant est différente de 0, 0. Il existent donc
des quantités 4,, g, (dont I'une au moins différente de zéro) telles que
3'
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d log 74 (3)) d log s (v9)
o) o PR
d log 1y (ty) dlogs, (o) _
Ay, TEgy o =0

D’ap1ds (39,), le rapport 4 :p ne dépend que dc #; d’aprés (39,), ce
rapport ne dépend que de £, Ce rapport est donc constant, et je peux sup-
puser que &;, @; soient des constantes. De (39) il vient maintenant par in-
tégration

(40)

0,

rits . sf's = const.,
7ot¢ . 5y = const.

On dong, quelle que soient la transformation T, de GY),

ou

(41) 7oh . Sg*1 = const.
ou bien

(42) o'e . Sy‘2 = const.

Cependant, il est aisé de voir que une des relations (41) et (42) est vérifiée
pour chaque transformation de G. Cela est évident si 4, pg — A, o, = 0.
Suit donc 4, u; — 4, @, F 0. Nous avons vu qu’on peut choisir § de maniére
que l'équation (40) soit vérifiée. Pour fixer les idées, soit § = 1, donc
(43) rh st = const,

11 suffit d’arriver 4 la contradition en supposant qu’on puisse choisir T d¢
maniére qu’on ait

(44) 74 shr F const. ; rg sgr = const.

Considérons les quantités (38) (f=1) appartenant a la transformation
I, T, D’aprés (43) ef (44,), ou ne peut pas avoir

[r(z1) - 7o (E0)]% - [51 (%) . So (80))s = const.
pour § = 1; donc cette équation est vérifiée pour ¢+ = 2; il s’ensuit, d’aprés
(444), que

rh st = const.

De cette équation et de (43) on déduit, en remarquant que 4, p; —24 p, 0
que 7, = const., §; = const. Or ceci est une contradition, car 7; n’est pas
de troisiéme espéce.

En résumé, nous avons vu qu’on peut déterminér 4,, g, (avec 4, +0
ou p, * 0) de maniére que on’ait (41) pour chaque transformation 7 dc
G°. Or cela dit précisément que chaque transformation T, conserve

ﬁl- P4 ad uth=m _ 4 y2m—h
A un facteur constant prés. Le théoréme est donc démontré,

1) Nous avons admis que T soit de seconde espdcs; mais pour une transfor-
mation de troisidme espdce l’énonce est évident,

IIL



37

Inversement, si I’on choisit les constantes 4 et g d’une maniére quel-
conque (pourvu que 2 ¥ 0 ou g ¥ 0), les transformations asymptotiques
qui conservent la forme

p* y# d wri—»  d yPu-i

a un facteur numérique prés forment évidemment un groupe et sont
toutes de seconde ou de troisiéme espéce.

Nous pouvons donc, grice aux résultats du §1,indiquer les dléments
linéaires projectifs de chaque surface admetiant un groupe continu G de pre-
miére catégorie.

Chaque cas est caractérisé par une relation entre § et .

I. Les équations de G sont:

“, au-+b v,=09@.
Ce cas est caractérisé par la relationd)
By=1;
les invariants v, s d'une transformation de G sont liés par

s .
I1. Les équations de G sont
% =at+c, v, —bv d

Ce cas cst caractérisé par
By=1
wvec (24 —p) 2p —A4) ¥ 0; entre v, s, on a la relation
7t su = g2i—s p2u—2,
I11. Les dquations de G sont
#,=av+c vy —Dbv.
Ce cas est caractérisé par
By =1 s =d
IV. Les équations de G somt
au+b av+b

ul:cu—{—d’ % cv+d -’

Ce cus est caractérisé par
c

By — (n _.,,)z; r—1.
V. Les équations de G sont
#,=au+b vy,=av+0b
Ce cas est caractérisé par?)

1) On suppose naturellement, dans tous les cas, un choix convenable de para-
métres asymptotiques u, v,
%) Sid +pu +4¥F0, on peut supposer ¢ =1,
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Pye=c.(u—1v)
avecA +pF20u bicn A4+ p=2, k*2; on a ici P st = a*+i+n
V1. Les équations de G sont

“y=u-+a, v,=v-+a
Ce cas est caractérisé par
py=crou v
avec c =1 o ¢ =0, on & ici r* s# = %,

Quant a P’existence ct la généralité des surfaces correspondantes,
nous savons du Chap. I § 7, que, une relation quelconque entre p et y étant donnée,
les surfaces correspondantes existent toujours et dépendent de cing fonctions
arbitraires d'un argument. En effet, en mettant la relation donnée sons la
forme paramétrique

_Uor £ OF
P~ 0 ' Tt
il suffit de poserl. c. @, =du, @3 =4dv.

Quant aux groupes G de seconde catégorie, je mc contente ici de qucl-
ques remarques préliminaires. On peut supposer que G contient des trans-
formations de seconde espéce; or G étant dc seconde catégorie, toutes ces
transformations ont les mémes caractéristiques ¢ (4, v) = const. Il est
évident que chaque transformation de G conserve ces caractéristiques.
Deux cas sont a distinguer: 1° Les caracté:istiques sont des asymptotiques,
soit # = const. Les transformations de G multiplient les formes

d u? d v?
A dv 'Y du
par des fonctions dc la variable u seule. 2° Les caractéristiques ne sont pas
des asymptotiques. Dans ce cas, si le groupe G est continu et a plus d’'un
paramétrc, on peut supposer que l’équation des caractéristiques soit
# — v = const. Eneffet, le groupe G doit conserver 1'équation d # . d v.
dt = 0. Enintroduisant des nouvelles variables %,, v,on améne cette équation
d u®
”o) d .voa
doit étre invariante pour le groupe G. Des résultats du § 1 on déduit aisé-
ment qu’on peut supposer f (#,, v,) = 1, ainsi que dans les variables u,, v,, le
° )
du, ' dv, ' " au,
invariante est d v® —d %2 = 0') En retournant aux variables asympto-
tiques #, v (convenablement choisics), on voit que 1’équation des caracté-
ristiques est # —v = const. et que le groupe G est ou le groupe
#y=au+b v=av+c¢c
ou un sousgroupe de ce groupe.

a la forme d v —f (4y, v)) du = 0. Donc la forme [ (u,,

4 a 2 :
groupe G est engendré par +v 5, ct I’équation
[

1) Ce résultat est essentiellement contenu (avec une démonstration différente)
dans Déf, § 32.
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K. DOMIN, Pityrogramma. Plate 1.

New" Garden Plants.
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PITYROGRAMMA PRESLIANA Dom. var AURATA Dom. (Gymnogrammae tartarea
aurata Moore) from Peru, Pearce n 218, Type specimenl

Rozpravy Ceské akademie, THda IL Ro¢nik XXXVIIIL, Cislo 4.
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