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Geometria. — Sur une propriété caractéristique des surfaces F

de M. Fubini. Nota di E. Ckcn, presentata ) dal Corrispondente
G. FusimNn

1. Dans ses recherches sur la géométrie projective différentielle  des
surfaces, M. Fubini s’est posé le probléme de trouver toutes les congruences
de droites’ telles que les courbes de Darboux se corresporident sur les deux
nappes focales. Il a trouvé que les surfaces susceptibles d’¢tre une nappe
focale d’une telle congruence forment une famille dépendant de cinq fonctions
arbitraires d’un argument. M. Fubini donne i ses surfaces le nom isothermo-
asymptotiques; je propose de les appeler surfaces de M. Fubini ou surfaces F
tout court. M. Fubini démontre que chaque surface F est une nappe focale
de cof congruences jouissant-de la  propriété expliquée plus haut, d’ou il
vient une théorie de transformation W des surfaces F analogue 4 la trans-
formation classique des surfaces 4 courbure totale constante ().

On connait plusieurs propriétés caractéristiques des surfaces F: 1 chaque
congruence -canonique est conjuguée A la surface (Fubini) ®); 2m¢ la surface
peut ¢tre représentée sur un plan de maniére qu'aux courbes de Darboux
il correspond trois faisceaux de droites (Thomsen) W; Ja surface admet co3
transformations en elle méme conservant les lignes des Darboux (Cartan) ©),
Une autre propriété caractéristique des surfaces F forme 1’objet de cette Note.

2. Soit S une surface non réglée rapportée A ses asymptotiques 1 ,v
et soit (Bdus + ydvs): 2dudv Iélément linéaire pro;ectlf de S. Posons

ﬁ Ly = 239 ,
ainsi que les surfaces F sont caractérisées par I’équation @uy = 0, les in-
dices indiquant des dérivées partielles. Les courbes

- 2
e ® i = const.

forment un faisceau ¢ contenant les llgnes de Darbom\ et celles de Segre;
je Vappellerai le faisceau DS .

(1) Nella seduta del 1° giugno 1929.
(2) Pour plus de détail, v. G. Fusint et E. Cicu, Geometria proiettiva differengiale, § 51.
(3) Op. cit., § 27.
(4) «Bollettino’ dell’Umonc Mat Itahana », 4. VI, 1927, pp 80-85.
(5) « Annales de I’Ecole Normale», (3), 37, 1920, p. 320~32I.
(6) Voir FUB]Nl-CECH, op. cit., §§ 23D et.84. - . e
~ * (7) Ces courbes ont été étudiées par M. Bompiani sous le nom de courlres anhmmo- .
nigues; v. Fupmi-Cecu, Appendice If, p. 689.
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Ces courbes peuvent évidemment étre définies par I’équauon différen-
tielle du second ordre

. d2v dv dv\?
(0 s = P gy P (3,7) .

Or considérons trois familles oot F; (1—— 1,2,3) de courbes du
faisceau DS définies par

% = ¢¥T;.
L’¢quation (1) donne
(2) : T+ @ TiTiy = 0. (i=o0,1,2).

A chaque point x de la surface S, les plans osculateurs aux courbes
des familles F; passant par x sont (dans la notation habituelle) ® -

(B— )&+ [280 + (9o + 00) ] — = [250 — (pu — 0) E].

Condition pour que ces trois plans passent par une droite est que le
déterminant

B—yTHm, | =y|e?—7,m,7}|
soit égal A zéro. En évaluant ce déterminant, on obtient la condition simple
() o T T Ty = 03f,

Disons que les familles F; forment un systéme T si la condition (3)
est vérifite. Un systbme T est donc composé de trois familles oot de courbes
appartenant aw faiscean DS et jouissant de la propridté que, & chaque point
de S, les trois plans osculateurs passent par ume droite.

3. La recherche des systémes T revient & ’intégration des équations (2)

et (3).

Or ces équations -admettent les solutions évidentes
=i A : (=1,2,3)

les constantes ¢; étant lides par la condition ¢;cacy = 1@, 1l en résulte que

. (1) Voir Fusini-Cec, § 22 (1).
27 ‘}_13 :
(2) Le choix ¢r=1,c,=¢ 3 ,c3=1¢ 3 montre que les trois familles de lignes de
Segre forment un systéme T; j'ai trouvé ce résultat déja en 1921. Le choix ¢r=1»
2T 478
2= —¢3 ,03=—¢ 3 montre que deux familles de ligne de Darboux et la troxsxéme
famille de lignes de. Segre forment aussi un syst¢éme T; ce systtme T a été trouvé par

M. Bompiani en 1924. Voir E. CecH, Systémes trilinéaires des lignes sur une surface et dé-
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chaque surface (non reglee) posséde oo systtmes T. Or les surfaces ¥ sont

caractérisées par la propriété de posséder oos systémes T.
4. Pour démontrer le résultat énoncé, posons

. 1 I I
@) hmntntn L w4 lil.

1 2 T3 .
Cela étant, ajoutons les trois équations (2) aprés les avoir multiplié

I 1
par -, ou par -, ou enfin par 1. En tenant compte de (3) et (4), on
i

i

obtient

A4 =9
() A=0 , Pu=0 , Mp=¢?:v , Wyp=¢2 .V,

v étant une inconnue auxiliaire. Les systtmes T s’obtiennent en intégrant (5)
et en calculant 7, ,7,,7; des équations (3) et (4). Or les conditions d’in-
tégrabilité des équations (5) sont

I )
© e o =" gy
et condition d’intégrabilité de (6) est

@) : Vouy ==

Si @uv==0, alors v =0, est les équations (5) montrent que A et w,
et par suite aussi T,,7,,T;, sont des constantes et nous voyons qu’il
n’existe sur S que les systtmes T déjd mentionnés. Soit donc ¢uv =0,
ainsi que S est une surface F. On peut alors choisir les paramétres asympto-
tiques # ,v de fagon que B =y ou bien ¢ = 0, ainsi que les f.quatxons (6)
donnent v = const., et les ¢quations (5) donnent

7\=\m+v, y  B=VUFV,,

vy, Vv, ctant aussi des constantes arbitraires.
Enfin, les équations (3) et (4) montrent que une surface F posstde cos
systtmes ‘T définis par

®) (_g%)s — (v + v) (—g%)z +(w 4 w) %% —1=0,

v,Vi, v, blant des constantes arbitraires; rappelons qu'on suppose choisi les
parameétres asymptotiques u ,v de manitre que B = y. .

formation projective des surfaces, «Bull. international de I’Acad. des Sciences de Bohéme »,
1921; E. Bomeiant, Contributo alla geometria proiettivo-differenziale di una superficie, « Bol-
lettino dell’Unione Mat. Italiana », 1924. '
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