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RENDICONTI DELLA R. ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI
Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali.

Listratto dal vol. XII, serie 6% 2° sem., fasc. 9. — Roma, novembre 1930-vIiL

Matematica. — Unc démonsiration du théoréme de Jordai.
Nota® di E. CicHh, presentata dal Corrisp. G. FusinL

Notrarions. - R désigne le plan cuclidien contenant tous nos ensembles.
AB désigne la partic commune aux ensembles A et B. Un arc simple (unce
courbe simple) est I'image biunivoque et bicontinue d'un segment (d'une cir-
conférence). C ¢&tant un arc simple, C* s’en obtient en omettant les deux
extrémites. B ¢étant un ensemble ouvert, F (B) en désigne la frontiere.

LEMME 1. - Soit A un ensemble ferme¢ et born¢ contenant un segment S.
Supposons que Penscmble A — S soit situé¢ & une distance >0 de chaque
point de S*. Soit V une composante de R — A. Alors S* - F(V) -~ 0 entraine
que S est contenu dans (V). Le nombre de telles composantes V. est
toal & wm ou A deux. Le second cas a lieu si et seulement si les deux
extrémités de S appartiennent 4 Ja méme composante de A — §* Dans le
second cas, en désignant par V., V, les deux composantes V, tous les
points de R — S suflisamment voisins & S* appartiennent a V, 4 V, et
chacun des deux ensembles V,, V, est situ¢ (au voisinage de S*) enticre-
ment d'un coté de S* @),

Lemmi 2. = Soit I' une courbe simple contenant un segment S. Il vy
a précisément deux composantes de R — I telles que leur fronticre coincide
avec I'. Démonstration. 1ensemble I' - §* {tant connexe et & une distance
>0 de chaque point de §*, d'apres le lemme 1 il existe précisément deux

(1) Pervenuta all’Accademia il 27 ottobre 1930.
(2) La d¢monstration se trouve essentiellement dans le § 2 de la Note de M. Brovwrr
Beweis des Jordanschen Kurvensaties (« Math, Anno» 69, 1910, p. 171)



composantes 'V de R —T' dont la fronticre contient S en outre, d’apres le
méme lemme, les deus extrémités de S appartiennent 4 la méme compo-
sante de F (V) — S* (contenu dans I' — S¥), d’ott il résulte que F(V) =T.

Turorimi: 1. — Soit I' une courbe simple; soit V une composante
de R —T. Alors I'(V) =T'. Démonstration. Evidemment il existe une ligne
briste S sans point multiple dont les extrémités «, b appartiennent a I',
S* {tant contenu dans V. Les points a, b divisent I' en deux arcs simples
C:,C,. Posons I' =S + C; (i = 1,2). Daprés le lemme 2, il y a deux
composantes de R —T% dont la fronti¢re coincide avec I'; désignons les
par Vi, Wi La partic connexe C’ de R —TI', appartenant entierement i
une composante de R —T';, on peut supposer que V,.Cl=o0 et pa-
reillement V, - C’ =o0. Si Pon avait V, - V,=]=0, on arriverait a la con-
tradiction V, = V,, car chacun des deux domaines connexes V,,V, est
disjoint a la frontitre de V'autre. Donc V, .V, = o. D’apres le lemme 1,
on en déduit sans peine que I'ensemble K =V, 4+ V, 4 S* est connexe
et ouvert; donc K fait partie de V. Evidemment F(K) fait partie de I
Or on a précisement IF(K) =T, En effet, prouvons p. ex. qu'un point «
appartenant & C7 est agrégé a F(K). Lvidemment, il existe un entourage O
de « disjoint 4 V, 4+ S*; donc O -K = O . V,. Or a appartient a F(V,);
donc O -V, = O -K rencontre V, et par suite K. L’entourage O pouvant
tre suppos¢ arbitrairement petit, il en résulte bien que le point e appartient
a F(K). Il reste & prouver que V =K (car F(K) =T). Dans le cas con-
traire, il existerait dans V une ligne bris¢e L joignant un point de K 4
un point de V — K la ligne L rencontrerait F(K) =T, ce qui est absurde,
car V.I'=o.

Tutorime 2. — Soit I' une courbe simple. Alors R —T' a an moins
deux composantes. Démonstration. Dans le cas contraire on aurait, en gardant
les notations précédentes, V=K =R —T, ot O.-V, =0 -K =
= O . (R—T) et par suite O - W, = 0. Or cela est absurde, car le point «
appartient a I' = F (W),).

TutorEME 3. = Soit T' une courbe simple. Alors R —TI' a au plus
deux composantes. Déunonsiration. Soient V V' [ V'’ trois composantes diffé-
rentes de R — I Par rapport & V, gardons les notations de la démonstration
du théortme 1. Donnons aux symboles S, a",0",C.,C ,I", V. par
rapport & V' la méme signification que S,a,b,C,,C,,I'\,V, ont par
rapport 4 V. De la relation F(V) =T il résulte sans peine ® que lon
peut s’arranger de mani¢re que C fasse partie de C¥. Soit O un entou-
rage suffissmment petit d’un point a choisi sur C* (donc sur C7). D’aprés

(1) V. Brouwer, loc. cit., § 3.
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la démonstration du théoreme 1, ona O-V=0.V, , 0.V =0.V..
Or si Pon réplte la démonstration de la relation OV =0.V, eny
remplagant I', V, S respectivement par I', ; W, S’ (0, on obtient la relation
O-W,=0.V.. La courbe I, contenant un segment, d’apres le lemme 2
et le théortme 1 V, et W, sont les seules composantes de R — T, . Donc
OV, +O0- W, =0-(R—T,),d0t O-V+0O.-V =0-R—-T),dou

O+ V” =0, ce qui contredit au théortme 1.

Roma, 1930 — Dott. G. Bardi, Tip. della R. Accad. Naz. dei Lincei.
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