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RESEAUX R A INVARIANTS EGAUX.

La détermination de toutes les surfaces X non réglées qui admet-
tent précisément co? déformations projectives ou, ce qui est la méme
chose, qui contiennent précisément oc! réseaux R est un probléme dif-
ficile. M. Cartan a démontré en 1920* que les surfaces X, si elles
existent, dépendent au plus de 16 constantes arbitraires. On trouve des
exemples effectifs de surfaces X parmi les surfaces admettant oo! défor-
mations projectives en elles mémes que j'ai déterminées en 1924 **,

Dans la premitre partie, je détermine toutes les surfaces X telles
qu'un des réseaux R ait les invariants égaux. Un résumé du résultat
se trouve au N° 41; il en résulte que nos surfaces se partagent en dix
catégories dont la plus générale dépend de six constantes arbitraires.
J’ai indiqué ce résultat sans démonstration dans Je livre: G. Fubini et
E. Cech, Introduction & la géométrie projective différentielle des surfaces,
p- 90. Tout récemment, M. B. Segre a publié un Mémoire fort intéres-
sant*** dans la sixiéme partie duquel il traite le méme probléme, d’ail-
leurs sans le résoudre complétement. Ma méthode est entiérement diffé-
rente de celle de M. B. Segre et elle conduit aux résultats bien simples.

Dans la seconde partie, je montre qu'une surface non réglée con-
tient au plus oo? réseaux de M. Jonas et qu’elle en contient autant si
elle contient aussi o? réseaux R et dans ce cas seulement. J'y montre
aussi que l'on peut déterminer complétement les surfaces qui admettent
ot réseaux de M. Jonas, un de ces réseaux étant R. Enfin, je prouve
que les réseaux de M. Jonas ont la méme généralité que les réseaux R
(six fonctions arbitraires d’un argument).

PREMIERE PARTIF.

Détermination de tous les réseaur R a invariants égaux.

1. Soit (Bdu®+ ydv®): 2dudv 1'élément linéaire projectif d’une
surface S. Nous excluons le cas élémentaire d'une surface réglée, d’ol

* Sar la déformation projective des surfaces, Annales de 1'Ecole Normale (3),
37, p. 295-—300,
#% Sur les surfaces qui admettent oo! deformations projectives en elles mémes,
ces Publications, N° 40.
#%% Intorno alla teoria delle superficie proiettivamente deformabili e alle equa-
zioni differenziali ad esse collegate, Memorie della Reale Accademia d'Italia, vol. 2,
1931, N° 3.
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By 4 0. Un réseau R étant isotherme-conjugué™ son équation peut étre
supposée sous la forme

du? — dv* =0. @
Condition pour que (1) soit effectivement un réseau R est* §,—=7y,.
Pour que le réseau (1) ait en outre les invariants égaux il faut et il
suffit* que ce soit un réseau de M. Jomas, ce qui donne 8,—y, En
combinant les deux conditions on obtient

B=¢+v, r=9—v; 9=¢u+v), Yv=y9@u—ov. (2)

Pour qu’il existe la surface S il faut et il suffit que I'on puisse déter-
miner des quantités L — L (u, v), M = M (u,v) telles que***

L,=—39¢ +3yy'— vy + ¢, 3)
M.=—39¢' + 39y + Yo' + oy,
ﬂMv + 2161)M+ ﬂvvv - ?’Lu, + 27141/ + Y wuue (4)

Les équations (3) donnent tout de suite

L——3g 3P —gu + U, M=— 3¢ — 305+ g 7 ()
avec U= U (u), V=V (v). En vertu de (2) et (5), I'équation (4) devient

=YV —(o+V)V'+2(¢—¥)(U—V)=0. (6)

2. Pour chaque choix de ¢ et 1, I'équation (6) admet la solution
évidente U=—7V — constante. C'est le cas d’un réseau double de M.
Koenigs considéré par M. Mentré ; et profondément étudié par M. B.
Segre dans 1’Ouvrage cité. Nous ne nous en occuperons point; nous
supposerons donc que

g — P 0; U— V0. @

3. Le réseau (1) étant R, la surface S admet des déformations
projectives t+. Le nombre de ces déformations est o?, ou oo?, ou oo®+fi7.
Le premier cas est celui déja exclu ou (6) n’admet que la solution
U=V =c; le dernier cas sera traité plus simplement dans la seconde
partie (N° 46). Il reste donc seulement le cas de co? déformations pro-
jectives. Or si I'on sait a priori qu'une surface S admet aw moins co?
déformations projectives, on reconnait sans peine*} que -condition

* G. P. D. (= Fubini et Cech, Geometria proiettiva differenziale) § 17 C ou bien

Intr. (= Fubini et Cech, Introduction & la géométrie projective différentielle des sur-
faces) § 41.

** . P.D. § 17B.

*#** & P.D. § 16D ou bien Intr. § 28.
V. aussi Intr. § 69.
G.P.D. §54 et § 67D ou bien Intr. § 29.
G.P.D. §67A et § 7T0A ou bien Intr. § 29.

-i-
6.
+ G.

+ Cf. Intr. §29.

_i_
Tt
*.
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nécessaire et suffisante pour que S en admette précisément oo? est

(log B:9)us += 0 ou bien
0 g 2tV

dudv gp w:|:0 (8)

4. On voit par un caleul simple que l’équation (6) exprime que

T—=V) (g +¥) du— (¢ — ) dv] 9)
soit une différentielle exacte.
5. De (8) il résulte en particulier g1 5= 0; on peut donc poser

d (u fdw—
:/——WJ”), y:[ w—v), (10)
L’expression (9) prend alors la forme gy (U V)d(x+y). Elle est
donc une différentielle exacte si et seulement si

oW (U—TV)=F; F=F(+q). (11)

Il en résulte que F 3= 0.

6. En éliminant U et V, on obtient de (11) (Fep—*y—1),,=0.
En introduisant deux nouvelles fonctions

§=E@=97% n=n@=v"" (12)
cette équation se transforme par un caleul simple & la forme
2F"(E—m) +3F' & —n)+FE"—n")=0. (13)
L’inégalité (8) prend la forme
E=—mE" +1)—=E—n)E+7)F0 (14)
Notons encore que des équations (10) et (12) on obtient
dx 1 dy 1 =
du—+v) =& d(u—i—v)_nz' (15)
7. Posons
’ r—y=p T+y=g (16)
§—n=e¢=0¢(» 9 (17)

D’aprés (7;) et (12), on a ¢ 3= 0. L’équation (13) devient
2 %0 aFy
g (2F Te dq) 0

%%(@F) P=P(p). (18)

Introduisons la fonetion @ = @ (q) telle que
Q*=F -3 (19)
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[d’aprés N° 5 on a F'3=0] de maniére que la (18) devient
(2Fi— P@),=0

d’olt
20=¢Q (P + PQ); Pi=P(p) (20)
Or la quantité ¢ doit avoir la forme (17), d’olt on déduit sans peine
l,é ua'tion rn o Y ’ e "N’
! PQ +P'QQ—PQ"—P(QQ) =0. @1)
La condition (14) se transforme par un caleul simple dans
PP'— P, P #0. (22)

8. L'inégalité (22) exprime que P et P; sont deux fonctions lin.
indépendantes de p de sorte que la (21) donne deux équations de la forme

"=u@ +aQ¢, QU)V=6¢+m60¢ (23)

ol les @, b sont des constantes. L’équation (21) donne en vertu de (23)

P"=a P, +b P, P'=a, P+ b P, (24)
car @ =30 d’aprés (19). En éliminant ¢” des deux équations (23) on
btient . , .
ovhen 8¢+ a5 @+ (a,—b) @ — b, =0. (25)

V4

Si l'on différentie cette équation et que I’on y remplace ensuite " par
sa valeur (23,) on obtient 5 ay @ + 4 a; — b; = 0. Or nous savons que
@ &0 d’olt ay-=0. Par suite 'équation (25) devient

Q" =4a® Q-+ b, (26)

a et b étant des constantes arbitraires car les équations (23) sont une
conséquence de (26) si’on pose a; =4a? by =230b, a; =0, b;=16 a.
Les équations (24) prennent la forme

P’"=16a*P, P'y=4a’P;+430P. (27

9. Deux cas sont & distinguer. Cas 1: a==0; cas 2: a=0.
10. Commengons par le cas 1. Les équations (26) et (27) donnent
Q:-—Z%—]— ¢y e290 4 ¢, e, (28)

b
P=cye**? fce—4?, Py=_—(cye*?? 4 ¢ e—ter)L
4q (29)
N
ol ¢, €3, C3, Cy4y Cs5 Cg sont des constantes. Ensuite, (20) prend la forme
o=acyc;e? Pt —qgcy et P— Dt ac cge?r@— P —aeycge 20T+ (30)
+acesete (Pt —gel egete =9 +gete et 0P gy et (pta),



L’inégalité (22) donne
les|+1ea>0; Jes|+les|>0. (31)
11. D’aprés (19) on a @ 4=0; par suite il résulte de (43) que
|ei| 4 | ea| > 0. Nous distinguerons done deux cas. Cas 1'1: ¢; ¢, F0;
cas 12:¢, 340, ¢, =0. Le cag ¢, =0, ¢, 30 se raméne au cas 1-2 en
changeant le signe de a.
12. Dans le eas 1-1, introduisons au lieu de ¢;, ¢; deux nouvelles
constantes ¢, k¥ moyennant les équations ¢; — ce—4%%, ¢;—=ce*%*; on a

done ¢34=0. Au lieu de ¢3, ¢4 ¢5 ¢ introduisons les quatre nouvelles
constantes ’

ay=160a%ctc;, a;,=16a%cc;s, az—=—16acc;, a,=—16a®cc,,
de maniére que les inégalités (31) donnent
lao| 4 1as| >0;5 far]+|as| > 0. (32)
L’équation (30) prend la forme [v. (16)]
16 a2 0 =ay e8a(z—k) _'_ ay eta(z—k) + as e—2a(T—k) _|_ a4e—84(z—k) _

—age 82—k — g, 4=k — g eta@—k) — g, gBaly—h),
D’aprés (17), il existe donc une constante ay telle que

16 a2 § = a, e8a(z—k) + a, eta(z—k) _'_ as _{__ as e—4a(z—k) +

+ a4e-—8a(z—-k)7
@33)
16 a2 n=aye—8320—h 4 g e—4e0—H) | gy + age**@—5
+ ag e8e@—n,
Introduisons deux variables nouvelles 7, et 7, au moyen des équations
T, = eta(z —k)’ Ty = e—4a(y—k), (34‘)
L’équation (19) prend maintenant la forme
(4a* P F)~'=1v,:7+ 75: 71 — 2. (35)
Les équations (15) deviennent en vertu de (33) et (34)

av 2 ,
[m] =ayT* 4 a, 7+ ay v F + a3 T + ay,

ary, 72 (36)
[d_@_—_v_)] =ayTs* + a1 7% + a7 + ag Ty + a,

13. Nous distinguerons cing cas suivant la maniére dont se com-
porte la forme biquadratique

Ay t14 + ay t13 tg ’-l— (42 tl2 t22 + 223 tl t23 —I— Qy t24. (37)
Cas 1-11: la (37) a quatre racines simples; cas 1-12: la (37) a une
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seule racine double; cas 1:13: la (37) a deux racines doubles; cas 1-14:
la (37) a une racine triple; cas 115: la (37) a une racine quadruple.
La (37) ne s’annule pas identiquement d’aprés (32).

14. Dans le cas 1-11 les'équations (36) donnent

_Aip(utv—uo—vy)+ 4y o — Ay p(u—v—uy+vy) + Ag (38)
Asp(u+v—ug—vo)+ 4, P Ay p(u—v—ugt+vo) + 4,

ou p est la fonction elliptique de Weierstrass vérifiant ’équation p’? =
=4(p—e)(P—e)(p—e5); A1, Ay, A3, Ay, g, o, €1, €5, €5 sont des
constantes telles que 4, Ay — A5 4330, ¢; + ¢, + €5 =0. On reconnait
sans difficulté que les inégalités (32) ont la signification suivante: le
couple de points — A, : 4;, — A, : 43 ne fait pas partie de la quaterne oo,
e1, €, €3 et le méme couple ne coincide avec aucun des trois couples

e+ V(e —es) (61— ¢s), e + V(e —e1) (2 — es),
eg + 1/(33 —e) (35 — ).
Des équations (15), (34) et (38) on déduit sans peine .que

dqg 3
A A — A 4"

P (u 40— up — v)
[Ad’(’“’l'”"‘ Uy —v0) + As] [Asp (u + v — ug — vy) + 44]’

4a 1

TAA 44" T

P —v— uy + v,)
[Alp(u—v-—uo—}—vo)—l-Agj [Asp(uw—v—uy + vy) + 4Ay)

Considérons v pour un moment comme une constante arbitraire. D’apreés
(35) et (38) I est une fonction elliptique de la variable u qui posséde
des zéros simples dans les points u tels que [A; p{u + v — u,  vy) + As].
[Asp(u + v —uy F v)] =0 et des poles doubles aux points u telles
que 2 (u—u,) est une période de la fonction p. Il en résulte que le
rapport entre I et la fonction

(39)

PR u— ) —p (20—
P (40— ug— vg) P’ (4 — v — uy+ vy)
X [All’(“‘f'v—“o‘l'?’o)‘f‘Aa] [Alp(“—”—“o‘l'”o)‘i"Az] X
X [Asp (w4 v — ug + v5) + A4] [Asp(“—‘”—uo—i—’”o)'i"Aﬂ

ne dépend pas de u. Par raison de symmétrie, ce rapport ne dépend pas
non plus de ». Par suite on obtient, en tenant compte de (39),

F§%n%:,A[p(2.u—uo) —p(2.v—wy)),



9
ol 4 est une constante, de sorte que les équations (11) et (12) donnent

U=Ap2.u—u)+B, V=4A.p2.7—0v,)+ B,

B étant une nouvelle constante. Sans: diminuer la généralité, on peut
poser wy =v,=0. Le ‘résultat définitif dans le cas 111 est dome
[v. (12) et (39)]
¢ = [Aip(w+ v)+ 4o] [Asp (u+v)+ A4]
P (u+0)
W= _[Aipu—v)+ 4] [Asp(u —v) + A4] (40)
v (w—0)

U=A4p2u)+ B, V=A4p(2v)+ B.

15. Dans le cas 1-12 (v. N° 13) les équations (36) donnent

__Aycos(h. U 0 — tg— vg) + 4,
 Ageos (b w v — g —v0) + A
_ Aqcos(h.uw—v—uy | vy) + Ay
4 cos (h.u—v—uy+ v9) + A4,

o h, A, Ay, Ag, Ay o, v sont des constantes telles que h =0, 4, 4, —
— 43 43 F 0. Les inégalités (32) montrent que les cas

A1 =A4,=0; Ay=A4;=0; 4, =A>— 42=0; Ady=A4,"— 4, =0;
A“——A2 = A4, — 4.2=0
doivent étre exclus. Des équations (15), (34) et (41) on déduit que
. 4a
h( A4y Ay — Aq 4y)
sin (b . 4+ 0 — 1, — v;)
T [Ascos(h.ut 0t —vg)+ Ag] [Ascos (h.ut 0 — g —0g) + Aq]’
4a %
h’ (Al A4 A2 AS)
sin(h. o —v—wn F )
[A1 08 (b th— v —1tg + 09)+ Ap] [ A3 cos (b . — v—ug+ vg) + A4]

(41)

gt—

(42)

Des équations (35) et (41) on voit que, si I'on considére v comme une
constante, F' est une fonction rationnelle de ¢ ayant les mémes zéros et
les mémes pdles comme la fonction

[4yco8(h.u+v—us—vy)+ As] [ A1 c0s (h.u—v—uy+v,) + As] X
X [Aseos (h.u+v—uy—vy)+ Ay [Ascos(h. u—v—ug+vp) + Ay] X ™
X sin =% (h.u—uy) sin—2 (h.v —wv,).

Done le rapport ¢ entre les deux fonctions F et (*) a la forme 7. ¢, ou
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les quantités » et s ne dépendent pas de u; or on voit sans peine que
¢ ne change pas si I'on remplace u par 2u,—u, d’olt 'on conclut que
h=0. Ceci signifie que ¢ ne dépend point de u; par raison de sym--
métrie, ¢ ne dépend pas non plus de v. Par suite on obtient, en tenant
compte de (42),

Fggn%:_Asin(h.u—i—v—uo—-vo)sin(k.u—v—uo—}—vo)
sin?® (b . u — u,) sin? (h.v — v,)

olt 4 est une constante, de sorte que les équations (11) et (12) donnent
U=Acotg? (h.u —uy) + B, V= Acotg’(h.v—uv,) + B,

B étant une nouvelle constante. Sans diminuer la généralité, on peut
poser uy=0v,=0, h=1, 4; A, — A, A5 + 4a=0. Le résultat définitif
dans le cas 1'12 est done [v. (12) et (42)]

[A1 cos (u + v) + 4] [Ascos (u + v) | A4J
sin (u + v)
_ [Aycos (w—w) 4 4,][A4scos (u—w) 4 4 ] (43)
sin (u — v)
U= Acotg’u -+ B, V= Acotg’?v | B.
16. Dans le cas 1-13 (v. N° 13) les équations (36) donnent, sil’on
tient compte de ce qu'il est évidemment permis d’échanger « avee v,

A_leh(u—l—v—u,,—'u,',)_i_A_2 Ale"(“—"—“a‘f'”o)—]—Ag
ti_zseh(u+v—un—v‘,)+A4) 72—A3‘eh(u—v—ua+vu)+A47

(49

ou h, A, A, As, A4, u,, v, sont des constantes telles que A 5= 0,
A Ay — Ay A3 0. Les inégalités (32) montrent que les trois cas
A =A4,=0; A= A43=0; A A, + A: A; =0 doivent étre exclus.
Des équations (15), (34) et (44) on déduit que

T h(A1A4—A2A3) eh(u-tv—ug—wv,)
§ = 4a [Ale"(""'””‘“o—”")-l—Ag] [Aseh(u_"v—"“_”“)—i—A.;]’ (45)
i h (A1A4—A2:4__3) eh(s—v—to+v,)
= 4a [Aleh(u—v -ttg+vy) | A2J [Age"(“—” u0+vo)+A4]

Des équations (35) et (44) on voit que, si 'on considére » comme une
constante, F' est une fonetion rationnelle de e¢** ayant les mémes zéros
et les mémes poles comme la fonction

[Al,e"("+"—"°—”°) + Ag] [Aleh(”_”_"'ﬂ"'”“) _+_ A2J X
X [Aaeh(“+”—“u—”0) _'_ A4] [Aseh(“—"—“o‘l‘”o) + A4J X (*)
X [e2h(v—vo) . 1]—2.

Le méme fait a lieu si I'on considére F comme une fonction de v. Il
en résulte que le rapport entre les deux fonctions F' et (*) a la forme
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eh(mutmotn) gy n, r étant des constantes. En remplacant v par 2u,— u,
on voit que m —=—2; en remplacant v par 2v,—4v, on voit que n = 2
d’out en vertu de (45)

Fg%n% = A[er—m) —g—h—w)]—2
olt 4 est une constante, de sorte que les équations (11) et (12) donnent
U=B, V=A[e"®—%) —e—r0—n)]—2 | B

B étant une nouvelle constante. Sans diminuer la généralité, on peut
poser h—1, A; A, — A; A3 — 4a. Le résultat définitif dans le cas 1-13
est done [v. (12) et (45)]
¢ =[Ae" T 4 4p] [Age T + 4, ]:e" T,
Y= —[die*" + A5] [4ge*" + Ay]:e*77 (46)
U=B, V=A4A("—e")"*+ B.
17. Dans le cas 1'14 (v. N° 13) les équations (36) donnent
. — Ay (u+ v —ug—vp)? + A4g . Ay (w— v —up+0y) + Ay
VT Ag(wFo—ug—vo)t + A 7T Ay (u—v—wy+ )+ A
ol A, Ay, Ag, A4y wy, vy sont des constantes telles que 4, A, — A; A3 F 0.
Les inégalités (32) montrent que les deux cas 43 — 4; =0, 4;, = 4,=0
doivent étre exclus. Des équations (15), (34) et (47) on déduit que

47

2a
A A — Ay 4,
. w4 v — uy — v,
T [Ai(u v —ug — o) + Ap] [Ay (w + v — 1o — v0)* + Ay]’
2a i
A A, —A4,4" T
- U —v— g+ v
T A (w— v —ug + v5)? + As] [As (u— v —uy + 0,)* + Ay’
Par la considération des podles et des zéros on déduit de (35) et (47)
que la fonction F' ne différe de

[A, (v +v—uy —vy)? + Ag] [Ay (w— v — uy 4 vy)* -+ 4] X
X [As (u + v —1 —v5)* + 4] [ (0 — v — 1o+ )" + 4] X
X (e — ug) =% (v —vp) 2
que par une facteur numérique. On a done d’aprés (48)

11 (u+v—uyg—vy) (4 —v— 1y +vp)
rEw=—d (u— o) (0 — oF

5=

(48)

ol A est une constante, de sorte que les équations (11) et (12) donnent
U=Awu—u)~2+B, V=A@w—uv)+ B
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avec une mouvelle constante B. Sans diminuer la généralité, on peut
poser uy=wv,=0, A, A, — A4; A;—2a. Le résultat définitif dans le
cas 1'14 est done [v. (12) et (48)]

¢ = [4s (w + 9)* + 4o] [45 (u + 0)* + 4] : (w + ),
Y= —[4; (u—v)®+ 4p] [4ds (u—0)* + A;]: (w —v), (49)
U=Au=?+B, V=A4v—*+ B
18. Dans le cas 1'15 (v. N° 13) les équations (36) donnent, si 'on
tient compte de ce qu’il est permis d’échanger « avec v,

Ay (u+ v —ug— o) + 4s . _ A (w—v—ug+v) + 4,

= 50
As(u+v—ug—v) + A 7 Ay (u—v—up+ o) + Ay (50)

Ty =

ou Ay, Ay, A, Ay, ug, v, sont des constantes telles que 4, 4, — 43 A3 3=0.
Les inégalités (32) montreunt que les deux cas 4y = A3 =0, 4, = A, =0
doivent étre exclus. Des équations (15), (34) et (50) on déduit que

E7F —da(dy Ay— Ay A)~" [Ay (u— v —ug — ) + 43] X
X [As (w + v — uy — o) + 44, (
N = da(dy Ay — 4y 4) 7 [ (u— — g+ 00) + 4] X
K [As (w—v—uy + vy) + 4,].
Par la considération des pdles et des zéros on déduit de (35) et (50)
que F' ne differe de
[4i (w + v — 1o — o) + As] [As (w—v —uo £ v) + 4p] X
X [As (w + v —wug —vg) + Ay] [As (u—v— 1o+ v;) + Ay] (v —05)~*

que par un facteur numérique. On a donc d’aprés (51)
e =— A0 —w)*
ol A est une constante de sorte que les équations (11) et (12) donnent
U=B, V=A@w—wv)"*+ B

avec une nouvelle constante B. Sans diminuer la généralité, on peut
poser uy=1v,=0, A; Ay— A3 A;—4a. Le résultat définitif dans le
cas 1'15 est done [v. (12) et (51)]

¢ = [4; (u+ 0) -+ 3] [4q (u+ 0) -+ 4],
W= [, (u—v) + 4s] [4s (0 —v) + 4], (52)
U=B, V=A4v—*+ B.

\

51)

19. Passons au cas 12 (v. N° 11). On a ¢; 30, ¢, =0 de sorte
que P'équation (30) devient d’apres (16)

o=ac c;et®+acifeze8® fae cget® 4 ac?e el
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Introduisons quatre nouvelles constantes a;, as, by, by, en posant a; —
—16ad e 5 aa =160 cy? ¢35, by = 16 a® ¢y g, b, =16 a® ¢,2 ¢, de sorte
que l'on a d’aprés (17) avec une nouvelle constante g

16a’5 =aye82® 4 ay e*2® -}- a;, 16a? =10, e3¢ 4 b, e*2¥ + a,. (53)
Les inégalités (31) prennent la forme

las |+ 10> 05 [ag| + || > 0. (54)
Posons encore Ty e~ % g,—e¢—tw (55)
de maniére que I’équation (19) donne en vertu de (16) et (28) dans le
cas actuelﬂ e =0 o7y F~' — 4 a? ¢ (56)

Les équations (15) deviennent d’aprés (53) et (54)

2 2
]:d(j—r—;v)] =07 + a1 7y + ay, [%ﬂ = ay 7y° + by Tp + by (57)

20. Nous diviserons le cas 12 en six souscas. Cas 1:21: g, 0,
dayas— a2 F0, 4ayb; — b, F0; cas 1'22: ¢y 4= 0, 4 qg ay — a,2 F 0,
4agby—b2=0;cas 1'23: gy 0, 4ay a5 — a,* =0, 4 a, b; — b2 =0;
cas 124: 4, =0, a; b, F0; cas 1'25: 4,=0, a;F0, b, =0, by, F0;
cas 1'26: ay—a; —a;, =0, b; b, 34=0. Les autres cas ou se réduisent
aux précédents en changeant le signe de v ou bien sont exclus en vertu
de (54). Remarquons tout de suite que le cas 1'26 est impossible car
d’apreés (10)) et (55,) la quantité z; n’est pas constante.

21. Dans le cas 1'21 les équations (57) donnent

7= Ay sin(h.u—+ v —uy— vy) + Ay,
Ty = Adgsin (h.u 4+ v — uy—v,) + 4y
ol h, Ay, As, Ag, Ay, g, vy sont des constantes telles que 2 4=0, 4, F 0,

A3 %= 0. L’inégalité (54) exclut encore les deux cas Ay = A4,=0;
A, — A4 = 452 — A, =0. Des équations (15), (55) et (58) on obtient

(58)

h A4, cos (b .+ v—ug— vp)
 4a Ay sin(h . M—i—v—‘%o'—'ﬂo)—l-Ag’
b hds cos (h . t—v—uy -+ v,)
da 4, sin (B . 4 -—v — uy + v9) 4 4,
Des équations (56), (58) et (59) il résulte, en posant A =h? 4; A3:128 a'c,?,

£ —

(69)

F§%n%=2Acos (h.w—+v—ug—uvy) (COSh . u—v— 1+ vp)
de sorte que les équations (11) et (12) donnent
U=Adcos(2h.u—uy) +B, V=—Acos(2h.v—v,)+ B,
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B étant une constante. Sans diminuer la généralité, on peut poser
g ="v,=0, h=1. Le résultat définitif dans le cas 121 est donec
. (12) et (59)] aprés un petit changement de notation

¢ = [Ay sin (u + v) + 4p] : cos (u + v),
W= [4, sin (u — v) + 43| : cos (u —v), (60)
U=Acos2u+ B, V=—Acos2v-+| B.

Les trois cas A, =0; Ay= A, =0; A,* — 4,* = A4,;® sont & exclure.

22. Dans le cas 1-22 (v. N° 20) les équations (57) donnent, si I'on
tient compte de ce qu’il est permis d’échanger u avec v,

T, = Al [eh(u-i—v—uo—vo) + e—h(u+v—u0—vo)] + Az’
Ta— € h(u— v —up+v) + AS? (61>
ol h, Ay, Asy As, Uy, v, sont des constantes telles que 230, 4,3 0.

L’inégalité (54) exclut encore les deux cas Ay — 43 —=0; 4 4,2 — 4,7 =
= A3 =0. Des équations (15), (55) et (61) on obtient

1 h Ay ehut+v—u—w) __ o —h(utv—u—v)
E = 4a Ay [eh(u+v—uu——v.\) + e_"("+"—"o—vo)] + Ag,
3 h e Mu—v—uy+wv) (62)
7=

T4 g etm—v—utw) + A3’
Des équations (56), (61) et (62) il résulte, en posant 4 ="h? 4,: 64 a*¢?
F§% 71% = A [eh+r—n—n) _ o= h@to—u-w)] ghu—o—tow)
de sorte que les équations (11) et (12) donnent
U= A4e?r@—w L B, V=_A»Ae¢— 24— B,

B étant une constante. Sans diminuer la généralité, on peut poser
y=—1vy=0, h=1. Le résultat définitif dans le cas 1-22 est donec
[v. (12) et (62)] aprés un petit changement de notation

§ = [y (ev+" 4 e=—9) 4 4] (ewto — e—(v),
'lp = .A1 + A3 B”—“, (63)
U= Ae?**+ B, V=Ae—? + B.
Les trois cas 4, =0; Ay,— A3=0; 4 4,2— A4,>= A4;—0 sont
4 exclure.

23. Dans le cas 1:23 (v. N° 20) les équations (57) donnent, si 'on
tient compte de ce qu’il évidemment permis de remplacer u, v par
+ w, + v ou par + v, + u,

7, = ehutv—th—mn) + 4, T= ghu—v—totw) + Ai” (64)

ou h= 0, Ay, Ag, u, v, sont des constantes. L’inégalité (54) exclut le
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cas A; = A, =0. Des équations (15), (55) et (64) on obtient
—hE TP —da[l 4 4, e—rutr—w—mw)
§ l a[ + 1€ ]7 (65)
—hn P =4a[l 4+ 4y e v %tw)],
Des équations (56), (64) et (65) il résulte, en posant 4 —h*:64a? ¢,

F§% ,n'zl — Agh(“-l-”—"o—"o) e Mu—v—ug4-v))

de sorte que les équations (11) et (12) donnent
U= A4e?*@#—w + B, V=25,

B étant ume constante. Sans diminuer la généralité, on peut poser
wy=10,=0, h=1. Le résultat définitif dans le cas 123 est done
[v. (12) et (65)] aprés un petit changement de notation

p=e @t) L 4, Yp=e~@4 4, U=Ade*+ B, V=DB. (66)

Le cas 4,=0 est & exclure.
24. Dans le cas 1'24 (v. N° 20) les équations (57) donnent

7, = 4, (u+ v —uy— )2+ Ay, Ty = Az (u—v—u,+v,)?+ 4y, (67)

o A;, Ay, As, A, sont des constantes telles que A;=4=0, 4;F0.
L’inégalité (54) exclut encore le cas Ay = 4, = 0. Des équations (15),
(5D) et (67) on obtient

4 %~ — Uy — ¥,

5 T 20 Ay (u o —w—, ) - Ay’
A w—v— Uy 4 Vo

T 2a Az (u—v—up + vp)* + A,

Des équations (56), (67) et (68) il résulte, en posant 4= A4, 4;:16a*c*,
F§%n%=A(u—f— v — g — 0,) (4 — v — Uy + vp)
de sorte que les équations (11) et (12) donnent
U=A(u—u)>+ B, V=A@ —mn)+ B,

B étant une constante. Le résultat définitif dans le cas 124 est donc
[v. (12) et (68)] aprés un petit changement de notation

p=A;(u~+v)+ dg: (u+v), Y=4;(u—0v)+ 4d3:(u—0),
U= Au?+ B, V= Av*+ B.

o

(68)

nt=

(69)

Les deux cas 4,=0; 4, = A;—0 sont & exclure.
25. Dans les cas 125 (v. N° 20) les équations (57) donnent
T =4 (U v—tg—2)*+ Ay, Te=As;(u—v—uo+vo) (70)
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o Ay, Ay, Az, 4y, vy sont des constantes telles que 4; 40, A;40.
Des équations (15), (55) et (70) on obtient

1 4 U+ v— Uy — 0 1 1
? R
5= 20 Ay (utv—ug—v,) — 4y’ 7] Cdau—v—uy+ o, (71)

Des équations (56), (70) et (71) il résulte, en posant 4 = 4,:32at¢,?,
\ F§%n%_=A(u—|—v—uo—vo)
de sorte que les équations (11) et (12) donnent
U—A@u—u)+B, V—=—A4@©—0v)-+ B.

Done on peut écrire le résultat définitif dans le cas 125 [v. (12) et (71)]
sous la forme suivante

p=A;(u+v)+ ds:(u+0), Y=24,(u—v)+ 4s, (12)
U=Au+ B, V=——Av-+ B

ou 'on a 4, 4=0. On peut d’ailleurs poser, sans diminuer la généralité,
A, =1, 4;=0.

26. Le cas 1 étant épuisé, passons & I’étude du cas 2 (v. N° 9).
Les équations (26) et (27) donnent actuellement

=300+ c1g +co (13)
P=csp+cyy Pr=14besp® + $besp®+ c5p + ¢, (14)

ol ¢, Cg C3 €4 C5 Cg SODt des constantes. L’inégalité (22) devient
les|+1esl >05 [b]4|esce—cscs| > 0. (75)

D’aprés (16), (73) et (74), 'équation (20) prend la forme

20="0¢s (a* —y") + 20°¢, (&° + ¥°) + 2beros (0 — o) +
+ Bbeye, (8 + 9°) + (beyes + bos + eles) (0 — )+ (76)
+ €1 (Cats + ¢5) (B —y) + (beacs + beg + e,” ca) ( + y) + ¢1 (g ey + Co)-
27. Nous distinguerons deux souscas. Cas 2:1:630; cas 2:2:5=0.
28. Dans le cas 21, I'équation (76) peut s’écrire d’aprés (17)

26-n)=vaffo+ 53] o 53 T 2vafle s i)+ for i) T
+ (60263+505—%'31203) [(”+9b) ( i ﬁﬂ+
+ (b0204 + bes —%01204) [(x + 2%) - (?/‘I" 20—},)]

On a done, en introduisant des nouvelles constantes %, a,, ay, a3, as, Gy,

E=a@+k*+a (@ +E? + as (@ + k2 + as (x + k) + ay, .
n==ay(y + B — o (B 0 (B — (v + B - a. OO
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Les inégalités (75) donnent évidemment

|ao |+ |ay| > 0. (78)
De (19) et (713) on déduit sans peine que
F—1=0b*(x 4y + 2k)~ (79)

29. Comme au N° 13, nous devons de nouveau distinguer cing cas
suivant la maniére dont se comporte la forme biquadratique (37). Dé-
signons par 2-11, 2-12, 2:13, 2-14, 2'15 les cas analogues aux cas 1'11,
«v.., 1'15 1 considérés. Ici encore, la forme (37) ne peut s'évanouir
identiquement d’aprés (78).

30. Dans le cas 211 les équations (15) et (77) donnent

x+k:Alp(u+v—u0—vd)+A?
Asp (““‘i"”“"’“o—”o)‘i“éh’

_(y+k):ép_<u—v—u0+vo)+A2

(80)

Az p (0 — v — up =+ vo) + 44

ol p désigne la fonction elliptique de Weierstrass & periodes arbitraires;
Ay, Aoy Agy Ay, ug, vy sont des constantes telles que A4y Ay — A, A3 30.
Ensuite on déduit de (15) que
P (w ‘f"‘” — g — o)
(% 4 v — ug — vg) + AgJ*’
P (u—v—uo+ vy
(v — g+ 00) + A

Si I'on considére pour un moment » comme une constante, on voit
de (79) et (80) que F' est une fonction elliptique de  ayant les mémes
zéros et les mémes pdles comme la fonction

P@.u—u) —p2.v—uvy]X
Asp(u+v-—ug—v5) + A, [Asp ( — 0 —ug + v0) + 4uf* (¥
P (u~+v—ug— ) p’ (U — v — uy + v;)
Done le rapport entre F' et (*) ne dépend pas de w ni, par raison de
symmétrie, de v de sorte que, A étant une constante,

U—V=F8r=A4p@.u—u)—p@.v—n)].
Par conséquent le résultat définitif dans le cas 211 est donné par les
formules (40) si 'on y pose A4, — A3 43 =0.
31. Dans le cas 2:12 (v. N° 29) les équations (15) et (77) donnent
/

?: (A1A4—A2A3) [Asp

N'=— (41 4,— 42 43) Ayp

|

_ Ajcos(h.u+v—uy—v,) + 4y

T _Agcos(h.u—}—v—uo—vo)-{—éh’ (81)
_(y+k):Alcos(h.u—-v—uo—i-vo)—l-ﬁz

Az cos (h.u—v—uy + vo)+ N
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ol hy, 4, Ay, As, Ay, e, vy sont des constantes telles que h =0, 4, A, —
— Ay 43 F 0. Le cas 43=0 est exclu moyennant (78). Ensuite on
déduit de (15) que

E = (4 4y - Ay Ay)

sin(b. w4 v —uy —v,)
[Agcos(h.u 4 v — uyg— vy) + A4]2’

sin(h.u—ov—uy + )
[Ascos(h .t —v— g + ) + A"

¥ = h (4, A, — Ay As)

En considérant v comme une constante, on voit de (79) et (81) que F'
est une fonction rationnelle de e dont les zéros et les poles sont les
mémes comme pour la fonction

[Ascos(h.u+v—uy—vy)+ Ay)? [ Ascos (b u—v—u, +v,) + A]?
sin? (b . w — wy) sin? (h . v — v) ’

)

Il en résulte que le rapport ¢ entre I et (*) a la forme #. e, ou les
quantités 7, » dépendent pas de w. Or en remplacant u par 2w, —
on voit aisément que » — 0 de maniére que ¢ ne dépend pas de w ni,
par raison de symmétrie, de v de sorte que, A4 étant une constante,

U—V= F§%7f‘L = A [cotg?® (h.u — uy) — cotg® (h.v —v,)].
Par conséquent le résultat définitif dans le cas 212 est donné par les
formules (43) si 'on y pose 4; Ay — Ay A3 =0; le cas 43— 0 est exclu.

32. Dans le cas 2:13 (v. N° 29) les équations (15) et (77) donnent,
si Uon tient compte de ce qu'il est permis d’échanger u avec v,

x + k_Aleh(tz-|-v—u‘,—v‘,) + Ag
—A36h (“+”—“a—'”o)+A4’

Al el (u— v—up+ vg) + Ag
- (:L/_,‘ k) :Aselg(u—v—uo'i'”a) —+ A;

(82)

ou h, Ay, As, Ay Ay wy, v, sont des constantes telles que % =0,
Ay A, — A3 A;5F0. Les deux cas A3=0, 4,—0 sont exclus moyennant
(78). Ensuite on déduit de (15) que

B (A Ay — Ay Ay) o G

b lA3eh(u+v—uo—vu)+A4]2’

et (w—v—uy+vp)
[A3 eh(u—v——u,,-\—v‘.) + Adg-
Par la considération des poles et des zéros on déduit de (79) et (82)

qu'il existe deux constantes m et % telles que F' ne differe que par un
facteur numérique de

[A3 el (utv—u— 1) + A4'l2 [A3 el (u—v—u+ ) _+_ A4J2 [62 h(v—vy) 1] —2 ph(mutnv),

7= — N (dy Ay — As 4j)

En remplacant « par 2u,—wu, on voit que m = — 2; en remplacant
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v par 2v,— v, on voit que # — 2. Done, A4 étant une constante,
U—7V-— Fg%n%: — A=) — g—h—u)]—1,

Par conséquent, le résultat définitif dans le cas 2:13 est donné par les

formules (46) si 'on y pose A; A, — Ay A5 =0; les cas 4, 4, 434, =0

est exclu.
33. Dans le cas 2:14 (v. N° 29) les équations (15) et (77) donnent

A (v — g — )+ 4,
x+k—A3(“+”—“o—”o)2+A4’

_ ; _Al(“—”—“o+”0)2+A2
WD = o —u, F 07 + 4/

ol Ay, Ay, As, Ay, 1, v, sont des constantes telles que A4, 4, — A; 43 F 0.
Les cas 43 =0 est exclu moyennant (78). Ensuite on déduit de (15) que

(83)

w4 v —uy— v,
(45 ( + v — g —10)* + A,]"
. U— 10— Uy + 0
A5 45) - . 5
t ) e —o—ty + o T AT
Par la considération des pdles et des zéros on déduit de (79) et (83)
que F' ne differe que par un facteur numérique de la fonetion

[As(u+v—uy—v0)2+ Ay [As(w—v—uy+ )2 + Ay]? (u—uo)~2 (v—10y) 72

E =2 (4, d,— 4, 4,)

N =—2(4,4,—

Done, A4 étant une constante,
U—V=F&ng=
=— A(u+v—uy—vy) (w—v— uy + vp) (10— 1)~ (v — vp) 2.
Par conséquent le résultat définitif dans le cas 2:14 est donné par les
formules (49) si l'on y pose A; 4, — A A3=0; le cas 4; 4; =0 est
exclu.

34. Dans le cas 2:15 (v. N° 29) les équations (15) et (77) donnent,
si Pon tient compte de ce qu’il est permis d’échanger w avec v,

_ Ag (w4 v —uy— ) 4 4y
x +L—A3 (w4 v -—uyg——vy) + A4/

O A (w—v—uy+ ) + 4y
(y+k)_A3(u—v—uo+vo)+A4

(84)

ol Ay, Asy As, Ay, ug, v, sont des constantes telles que 4; 4, — A, 4; F=0.
Le cas 43 =0 est exclu moyennant (78). Ensuite on déduit de (15) que

E = (A Ay — Ay Ay) [y (u+ v — g —v5) + 4,] 7%,
"745: — (A1 Ay — Ay Ag) [A5 (u - v — o+ v) + 4g] %

Par la considération des poles et des zéros on déduit de (79) et (84)
Pid
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que F ne differe que par un facteur numérique de
[A4s (u+v—uy—v,) + A [As (0 — v — o+ v,) + Ay ]* (v —2) 72
Done, 4 étant une constante
U—V=F&n = —A4@w—n)>

Par conséquent le résultat définitif dans le cas 2:15 est donné par les
formules (52) si 'on y pose 4,4, — A4, 4;=0; le cas 4, 4; =0 est
exclu.

35. Passons au cas 22 (v.N°27). De (17) et (76) on déduit
actuellement, en introduisant des nouvelles constantes,

E=0a,8 +ax+ ay, N=0yy + by + b (85)
L’inégalité (14) prend donc la forme
4 Qo Qg — a12 :|: 4 a, bg——blg. (86)

D’aprés (19) et (26), F est actuellement une constante.

36. Nous distinguerons cing cas. Cas 2:21: a, =0, 4a,0, — a2 40,
4ayb,—b23F0; cas 2:22: o0, 4aya,—a,2F0, 4a,0,—5b,2F0;
cas 223: ap=0, a;0;F0; cas 2:24: q,=0, a;F0, b,=0, b;3=0;
cas 2:25: ay=0, a; 30, b;=0, b;—=0. Les autres cas se réduisent
aux précédents en changeant le signe de v ou sont exclus moyennant (86).
Remarquons tout de suite que le cas 2:25 est impossible car 730
d’aprés (12;).

37. Dans le cas 2:21 on obtient des équations (15) et (85)

x=A;sin(h.u+ v—uy— v, + A4y,
y=Agsin(h.u—v— uy—vy) + Ay,

ol b, Ay, Ay, A5, A, sont des constantes telles que hA; A3 3= 0. Le cas
A,® = A4;* est exclu moyennant (86). Ensuite on obtient de (15)

/

§%= hd,cos(h.u—+ v—uy = v,),
n%

F étant une constante, il en résulte
U—V=F&n—Afcos2h.u—mu) + cos (2h.v—v)]:

Done le résultat définitif dans le cas 2:21 est donné par les formules (60)
si Pon y pose 4; =03 les deux cas 4y, 43 =0, 4,2 = A,? sont & exclure.

38. Dans le cas 2:22 (v. N° 36) on obtient des équations (15) et
(85), si I'on tient compte de ce qu'’il est permis d’échanger « avec v,

=hdgcos(h.u—v— g+ v,).

= A-l [eh (4t v—u— vp) + e—h(u-l—v—uo—vn)] + A27 Y= eh (v—v —uy+ ) + A37
ou h, Ay, Ay, As, 4y, v, sont des constantes telles que A3=0, 4, 0.
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Ensuite on obtient de (15)
g-,} —=hA, l'eh(u—}-v—u,,—v\,) _ e—h(u—]—v—uo—vo)]’ n’1§ — Jeh (v —v—11v))
d’olt -
U—V=FE&n"= A[e2r(t—m) — g=2h(r=w)],
Done le résultat définitif dans le cas 2:22 est donné par les formules (63)

si l'on y pose 4, =0; les cas 4, =0, 4; =0 sont & exclure.
39. Dans le cas 2:23 (v. N° 36) on obtient des équations (15) et (85)

w=A; (u+v—ug—0) + 4y, y=A3(u—v—u+ v)* + 4y,

o Ay, Ay, As, Ay, g, v, sont des constantes telles que 4, 43— 0. Le cas
= A3? est exclu moyennant (86). Ensuite on obtient de (15)

=94, (u + v — uy — vy), n%=2A3 (0 — v — uy + vy),
U V=FEf =4[ — ) — (v — ).

Done le résultat définitif dans le cas 2:23 est donné par les formules (69) si
I’on y pose 4;=0; les trois cas A3 =0, A43=0, 4,>—=A4,* sont exclus.
40. Dans le cas 2:24 (v. N° 36) on obtient des équations (15) et (85)

T=A; (u+v—uy—2)* + 4y, y=A5(w—v—uo+ o),
ou Ay, As, A, ug, v, sont des constantes telles que 4; 43 4 0. Ensuite on

déduit de (15) | i
=24, (u+v—u,— ), 1" =4,

U—V=F&nt= A+ v—u—o,).

Donc le résultat définitif dans le cas 2-24 est donné par les formules
(72) si on y pose 4, =0; le cas A; A3 =0 est exclu.

41. En résumé, les quantités B8, y, L, M de M. Fubini relatives
a4 une surface non réglée qui posséde précisément o ! réseaux R dont un
& tnvariants égaux sont données par les formules (2) et (B); les quantités
@, ¥, U, V qui y apparaissent sont données dans les différents cas par
les formules ci-apres:

d'ou

d’ou

__ap (u—]—v)~l——b1o(u—}—v)+c
P (u—+v)
p AP =) £ bpu—0)+c @
P (u+v)
U=4p@u)+ B, V—A4p(2v) + B)
ot p désigne la fonction elliptique de Weierstrass & périodes arbitraires;.
o acos2(u+v) —i—bcos(u—]—v)—{—c
sin (u + v)
a cos? (u —v) + bcos(u—v)—]— c 1)
Y= sin (4 — v)
U= A4cotg’?u + B, V= 4cotg®v -} B;




P = aevt? + b _i_ ce—(u+v)’ w — gt — ) — ce”_“,

U=B, V=A(e"— e+ B; (ILI)
g=a(uto)+bte(to)™ p=—alu—vf—b—c@—0)"%
U: Au—2 + _B, V: Av—2 —]'— B; ( )
p=a(u+o)+b+e(ut+v)!, Y=a(u—v)+b+c(u—ov)~", \4
U=B,.V:A’U_2—|——B; ( )
¢ =atg (u+v)+beos—(u+v), Y=atg(u—u)+ ccos—!(u—v), I
U:AOOS2'N+B, V=—ACOS20—|—B; (V)

e¥tv _ g—(utv) —a eu-{-v_l_e—(u-l—v) b, —a bev—u’
[ Jp=a[ . +b, y=a+ VI

U— de*s + B, V— de—" + B;
p=a+e~tt) Y=gt e* % U=Ade**+ B, V=B; (VII)
p=at bt 0 Pe=ato(u—n)-t

U=Aw+ B, V=— Av®+ B; IX)
p=am+v)+du+v)~t p=2aw—12)+o <
U= Au+ B, V= — 4v -+ B. (X)

Les a, b, ¢, A, B sont des constantes dont les trois premiéres sont sou-
mises & certaines inégalités qui ont €té indiquées au cours de la discussion.

SECONDE PARTIE.

42. Condition analytique pour un réseau de M. Jonas. Un réseau
de M. Jonas sur une surface S est isotherme-conjugué*; on peut done
choisir les paramétres asymptotiques u, v de sorte que son équation ait
la forme (1). Nous avons déjh rappelé que la condition pour que (1)
soit effectivement un réseau de M. Jonas est donnée par §,—y,. Nous
allons rechercher tous les réseaux de M. Jonas sur une surface S donnée.
Le plus général réseau isothermeconjugué est

U daw =7 a 87)

avec U= U (u), V="V (v), UV 3 0. Introduisons des nouveaux para-
métres asymptotiques

y -:/‘U—lz dat, g ::fV_% dv.
L’élément linéaire projectif de S prend alors la forme

BUIV w4y U ™ V¥ doy®): 2 doy

# G.P.D. § 17B.
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et 'équation (87) devient du,®= dv,®; on en conclut par un caleul facile
que le réseau (87) est un réseau de M. Jonas si

UB—T'y+ 2(U.— Vy,) =0. (88)

43. Les réseaux de M. Jonas sur une surface donnée. Nous exclurons
le cas élémentaire Gy =0 d'une surface réglée. En introduisant une
inconnue auxiliaire, nous pouvons remplacer 1’équation (88) par le systéme

ﬁu . 2 e 2
w=—25U+>%f U,=0,V,==0, V.= 228V =+
U, goT ﬁf iy yf

Les conditions d’intégrabilité en sont

Jo=70g MV + log7)uf, fo=7B10gHuw U+ (logh)f (*)
et la condition d’intégrabilité de (*) est

9 (1 9o:logf 1 2%logy
2 2
d 7Uau(ﬂy auav] 87V, (ﬂy uov

On reconnait déjh que quatre cas sont possibles: 1° S ne contient aucun
réseau de M. Jonas; 2° S contient précisément deux réseaux de M. Jonas;
3° S contient oo! réseaux de M. Jonas; 4° S contient w? réseaux de M.
Jonas. Le dernier cas se présente si et seulement si I’équation (89) est
une identité, c’est-h-dire si

aglog(ﬂzy)zo 92 log By
dudv ’ du dv

)+ ]/-a"loo(ﬂ 1) —0. (89)

’{"Kﬁ?’:O)

ou K est une constante. Or ces conditions caractérisent * les surfaces qui
admettent oo® déformations projectives ou, ce qui est la méme chose, qui
possédent co? réseaux R. Nous les nommerons les surfaces de M. Cartan.

44. Réseaux R sur les surfaces de M. Cartan. Un tableau de quan-
tités fondamentales d'une surface de M. Cartan se trouve dans G. P.D.
§ 69G; dans ce tableau, g, =20y du dv, @3 = 0y (8 du® + y dv®). D’aprés
G.P.D. § 68 A, les réseaux R sur ces surfaces sont 8y, du® — 7y, dv* =0,
oW %, =7, — T, Ya=Ty — T3; les 7y, 753 sont indiquées dans le tableau
et les 7;, 7, s'en obtiennent en changeant les valeurs des constantes I
désignées par e, fi, f, (dansle cas K=0) ou par 4, B, C (pour K = 0).
Done: 1° Dans le cas K=20, on a

—1 L 1 —1 .
B=U, *V,*, r=U"V, *; (90)
Uy=au® + byu® + cyu + dy, Vo= av® + bav? 4 oo+ ds, (91)
ou @, by, -.., dy sont des constantes. Les réseaux R sont

(Au 4 B) Vydu® — (Av + C) U, dv* =0, (92)

# Intr. § 29, p. 86.
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A4, B, C étant des constantes. 2° Dans le K40, on a
B=2%K| " (u—v) U, VS,
y=w2%| K| P w—o) UV,

ol =+ 1=sgn K et les U, ¥V, sont pour K= —2 des fonctions

arbitraires respectivement de u et de v, tandis que pour K3 —2

Uy=au®+bud+ cut+ dud 4 eu® + fu-+g,
—oVo=av®+00°+cvt+dov®P+ev?*+fo+g.

(93)

(94)

Les réseaux R sont
(Au+Bu-+O0)Vydu+w(Av*+ Bv+ C) Uydv* =0, (95)

4, B, C étant des constantes.

4b. Réseaux de M. Jonas sur les surfaces de M. Cartan. Ceci
étant rappelé, nous allons rechercher les réseaux de M. Jonas sur les
surfaces envisagées. Soit d’abord K =—=0. Aprés la substitution (90),
I’équation (88) peut se transformer facilement & la forme (U: U, =
= (V:V,). Les réseaux de M. Jonas cherchés sont donc d’aprés (87)

(Al v + 01) Vo du4 - (Al w + Bl) Uo dv4 — 0, (96)

Ay, By, C, étant des constantes. Soit ensuite K F4=0. L’équation (88),
olt on remplace les 8, y par leurs valeurs (93), peut étre amenée & la
forme 7 v

() 2
(W_ﬂ) [Uo (u—v)+ ¢ Vo(u—v)]zo’
d’ot U:Up+0V:V,=wu—0o)F; F=F(u+o). *)

. 2
Moyennant 1’opération 3—1:)% on en déduit que F” =0, d'out F=
A4y (u 4+ v) — By. En substituant cette valeur de F' dans I'équation (*)

on trouve sans peine que les réseaux de M. Jonas cherchés sont [v. (87)]
(4,0 + Byo+ C) o Vydv* - (4, u® + Byu -+ C)) Uydut=0. (97)

46. Réseaux R & invariants égaux sur les surfaces de M. Cartan.
Nous allons compléter les résultats de la premiére partie (v. N° 3) en
déterminant tous les réseaux R & invariants égaux (=—réseaux R de
M. Jonas) situés sur une surface de M. Cartan. Soit d’abord K =0.
On doit comparer les équations (92) et (96) ce qui donne la condition

Uy=h(d;u+ B) (du+ B)?, Vo=h(dyv+ C)(dv+ O)*

Il en résulte aisément que notre probléme w'admdt des solutions que
dans les quatre cas suivants: 1° U,, V, sont des polynomes cubiques
ayant chacun une racine multiple, soit Uy =a (v — r1)? (v — s,), Vo=a
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(v —79)? (v — $8g). Il existe un réseau R & invariants égaux
(v—19) (v —8;) du? = (u — 7)) (u—sy) do.

20 U, et V, sont des polynomes quadratiques ayant chacun une racine
double, soit Uy = b; (u — 74)?, Vo= by (v — 75)%. 1l existe un réseau R
4 invariants égaux

bg (’U _ 7‘2) du2 - bl (u' —_ 7"1) d’vz.

30 U, et V, sont des polynomes linéaires, done Uy=c, u + dy, Vo=
= ¢y 0 + dg. Il existe deux réseaux R & invariants égaux

-'/0_1(027)“!— dz)d%zziv'c_g(clu + dl)dvz.

40 Uy=d, et Vy=d, sont des constantes; il existe oo! réseaux R
4 invariants égaux du®:dv® = const.

Passons au cas K 3=0. La comparaison de (95) et (97) donne la

condition
Uy=h (4w + Bu-+ C?(4;u? + Byu + C),
— o Vo=h(Av®*+ Bv + 0?2 (4, v* + By v+ C)).

Il en résulte en premier lieu que dans les cas ol notre probléme admet
une solution les U,, ¥, ont toujours (aussi pour K— — 2) la forme
(94). Avant d’aller plus loin, remarquons* que les paramétres u, v
dans nos formules ne sont déterminés qu’a une substitution

prés. Il en résulte qu’il suffit de considérer les onze cas ci aprés ol
le symbole {ao, @i, ds, ...} a cette signification: a, est le degré du
polynome U, a, est le nombre de ses racines simples, a, le nombre
des racines doubles etc: 1°{5,5), 20{4,4}, 3°{4,2,1}, 4°{4, 0, 2},
50 {3,3},6°{3,1,1},7°{3,0,0,1}, 8 {2,2}, 9° {2,0, 1}, 10° {1,1}, 11°{0}.
On voit tout de suite que dans les cas 19 20, 50 aucune solution n’existe.
Dans le cas 3" on peut poser Uy = ¢ (u — 71)? (u — rs) (u — 73); il existe
un résean R A invariants égaux: (v— 7)) (v — 7y) (v —73) d u® = (% -—7y)
(w — 79) (w —7r5) do®. Dans le cas. 4° on peut poser U,=c{u — ry)?
(w —7g)?; il existe #rois réseaux R & invariants égaux

d u’ o dv? ) a u? _
(w—r) (u—ry)) @W—r) (0V—1)" (u—r)(W—rs)
av? d u? dv?

T o—r)w—r) (w—r)—re  (v—ry) (0 — 7o)

Dans le cas 6° on peut poser U,= d (u — r{)? (u — r5); il existe un ré-

*G.P.D. §69F.
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seau R A invariants égaux: (v — ry) (v — ) du® = (u — ry) (u — 79) do*
Dans le cas 7° on peut poser U,—=d (u—r)%; il existe un réseau R
3 invariants égaux: (v — 7)? du? = (u — 7)? do®. Dans le cas 8° on peut
poser Uy = e (u — 7y) (u — r5); il existe un réseau R A invariants égaux:
(v — 7)) (v—7y) du® = (u — r,) (u — 75) dv®. ‘Dans le cas 9° on peut
poser Uy — e (u—r)?; il existe dewx réseaux R 3 invariants égaux

(v—r)du = (u—r)dv’, (v-—7r?du®=(u—7r)?do’

Dans le cas 10° on a U, =fu +} g¢; il existe un réseau R a invariants
égaux: (fv+ g)du? = (fu -+ g)dv®. Dans le cas 11° on a U,=y;
il existe un réseau R & invariants égaux: du?= do%

47. Surfaces qui possédent o' réseauz de M. Jonas. La détermina-
tion compléte de ces surfaces me semble difficile; or on peut résoudre
aisément le cas particulier out I'on suppose qu'un de ces réseaux soit B;
on peut alors choisir les u, v de maniére que ce réseau distingué soit (1).
On a alors les équations (2). En substituant les valeurs (2) dans I’équation
(88) on obtient

G+PUT—@@—-PV +2(¢+PIU—-V)=0 (98)
1l s’agit de trouver les valeurs de ¢ et ¥ telles que l'équation (98)
posséde une solution telle que U — V7 54=0. Or ce probléme a été résola
dans la premiére partie car l'équation:(98) ne différe de (6) que par le
signe de . Particulitrement intéressant est- le cas des surfaces qui
possédent une famille 0! de réseaux R et une famille ! de réseaux
de M. Jonas, les deux familles ayant un réseau commun. D’aprés les
résultats de la premiére partie, la recherche de ces surfaces peut étre
aisément effectuée ce que je laisse au lecteur.

48. Quant aux surfaces qui n’admettent que deux réseaux de
M. Jonas, ou reconnait aisément par les méthodes de M. Cartan qu’elles
dépendent de six fonctions arbitraires d’'un argument.

A .ce but, introduisons le repére normal de M. Cartan *. La surface S
est donc donnée comme lieu du point 4 déterminé par le systéme com-
plétement intégrable

dAd =044 + 0,4, -+ 0y 4,

dA4; = w14 + 04y + 0 45 + 013 45,
A4y == w9 A + 0g1 A1 + 033 Ay + wa3 43,
d A3 =gy 4 + 031 A; + 03345 4 03345

dont les coefficients ., sont liés par le systéme de Pfaff

(99)

g+ 011 + 015+ 033=0, 03=0, 0;3=0w,, W3=0,, V=0,
Wy = Wy, W) = Wy, Wgg == Wyg, 33— By = 200; 4 by, (100)
W39 — Woy = A0y + 20wy, g5 — Wy =3aw; + 3bw;,
W19 = A0 4 0y, W3 =901+ QW3 g = QO + Loy

#* Intr.. § 81.
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les conditions d’intégrabilité du systéme (100) sont
[0, da+ (1 —ab—4u— £v) @] =0,
[0, db+ (1—ab—$u— £ w,] =0,
(01d5] + [wyde] + (2a0 — 307) [0,0,) =0, (101)
[w1dg] + [w;d 1] + 4(ad — bg) [, @] = O,
[0y dA] + [0y du] + (Bapu — 2b2) [w;,w,] =O.

Les dérivées extérieures de formes de Pfaff w,, w, sont

Q’l =b[wym,)], 0= —alw 0, (102)
Le ‘réseau de M. Jonas soit
uw,? — w2 =0, (103)

Pour que (103) soit effectivement un réseau de M. Jonas, on doit ex-
primer: 1° que le réseau est isotherme conjugué; 2° que les invariants
tangentiels* du réseau sont égaux. La premitre condition signifie qu’on
peut choisir les deux quantités .u, v** de maniére que les formes de
Pfaff Yu . @y, Jv . 0, soient des différentielles exactes. Ceci donne, d’aprés
(101), que I’ on a

du — w0, + 2ubw,, dv=2vaw; + v,0,. (104)
La condition 2° peut*** s’exprimer en disaut que la droite [B; B,] qui

joint les deux transformés de Laplace du réseau engendre une congruence
harmonique & la surface S. Or on a

Blz ﬁ'Al + VE'-AZ—F lA
olt A doit étre déterminé de la condition que le point dB appartient
i la droite [4 B] si 'on différentie dans la direction Yu.w; 4 Jv.w,=0.
Or d’aprés (99) on trouve

4B = (; f/z—l_ Vvas + Vuws + }*a’l) 4; -+
+ (1 ;/iu“i‘ Voo + Yuws, + la’z) 4 +

+ (V”wm + Vuws) 4+ (-..) 4
ce qui devient selon (100) et (104)

de.[(%a]/_v-—i—l) ml—}—(%;/)" — bl/——{—)/u) wz]Al—I—

gt e)et(z Bt o] 42+
+(V“W1+V_WZ)A3+( )A

* ou ponctuels; cela rev1ent au méme d’ aprés la condition 1°; v. G. P. D. § 17B.
*# qui ne sont déterminées qu’a un facteur commun prés.
*#*¥ . P.D., § 30F.

8%
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On doit écrire que les coefficients de A, et 4, dans d B deviennent
proportionnels :? ﬁ, ]/u si I'on pose @, :0,= — Jov: ]/u ce qui donne

1 1/— Vu
4duv B, — durt A+ 4u%vA2 -+
-+ (ulv%—l— vzu% + Qutp? + 2%*173——4auv%—,— 4bu%v)A.

L’expression de B, se déduit de celle de B; en changeant le signe de
Yv. Par suite la droite [B, B,] coincide avec [C, (3] o

01=4A1+(%—4a+%’i)A
Oy =44, + (%—4b+-2u—”)A

Nous devons écrire que la congruence [C; Cp| est harmonique & S.
Or ceci est exprimé par le fait qu'il existe une fonction ¢ telle que la
droite [C; Cp] coincide avec la droite engendrée par le point d (¢ 4) si
Uon varie la rapport @, : w,)*; autrement dit, la fonction ¢ doit étre telle que

d(@4)=1¢ (0, C; + wp Cy),
ce qui donne que la forme de Pfaff

(%+2a+2 )w1+( 4 2b+2 ) (105)
doit étre une différentielle exacte. Posons
Aty = tyy 01—+ Uys B, Ay = gy Oy —+ Vpy Wy (106)

D’aprés (101,,5) on peut poser

d“:al w1+<ab_1 +%M+%V)w27 (107)
db:(ab—— 1+%ﬂ—'—-%’-1/) w1—§— bgﬂ)g.
En différentiant extérieurement les équations (104), on obtient d’aprés
(102), (106) et (107) '
g =3bu; +22u-+ 4y —3)u,
vy —=3avy + 2 (4u+ 2 — 3)v.
La condition pour que (105) soit une différentielle exacte est d’apres
(102), (104), (106), (107) et (108)

(uy — au) v® = (v, — bv) u®.

%:)_2 (uy — au) = —:;—l; (vg — bw) = 20 (109)

(108)

On peut donc poser

* & P. D. §25 A ou bien Intr. § 31.



Les équations (104) prennent alors la forme

duw = (au + u-vw) 0y + 2buw,,
(110)

2
dv=2avew; (bv + '07@0)&72.

En différentiant les équations (109) et en tenant compte de (104), (107)
et (108) on obtient

dw—_—_(w‘-"—!—2y—1)%w1-{-(w‘~’—|—21/——1)~:;—w2. (111)

La recherche des réseaux de M. Jonas sur les surfaces non réglées
revient donc™* & l'intégration du systéme de Pfaff composé des équations
(100), (110) et (111). Il y apparaissent, outre les quinze variables dont
dépendent les formes de Pfaff w,, d’un repére général, autres neuf variables
a, b, A, u, v, @, u, v, w. Il sagit des solutions & deux dimensions de
ce systéme qui laissent indépendantes les formes w,,, w,; en- outre,
pour les solutions qui nous intéressent, on a « » 4= 0. Or les conditions
d’intégrabilité de notre systéme de Pfaff sont données par les équations
(101) et par 'équation

o . v . i .
iy [0y dp] + m [wsdv] — 3 (u —v) w(w,w,] =0.

Ces équations ont la forme considerée & I'Intr., § 74 (9), pourvu qu’on

y remplace £,. 2, par o,, w, et les 7, par da, db, di, du, dv, do. Le

déterminant D [Intr., § 74, (11)] est

0y 0y (W 0,* — v? wy*),

Pour les solutions qui nous intéressent, le déterminant D est différent
de zéro. Done les réseaux de M. Jonas dépendent de siz fonctions arbi-
traires d'un argument. Les caractéristiques (v. Intr. § 74 & la fin) de
notre systéme de Pfaff sont les asymptotiques et les deux réseaux de
M. Jonas.

* Cfr. Intr., § 83.
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