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THÉORIE GÉNÉRALE DES VARIÉTÉS ET DE LEURS 
THÉORÈMES DE DUALITÉ1 . 

Par EDUARD CECH. 

La topologie combinatoire a fait dans les dernières années des progrès 
très remarquables et elle constitue, tant intrinsèquement qu'au point de vue 
des applications, un des plus importants chapitres de la topologie. Ceci 
est vrai tout particulièrement pour la théorie de l'homologie ; c'est en effet 
la branche la plus avancée de la topologie combinatoire2. D'autre part, la 
topologie générale, fondée sur la théorie abstraite des ensembles, constitue 
désormais un édifice immense occupant une des places centrales dans le 
vaste champ des mathématiques modernes. 

A mon avis, on peut espérer d'arriver à étendre d'une manière inattendue 
le champ de recherches topologiques si on réussit à approcher mutuellement 
le plus près possible les méthodes combinatoires et celles de la théorie 
générale des ensembles. Le premier pas essentiel et général dans cette 
direction et qui a déjà eu des conséquences très remarquables a été fait 
par M. Vietoris qui a réussi à fonder la théorie de l'homologie dans chaque 
espace métrique et compact8. Néanmoins il y a encore un profond abîme 
entre les recherches combinatoires et celles abstraites dans la topologie. 
Mon opinion est d'une part que la topologie combinatoire doit complètement 
abandonner l'usage des polyèdres, c'est-à-dire des figures dont la nature 
topologique (au sens d'une description axiomatique complète) nous restera 
probablement pour longtemps cachée; (Vautre part qu'il est impossible 
d'étudier profondément déjà p. ex. la topologie des sous-ensembles de l'espace 
ordinaire si on s'obstine à négliger systématiquement les notions combinatoires. 

Un des plus beaux sujets de la topologie combinatoire est sans doute la 
théorie des variâtes (Mannigfaltigkeiten. manifolds). Or toutes les définitions 
connues4 d'une variété Vsupposent ou que F soit homéomorphe à un polyèdre 
ou du moins que chaque point de V possède un entourage5 homéomorphe à un 

1 Received February 15, 1933. — J'ai exposé quelques résultats de ce Mémoire dans une 
communication au Congrès Int.de Zurich (septembre 1932) ainsi que dans un cycle de quatre 
conférences que j'ai faites à l'Université de Varsovie (novembre 1932). 

2 Une exposition complète de cette théorie se trouve dans l'excellent livre de M. Lefschetz, 
Topology, Amer. Math. Soc, Coll. PubL, vol. 12, 1930. 

3 Math. Annalen, 97, 1927, pp. 454—472. Cf. déjà L. E. J. Brouwer, Math. Annalen, 72. 
1912, pp. 422-425. 

4 La plus générale de ces définitions est celle de MM. Lefschetz et Flexner (v. Proc. Nat. 
Acad. Sci., 16, 1930, pp. 530-533, et Aimais of Math., 32, 1931, pp. 393—406 et 539-548). 

5 Un entourage d'un point a ou d'un ensemble A est un ensemble ouvert contenant a ou A, 
621 

http://Int.de


622 E. cECii. 

logique de la notion de variété*. Dans le présent Ouvrage, je donne justement 
une telle définition comprenant du reste, comme on pourrait le démontrer 
sans difficulté, toutes les définitions connues comme des cas particuliers. 

Je m'appuie dans ce qui suit très essentiellement sur mon Mémoire Théorie 
générale de V homologie dans un espace quelconque1 dont la connaissance est 
indispensable au lecteur; je le cite par l'abréviation Homologie. Outre ce 
quit a été exposé dans Y Homologie, je ne suppose de la topologie com-
binatoire que la connaissance des nombres de Betti d'un simplexe. Je sup
pose d'ailleurs quelques connaissances de la topologie générale, en par
ticulier de la théorie de la dimension (v. n° 2.2). Eelativement à Y Homologie, 
quatre remarques sont nécessaires : 

I. Pour un (p, jB)-cycle, j'emploie ici la courte notation Cp (p. ex.) au 
lieu de {Cp (U)} (Homologie, II, 20). Donc Cp est l'ensemble de tous les 
Cp(\X), U parcourant tous les réseaux dans i?. 

II. La famille fondamentale de réseaux (Homologie, II, 1) est dans ce qui 
suit toujours la famille de tous les réseaux ouverts (y. Homologie, III, 2). 

III. La notion d'un affinement normal (Homologie, II, 15) dépend essen
tiellement des deux ensembles A et a (v. 1. c ) ; je parle donc toujours 
explicitement d'un affinement normal rel. aux cycles mod a dans A (l'attribut 
dans A sera omis si A = JB; l'attribut mod a sera omis si a = 0). 

IV. Dans ce qui suit, les coefficients de toutes les chaînes appartiennent 
à l'ensemble SR des nombres rationnels (v. Homologie, I, 1 et II, 3); du reste, 
toute la théorie vaut sans aucune modification si 5R désigne l'ensemble des 
entiers réduits mod^, p étant un nombre premier* (v. Homologie, V, 1). 

Le présent Ouvrage est divisé en huit Chapitres. 
Au Chap. I, j'introduis successivement les axiomes Ax (n°l), A* (n°2), 

Aè (n° 3) et A± (n° 7). Les deux axiomes Ax et A2 sont vérifiés en particulier 
si B est un espace métrique et compact. Bien que ce soit le cas le plus 
important, je n'ai pas voulu introduire explicitement la métrisabilité de _R, 
d'autant mieux que cette hypothèse ne simplifie guère les démonstrations. 
On pourrait se passer entièrement de l'ensemble /S'introduit dans l'axiome ASj 

en remplaçant .Ai et A3 par l'axiome unique que E—S soit un espace 
polyèdre. Il n'existe donc jusqu'à présent aucune définition purement topo-

G Après avoir terminé cet Ouvrage, j'ai pris connaissance d'un manuscript de M. Lefschetz 
intitulé On generalized manifolds (à paraître dans le Amer. Journal of Math.). L'illustre 
géomètre américain y étudie, avec une méthode entièrement différente, presque la même 
notion. Je voudrais insister sur une différence essentielle : pour démontrer le théorème de 
dualité entre les jp-cycles et les (n —_p)-cycles (0 :g p < n — p < n), je n'ai besoin d'aucun 
axiome relatif aux cycles de dimensions <Cn—p — 1. 

7 Fund. Math., 19, 1932, pp. 149-183. 
8 J'espère de revenir ailleurs sur la possibilité d'étendre ma théorie des variétés au cas 

d'autres domaines d\. 
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localement bicompact9; ce procédé, logiquement équivalent à celui du texte, 
introduirait peut-être quelques difficultés d'exposition. L'axiome Aé dit que 
la dimension n (au sens de Menger-Urysohn) de l'espace R—S est finie 
(et > 0). En appliquant le aïïgemeiner Zerlegungssatz de M. Menger10 je 
prouve au n° 8 que, un réseau $ étant donné, on peut définir une famille 
complète de réseaux «commodes» VL jouissant de la propriété suivante: 
chaque (k, U)-simplexe rrk est situé dans un certain sens sur un (h, 3)-
simplexe ahl1 de manière qu'on ait toujours k <, n — h. On voit que les ah 

sont pour notre variété abstraite ce que les faces sont pour une variété 
polyèdrale (à un ah correspondant une (n — /t)-face du polyèdre). 

Au Chap. II, j'introduis successivement les axiomes B (n° 9), DL (n° 11), 
D2 (n° 12), E (\\° 13) et JP(II° 16) relatifs à la manière dont se comportent 
les cycles à n ou à n — 1 dimensions de l'espace R — S. A l'aide de ces 
axiomes, on démontre (n° 17) l'existence d'un (n, i?)-cycle On mod 8, 
recouvrant tout l'espace R et appelé le cycle principal. En considérant un 
réseau 3 e t les réseaux commodes U relatifs, on attache (n°19) à chaque 
(0, 3)-simplexe a0 une (n, U)-chaîne Kn(a°,VL) située dans a0 de manière 
que la somme de tous les Kn soit égale à Gn (U). Successivement, on 
attache alors à chaque (h, 3)-simplexe ah une (n — h, U)-chaîne Kn~h 

(ah, VL) située dans ah de manière que les relations d'incidence entre les ah 

soient duelles de celles entre les Kn~h (ah, U). On voit déjà que le théorème 
de dualité subsiste entre les (p, 3)-chaînes et entre les (n — p, VL)-chaînes 
élémentaires, c'est-à-dire de la forme ]? aKn~v (aP, VL). Ce théorème de 
dualité n'a d'ailleurs encore aucune signification géométrique et on doit 
encore vaincre trois différentes difficultés: 

a. On doit prouver que l'on peut s'arranger de façon que Kn~p (af ,11)^-0. 
ft. On doit prouver que, Cn~p étant un (n—p, i?)-cycle, Cn~v (U) est 

homologue à une chaîne élémentaire. 
y. On doit prouver que si la chaîne élémentaire Cn~v (U) est homologue 

à zéro, il existe une (n—F>+l)-chaîne élémentaire Dn~p+1(VL) telle que 
Ifn-p+1(U)^Cn-P(VL)". 

Pour vaincre les difficultés a, jî et y, on a besoin de nouveaux axiomes 
(le nombre de ces axiomes croit avec p; pour p = 0 aucun nouvel axiome 
n'est plus nécessaire). 

La difficulté a est résolue au Chap. III (n° 25) à l'aide des axiomes Gk 

(v. n° 21), où n —p<Lk<,n — 1. L'axiome Gk dit que, dans R — S, les 
petits cycles à k dimensions sont ~ 0 . 

9 Tous les axiomes ultérieurs se rapportent uniquement à l'espace R — S. 
10 C'est peut-être la première application de ce théorème très important à mon avis. 
11 T* est d'espèce oh dans la terminologie du texte (v. n° 8.3). 
12 En réalité, je démontrerai un énoncé un peu plus compliqué que y. 

42* 
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La difficulté fi est résolue au Chap, IV (n° 31) à l'aide des axiomes Gk 

(w—jp<Zf < w—1) e t des nouveaux axiomesHk (v. n°27), où max(0, n—p—1) 
<k<Ln — 2. La démonstration est très compliquée et presque entièrement 
combinatoire. 

La difficulté y est résolue au Chap. V (n° 44) ; on n'a plus besoin d'aucun 
nouvel axiome. La démonstration est très analogue à celle du Chap. IV. 

Au Chap. VI, j'introduis (n° 56) l'indice de Kroneeker d'un couple de 
cycles dont les dimensions sont resp. p et n—p. Cette théorie est com
plète à l'exception de la loi commutative que je démontrerai dans un 
Mémoire qui fera suite au présent, et où j'exposerai la théorie complète 
des intersections des cycles sur une variété abstraite. 

Au Chap. VII, je démontre le théorème général de dualité dans une 
variété abstraite; pour une variété polyèdrale, c'est la formule (7), p. 142 
de la Topology de M. Lefschetz. 

Au Chap. VIII je prouve d'abord que les axiomes Gk 0 <̂  k <^ — - — 

et Hk 10 <̂  k < — 1] sont des conséquences des autres axiomes. Ensuite, 

je généralise à mes variétés quelques autres théorèmes de dualité (théo
rèmes de Poincaré et de MM. Alexander, Lefschetz et Pontrjagin). 

I. 
1. AXIOME J i : L'espace E est bicompact13. Cela signifie que de chaque 

famille g de sous-ensembles ouverts on peut extraire une famille finie re
couvrant E (= réseau dans E). 

1.1. Un sous-ensemble A de E est bicompact si et seulement si A est fermé 
dans E. 

Démonstration. Supposons en premier lieu que A = A. Soit g0 1m re
couvrement de A. A chaque I70£ 3e- attachons un ensemble U ouvert dans E 
et tel que U0 = U-A\ en ajoutant E — A à ces ensembles £7, on obtient 
un recouvrement g de E. L'espace E étant bicompact, il existe un re
couvrement fini $i extrait de $. Les U0 = U- A, où L T Ç ^ , forment un 
recouvrement fini de A extrait de 2f0- Supposons en second lieu que 
l'ensemble A C E soit bicompact. Alors A = A (v. Alexandroff et Urysohn, 
1. c. sub 13), p. 47, corollaire 1). 

1.2. L'espace E est normal Cela signifie que, U étant un entourage d'un 
sous-ensemble fermé A de E, il existe un entourage Vde A tel que Tr(s U. 

Pour la démonstration, v. Alexandroff et Urysohn, 1. c, p. 26, I. 

13 L. Vietoris, Stetige Mengen, Monatshefte f. Math. u. Phys., t. 31, 1921; P. Alexandroff 
et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques compacts, Verhandelingen Akad. 
Amsterdam, 1929. 
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1.3. Chaque réseau (dans R) U possède un affinement s$ jouissant de la 
propriété suivante: A chaque sommet V de %i on peut attacher un sommet U 
de U de manière que non seulement Va U mais aussi V C U pour cliaque 
sommet V de 23 tel que W ^ 0. 

Démonstration. Soient U% (l<i<Lm) les sommets de U. D'après un 
lemme de M. Menger14 on peut trouver des ensembles ouverts U[ (1 r< i < m) 

m 
tels que Uï <s Ui, ^U[ = R. A chaque point a de R attachons un en-

i 
tourageFs i petit que 1° a Ç U[ entraîne Va Z7/; 2° a £ U[ entraîne VdUi\ 
3°a (zR— Ui entraîne VU[ = 0. D'après l'axiome At, il existe des points av 

en nombre fini tels que les entourages Vv correspondants constituent un 
réseau 33. Pour chaque valeur de v, il existe une valeur de i telle que 
at,ÇiUL d'où (d'après 1°) VrClUi II suffit de montrer que 7^7^ + 0 
entraîne V^C Ui. Or soit 6 Ç V^VV\ alors b 6 V^Ul, d'où Vu U[ \ 0 et donc 
(d'après 3°) a^Ç, U[ et par suite (d'après 2°) V^d U, 

2. AXIOME A2 : Chaque sous-ensemble ouvert de R est un FG dans R. 
2.1. Cliaque sous-ensemble de R satisfait à l'axiome - 1 2

1 5 . 
2.2. Nous allons rappeler les théorèmes de la théorie de la dimension 

dont nous ferons usage dans ce qui suit. Ces théorèmes sont vrais dans 
chaque espace satisfaisant aux axiomes Ai et A2, et même plus généralement 
dans chaque espace topologique normal satisfaisant à l'axiome A2. Pour 
les démonstrations je renvoie au livre de M. Menger : Dimensionstheorie 
(cité par M) pour le cas particulier d'un espace métrique séparable ainsi 
qu'à mon Mémoire: Sur la dimension des espaces parfaitement normaux16 

(cité par C) pour le cas général. 
2.2117. dimi? = —1 signifie que R == 0. A étant un sous-ensemble 

fermé de R, dinu R <̂  n signifie qu'à chaque entourage U de A on peut 
attacher un entourage 7CI U de A tel qu'on ait dim (D <J n — 1, où 
0 _ y — ym d imii = ?1 signifie que: 1° dinu R < n pour chaque sous-
ensemble fermé A de R; 2° la relation dinu R S n—1 n'est pas vraie 
pour chaque sous-ensemble fermé A de Rls. 

2.2219. SdR entraîne que dim S ;< dirni?. 
14 Dimensionstheorie, pp. 159-160, ,,Bemerkuiig". Le lemme est évidemment vrai dans 

chaque espace normal. 
15 V. Urysolm, Ûber die Mâchtigkeit ziisammenh'dngentier Mengen) Math. Annalen, t. 91, 

p. 286, note n) au bas de la page. 
16 Bull, intern. de l'Acad. des Se. de Bohème, 1932. 
17 M, Chap. II (v. aussi p. 116); C, Chap. IL 
18 Dans cette définition, il est permis de limiter A aux points de R, si l'espace F jouit 

de la propriété suivante : de chaque famille de sous-ensembles ouverts recouvrant R on 
peut extraire une famille dénombrable recouvrant R (cette propriété vaut si R est un 
sous-ensemble d'un espace satisfaisant aux axiomes Ai et A2). 

19 M, p. 81; 0, n°23. 
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0 0 

2.2320. Soit R = ^>jRv, les Ry étant fermés dans R. Alors dim R 
?/=-i 

= max.dimJS^. 
2.2421. Soit d i m i ^ ^ n ; soit U un réseau dans R. Il existe un affine-

ment 33 de U dont l'ordre (v. cet Ouvrage, n° 7.2) est < n. 
2.2522. Soit dim R < n. Soit 11 un réseau dans R ; soient Ul9 U2, • • -, Um 

les sommets de U. Il existe des sous-ensembles fermés F1,F2,-->,Fm 

de R tels que 1° FvaUv\ 2° dim Fv • i^ Fv<n-~h pour 
m 

Ю 23 0 <; A ^ w + 1; 3° ^Fv = JZ1 

1 

2.2624. Soit R = R{)Z^R±ZD - - ZDRk, les JS* étant fermés dans JB. Soit 
dimi^ = m. Soit a£Rk. Soit £7 un entourage de a. Il existe un en
tourage 7 c U de a tel que dimRi(V — V) £ ni — 1 pour 0 <j i < ifc. 

2.3. Si JB = Ro^DRtZD • • • Z) i4 , les Rk étant des sous-ensembles fermés 
de R tels que dimi4 < n — k pour 0 < k < n, alors chaque réseau U 
dans R possède un affinement 23 jouissant de la propriété suivante : Si chaque 
sommet d'un (h, 93)-simplexe ah rencontre Rk (0 £ k < n), on a h <n — k. 

Démonstration. Le théorème étant évident pour n — 0 (v. 2.24), sup
posons le vrai pour la dimension n — 1 ( = l'hypothèse H). Soit donné le 
réseau U. A chaque point a de R attachons un entourage Va U£ U tel 
que (v. 2.26) dim Rk F(V) £ n — k — 1 pour 0 <̂  Je < n, en particulier 
RnF(V) = 0. D'après l'axiome A1} il existe des points ay (1 < v < s) 

s 

en nombre fini tels que ^Vv — -R. Posons 
i 

v—l 

V{ = VU VI = Vv — 2 Vi Pour 2 < v < s. 
i=i 

On a alors j^Vl = R, V'Vv = 0, d'où V'F(Vl) = 0 et enfin 
i 

F(Vv)d^F(Vv) et par suite (v. 2.23) ùim RkF(Vl) £ n — k — 1 pour 
i = l 

0£k£n,l<v<s,e\i particulier Rn-F(Vv) = 0. Posons Ro=%F(Vv), 
i 

Bfc = Rk>Ro(l£k< n —1). Alors dimRk < n—l—k pour 0 < k £ n— 1. 
En vertu de 1.1 et 2.1, l'espace RQ satisfait aux axiomes Ax et A2. Donc, 

20 M, Chap. III ; C, Chap. III. 
21 M, pp. 158—161 ; C, n° 26. 
22 M, pp. 161-174; C, n° 26. 
23 En réalité on trouve 1. c. seulement la démonstration de l'existence d'un réseau fermé 3? 

qui est un affinement de U et tel que dim <Dio O^ • . . <D,-fc < w — h pour cD^g. Or il suffit 
de partager les sommets <î> de g e n m groupes de manière que OdJJv pour chaque <î> du 
rème g r o Up e e t de désigner par Fv la somme de tous les <2> de vème groupe. 

24 M, p. 169 ; C, n° 24.2. 
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d'après l'hypothèse H, il existe des ensembles v/JL (1 < /// £ t) en nombre 
t 

fini ouverts dans RQ et tels que: 1° 2/E> = R'o] 2° chaque v^ fait partie 

d'un sommet c7u de 11; 3° si les indices p0, ^ t , • • -, fih différents l'un de 
h 

l'autre sont tels que I l ^ a . ^ O et que (pour une certaine valeur de k, 
o 

0 <J k < n— 1) Rfcv^ O pour O < i < h, alors li < n— k — 1. Pour 
1 S !v £ t> soit Vjj un sous-ensemble ouvert de R tel que 1° i y z V ' ^ C L U ^ — R n \ 
2° si t^-JR* = 0 (1 < fi £ t, 1 < k < w — 1 ) , alors V//-I& = 0 ; 
3° si l i % = 0 alors n K ' = O25. Les ensembles V'v (l £ v £ s) et 

o l 0 

l7// (1 ^ ^ S t) constituent raffinement cherché $ de 11. 
3. AXIOME A3. S est un sous-ensemble fermé de R] S j R. 
3.1. H existe une suite dénombrable {Fi} de sous-ensembles bicompacts de 

R —S telle que I e FmZDFi\ 2° R — S = 2Fn 3° pour cfwque sous-
î 

ensemble bicompact A de R — S il existe une valeur de i telle que Ad Fi. 
On peut même supposer Fi = G%, Gi étant ^tn sous-ensemble ouvert de R — S, 
GimGi+i. 

Démonstration. D'après les axiomes A2 et A3, il existe une suite {®i\ 
de sous-ensembles bicompacts (v. 1.1) de R — S telle que R — S=]?(l>i. 

i 
S et (Dx sont deux sous-ensembles fermés disjoints de l'espace R. D'après 1.2, 
il existe un ensemble ouvert GL tel que ®{C1 Garnit — S. Plus générale
ment, supposons que, pour une certaine valeur de k (= 2, 3, • • •), on ait 
déjà construit des ensembles ouverts Gi (1 < i < k — 1) tels que Gi-tm GÎ, 
(Di a Gi<^R — S. Les ensembles &jc + Gk-i et S étant fermés dans 
l'espace normal R et disjoints, il existe un ensemble ouvert Gjc tel que 
®jc-\-Gjc-iC:GjcmR — S. La suite {Gi} étant ainsi construite par récurrence, 
il suffit de poser Fi = Gi. En effet, si A est un sous-ensemble bicompact 

00 

de R — S, on a ]£AGi = A, d'où, d'après la définition même de la 
i 

k 
bicompacticité, A = ]£AGi pour une certaine valeur de k, et donc 

i 
k 

A CZ 2^ Gi = GkCZ Fjc. 
i 

4. Un réseau gén. ( = généralisé) ty est une famille {Pi} au plus dénom
brable de sous-ensembles ouverts et non vides de R — S telle que : 

00 

1° R — S= ]£Pï, 2° pour chaque sous-ensemble bicompact A de R — S 
i 

on a APi=0 pour presque toutes les valeurs de i. En particulier, un 
25 V. Homologie, III, 21. L'hypothèse que l'espace soit complètement normal est ici 

vérifiée en vertu de 1.3 et 2.3 (v. Urysohn, 1. c. sub 15). 
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point a Ç R — S ne peut appartenir qu'à un nombre fini des Pi. Les Pi sont 
les sommets du réseau gén. s$. 

Dans le cas particulier S = 0 [ou, plus généralement, si R — S est fermé 
dans Ii] l'ensemble R — S est bicompact; en vertu de la condition 2°, les 
ensembles Pi sont alors en nombre fini et le réseau gén. est simplement un 
réseau dans R — S. 

4.1. Soit 3̂ une famille de sous-ensembles ouverts de R—S (en particulier, 
P̂ peut être un réseau gén.). Soit O un réseau gén. On dit que O con

stitue un affinement de $p, si chaque sommet Q de O est contenu dans un 
élément (sommet) de $p. 

4.2. Soit 3̂ une famille comme dams 4.1. Il existe un-réseau gén. O qui 
soit un af finement de 5p. 

Démonstration. Déterminons {Fi} d'après 3.1. Les ensembles Fi étant 
bicompacts et czR—S, pour chaque valeur de i il existe un nombre fini 
d'éléments Pu, Pi2, • • -, Pu. de 3̂ recouvrant Fi. Posons Qiu = Pih—Pi-i 
(1 < k < h), où P 0 = 0. La suite Qik (i = 1, 2, 3, . . •; k = 1 , 2 , . - . , h) 
dont on supprime les membres vides, constitue le réseau gén. O cherché. 

4.3. Chaque réseau gén. ^ possède un affinement O jouissant de la pro
priété suivante: Pour chaque QÇ Q il existe ^tn P C 5p feZ gzie Q (s P . En par-
ticidier Qç=iR—S pour chaque sommet Q de O . 

Démonstration. Déterminons les Pih (i = 1, 2, 3, • • •; & = 1, 2, • • -, Xi) 
comme dans 4.2. Pour chaque valeur de i les ensembles ouverts Pu, 
Pi2, •••, Pa . recouvrent le sous-ensemble fermé Fi de l'espace normal R. 
Il existe donc (v. 14) des ensembles Qik (k = 1, 2, • • -, h) tels que QucmPik, 

2 Qik ^Fi. Les Qffc (i = 1, 2, 3, • • • ; & = 1, 2, • • -, ^ ) constituent le réseau 

gén. O cherché. 
4.4. Chaque réseau gén. 5p possède ^tn affinement O jouissant de la pro

priété suivante: A chaque sommet Q de Zi on peut attacher un sommet P 
de P̂ de manière q^te non seulement Q C P mais a^issi Q' CL P pour chaque 
sommet Qf de O tel que QQr 4= 0. 

Démonstration. Déterminons {Fi} d'après 3.1. On peut (v. 4.3) déterminer 
deux suites {Pi} et {P/} d'ensembles ouverts telles que Pi Ç $p, P/mPi, 
00 00 

]£ Pi = ^ Pi — R — S. A chaque point a de R — S attachons un entourage 
i i __ 

Q si petit que: 1° a € P / entraîne QdPî\ 2° a Ç P / entraîne QdPi\ 

3° a Ç P — Pi entraîne QP{ = 02 6 ; 4° a Ç P — P* entraîne QFt = 0. Les 

26 On ne peut prescrire qu'un nombre fini de telles conditions à l'entourage Q. Or d'après 
la définition même du réseau gén., la relation aGPt (et a fortiori a € P / ou a£Pï) ne 
peut avoir lieu que pour un nombre fini d'indices i de manière que 1° et 2° n'imposent 
qu'un nombre fini de conditions. Quant à 3°, déterminons un entourage U de a tel que 
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00 

ensembles Fi étant bicompacts, de la relation B — S — ]? Fi on voit qu'il 
i 

existe une suite dénombrable {av} de points de B — S telle que les Qv cor
respondants recouvrent B — S] de plus, pour une valeur donnée de k, on 
a av G Fu pour un nombre fini d'indices v, d'où, en vertu de 4°, QvFjc = 0 
pour presque toutes les valeurs de v. Les Qv constituent donc (v. 3.1) un 
réseau gén. Q . Pour chaque valeur de v, il existe une valeur de i telle 
que av Ç P / , d'où QrCPi d'après 1°. Si Q» Q„ + 0, on a Q^ Pi ^0 et donc 
(d'après 3°) a^ Ç P / et par suite (d'après 2°) Q^d Pi. 

5.1. On dit qu'un réseau U est un affinement mod S d'un réseau gén. ^ ? si 
chaque sommet ?7de U tel que US=0 est un sous-ensemble d'un sommet de ty. 

5.2. Une famille (D de réseaux dans B s'appellera parfaitement complète 
si, U étant un réseau et 5|3 étant un réseau gén., il existe dans 0 un 
affinement de U qui soit un afflnement mod S de ^3. Une famille parfaitement 
complète est complète (dans le sens de Homologie, II, 30 et relativement à 
la famille fondamentale Z constituée par tous les réseaux ouverts dans B). 

5.3. Soit il ^tn réseau; soit s$ un réseau gén. Il existe un réseau 33 tel que 
1° 33 est un affinement de H; 2° 33 est ^m affinement mod S de ^5; 3° les 
sommets rencontrant S sont les mêmes dans les deux réseaux U et 33; 4° VÇ 33, 
VS=0 entraîne VS= 0. 

Démonstration. Soit (? la somme de tous les sommets de U rencontrant S. 
Soient Ui(l ^i<. Je) les autres sommets de U. Soit Pv(l < v < m) les 
sommets de s$ rencontrant B — G (ces sommets sont en nombre fini, car 
B — G est un sous-ensemble bicompact de B — S). L'ensemble B — G étant 
fermé dans l'espace normal B et recouvert par les ensembles Ui • Pv (1 < i < k, 
1 < v < m), il existe, d'après le lemme 14, des ensembles ouverts, V/v tels 
que ViVm Ui • Pv, ]£ Viv 3 B — G. Le réseau 33 s'obtient de U en remplaçant 
chaque Ui (1 <, i < h) par les Viv (l<v<, m), dont on omet ceux qui sont vides. 

5.4. Soit 11 un î^^m; soit 3̂ un résea^.t gén.; soit (T> ^tne famille par
faitement complète de réseaux. La famille de tous les réseaux 33 tels que 
1° 33£<Z>; 2° 33 est itn affinement de i l ; 3° 33 est ^^n affinement mod S de s-p, 
est parfaitement complète. 

La démonstration est banale. 
5.5. Soit <D la famille de tous les réseaux 11 tels que: 1° il est régulier par 

rapport à S (v. Homologie, III, 22); 2° £7Ç U, US = 0 entraîne US = 0. 
La famille ® est parfaitement complète. 

Cela résulte de 5.3 et de Homologie, III, 23. 

U<s=R — S et posons la nouvelle condition 5° : QCiJJ. La condition 3° est alors vérifiée 
pour tous les indices i tels que 0 = Û Pi -3 U Pi . Or Û étant un sous-ensemble bicompact 
de R — S, l'inégalité 17P.+ 0 n'a lieu que pour un nombre fini d'indices i. Enfin, d'après 3.1 
on a a e Fi pour presque toutes les valeurs de i. 
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6.1. Déterminons {Gi} d'après 3.1. Soit p — 0, 1, 2. • • •. Pour chaque 
valeur de i soit Jji un système linéaire de (p,R)-cycles mod (R — Gt) tel que 
Cv £Li pour chaque (p, R)-cycle Cp mod (R — Gt) jouissant de la propriété 
que, pour chaque réseau U d'une famille complète donnée il existe un Cf £ Li 
tel que Cp (U)^Cf (U) mod (R—Gi). Si i<Clc, supposons qu'à chaque 
CpÇ^Lu on puisse attacher un Cf Ç Li de manière que CP^CP mod (R — Gi). 
Il existe un (p, R)-cycle Cv mod S tel que pour chaque valeur de i il existe 
un Cf Ç Li jouissant de la propriété CPf^Cp mod (R —Gi). 

Démonstration. Soit CD la famille complète du n° 5.5. Soit U Ç O. Soit K 
la somme de tous les sommets de U disjoints à S. D'après la définition 
de la famille (D, on a KmR — S, de manière qu'il existe (v. 3.1) un indice 
i0 tel que l e Gi pour i > i0. Alors si un sommet U de U rencontre R — Gi 
(i > i0), il rencontre aussi S] le réseau U étant (v. 5.5) régulier par rapport 
à S, on a plus généralement: si le noyau d'un U-simplexe rencontre R — Gi 
(i >; i0), il rencontre aussi S. Donc les frontières, cycles, homologies mod S 
et mod (R — Gi) (i>i0) coïncident dans le réseau U. 

Pour i >̂ i0, soit Af (U) la famille de tous les (p, U)-cycles Cp (U) mod S 
(ou, ce qui est la même chose, mod ( 5 — Gi)) tels qu'il existe im CfÇLi 
tel que Cp (U)~CP (U) mod (R — Gi) (et donc mod S). On voit sans peine 
que^f(U) + 0 et que Ag (VL)ŒA? (VL) pour k>i^i0. Donc 

]Jjf(U) = H(N)^0 
UN 

pour chaque ensemble fini NT d'indices i>i0, car II (N) = Au (U) pour 
k — max. N. At

v (U) est évidemment un système linéaire contenu dans le 
module fini de toutes les (p, U)-chaînes. Par suite (v. Homologie, I, 15) la 
partie commune Ap (U) de tous les Ap (U) (i > i0) est non vide; c'est donc 
un système linéaire. 

Or, soit U, 93 Ç ® et supposons que 93 soit un affinement de U, 
jt = pr. (93, U). On voit sans peine que n Ap (%$)c:Ap (U). Donc (v. Homo
logie, II, 21) il existe un (p, it>cycle Cp mod S tel que Cp (U) £Ap (U) pour 
chaque réseau U ê Q. Soit donnée une valeur de i; on doit prouver que 
Cp~Cf mod (R — Gi), Cp Ç Li. On peut même démontrer que Cp(zLi. 
Il suffit de prouver que pour chaque U Ç (D il existe un Cf Ç Li tel que 
Cp(U)~Cf (U) mod (R — Gi). Or soitUÇtf); soit k~>i0. On a CP(U) 
£Ap(U)ciAiï(U), d'où CP(U)~C$(U) mod S avec Cg€Lk. Or on peut 
attacher à Ci un Cft L{ tel que C$~ C[ mod (R - d), d'où Cp(U)~C? (U) 
mod (R — Gi). 

6.2. Déterminons Gi d'après 3.1. Soit p — 0, 1, 2, • • •. Soit Cp un (p,R)-
cycle mod S tel que Cp~0 mod (R — Gi) pour chaque i. Alors CPf^0 mod S. 

Démonstration. La famille & du n° 5.5 étant complète, il suffit de voir 
que Cp(U)~0 mod S pour chaque réseau U Ç <£. Or nous venons de voir 
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que, U étant donné, il existe une valeur de i telle que C17(U)~0 mod (B — Gi) 
(ce qui a été supposé pour chaque i) entraîne Cv (U) ~0 mod S. 

6.3. Soient B1, B2 deux espaces; soit S^dB^, S2dB2. Supposons que By 

et Si, ainsi que B2 et S2, vérifient les axiomes At, A2, A3. Supposons de phts 
q^le Bt—Si soit homéomorphe à B2 — S2. Alors, pour p = 0, 1, 2, • • -, 
le pème groupe de Betti de B1 mod St est isomorphe au pème groupe de Betti 
de B2 mod S2. 

Démonstration. Soit y l'homéomorphie donnée entre Bx—Sv et B2—S2. 
Dans l'espace i?!—S{, définissons la suite {Gi} comme dans 3.1. La suite {G'i}, 
où G/ = yGi, jouit de propriétés analogues par rapport à B2 — S2. Soit 
Cp un (p, j5i)-cycle mod Si. Pour i = 1, 2, • • -, soit Cf un (p, t7i)-cycle 
mod (Gi—Gi) tel qu'on ait Cp^C? mod (B±—Gi). On voit sans peine que 
de tels_ cycles existent. Posons *C? = <pC?\ c'est un (p, G/)-cycle 
mod (Gi— G/) que l'on peut considérer aussi comme un (p, jR2)-cycle 
mod (B2 — Gi). Evidemment on a pour i<k: *C[ = *Ck mod (B2—Gi). 
D'après 6.1 il existe un (p, i22)-cycle mod S2 : *C* tel que *C*~*C? 
mod (B2 — G'i) pour chaque i. Posons*C p= ipCp. De 6.2 il résulte aisément 
que ip définit une isomorphie entre les deux groupes de Betti considérés. 

7. AXIOME A± : La dimension (v.2.21) de B —S est égale à n ( = 1,2,3, •••). 
7.1. Soit U un réseau dans B. Un U-simplexe (en particulier un sommet 

de U) sera dit intérieur si aucun de ses sommets ne rencontre S, extérieur 
dans le cas contraire. 

7.2. L'ordre d'un réseau U dans B est la plus grande dimension d'un 
U-simplexe. L'Ordre mod S de U est la plus grande dimension m d'un 
U-simplexe intérieur ; si chaque sommet de U rencontre S, on pose m = — 1 . 

7.3. Soit U un réseau; soit s$ un réseau gén. M existe un réseau 93 tel que 
1° 95 est un affinement de U; 2° $ est un affinement mod S de ^ ; 3° les 
sommets rencontrant S sont les mêmes dans les de^tx réseaux U et 93 ; 4° Vordre 
mod S de 93 est <^ n. 

Démonstration. Soit G la somme des sommets extérieures de U. Soient 
Ui (1 <; i < k) les sommets intérieurs de U. Les ensembles (B— G) Ut con
stituent un réseau U' dans B — G. Soient Pu P2, • • -, Pm les sommets 
de 3̂ rencontrant B — G\ les ensembles Pv—6r(l<><m) constituent 
un réseau 953' dans B — G. Puisque B— G est un espace bicompact de 
dimension <^ n, il existe un affinement 93' simultané de U' et de 9!B' dont 
l'ordre est <n. Soient Vf (1 <j < h) les sommets de 93'. Déterminons 
(v. Homologie, III, 21) des sous-ensembles ouverts Vj de B — S de manière 
que (B — G)Vj = Vj et que nv/v=0 entraîne BVJv=0. 93' étant un 
affinement de U' et de 9S' on peut s'arranger de manière que chaque Vj 
fasse partie d'un Ui et d'un sommet de ^3. En ajoutant aux Vj les sommets 
extérieurs de U, on obtient le réseau cherché 93. 
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7.4. Soit 0i la famille de Unis les réseaux U de la famille ® du n° 5.5 
dont l'ordre mod S est < n. La famille (&i est parfaitement complète. 

D'après 5.5 et 7.3. 
8. Soit 3 u n réseau de la famille ®L du n° 7.4 possédant des sommets 

intérieurs. Soit G la somme de tous les sommets extérieurs de 3 - Pour 
h = 0, 1, 2, • • • soient rf(l < i <; ah) tous les (h, 3)-simplexes intérieurs 
rangés dans un ordre déterminé. (On a ah = 0 pour h>n.) En particulier 
tf?(l <̂  i < a0) sont les sommets intérieurs de 3 de manière que les o\°—G 
constituent un réseau dans l'espace bicompactit—G. Puisque dim(jB— S)<n, 
d'après 2.25 il existe des sous-ensembles bicompacts 1\ (1 < i <, a0) de 

B — S tels que TiCiaf, % TiZDB— G27 et enfin dim Bk<n — k pour 

0 < k <, n + 1, où Bk désigne l'ensemble de tous les points de B appartenant 

à k-\-1 au moins parmi les ensembles Ti. (On a en particulier B0 = ]£ Ti, 
i 

-Rn-f-i = 0.) Désignons par 2; le réseau fermé dans B0 aux sommets Ti. Pour 
0<h<,n, \<i<ah, e^=(<r<>, *?,•••,*?) soit T(a^ = {\Tiv. En 

particulier T(af)= Ti. Les T(ojl) sont d'ailleurs les noyaux des £-simplexes 
(si on exclut les T(<sf) = 0). 

8.1. ^ et X étant donnés, un réseau U dans B s'appellera commode par 
rapport à 3 + £- ou commode tous court28, s'il jouit des propriétés suivantes : 
1° U appartient à la famille <2> du n° 5.5; 2° aucun sommet de U ne ren
contre simultanément Ii0 et S; 3° l'ordre mod# de U est <Ln\ 4° pour 
1 < k < n, si chaque sommet d'un (h, U)-simplexe rencontre Bk, on a 
h <n — k ; 5° pour c7Ç U, 0 < h < n, l<i£ ah la relation c7T(of ) = 0 
entraîne ÛT(aï) = 0; 6° si le sommet U de U recontre 1\, Tix, • • -, Tt - * * > 
alors les ofo. ofi? • -, ^ sont les sommets d'un (/l, 3)-simplexe <r/ et on 

a UT(at)io. 
8.2. Les réseaux commodes forment une famille parfaitement complète. 

La démonstration fera l'objet des nos 8.21—8.22. 
8.21. Soit B0 un ensemble bicompact tel que i?0C i?* C ï? — S. D'après 

2.1, l'espace Bt satisfait à l'axiome A2. 
LEMME LP (0 < p <, n) : Soit 23 un réseau dans Bt. Il existe un affine-

ment %$p de 23 jouissant des propriétés P1? P2 , P3 et Pi (p<q< n) ci-après. 
Propriété Pt : L'ordre (7.2) du réseau 33p est <n. Propriété P2 : Pour 
1 <k <n, chaque 33p-simplexe dont tous les sommets rencontrent Bk a la 

27 On pourrait même supposer que 2Li T% = R — G ; mais ce ne serait pas commode plus 
tard (v. n° 40). 

28 Cette définition est provisoire. Plus tard (dans 18.1) nous allons un peu restreindre 
cette notion. 
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dimension __ n — h. Propriété P3 : V0, Vx, • > •, Vu étant des sommets de %$p, 
k k 

la relation \\Vr = 0 entraîne \\VV =- 0; en outre, pour 0 < h < n, 
0 0 

k , k ._ 

l^i<:<xh, la relation H 7„ T(o-) = 0 entraîne 11 Vv P(Gf) = 0. Nous 
0 C) 

exprimerons cette propriété comme il suit : Les incidences dans 33̂  + % 
sont les mêmes que dans 93p + £ . [Une incidence dans 33̂  + S, p. ex., est 
un groupe de sommets de 33̂ , et de % dont le produit n'est pas vide.] Pro
priété Pi : Soit Vp un sommet de 33i7 tel que 1° pour g + 1 < Q < n, 
l <i< MQ, on a VvT(o®) = 0; 2° il existe une valeur ?*0, 1 <," ?0 <; «̂  
telle que F- T(o^o) =}= 0 ; alors, pour 1 <̂  z" <̂  «0? ou bien Vp Ti = 0, ou bien 
of est un sommet du simplexe G? . La démonstration du lemme j _ ^ sera 
donnée dans 8.211 et 8.212. 

8.211. Démontrons d'abord le lemme Ln. Pour chaque couple i,j tel que 
I __ ? _S ô? 1 __i __ w et tel que c? ne soit pas un sommet de oll

7 on a 
TiT(oV) = 0 (car autrement on aurait _2w+i =J-0). Il existe un affinement 
II de SB tel qu'aucun sommet de U ne rencontre simultanément T% et T(ojl), 
pour aucun de nos couples i, j 2 9 . Puisque P* _D _?x Z) • • • Z> P>?, dim P(î < n, 
dim Bu <, n — h, Ru = Pk, d'après 2.3 il existe un af finement 33» du 
réseau U jouissant des propriétés Pi et P2 . Le réseau U, et donc évidem
ment aussi son affinement 337l, jouit de la propriété Pi. Il ne reste qu'à 
satisfaire à P3 . Or les propriétés P1? P2 et Pi du réseau 33?i restent évi
demment intactes si l'on rapetisse30 les sommets de 33 .̂ On peut donc 
choisir le réseau 33n de manière que, si 33« en est un rapetissement quel
conque, les incidences dans 33'+£ (qui sont en nombre fini) soient les 
mêmes que dans 33" + £ . Le réseau 33̂  étant ainsi choisi, on voit sans 
peine que chaque rapetissement fort 9Sn de 33', jouit de la propriété P3 . 

8.212. Le lemme Ln étant démontré, supposons pour une certaine valeur 
de p (0 <^p __; n—1) la validité du lemme Lp+\. Il s'agit d'en déduire le 
lemme Lp. Soit donc 33 un réseau donné dans 2?*. Soit 93' un rapetisse
ment fort de 33. D'après Lv+\, déterminons un affinement 33^1 de 3Î' 
jouissant des propriétés Px, P2, Ps et Pi (p + 1 S q < n). _ 

Soit Vl7 V2, ••, Vr la suite de tous les sommets de 33p+i, Mx = \\, 
M2 —V2,~-, Mr =Vr celle de tous les sommets de%$P+i etMr+i, Mr+2, • • -, Mr+3 

29 En effet, les ensembles disjoints Ti et T(aj) étant fermés dans l'espace normal Ho, 
il existe deux sous-ensembles ouverts Uïj et Uïj de R0 tels que UïjZDTi, Uïj ZD T((jj), 
U'ij* Uïj = 0. Les ensembles Uïj, Uïj et R0 — (T.+ T(oJ)) constituent un réseau Uy dans R0. 
Il suffit de prendre comme U un affinement simultané de 3$ et de tous les réseaux U//. 

30Rapetisser les sommets Fi, _7_, • - •, Um d'un réseau U signifie que Ton passe de il 
à un réseau 33 aux sommets Vi, V2, •••, Vm tels que Vid Ui. Le rapetissement 33 de il 
est dit fort si V- (_= Ui. Chaque réseau 11 possède un rapetissement fort (v. le lemme u ) . 
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celle de tous les noyaux T(<sV) des 2-simplexes. D'après Homologie, III, 21 
il existe des sous-ensembles ouverts U{, U2, •••, UU-s de B* tels que 
1° Uv Z) Mv (1 < ^ < r + s) ; 2° pour chaque combinaison O'i, r2, • • -, vu) 

h 

d'indices 1, 2, • • -, r + ^ ( l <h< r + s) la relation J ] Mv. = 0 entraîne 
i = i 

h 
I I Uv. = 0. Pour chaque v (1 < v <, r) il existe un sommet Vv de 93 tel 

i = i 
que Mv C K , Posons £!v -== Uv Vv (1 < v <, r). Les ensembles UUU2, • • -, Z7r 

constituent un réseau U dans JRO tel que 1° VV^UV pour 1 <J ^ <̂  r ; 
2° les incidences dans U + £ sont les mêmes que dans (93pfi + £ et par 
suite, 93p+i jouissant de la propriété P3 , les mêmes que dans) 93p+i + £ ; 
3° U est un affinement de 93. 

Pour chaque couple composé d'un sommet Vv de 93p et du noyau T(af) 
d'un 2,-simplexe tel quep~\-1 ^h <n, VvT(af) 4- 0, choisissons un point 
brhi(z Vv T(af). Appelons points distingués ces points bvU (qui sont en nombre 
fini). 

Désignons par M la somme de tous les sommets de 93p+i n'ayant aucun 
V H 

point commun avec BpJrl = ]£ T(af^x). Considérons tous les couples T%, 

T(csP) (1 < i < a0? 1 ^j ^ «i)) tels que tf.0 ne soit pas un sommet de av. 
Evidemment les ensembles MTi et MTiaf) sont fermés et disjoints. Il 
existe donc31 un réseau 9Bi dans B* dont aucun sommet ne rencontre simul
tanément les deux ensembles MTi et MT(<sV) (pour aucun de nos couples 
Tv T{of)). 

L'espace B* étant bicompact et le réseau 93p+i un rapetissement fort 
de U, il existe évidemment un réseau 2B2 dans B* tel que si I7Ç2B2, 
WVv^0, on a !VCc7„. 

D'après 1.3, on construit un réseau 3B3 dans B* tel que, si IV, Wr ÇIV3, 
WWf 41 0 et si IV contient le point distingué bvu, on a W-\-W'c:Vv. 

En vertu du lemme Lp+i, il existe un affinement simultané 2B des réseaux 
93, 2Bi, 2B2 et 2B3 jouissant des propriétés Px, P2, P3 et Pi (p + 1 <̂  q < w). 
Le réseau 9B possède évidemment les propriétés de chacun des trois 
réseaux 93?i, 9S2 et 9S3. 

Partageons les sommets Vv (1 <̂  v < p + 1 ) de 93p+i en deux espèces, 
les sommets de première espèce étant ceux qui rencontrent un des en
sembles T(af^) (V < i £ cxp+1). 

Partageons aussi les sommets de 9B en deux espèces de manière que 
TV€ 2B est de première espèce si, et seulement si, WVV 4' 0 pour un som
met Vv de première espèce de 93^+i. 2B étant un affinement de 23*, on 
a alors IVC Uv. 

31 Cf. la uote 2y. 
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TV étant un sommet de première espèce de 28, distiguons deux cas : Si TV 
ne contient aucun point distingué, choisissons, parmi les sommets Vv de 
première espèce de $p+i tels que WVV ^ 0, un sommet Vv et attachons 
TV à Vv . Si TV contient un point distingué, attachons TV à chaque sommet 
Vv de première espèce de 23pfi tel que WVV 4= 0. Pour chaque sommet Vv 

de première espèce de 23p-H? soit Vv la somme de tous les TVÇ28 attachés 
à Vv. On a alors VvdUv. 

Les sommets du réseau %$p sont : 1 ° les ensembles Vv que nous venons 
d'attacher à chaque sommet Vv de première espèce de 3Sp.fi (ce sont les som
mets de première espèce de %$p) ; 2° les sommets de seconde espèce de 933 
(ce sont les sommets de seconde espèce de %$p). Les réseaux U et 333 étant 
des affinements de 33, 33̂  est aussi un affinement de 33. Il s'agit de voir 
si le réseau 93p possède les propriétés P1, P2, P3 et Pf (p <,q<, n). 

Commençons par les propriétés Px et P2. A cet effet, choisissons un 
point a£Bo . On doit prouver que les propriétés P1 et P2 sont vérifiées 
pour tous les 2^-simplexes dont le noyau contient a. Deux cas sont à 
distinguer. En premier liai, supposons qu'aucun des sommets de 28 con
tenant a ne contient aucun point distingué. Chaque sommet de Up était 
la somme d'un certain groupe de sommets de 28 ; dans notre cas, chaque 
sommet de 28 contenant a appartient à un seul de ces groupes. Le réseau 28 
jouissant des propriétés Pt et P2, on voit que cela a lieu aussi pour le 
réseau 33p relativement aux %$p-simplexes dont le noyau contient a. 
En second lieu, supposons que, parmi les sommets de 28 contenant a, il 
y en ait au moins un, soit TV0, contenant un point distingué, soit bVhi . 

Le réseau 28 étant un affinement de 283, il en résulte que pour chaque 
sommet TV de 28 contenant a on a l'inclusion TVC VVQ. Puisquep~\~l <̂  h0<,n, 
br0h0i0Ç. VVQ T(O^0)^- 0, F,/oest un sommet de première espèce de 33p+i, donc 
TVCV^en est un de 28. Il en résulte que tous les sommets de S&p con
tenant a sont de première espèce; soient Vv , VVi)J • • -, "Pièces sommets. On 
a alors Vv.d UV.{1 <i <; k). Puisque VvdUv, et puisque les incidences 
dans 2Bp+i+£ sont les mêmes que dans U + £? le réseau U jouit des pro
priétés Pi et P2 (car 93_p.fi en jouit par supposition). De Vv.d Uv. on conclut 
que le réseau 93p jouit des propriétés Px et P2 relativement aux 53p-simplexes 
dont le noyau contient a. 

Chaque sommet de U^ étant la somme d'un groupe de sommets de 355 et 
le réseau 28 jouissant de la propriété P3 , on voit sans peine que le 
réseau Up en jouit également. 

Ensuite montrons que pour p+1<q^n le réseau %$p jouit de la pro
priété Pi. Soit donc 7* un sommet de %$p tel que 1° pour g + 1 <:Q< n, 
1 ^ * ^ aQj o n a Tr* T(<s9) ^ 0; 2° il existe une valeur i0, 1 <J i0 <, a 

http://3Sp.fi
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telle que V* T(a?o) ^ 0. Soit i (1 <; i <J a0) un indice tel que of n'est pas un 
sommet de afo. On doit montrer que V* Ti = 0. Si le sommet V* de 2$p 
est de seconde espèce, cela est clair, car V* est alors un sommet du 
réseau 28 qui jouit de la propriété Pf. Supposons donc que V* = Vv soit 
un sommet de première espèce de %$p. On a alors VVCZ Uv de manière qu'il 
suffit de montrer que Uv Ti = 0. L'inclusion Vi'c Uv montre d'ailleurs que 
Uv T ((fj*o) ^ 0. Or les incidences dans U + £ étant les mêmes que dans 
53pfi+ £ , on voit que Vr- T ( ^ ) ^ 0 . et qu'il suffit de montrer que VVT% = 0. 
Supposons par impossible que VvTi^0. Le réseau ^&p+1 jouissant de la 
propriété P / , il en résulte qu'il existe des indices Q, j tels que VrT(a9)^Q, 
Il existe alors un point distingué bVjQ^VrT(a9)t Soit TV un sommet de 28 
tel que bjQ^W. Le sommet TV contenant le point distingué brjQ, on a 
l'inclusion WczVr d'après la définition même de Vr. Donc 1)VJQ£ Vr • T(a9) 
= V*T(a9) ^ 0, ce qui est une contradiction. 

Il ne reste qu'à prouver que le réseau 93p jouit de la propriété Pf. Soit 
donc V* un sommet de S3p tel que 1° pour p + 1 <, Q < n, 1 < %' <, aQ, on 
a V* T(a9) = 0 ; 2° il existe une valeur i0, 1 <; i0 <I «* telle que V*T(o^) 
4̂  0. Soit i(l <̂  l < «0) un indice tel que tf? n'est pas un sommet de afo. 
On doit montrer que V*Ti = 0. Remarquons d'abord que V* est un sommet 
de seconde espèce de 33p. En effet, dans le cas contraire on aurait V*= Vv. 
Vv étant un sommet de première espèce de %$p+ly il existerait un indice j 
(1 < / £ <*P-H) tel que V„ T(af^) ^ 0, d'où 7v,j,p+i£ Vv T(af+1). TV étant 
un sommet de 28 contenant bvj,p+1, on aurait WczVl (par la définition même 
de 7;) d'où brj,p+1eVvT(af+1) = V*T(af+1) ^ 0, ce qui est une contra
diction. Donc V* est un sommet de seconde espèce de %$p ; cela signifie que 
V* == JV est un sommet de 28 ne rencontrant aucun sommet de première 
espèce de %$p+1, d'où V*CZM en vertu de la définition des sommets de 
première espèce de $$p+1 et de la définition de M. Le réseau 28 étant un 
affinement de 28L, le sommet V* de 28 ne peut rencontrer simultanément 
les deux ensembles (MTi et MT(afo) et par suite, en vertu de l'inclusion 
V*CZM, les deux ensembles) Ti et T(afo)^0. Or 7* T(o^) + 0, donc 
V*Ti= 0. 

8.22. Nous venons de démontrer le lemme L0. Or soit 33 un réseau donné 
dans B et soit ^ un réseau gén. donné. Les ensembles B0 et 8 étant fermés 
et disjoints, il existe un affinement 3SX de 33 tel qu'aucun sommet de 33r 
ne rencontre simultanément B0 et S. Soit (v. 5.4) 252 un réseau de la 
famille O du n° 5.5 qui soit un affinement de 23i et un affinement mod S 
de ^3. Soi M la somme de tous les sommets intérieurs (v. 7.1) de 532. Soit 
N la somme de tous les autres sommets de 332. Soit B* = B—N, de 
manière que P* est un ensemble bicompact tel que B0CZBtczMczB — S. 
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V2 parcourant les sommets du réseau 332, les ensembles RQV2 (dont on 
supprime ceux qui sont vides) sont les sommets d'un réseau $8* dans B0 . 
D'après le lemme L0, il existe dans l'espace B0 un afflnement U* du réseau 
SB* jouissant des propriétés Plt P2, P 8 et P / (0 < q < n). U?, U*, • • -, tf™ 
étant les sommets du réseau U*, déterminons [v. Homologie, III, 21 ] des ensembles 
t/1, t72, . • -, Um ouverts dans MlDB* et tels que 1° U?(Z Ur (1 < v < m); 

2° 220* Ui = U*\ 3° 22? ^ = t7,*; 4° vu v2, ..., ^ étant une corn-
h ^ 7t 

lunaison des indices 1, 2, • • -, m, la relation J [ LV = 0 entraîne \\ Ur. = 0 ; 
i l i * 

chaque C/V U ^ ^ S m ) e s t un sous-ensemble d'un sommet intérieur de 3S2. 
En ajoutant aux L\, U2, • • -, (7m les sommets extérieurs de 232, on obtient 
un réseau U dans B qui est évidemment un afflnement du réseau 5? et un 
afflnement mod S de s$. On voit sans peine que le réseau U est commode. 

8.3. Soit Uim sommet d'un réseau commode U. Si UB0 = 0, disons que 
U est d'espèce G-"1 (où le symbole c - 1 , appelé aussi ( — 1 , f3)~simI )lexe 

intérieur, n'a aucune signification). Si UB0 =j- 0, d'après la propriété 6° 
d'un réseau commode (v. 8.1), il existe des indices h, i (0 < h < n, 1 <, i < an) 
tels que UT (al1) --{-. 0, tandis que UT(<fJ) = 0 pour toutes les valeurs de 
3 (1 ^ J S %) telles que #? n'est pas un sommet de ojl [et donc, plus 
généralement, UT{?J) \ 0 (0 <k< n, 1 <,j < ak) si, et seulement si, le 
simplexe af est une k-face du simplexe al1, ce qui exige en particulier k < h\. 
Nous disons alors que U est d'espèce oj \ Chaque sommet U du réseau 
commode U possède donc une espèce bien déterminée ; cette espèce est un 
(h, 3)- s™P^ e x e intérieur; le nombre h(—1 <h<n) est appelé rang du 
sommet U. 

Soit maintenant tk = (U0, U{, •••, Uk) un (k, U)-simplexe. Supposons 

que le sommet Ur(0 <, v <, k) soit d'espèce o \ \ Soit a? la face commune 

de dimension maxima de tous les k-\~l 3-simplexes a!'v. [Si hr = — 1 
pour une valeur de v(0<v<,k), ou bien si les k-\-\ 3-simplexes n'ont 
aucun sommet commun à tous, on a al1 = tf"1.] Nous disons alors que Tk 

est d'espèce c? ; le nombre h(—1 <h<^n) est le rang de T1C. 
8.31. Si le (k, lX)-simplexe rk est extérieur (v. 7.1), en particulier si k> n + 1, 

alors Tk est (ïespèce or-1. 
C'est une conséquence immédiate des propriétés 2° et 3° d'un réseau 

commode (v. 8.1). 
8.32. Si le noyau d'un (k, l\)-simplexe Tk rencontre Bh(0 <h<n), le 

rang de T1C est > h. En effet, il existe un indice i(\ < i <̂  ah) tel que 
$(rk) T((Ï!1) 4- 0, d'où UT((rll) 4 0 pour chaque sommet U de tk. 

8.33. Soit T1C un (k, U)-simplexe de rang h > 0. Alors h < n — k. C'est 
une conséquence immédiate des propriétés 3° et 4° d'un réseau commode. 
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8.34. Soit Tk' une le-face dhtn (h, XX)-simplexe rk, avec rk et rk' resp. 
d'espèce of, a1/. Alors le ^-simplexe a1} est une h-face du Q-simpleoce <s%' ; en 
parti-ailier on a h < //, et h = //' entraîne <^ = o j \ [Le symbole tf-1 est 
ici considéré comme une (—l)-face de chaque 3-simplexe intérieur.] C'est 
une conséquence aisée des définitions. 

8.35. Soient XX, Ui deux réseaux commodes, Ui étant un a,ffinement de XX; 
soit n = P r ; (Ui, U). Soit rk un (k, XXi)-simplexe d'espèce <s7}~k. Alors ou 
bien TITU = 0, ou bien m11 est un (k, \X)-simplexe d'espèce <^~k. C'est une 
conséquence facile de la définition de l'espèce et de 8.33. 

II. 

9. AXIOME B. Chaque point a £ R — S possède un entourage TJ tel que, 
Tn étant ^m (n, li)-cyde (absolu) dans TJ, on a Vhomologie Fn ^ 0 mod S32. 

9.1. Chaque entourage suffisamment petit de chaque point adJi — S possède 
la propriété suivante: Chaque (n, B)-cycle Fn dans U est ^ 0 dans TJ. Il 
existe même (v. 7.4) un réseau 93 dans S tel que, si Tn est un (n, R)-cycle 
dans TJ, on a fn(XX) = 0 pour chaque affinement U de 93 qui soit d'ordre 
< n mod S. 

Démonstration. Déterminons un entourage TJ^R— S du point a d'après 
l'axiome B. Soit 3SX un réseau tel qu'aucun sommet de 93t ne rencontre 
simultanément TJ et S. Déterminons un affinement 93 de 93i jouissant de 
la propriété du n° 1.3. Alors, si Vf, Y" sont deux sommets de 93 tels que 
VfÛ^-0, SU" 4-0, on a V V" = 0 et la même propriété appartient à 
chaque affinement de 93. Soit U un affinement de 93 d'ordre < n mod/!?. 
Puisque rn^0modS, il existe une (n + 1 , U)-chaîne 4rt+1(U) telle que 

(*) FM+^Vl) — r » ( U ) C - 5 . 

Supposons, par impossible, que rn(VL)^0. Alors il existe un (w,U)-sim-
plexe <sn qui se trouve dans la chaîne rn (XX) [avec un coefficient 4=0]. 
Puisque rnCZTJ, chaque sommet de <sn rencontre TJ et ne peut donc ren
contrer S. Par suite (*) montre que la chaîne An+1 (U) contient un (ra+1, U)-
simplexe cw+1 dont <sn est une n-face. Puisque U est un affinement de 93 
et puisque les sommets de <rn rencontrent TJ, aucun sommet de crw+1 ne 
peut rencontrer S. Or ceci est une contradiction, car le réseau U est 
d'ordre < n mod S. 

32En vertu de Homologie, II, 28, cet axiome peut être énoncé comme il suit: Chaque 
point aiz E~ S possède un entourage U tel que, U étant un réseau et Fn(U) étant un 
(n, U)-cycle essentiel dans U, on a Vhomologie F"(U)~0 dans Û. De la même manière 
on peut modifier aussi l'énoncé de presque tous les axiomes suivants. Il est important 
que le lecteur se rappelle constamment la possibilité de cette modification. 



THEORIE DES VARIETES. G39 

9.2. Il existe un réseau yen. ^ jouissant de la propriété suivante: 
Lorsque Pi£$Pi, on a 1\<^R — S et si Fn est un (n, Bfcycle dans P1? 

on a Fn^0 dans P i ; on pexd même attacher a chaque sommet Px de ^1 
un réseau 93 (Pi) tel que, si F71 est un (n, Ii)-cycle dans Pi7 on arn(VL) = 0 
pour chaque affinement U de 93(Pi) d'ordre <.n mod S. C'est une con
séquence de 4.2 et de 9.1. 

9.3. Déterminons un réseau gén. ^ d'après 9.2, puis un affinement $p2 

de ^3L jouissant de la propriété suivante : A chaque sommet P2 de s$2 

on peut attacher un sommet 1\ de ^ de manière que, si P% est un sommet 
de ^32 tel que P 2 P2 4: 0, on ait P2CZP1. [Le réseau gén. s$2 existe en vertu 
de 4.3 et 4.4.] Soit ^33 un affinement de ^32 jouissant par rapport à ty2 de 
la même propriété que }̂32 par rapport à S^. On suppose dans tout ce 
Chapitre que le choix des réseaux gén. 5Pi, ^32, ^3 ait été fait d'une 
manière bien déterminée. 

10. Soit i=l, 2, ou 3. Soit A^0 un sous-ensemble bicompact de II—S. 
Soit F71"1 un (n—1, P)-cyele dans A. Supposons qu'il existe un sommet Pi du 
réseau gén. ^ tel qu'on ait l'homologie r w _ 1 ~ 0 dans Pi (d'où Ad Pi). 
Nous dirons alors que P 1 - 1 est un (n — 1. lï)-cyde du type U dans A. 

10.1 Soit Fn~l un (n— 1, E)-cyde du type U (i = 1 ,2 , 3) dans A. 
Soit Pi un sommet correspondant du réseau gén. s$i« Il existe un (n, 11)-
cycle Cn mod A dans I\ jouissant des propriétés suivantes: 1° FCrir^Fn~1 

dans A\ 2° il existe un réseau ^8 (Pi) [ne dépendant que de Pi] tel que si 
Je réseau U2 est un affinement de II! et si Ux est un affinement de$$(Pi), 
si enfin Ui et 112 sont d'ordre < n mod S, on a nCn (U2) = Cn (Ur) mod A7 

où TT = Pr. (U2, Ur). Le cycle relatif Cn est bien déterminé à une homologie 
mod A dans Pi près; pour chaque affinement U de 93(Pi) d'ordre <,nmodS 
on peut même affirmer que Cn (U) est bien déterminé mod A. Le cycle 
relatif Cn reste inaltéré (dans le sens qui vient d'être précisé) si on rem
place Fn~ par un (n—l,B)-cycle I\l ~ P dans A. 

Démonstration. Déterminons un réseau 33 (Pi) jouissant de la propriété 
du n° 9.2. Cette propriété restant intacte si on remplace 93 ( P ) P a r son 
affinement, on peut supposer qu'aucun sommet de ^8 (Pi) ne rencontre simul
tanément les deux ensembles Pi et S (qui sont fermés et disjoints). Désignons 
par & la famille de tous les affinements de 93 (Pi) qui soient d'ordre 
^ w m o d S ; c'est (v. 7.3) une famille complète de réseaux. 

A chaque réseau U Ç O attachons un affinement IL Ç (D normal relativement 
aux cycles dans Pt-, et choisissons une projection TC± = Pr. (Ui, U), puis 
un (n — 1, lli)-cycle r/*"1 ( U O ^ P " " 1 (Ur) dans A, enfin une (n, Ui)-chaîne 
dans Pi : C?(Ui) telle que .F6vi"(Ui) = -Ti^OIi) et posons Cn(U) = 7Vittl(VLi). 
Démontrons le lemme L suivant: La (n, U)-chaîne Cn (U) reste inaltérée 
mod A si l'on fait un autre choix lt2 . ^2 ? P? i (U2), C2 (U2) de Ui, TTI, 

43* 
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r[l "1 (Ui), ÇT(Ui). On voit sans peine qu'il résulte du lemme L que le 
cycle relatif Cn, s'il existe, est bien déterminé dans le sens énoncé dans 
le théorème. 

Démontrons d'abord le lemme L dans deux cas particuliers : I. Soit 
l\2 = Ui, n2 = nl. On a alors i\w_1 (Ut) ~ T%~~ (Ui) dans A\ il existe 
donc une (n, U^-chaîne dans A: Dn (Ui) telle que 

FDn (UO = rr1 (uo - rr1 (UO = FC? (Ui) — PCf (Ui). 

Alors An (Ui) = D" (UO + G* (Ux) — <?2
n (Ui) est un (n, UO-cycle dans Pi. 

U! étant un afflnement de U normal relativement aux (n, U)-cycles dans P1? 

il en résulte que T^ZT (U0_= n±Dn (Ux) + % C? (Ux) — T^C" (U,) est un 
(n, U)-cycle essentiel dans Pi. Or le réseau U est un afflnement d'ordre 
<̂  nmo&S du réseau 33(Pi), d'où il résulte (v. 9.2) que Ti1A

n(U1) = 0. 
Or ceci donne n1 Cf' (Ui) = n\ Ci? (Ut) mod A, car Dn(Ui)(ZJ. entraîne 
TTI If (Ui) c il. II. Soit U2 = Ui, A71"1 (U2) = r^QXi), <?"(U2) = CfaU 
On a alors n2 Cf (Ut) — nY Ci (Ui) ~ 0 mod A dans Pi. Or le réseau Ui est 
d'ordre <̂  72 mod S et aucun sommet de U1 ne rencontre simultanément Pi 
et #; on en déduit sans peine que l'homologie précédente entraîne 
n2 Cf (Ui) = nx Ci (UO mod 4 . 

Ceci étant, passons à la démonstration du lemme L dans le cas général. 
Soit U3 un afflnement simultané des réseaux U, Ux, U2 normal relativement 
aux cycles dans P*; soit TT3 = Pr.(U3,Ui), n$ = Pr.(U3,U2). Soit 
C$ (U3) une (n, U3)-chaîne dans Pi telle que PC? (U3) = F71"1 (U3). D'après I 
on a ^.Cf (Ui) = % TT3 C3

n (U3) mod A, -T2C2W(U2) = rt2 n% C% (U3) mod A ; 

d'après II on a % rt3 C? (U3) = /r2 n^ Cf (U3) mod J.. Donc n1 Ci (Ui) 
= 7r2C?(U2)mod.4. 

Le lemme P étant démontré, il reste à voir que les (n, U)-chaînes Cn (U) 
construites plus haut pour chaque UÇ£>, jouissent des propriétés suivantes: 
1° C n ( U ) c P i ; 2° PC" (U) - rn-± (U) dans P*; 3° si Ui,U2€0>, si U2 

est un afflnement de Ux et si rt = Pr. (U2, U1), on a n <7H(U2) = C'w(Ui)mod.A. 
Les propriétés 1° et 2° étant évidentes, démontrons 3°. A cet effet, soit 
U3 un afflnement simultané des réseaux U1? U2 normal relativement aux 
cycles dans Px et soit 7r3 == Pr.(U3, U2). D'après le lemme L, on a Cn(U2) 
= TtsC

n(Us)moâA, Cn(Ux) = TtTtsC
n(Us)modA, d'où nCn(U2) = Cn(Ui)mo<lA. 

10.2. Étant donné un (n — 1, P)-cycle F71-1 du type U (i = 1, 2, 3) 
dans A, il peut exister plusieurs sommets Pi de ^ tels que P ' ^ O 
dans Pi. Or? si 2 = 2 Oii ? = 3, le cycle relatif Cn du n° 10.1 est indé-
pendant du choix de Pi dans le sens suivant : Il existe un réseau 28 tel que 
dans chaque afflnement U de 28 qui soit d'ordre <̂  n mod S le cycle relatif 
Cn (U) est bien déterminé à mod A près. 
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Démonstration. Soient Pu, P,-2 deux choix de Pi et soient CL, C2 les 
deux cycles relatifs correspondants. On a Pu Pi2ZDA 4- 0. Il existe donc 
(v. 9.3) un sommet Pi-L du réseau g'én. ^ - i tel que PiL + Pi2 C FVi. Il en 
résulte que r7^1 est un (n — 1, P)-cycle du type U-L dans A, Pz-i étant 
le sommet correspondant de ^ - i . Soit Co le cycle relatif correspondant. 
Soit 38 un affinement simultané des trois réseaux 33(Pzi), 33(P--2), -B(Pi-i). 
Chacun des deux cycles relatifs CL, C2 jouit évidemment des propriétés du 
cycle relatif Co. Ces propriétés déterminant Co univoquement, on a pour 
chaque affinement U d'ordre < n mod S du réseau 2B les relations CL (U) 
= <?2

n(U) — Co(U)moAA. 
10.3. Soit r71-1 un (n — 1 , R)-cyde du type U (i — 2 ou i = 3) dans A. 

Il existe un ensemble bicompact II tel que 1° AczHczR — S; 2° r"-~~1~0 
dans H] 3° HCZPi, où P^Ç^3r, 4° si K est un ensemble Incompact tel que 
AdKczP'i, P/Ç5& et P^^O dans K, alors HczK. 

La démonstration fera l'objet des nos 10.31—10.33. L'ensemble II est 
évidemment bien déterminé (v. aussi 10.4) ; nous l'appellerons le porteur de 
Vhomologie rn~ 1 ~ 0 . 

10.31. LEMME. Soit F11'1 un (n — 1, P)-cycle du type U (i — 1,2, 3) 
dans A. Soit AczBLB2, BL et B2 étant des ensembles bicompacts tels 
que BL + B2CZPi, P * £ ^ . Soit r^^O et dans BL et dans B2. Cn étant 
le cycle relatif du n° 10.1, Cn est situé dans BLB2. 

Démonstration. Soit <Z> la famille de tous les affinements U de 33 (Pi) 
d'ordre <̂  n mod#. On voit sans peine que G>H(U) d P j et Cn(U)czB2 pour 
chaque U£(D. Il s'agit d'en déduire que Cn(U)CZBLB2. Soit donc U un 
réseau donné de la famille <$. Soit 33 un affinement de U régulier (v.Homologie, 
III, 22 et 23) par rapport k BLB2. Déduisons de 33 un nouveau réseau 353 
de la manière suivante : Un sommet V de 33 tel que VBL B2 ^ 0 est un 
sommet de 353; au lieu d'un sommet V£ 33 tel que VL\B2 = 0 le réseau 3B 
possède deux sommets V—Pt et V—B2. Evidemment le réseau 353 est un 
affinement de U régulier par rapport à BLB2\ en outre 3!B possède la propriété 
suivante: SiJV£3B, WBL^0, TVP2 + 0, on a aussi WBL B2 4^0. SoitUiÉ© 
un affinement de 3S qui soit en même temps un affinement de U normal 
relativement aux cycles dans Pi. Soit 7r1 = Pr.(Ui, 353), n2 = Pr.(333, U). 
D'après 10.1, on a Cn(U) = 7r27t1C

n(VL1) mod.4. Puisque Cn(UL)czBL et 
Cn(Ui)czB2, chaque sommet de chaque simplexe de la Ui-chaîne Cn(UL) 
rencontre Pi e tP 2 - Il en résulte que chaque sommet de chaque simplexe 
de la SB-chaîne nLCn(UL) rencontre Pi et B2, et par suite aussi P i P 2 

d'après la propriété du réseau 28. Le réseau 2B étant régulier par rapport 
à BLB2, il en résulte que nLCn(UL)CZBLB2, d'où n2nLCn(UL)czBLB2 et 
par suite aussi Cn(U)czBLB2. 

10.32. LEMME. Soit r » - 1 un (n — 1, JR)-cycle du type U (i= 1, 2, 3) 
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dans A. Soit rn-1r^0 dans Pi, P j Ç ^ . Soit « > 0 un nombre ordinal 
donné. A chaque nombre ordinal £ < a soit attaché un ensemble bicompact.Bg  
de manière que : 1 ° B0 = Pi ; 2° Pour R ^ a o n a & D 1?̂  ; 3° l e i?| 
pour chaque '§<a; 4° Jrn '~1~0 dans B% pour chaque £ < « . Posons 
Ba = HBs. Alors r ^ ~ 0 dans Ba. 

Démonstration. Soit Cw le cycle relatif du n° 10.1. Pour chaque ? < « 
on a évidemment Cn(ZBç. Soit <Z> la famille de tous les afflnements U 
de SB (Pi) d'ordre <n modtf. Soit U Ç ©. Il s'agit de montrer que Cn (U) C Ba. 
SoitUi un rapetissement fort (v.30) de 11. Evidemment Ui Ç Q>. Soient Uv 

(1 < v < m) les sommets de U et C# (e Uv les sommets correspondants 
de Ui. En posant nUv = Uv, on a n = Pr.(llt, U). D'après 10.1 on a 
Cn(U) = TTC^UI) mod^l. Soit (UVQ, UVi, - •, UVJ un simplexe de la 

chaîne Cl(tt)> $ = {{ Ur son noyau. On doit montrer que ^Ba^0. 

Ceci est clair si ^ . A ^ O , c a r A(ZBa. Supposons donc que $.1 = 0. 
Puisque Cn(U) = 7tCn(Ui) modJ., la chaîne Cn(Ui) contient le simplexe 
a71 = (Uv0, Uv , • • •, UVn). Pour chaque ? < a le noyau de an rencontre Bi, 

ii 

car Cn(VLi)(ZBç. En posant K= f j £7/v _KT est un sous-ensemble bi-
k = o 

compact de $ tel que Z"i?| ^ 0 pour chaque £ < a . {KB^} étant une suite 
monotone d'ensembles bicompacts et non vides, on a J\ KBi = KBa 41 0, 

d'où $ 5 « + 0. 
10.33. Passons à la démonstration de l'énoncé du n° 10.3. Choisissons 

Pi^^i de manière que A C Px•„, rn-1 ~ 0 dans Pi. Choisissons un nombre 
transfini fi dont la puissance soit supérieure à celle de B — S et définissons 
par récurrence une suite transfinie {J5|} (£<>#) telle que: 1° les J5§ sont 
des sous-ensembles bicompacts de_R — 8\ 2° B^Z)BV pour chaque £<?/<,#; 
3° B0 = Pi\ 4° BçZ)A pour chaque ? < / î ; 5 o F ^ - 1 - 0 dans P^ pour 
chaque %<ft. Soit ç > 0 et <ft un nombre ordinal donné et supposons 
qu'on ait déjà défini les Bç pour tous les %<tj. Deux cas sont à distinguer : 
Premièrement soit t\ = £ + 1 un nombre de première espèce. Dans ce cas 
choisissons l'ensemble bicompact B^ de manière que A C 2?̂  C JSg et que 
p i - ^ O dans 1?̂  ; c'est vérifié en posant Br] = Bc\ or si cela est possible 
choisissons B„ ^ Bc. En second lieu soit T/ un nombre de seconde espèce. 
Dans ce cas posons LL = \\ B% ce qui est loisible en vertu du lemme 

du n° 10.32. La construction de la suite transfinie {Bç} (£</?) est ainsi 
achevée. De la propriété 2° résulte l'existence d'un nombre ordinal a</3 
tel que J5« = I>Vfi. Posons H= Ba. Les propriétés 1 °, 2°. 3° du n° 10.3 
sont évidentes. Soit donc K un ensemble bicompact tel que AzKzPl, 
Pî^^i et r , w _ 1 ~ 0 dans K\ il s'agit de montrer que HczK. Puisque 

http://bicompact.Bg
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Pi P\^A 4 0, il existe (v. 9.3) un sommet Pi-t de $&_! tel que P i+P ' -C iVi , 
d'où H+KczPi-i. Puisque P ^ - O et dans if et dans K, on a F^-O 
dans HK en vertu du lemme du n° 10.31. Puisque H = Ba = Pa+i? on 
ne peut avoir HK\ H par la définition même de Ba+\. Donc HK=H, 
c'est-à-dire HczK. 

10.41. Soit rn~1 un (n — 1, P)-cycle du type ts dans A. On peut alors 
considérer Fn~l aussi comme un (n — 1, P)-cycle du type t2 dans A. Evi
demment ceci est sans influence sur le porteur de l'homologie Jr ' t _ 1~o. 

10.42. Pour v = L, 2 soit F"' un (n — 1, lî)-cycle du type t2 dans Av et 
soit Fv~ ^0 clans P2, P2Ç5|32; soit Hv le porteur de Vhomologie Tv~ ~ 0 . 
Soit Pf"1 - lt~l dans A± + A2. Alors H± — (A, + A2) = H2 — (A± +A2). 

Démonstration. Il existe un (n — l,P)-cycle F^-1 dansJ.i + .42 tel que 
P ^ 1 - ^ " 1 dans At + A2 (v = \,2), F^^O dans P2. [Il suffit de poser 
p. ex. Pn~ = r[l~ .] Evidemment P71-" est un (n—l,P)-cycle du type t2 

dans Ax + A2 ; soit H le porteur de l'homologie rw~"1~0. Il suffit de montrer 
que iii + A2 = H2 + A, = H. Or H+ Hx + i i 2 C P 2 . On a HZDA, + A2, 
r^'^O dans H, r"""1 ~ r ^ 1 dans A\ + A2, donc Fr^O dans H, d'où 
Hz^Hi (par la définition de Hx), et par suite HZDHX + A2. D'autre part 
on a r f - 1 ~ o dans Hu donc aussi dans H, + A2Z^A1 + A2j et rf"1^/^""1 

dans Av + A2, donc J T * - 1 ^ dans Ht + A2. d'où Ht + A2Z)H (par la 
définition de H). Il est ainsi prouvé que i/i + A2 = H, et on prouve 
pareillement que H2 + Av = H. 

10.43. Pour v = 1, 2 soit Fy" un (n—\,l\)-cyde du type U dans Av. 
Soit Hv te porteur de Vhomologie rv~ ~ 0 . Soit Ai + A2ClP^, P36$p3. 
Soit Pf" 1 -^ 1 " 1 dans A, + A2. Alors Hl — {Al + A2) = H2 — {Al + A2). 

Démonstration. Soit Fv
l~ ~ 0 dans l\v, P, r£

s$3 (v = \, 2). Alors 
ï\Pzv 3 Av =f- 0. Il existe donc (v. 9.3) un sommet P2 de $p2 tel que 
P3 + P3i + P32CP2. Il suffit donc d'appliquer 10.41 et 10.42. 

10.44. Soit Fn~x un (n — 1, Ii)-cycle qui peut être considéré comme un 
cycle dans Av ou comme un cycle dans A2, dans les deux cas du type t2. 
Soit Hv(v = 1, 2) le porteur de Vhomologie P l — 1 ~0 , en considérant Fn~1 

comme un cycle dans Av. Alors ifi — (Ai + A2) = H2—(Al + A2). 
Démonstration. D'après la définition d'un (n — l,P)-cycle du type t2, 

il existe un sommet P2Ç5J32 tel que Fn~1^0 dans P2 , d'où AL + A2czP2. 
Il suffit donc appliquer 10.42 en y posant JTf"1 = r2

n~1 = Fn~ . 
10.5. Pour v = 1, 2 soit Fr

l~ un (n — 1, l\)-cycle du type /3 dans Av. 
Soit Hv le porteur de Vhomologie F%~ ~ 0 . Soit HyH2^0. Soit cvÇ5R. 
Alors ci Pf"1 + 2̂ F2~ est un (n — 1, E)-cycle du type t2 dans At + A2 et 
le porteur H de Vhomologie ci F[l~ +c2r2~~ ~ 0 est contenu dans 11\ + H2. 

Démonstration. Soit p r ^ O dans P8„, P*v£% (v = 1, 2). Alors (v. 10.3) 
on a Ï\VZDHV, donc P3 i 1\2 Z> HXH2 -}-0. 11 existe donc (v. 9.3) un 
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sommet P2 de % tel que P u + p , 2 c P . . Il en résulte que ^ + A2ClP2, 
c i A ^ T ^ r r ^ O dans P 2 , de manière que a -r"~1 + c2 Pf"1 est un 
(w— l ,P)-cycle du type 4 dans A + -42. Puisque ci F"'"1+ c2 P f ^ ^ O 
dans Hl + H2dPsl-\-PS2CZP2, on a lldl^ + H, d'après 10.3. 

11. AXIOME P i : 5WY rn~1 un (n—1, R)~cyde du type t2 (pu U, v. 10.41) 
dans A. Soit H le porteur de Vhomologie P w _ 1 ~ 0 . L'ensemble H—A est 
ouvert dans R (donc dans R — S). 

L'ensemble H—A sera appelé Y intérieur du cycle P " - 1 . La manière 
dont il dépend de A est éclaircie dans les nos 10.42 et 10.43. 

11.1. Soit Fn~1 un (n — l,R)~cycle du type t2 dans A. Soit H le porteur 
de Vhomologie rn~1^0. Soit a un point de Vintérieur de P ? i _ 1 . Il existe 
un entourage W de a jouissant de la propriété suivante : A chaque entourage 
VClV de a on peut attacher un (n—\,R)-cycle A71-1 du type t2 dans 
F(V) = V—7 tel que: 1° le porteur de Vhomologie An~1^0 est V (de 
manière que le point a est à Vintérieur de An~~l)\ 2° on a Vhomologie 
rn~1r^An~1 dans H — V. V étant donné, le cycle A11^1 est bien déterminé 
à iine homologie dams F(V) près. 

Démonstration. Soit TV un entourage de a si petit que WmH—A. 
TV existe en vertu de l'axiome P t . Soit 7 un entourage de a tel que 
7cTV. Soit Cn le (n, P)-cycle relatif du n° 10.1. C'est donc un (n, P)-cycle 
mod A dans FI. Soit N la famille complète de réseaux dans II qui s'obtient 
de la famille N7 définie dans Homologie, IV, 2, en y remplaçant R, Rl7 R2, 
R3 = RiR2, ce, aL = Rxa, a2 = R2a, «3 = Rsa respectivement par FI, 7 . 
FF—7, F(V) = V(H—V) (car VmH), A, 0 (car VA = 0), A, 0. Soit W 
la famille de tous les réseaux U dans R qui s'obtiennent d'un réseau SBÇiV 
de la manière suivante : Soient Vl7V2, • • -, 7 m les sommets de $ ; d'après 
Homologie, III, 21 on peut déterminer des ensembles U% (1 < i <, m) ouverts 

k k 

dans R tels que V% = HU% et que \\ Viv = 0 entraîne f \ Ut = 0 ; soient 
r = 0 0 

Um\\, Pm+2, ••• , Um+s les sommets d'un réseau arbitraire dans R — FF: 
les sommets de U sont PL , U2, • • -, Um+8.

 lV est évidemment une famille 
complète de réseaux dans R et les réseaux de la famille N sont les inter
sections de ceux de la famille lP avec l'espace FI. Pour chaque U£*F\ 
on peut poser (Homologie, IV, 6, où l'on remplace n par n — 1) Cm (U) 
= Ki(U) — Kll(U), les (n, U)-chaînes Kî (U) e t ^ ( U ) étant telles que 
Kî (U) C 7, Kl1 (U) C H — 7, et on peut définir un (n — 1, U)-cycle absolu 
dans F(V): A"1'1 (U) tel que Kî(U)-* A71'1 (U), Kî(U) -> A"'1 (U) mod A. 
Les A71"1 (U) définissent (v. Homologie, IV, 13) un (n — 1, P)-cycle An~1 

dans F( V). Puisque Kî (U) C 7 , on a A71'1 ~ 0 dans 7 C H C P 2 , P 2 Ç %. 
An~x est donc un {n — 1, P)-cycle du type t2 dans F(V) et, FI0 étant le 
porteur de l'homologie An'~1^09 on a JF0C7. D'après 10.3, on a pour 
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chaque VLÇW: P " " 1 (U) ~ FCn (U) = FK?'(XX) - FKÏ (XX) dans .4. Or 
FKn(XX) = A11'1 (XX) et K?{VL)c:H—V, d'où P7vî (U) C 7 7 — F ; enfin 
, 4 C 77— V. Donc JT*"1 (U) ~ A»-1 (XX) dans H—V pour chaque UÇ'P, 
d'où P'1"1 ~ A11"1 dans 77— 7 . Si Z-ï"1 est un autre (n — 1, P)-cycle dans 
F(V) tel que 2l ï _ 1~0 dans V et r " - 1 ^ ^ 1 dans 77— V, on a 4""1— AT^O 
et dans V et dans H—V. Puisque V+(i7~V) = HczP2, P2Ç sf t , 
./T"1 — i i " 1 est un (n — 1, P)-cycle du type £2 dans F_(V) et, ^ étant 
le porteur de l'homologie An~x—Al^^O, on a j f ^ c F et Hycz H—V, 
d'où H,czF(V) et par suite i ^ 1 ^ * - 1 dans F(V). Le cycle zf"1 est 
donc bien déterminé à une homologie dans F{V) près. On doit encore 
démontrer que 770 = V. (Nous savons déjà que 770CV . ) D'après la 
définition de 770, il existe pour chaque Uê lV une (n, U)-chaîne Ln (U) C i70 

telle que Ln (U) -> A11 "x (U). Or TTf (U)-> A?i-1 (U) et 

PC n (U) = F Kl1 (XX) — PTT* (U) - r11"1 (XX) 

dans AL, de manière qu'il existe une (n,U)-chaîne Mn(XX) telle que Kn(XX)^Kn(Vi) 
-* rll~A (XX) + FMn (XX). Il en résulte que Ln (U) - Kn(XX) — FMn (U)-> PH~\U) 
pour chaque UÇ*P. Or, P n ( U ) C i 7 0 , ^ ( U j C f l — 7 , P i i H ( U ) C . 4 c i 7 — V , 
de manière que P ;* - 1 ~ 0 dans H0-\-(H—V)c77. 77 étant le porteur 
de l'homologie P n - 1 ~ 0, on a donc 770 + (H — V) — 77, d'où 
V = 7 7 — ( 7 7 — V ) c 7 7 0 et par suite, 770 étant fermé, VczH0. Comme 
nous savons que i7 0 CV , nous arrivons bien à la conclusion V = 770. 

12. AXIOME D2 : Chaque point a(zB — S est intérieur à un (n — 1 , B)-
cycie du type t2. 

12.1. Chaque point a(zB — S possède un entourage TV0 jouissant de la 
propriété suivante: Si VCZ TV0 est un entourage de a, il existe un (n — 1, P)-
cycie An~1 du type ts dans F(V) tel que le porteur de Vhomologie A'1-1 ~ 0 
soit V. (Le point a est par suite à l'intérieur de An~l). 

Démonstration. Soit P 3 un sommet de réseau gén. 5J?3 contenant le point a. 
En vertu de l'axiome D2, il existe un ensemble bicompact A C B — S—(a) 
et un (n — 1, P)-cycle rn~x du type t2 dans 1̂ tel que le point a appartienne 
à l'intérieur de rn~l. Déterminons TV d'après 11.1 et posons TV0 = TVP,. 
Pour chaque FcTVoCTV, on a, d'après 11.1, un (n — 1, P)-cycIe An~l du 
type t2 dans P ( V ) , tel que le porteur de l'homologie .d ; i~ 1~0 soit V. 
Puisque An~1^0 dans 7 c P 8 , An-1 est un (n — 1, 7^-cycle du type ts 

dans F(V). 
12.2. Lia dimension de l9 espace B — S en chaque point a est égale à n. 
Démonstration. D'après l'axiome A4 (n° 7) on a dimfl (_B — S) <,n. 

Supposons par impossible qu'on a i t d i m a ( P — S)<n. Le point a possède 
alors des entourages V arbitrairement petits tels que dimP(V) < n — 2. 
La famille lP de tous les réseaux U tels que les dimensions des U-simplexes 
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dont le noyau rencontre F(V) sont <n — 2 est alors une famille complète. 
D'autre part, si F est suffisamment petit, il existe d'après 12.1 un (n—1, R)-
cycle An~l dans F(V) tel que An ~l 4° 0 dans F(V). Or pour tous les 
réseaux il Ç lP on a évidemment An~l (U) = 0 ce qui est une contradiction. 

13. AXIOME 2?: A chaque point a£R — S et à chaque entourage Q de a 
on peut attacher un entourage Qi C Q jouissant de la propriété suivante: 
Four chaque entourage Q2 de a tel que Q2 C Q± il existe un entourage Q:i 

de a tel que: 1° Q3 C Q2 ; 2° si les (n — 1, R)-cgcles r[l~ , ~\~ sont situés 
dans Qi — Q2 et sont homologues à zéro dans Qx, il existe deux nombres ) \ , 
r2(z$i, dont un au moins 4 0, tels que TiIT + r2 / ?~~ ~ 0 dans Q — Qs. 

13.1. De l'axiome E on déduit d'après 4.2 : G étant un réseau gén. donné, 
il existe un affinement Oi de O et une projection n = Pr. (Oi, Q) qui 
jouissent de la propriété suivante: Q 2 étant an ajfinement quelconque de £}1? 

on peut déterminer un affinement G 3 de £l2 ainsi qu'une projection 
n' — Pr. (,Q8, 0 2 ) de manière que Vénoncé suivant soit vrai : Pour chaque 
sommet Qs àe 0 3 et pour chaque sommet Qi de O i tel que Qv Z) n'Qs on 
peut attacher à chaque couple de (n — 1, R)-cgcles r[l~ , r£~~ situés dans 
Q\ — n* Q* et homologues à zéro dans Qt un couple de nombres rx, r2 £ 9i 
dont un au moins 4 0, tels que /T.rr— + r 2 / f " ^ 0 dans rtQi—Qa. 

14.1. Soit aÇ:Ii—S] soit U un entourage de a. Il existe un entourage 
VC U de a jouissant de la propriété suivante: A chaque couple C[\ C% de 
(n, 11)-cycles mod(R—U) on peut attacher deux nombres r1? r2Ç9l, dont 
un au moins 4-0 , tels que y\ C\-\-r2 C% ~ 0 mod(R—-V). 

Démonstration. Soit Q<~\U xm entourage de a si petit que Q c P 2 Ç ^ 2 

(v. 9.3). Q étant donné, déterminons un entourage Q , c Q d'après l'axiome E. 
Choisissons l'entourage Q 2 cQi de a arbitrairement et déterminons l'entourage 
Qz C Q2 de a d'après l'axiome E. 

Soit lI; la famille complète de réseaux dans R qui s'obtient de la famille N 
définie dans Homologie, IV, 2 en y remplaçant R, Z?1? R2j 2?3 = Rt R2, a, 
«i = Ri ce, cc2 = R2a, «3 = Usa respectivement par R, QL, Il—Qx, F(QL), 
R—U, 0, R — U, 0. Soit 1/ = 1, 2. D'après 1. c. n° 6 (où l'on remplace 
Cn+1 par Cv) il existe pour chaque U£ *P deux (n, U)-chaînes Z ? ( H ) c Q 1 ; 

IIÏ,(VL)<-R — Qi telles que <7?(U) = R?(VL) — LÏ(VL) et un (n — 1, U)-cycle 
r)

r
l~1(ll)czF(Q1) tel que K? (U)-> F?'1 (U). D'après L e . n°13 r^Çil) 

définissent un (n — 1, JS)-cyclc F™-1 dans F(Qt). Comme Ky(VL)Œ_Qi, on 
a r ^ _ 1 ~ 0 dans Qi. Puisque les cycles K~~x sont situés dans F(Q±) C Q, — Q2, 
il résulte de l'axiome E l'existence de deux nombres r j . ^ Ç S t , dont un 
au moins 4 0? tels que rxPi~ljrr2 rf1 ~ 0 dans Q — Q3. 

Soit U Ç ^ un réseau donné. On doit montrer que rx 6T (U) + r2 C2 (U) ~ 0 
mod (22—V). Soit $ un affinement de U tel que 4H(SS) = 0 pour chaque 
(n, 93)-cycle essentiel dans P2. [33 existe en vertu de 9.2.] Soit U'Ç tf'un 
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affinement de s$ normal relativement aux cycles dans P2. Soit TC == Pr. (SB, U), 
n'=Pr.(W, 93). D'après l'homologie n F^-\- r2 if _ 1 ~ o dans Q — Q3, 
il existe une (H, lV)-chaîne Dn(W) dans Q — Q3 telle que Dn(IV)-»rv lT'x (W) 
+ r 2 r ^ - 1 ( U ' ) . Comme ^ ( U ^ F ^ U ' ) ( v = l , 2 ) , on a /)n(U') —^7^(11') 
— r2K2l(W)->0. Le premier membre de cette relation est un (n, U+eycle 
dans (Q — Qs) + & c Q C P 2 . Donc TT' [Dw (U') — n .8? (U') — r2 K2(U')] est 
un (n, 33)-cycle essentiel dans P2 et il est par suite égal à zéro. Donc 
on a aussi 

nTc'[nKil(lV) + r2K?(lV)] = TCTC' Dn (XV) ŒQ — Q, C 11 — Qn. 

D'autre part, on a aussi iC (W) — Cv (W) = Ly (W) C R — Qx C R - Q,. 
Donc 

7t7i'[riC?(VL') + r2C?(VL')] = 0 mod ( 5 — Q3). 

Or : W C " ( U ' ) ~ C ? ( U ) mod (.fi — U) C i2 — Q3, car C? est un («,JB)-cycle 
moi. (R—U). Donc 

n Ci (U) + r2 Gf (U) - 0 mod (R — Q8) 

pour chaque UÇ *P". Il suffit donc de poser 7 = Q3. 
14.2. De 14.1 on déduit d'après 4.2 : s$ étant un réseau c/én., il existe 

un affinement £i de ^ et une projection TC = Pr. (G, s$) jouissant de la 
propriété suivante : Si Q 6 O et si Ci, C2 sont deux (n, R)-cycles mod (R — TC Q) ? 

il existe deux nombres rx,r2 Ç 5R, <#on£ 1m a/a moins \ 0, fefe gue r3 C f + r2 C f ^ O 
mO^ (R — Q). 

15. Soit aÇ-B — iS. Soit Qi(a) (i = 2, 3) la famille de tous les (n — 1 , J B > 
cycles du type U dans A, A étant assujetti à la condition de ne pas contenir a. 
Orienter V espace R—S au point a signifie que l'on attache à chaque F'i_1 Ç 02 (a) 
un nombre M (a, F71"1)^^ tel que 1° M (a, F"-1) = 0 si et seulement si 
le porteur de l'homologie Fn-1 ~ o ne contient pas a; 2° pour F71"1^ 0 2 (a) , 
T65R on a w(a, r / ) = rco(a,l ) ; 3 s i / i ?72 , / i +I2 €®2W> 
on a « (a , - T ^ + r ? - 1 ) = <»(a, rjl"4)-(-Cf)(a, F™" ). 

Remarque 1. Si r"""-1 £ 02 (a) en le considérant comme un (n — 1, Z2)-cycle 
du type t2 dans At ou A2, le nombre M (a, F11"1) doit être le même dans 
les deux cas. Ceci est d'accord avec la condition 1° (v. 10.44). 

Remarque 2. Si r^1 ç et (a) (i — 2 , 3 ) , r € 3t, évidemment r/1 '1"1 Ç Qt (a). 
Remarque 3. Si / ? " \ / ^ ^ ( a ) et si « (a , rf1) + 0, » (a , 11^1) 4. 0, 

rur2 69î? on a ri r f _ + rs/2
1""1 Ç 02 (a). Démonstration. Soit (j/ =1= 1,2) 

.H„ le porteur de l'homologie / ^ T ' ^ O . D'après 1° a€HiH2. Il suffit 
donc d'appliquer 10.5. 

15.1 Le point a(zR— S étant dorme, il est possible d'orienter R—-S en a. 
Si wl7 co2 sont deux orientations de R — S en a, il existe un nombre s691, 
8 4=0? tel que w2(a, -T»-i) = sw1(a, F11-1) pour chaque /V- i Ç &2((t)* Inver-
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sèment, si wt est une orientation donnée de E—S en a et si 8Ç9Î, s^ 0, on obtient 
une orientation »2 de B— S en a en posant o»2(a, rn~1) — so)1(a, r*1-1) 
pour chaque rn~~1Ç:&2(a). 

Dénionstration. D'après l'axiome D2 (v. 12) il existe un (n—1, B)-
cycle r0~ du type t2 dans A0 dont l'intérieur H0 — A0 contient le point a. 
Choisissons l'entourage TV de a correspondant au cycle JH*_1 d'après 11.1. 
Soit Ps un sommet du réseau gén. %\s (v. 9.3) contenant a. Soit A la 
famille de tous les entourages 7 de a tels que VcWPs. A chaque V£A 
correspond d'après 11.1 un (n — l,-K)-cycle 4' i~1(7) du type t2 dans F(V) 
tel que : 1° le porteur de l'homologie An _ 1 (7 )~0 est 7 ; 2° on a l'homologie 
r » - 1 ~ 4 « - i ( 7 ) dans H0—V. D'ailleurs, comme VdPs, les cycles 4W~1(7) 
sont du type ts. Si Vu V2£A; V2(ZVU on a 4»"1 (72) — 4»-1 ( 7 0 ~ 0 
dans 7 i + 7 2 = î ' i C P 3 , de manière que 4 n - 1 (72) — 4^-1 (VO est un cycle 
du type t2 (et aussi du type ts) et le porteur H12 de l'homologie 
4*-1(72) — 4W- 1(7 J)~0 satisfait à la condition Pf12c7lt D'autre part, 
on a r« - 1 ~4»- 1 (7 1 ) dans H0 — V1CH0—V2 et r ^ 1 ~ 4 ^ ~ 1 ( 7 2 ) dans 
i/o — V2, d'où 4»-1 (72) — 4»-1 (V t)~0 dans I70 - V2cH0cP2, où P2Ç5J32 

(car -To1-1 est un_cycle du type t2), et par suite H12CH0 — V2. On a donc 
la relation FF!2c7t—V2 de manière que le point a n'est pas à l'intérieur 
de 4?i~~1(72) — 4 n _ 1 ( 7 0 . Donc on a, dans chaque orientation « de l'espace 
B — 8 en a, la relation-»[a, 4*-1(72) —4*"1(70] = 0. Il en résulte que 
le nombre s = « [a, An—1 (V)] Ç 91 est indépendant du choix de V£A. Comme 
le point a est situé à l'intérieur 7 du cycle 4"~1(V), on a s^-Q. 

Soit maintenant rn-1£02(a). r71-1 est un (n — l,jR)-cycle du type t2 

dans A\ soit H le porteur de l'homologie rn—1~0. On a a£lî — A. Si 
aÇB— H, on a œ(a, r71-1) = 0. Si aÇFZ, on a <x£iF—4.. L'ensemble 
H—A étant ouvert (v. 11), il existe un V£A tel que VcH—A. Si 7 
est suffisamment petit, d'après 11.1 il existe un (n—l,i2)-cycle *An~1(V) 
du type ts dans F(V) tel que F"-1 ~ M*-1 (7) dans H—V d'où 
œ[a, r*- 1 —*4W-1(7)] == 0 et par suite»(a, r»-1) = m[a, *4^~1(7)]. 
Le porteur de l'homologie *4n-1(7) est 7. Puisque 4"-1_(7), *4»-1(7) 
sont deux cycles dans F(V) homologues à zéro dans 7, il résulte de 
l'axiome E (v. 13) que, si 7 est suffisamment petit, il existe un entourage Qs 

de a ainsi que deux nombres r1? r2Ç5R dont au moins un est ^ 0 tels que 
r14^-1(7)+r2*4^-1(7)-0dansJF— Qs. Donc «[a, r14^1(7)+r2*4w^1(7)] 
= 0, d'où riS + r2co[a, M™-1 (V)] = 0. Si l'on avait r2 = 0, on aurait 
ri =1-0, ViS = 0, d'où la contradiction 8 = 0. Donc r2-}-0 et o(a, F71-1) 

= w[a, *4~-1(7)] = - - l L i . 
r2 

On voit que l'orientation », si e?fe orisfc, est complètement déterminée 
par la connaissance du nombre s. Il s'agit encore de voir qu'on arrive 
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ainsi effectivement à une orientation. En premier lieu, on doit prouver 
que le nombre œ(a, F71'1) est déterminé sans aucune ambiguïté. Or si l'en
tourage F est fixe, le rapport rx\r2 dans la relation rx A

n~1(V)-\-r2 *_4n _ 1(F)~0 
dans H—Qs, est bien déterminé, car autrement on arriverait à la contradiction 
An~1(V)~0 dans H—Q3 (c'est une contradiction, car i f—Q 3 ne contient 
pas le porteur V de l'homologie An~1(V)nu0). D'autre part, si Vx, V^A\ 
VXZDV2, nous avons vu que An~r (72) —-4W_1 (Vx)~0 dans \\ — V2', et si 
Vi est suffisamment petit, on a tout pareillement *4W-- (V2) — *4»-i ( F 0 ~ 0 
dans Vi — V2, de manière que la relation rx A11-1 (V2) -f r2 *An~l ( F 2 ) ~ 0 
dans if— Qs (Q8c:72) entraîne n . 4 ^ 1 (VO + r, ^zl^ 1 ( 7 ) ~ 0 dans i l — Q8. 
Enfin on vérifie sans peine que le nombre M (a, rn~r) satisfait aux con
ditions 1°, 2°, 3° du n° 15. 

16. AXIOME F: U espace R — S est orientable, c'est-à-dire il existe une 
orientation M de R — S simultanée (en tous ses points) jo^lissant de la propriété 
mivante : Si a£R — S, Fn~1Ç:02(a), il existe ^m entourage U de a tel que 
x(zU entraîne Fn~1^02(x) et oo(x, F""1) — M (a, i l n — 1). 

Dans tout ce qui suit, on suppose que l'espace R — S soit orienté, c'est-
à-dire que l'on en ait choisi une orientation « bien déterminé (jouissant 
de la propriété qui vient d'être énoncée). 

16.1. Dans la théorie mod 2 Vaxiome F est superfat et Vorientation de 
R — S est possible d'une seule manière. 

Démonstration. Soit rn~1^02(a) un (n—1, i?)-cycle du type t2 dans A; 
soit H le porteur de l'homologie Fn-1^0. Il n'y a que deux possibilités : 
1° aZR — S—H] alors œ(x, P""1) = « ( a , r11'1) = 0 pour tous les 
xÇ R — S — H, ce qui est un entourage de a ; 2° a(zH — A, alors 
co(x, F71-1) = w(a, F71-1) = 1 pour tous les x£H—A ce qui est (v. 11) 
un entourage de a. 

17. Nous allons construire un certain (n, i?)-cycle mod S dans R, dit 
cycle principal que nous désignerons par G7\ 

17.1. D'après l'axiome D2 (v. 12 et 12.1) on peut attacher à chaque point b 
de R — S un (n — l , i i )-cycle F11-1 du type 4 dans A, de manière que 
b£H— A, où H est le porteur de l'homologie r*1"1 ~ 0. Les H—A étant 
des sous-ensembles ouverts de R — S, d'après 4.2 et 4.3 il existe une suite {Mi} 
d'ensembles ouverts constituant un réseau gén. 9JÎ et une suite {b/} de points 
de R — S telle que, si on désigne par F"1? Ai, Ht les r " - 1 , A, H corres
pondant au point bt, on ait Mi~lHi — Ai pour chaque i. D'après 10.1 
à chaque Ff~x correspond un (n, i^)-cycle Ci mod Ai dans Hi. Déterminons 
un affinement 9t de 9ÏÏ jouissant de la propriété du n° 4.4. 

17.11. Ceci étant donné à chaque point a£R — S attachons un entourage 
P<~\R— S si petit qu'il satisfasse aux cinq conditions suivantes: 1° a€A7ÇsJi 
entraîne PCZ A7"; 2° a € Hi — Ai entraîne que pour chaque x Ç P on a x £ Hi —Ai 



G50 E. CECH. 

et oi(x, Fr1) = o)(a, Ff"1); 3 «Ç ilI* entraîne P C M{; 4° a^R — Mi 
entraîne PczR — ..M*33; 5° pour chaque couple d'indices i , j (i 4 j) tel que 
aÇMiMj posons aiai = M (a, lf~'), aiaj = ai (a, rj*~l)-, comme w f lrT0, 
««/ + 0 [car aÇiMiMj C (Hi — Ai) (Hj — Aj)] et comme Ff"1, r / - 1 Ç 08 (a), 
on a aiaj ri1"' —aiai r]l~ = raîj Ç 02 («) (v. 15, remarque 3); donc 
w(a, FoV ) = o)aj m (a, Pi~ ) — oiai o) (a, Pf'" ) = 0 de manière que le 
porteur Haij de l'homologie raij ~ 0 ne contient pas le point a ; choisissons 
alors P de manière que PHaij -J- 0. 

17.12. D'après 4.2 on peut déterminer une suite {av} de points de P — S 
telle que les ensembles P = P„ correspondant aux points a = av constituent 
un réseau gén. s$34. Pour chaque couple v,i tel que av(zMi posons 
(oyi = M (ay, rf""1)Ç91 de manière qu'alors (d'après 2° et d'après l'inclusion 
Mi C Hi — Ai) 0 4- «y. = w (#- P?"1) pour chaque x£Pv. Pour ^, i , j tels 
que i ^J? av£MiMj soit Hvij\e porteur de l'homologie wr;Ff_1—•o)viF]l"1^0 
de manière qu'alors (en vertu de 5°) PvHvij = 0. 

17.13. Soit <2>2 la famille de tous les réseaux U de la famille Ol du 
n° 7.4 qui soient des affinements mod# de 5JJ. Q)2 est (v. 5.4 et 7.4) une 
famille parfaitement complète de réseaux dans R. En remarquant qu'un 
sous-ensemble bicompact de R — S ne peut rencontrer qu'un nombre fini 
de fermetures de sommets d'un réseau gén., on démontre sans peine (cf. la 
démonstration de 7.3) que la famille lIJ est aussi parfaitement complète si llJ 

désigne la famille de tous les réseaux U£<P2 satisfaisant aux deux propriétés 
suivantes : 1° P* étant un sommet quelconque du réseau gén. ^ 2 (v. 9.3), ou 
bien aucun sommet intérieur de U ne rencontre P*, ou bien U est un affine-
ment du réseau 23 (P2*) du théorème 10.1 ; 2° pour i = 1, 2. 3, • • • aucun 
sommet intérieur de U ne rencontre simultanément les deux ensembles Mi et A/5. 

17.14. Ceci étant donné soient U Ç ^ et o^(l < k <; m) tous les (n, U)-
simplexes ^ 0 mod#. Le réseau U étant régulier par rapport à S (v. 5.5 et 
7.4) un sommet au moins de chaque c£ est un sommet intérieur de U. 
!$k étant le noyau de tsfi, il existe donc (par définition même de la famille 
(D2ZDW) un indice v tel que 3 /cCP r , 3JÎ étant un réseau gén., il existe 
un indice i tel que av£Mi, d'où PvdMi en vertu de la condition 3° pour 
les Pv. Le nombre <*v^9l étant ^ 0, il existe un nombre r^ÇSl tel que 
le coefficient du simplexe a* dans la (n, U)-chaîne C/*(U) soit rJco)ri^. 

33 Comme au n° 4.4, on voit que toutes ces conditions sont simultanément réalisables. 
34 En réalité, du théorème 4.2 résulte seulement l'existence d'une suite {Qv} constituant 

un réseau telle que chaque Qv fasse partie d'un P = Pv attaché au point a = av. Or on 
voit sans peine que l'on peut s'arranger de manière que av€ Qv pour chaque v, d'où résulte 
immédiatement que les cinq conditions 1°—5° restent intactes en y remplaçant P par Q. 

35 Ces ensembles sont disjoints, car Mt(<=Hi— At. 
30 Soit Pi un sommet du réseau gén. $p2 tel que H, d P2 . Remarquons que C? (U) CZ Ht 

(Z P-2 . Donc si aucun sommet intérieur de U ne rencontre Pa , la chaîne CÏ (U) ne contient 
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17.15. Il s'agit maintenant de montrer que le nombre r&Ç9t est bien 
déterminé, c'est-à-dire qu'il ne dépend pas du choix des indices v et i. 
En premier lien, l'indice v étant donné, remplaçons l'indice i par j et 
désignons par r\c la valeur correspondante de rk. On & $]CCZ PrCZ MiMj, 
en particulier ar^MiMj, d'où PrHVij = 0. Comme $ fcCP r , on a !$kHry = 0. 
Comme $k C Mi Mj C (Ht — J/) (Hj — Aj), on a $k (Ai + 4 ) — 0. Soit C» 
le (n, P)-cycle mod(.Ai + 4v) dans JTr/j correspondant au (rt — 1, P)-cycle 
WrjTf"1 — wrilf^1 du type t2 dans Ç4-. + 4/)- Comme PrCZMiMjCZHiHj, 
on a HiHj ^ 0. if"1 étant un (n — 1, Jï)-cycle du type f3, il existe un 
sommet P ^ du réseau gén. s$3 tel que Hi c P3î

: ; pareillement il existe un 
sommet P3* de ^?3 tel que HjCZPs}. Comme Hi Hj 4= 0, on a P3* Py |= 0. 
Il existe donc (v. 9.3) un sommet P* du réseau gén. 3$2 tel que P*i-\~P*jCZP*. 
Puisque HiCZPs*, HjCPy, HrijCZHi + Hj, on a_P2* 3 H4 + Hj + Hvih 

Donc les chaînes Cf(U), Çf( t t ) , C" (U) sont dans P> . Si aucun sommet 
intérieur de U ne rencontre P*, les chaînes Cf (U) et Cf (U) ne peuvent 
contenir aucun sommet intérieur et par suite rk^vi = 0, Ti ovj = 0, 
d'où rjc = ri = 0. Supposons donc qu'il existe un sommet intérieur de U 
rencontrant Pt:; en vertu de la propriété 1° de la famille lV, le réseau U 
est un affinement de %(P*). D'après 10.1, on en déduit sans peine que 
Cn (U) = wrJ Ci (U) — wri Cf (U) mod (Ai + 4,-). Comme $k JUj = 0, 
6T" (U) CI HriJ, la chaîne C'l(U) ne peut pas contenir le simplexe o£, dont 
le noyau est f$jc. Comme $jjc (Ai + Aj) = 0, la chaîne o)Vj Cf (U) — « H Cf (U) 
ne contient non plus le simplexe a%. Or cette chaîne contient le simplexe a™ 
avec le coefficient wrj • rfc « H — on-r]cwrj. Comme «n 4" 0, ovj ^ 0, on 
a donc r^ = rie. En second lien, remplaçons l'indice v par p. Quant à 
l'indice i, nous pouvons le supposer inaltéré. En effet, $1 étant un réseau 
gén., il existe deux sommets Nv et Nu de SJÏ tels que a,,€Nr, ci^ÇN^. 
D'après la condition 1° pour les Pv, on a alors PrCZNr, PuCNu. Or 
^kCZPrPp, d'où Nr Nf.i 4 0. D'après la définition du réseau gén. 9i, il 
existe donc un sommet Mi de 3K tel que Nr-\- Nu CZ Ali, d'où PrCZMi, 
PpdMi, de manière que cette valeur de i est admissible dans les deux 
cas. Soient rjc, r\c les deux valeurs de rjc. D'après la définition même de 
ces nombres, on a rjc m ri = rjc w^. Or choisissons un point xÇ^CPrPu. 
En vertu de la condition 2° pour les Pr? on a «,,$ = w(x, lf~ ), 
«y* = « (# , rf~ ), d'où o*ri = <*>/ui + 0 et par suite rk = rjc. 

m 
17.16. Les nombres r^ÇSl éfamtf bz'ew déterminés posons Gn (U) = ^ rk ff/? . 

fc = i 

aucun (n, U)-simplexe intérieur, d'où nwv» = 0. Dans le cas contraire, d'après la propriété 
1° de la famille *P, U est un affinement de 33 (P2). D'après 10.1, la chaîne C"(U) est 
donc bien déterminée à mod Ai près. Comme SfcCZ PvCZ MiCZ Hi — A/, on a .^Ai -= 0, 
de sorte que le coefficient n-ww du simplexe 4' dans la chaîne C? (Il) est bien déterminé. 
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Remarque. Observons que la (n, U)-chaîne On (U) ainsi définie ne con
tient que des (n, U)-simplexes 41 Omod#. 

17.2. Pour chaque IX Ç*/', Gn (U) ^ wn (M, U)-q/cfc mOri£. 
Démonstration. Soit c7*-1 un ( n — 1 , U)-simplexe =|= 0 mod #. 11 faut 

montrer que la chaîne FOn (U) ne contient pas le simplexe an~1. Pour 
I < k < m, soit ^ ( : 9 t le coefficient de a11"1 dans la chaîne Fan. On doit 

montrer que ^^rjc = 0, ou bien que ^yicrk = 0 où Z est l'ensemble 
k=--l kiZ 

de tous les indices k (1 <k<,m) tels que ^ 41 0- Puisque a11-1 4= 0 mod S 
et puisque le réseau U est régulier par rapport h S, an~l possède un 
sommet U tel que US 41 0. Comme UÇtf*, il existe un indice v tel que 
UciPr, d'où KdPr, K étant le noyau de a71-1. D'après la condition 3° 
pour les Pr (v. 17.11), il existe un indice i tel que PraMi. Si k£Z, on 
a évidemment ^ (Z K (Z Pr d Mi de manière que le coefficient de an dans 
la chaîne Cf (U) est ru^vi. Donc le coefficient de o , n_1 dans la chaîne 
FCi(U) est 2*ikrkœvi. Or tf71"1 + 0 mod S et Cf (U) -> 0 mod S. Donc 

kez 
^^kric^hn — 0 et par suite _£Vkrk = 0, car « ^ ^ 0. 

17.3. Soit U, U t £ f̂; soit U t ?t?1 affinement de U; sOlY ^ =-= Pr . (Ui, U). 
Alors TtGP1 (Ui) = 0W (U) wod tf. 

Les 6r"(U), UÇ*-7 définissent donc un (n,P)-cycle mod S. C'est le cycle 
principal On annoncé dans 17. 

Démonstration. Soit an un (n, U)-simplexe donné 4=0 mod#. Soient 
Th (1 = ^ = 5) tous ^es (w, Ui)-simplexes tels que TT̂ -J* — 4-crn. Nous 
pouvons d'ailleurs choisir les orientations des TJ* de manière que ni:n = an 

(1 < h < 5). Soit $ le noyau de an ; soient K^ (1 <lh<ls) les noyaux 
de Tn. On a évidemment K^ C $ pour l<Lh<zS. Comme nous le savons, 
il existe des indices v, i tels que ^ŒPrClMi. Soit r le coefficient de an 

dans 6ryi(U); soient rh (\.<lh<_s) les coefficients des Tn dans On(\Xi). 

II faut montrer que r — 2* r'h* Soit Pi un sommet du réseau gén. ^ 2 
h=--l _ 

tel que HiClP*. Si aucun sommet intérieur de U ne rencontre P2*, on a, 
comme nous le savons, r = 0 ; or dans ce cas$P2* = 0, d'où KnPÎ* = 0 
(1 <̂  /l ^ 5) ; on en déduit sans peine que r'h = 0 (l <Lh <s), donc 

s 
T = _Z r'h. Dans le cas contraire, nous savons que U, par suite aussi U', 

h = l 

est un affinement du réseau 23 (P2*) du n° 10.1, d'où C? (U) = nC? (W). 

et donc 

Or le coefficient đe an dans cГ(U) est Г Mri et les coe 'ffl< CІ( 

(l<ĹҺ£s) dans C?(U') sont . r h«w. Par suite Г 0)ri = 
s 

.2 
7( = 1 

rh ùû 

r = 
s 

= 2, n, 
h - 1 

car ю w + 0. 
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17.4. La construction (v. 17.1-17.16) du cycle principal Gn possède un 
certain degré d'arbitraire. Or on peut démontrer que (l'orientation de B — 8 
étant donnée), le cycle Gn est bien déterminé dans le sens suivant : Il existe 
une famille complète O de réseaux dans R telle que la (n, U)-chaîne Gn(ll) 
est déterminée sans aucune ambiguïté pour chaque ItÇCP. (Cf. la remarque 
à la fin du n° 17.16.) Nous laissons la démonstration de cet énoncé, dont 
nous ne ferons aucun usage, au soin du lecteur. 

17.5. Soit A un sous-ensemble bicompact de R; soit R — S — A ^ O . Le 
cgcle principal Gn n'est pas situé dans A. 

Démonstration. Il existe évidemment un point a£(R—S) — A. Choisissons 
les indices v,i de manière que a Ç P r C Mi^Hi — Ai. Soit F un entourage 
de a si petit que 1° Vcz(R — S) — A] 2° 7 c P „ . Il suffit de démontrer 
qu'il existe un réseau U^lIJ tel que Gn(VL) contienne un n-simplexe an dont 
le noyau $ ne rencontre pas A. Comme Hi est le porteur de l'homologie 
rr'^0 et comme Hi — VidHi, Hi — V=H^V^Hi9 on a CÎ(U)cJ7,: 
mais il existe des réseaux IIÇ*/' arbitrairement petits tels que qu'on n'a 
pas Ci(U)c:Hi—V. Choisissons un tel réseau U assujetti à la condition 
qu'aucun sommet de IX ne rencontre simultanément V et A, ou bien V et 
R — Pr, ou enfin V et S. Comme la chaîne Cf (11) est dans Hi, mais non 
dans Hi — V, elle contient un (n,U)-simplexe an dont le noyau $ rencontre V. 
On a alors $ A = 0, ^ c P , c J / i , $S = 0. Comme 3 c P , C l / i ? la chaîne 
6?"(Il), comme Ci\l\), doit contenir le simplexe G11. Puisque $A = 0, on 
ne peut avoir Gn (U) CI A. 

Remarque. Puisque les réseaux de la famille W sont d'ordre <jw mod# 
(v. 7.4), nous avons démontré plus généralement que le cycle principal Gn 

n'est pas homologue à zéro mod A (A = A, R — S—A 4- 0). 
18. Faisons de nouveau les conventions des nos 8, 8.1 et 8.3. Choisis

sons (arbitrairement) l'orientation de chaque simplexe af (0<1i<n, 
1 < ' K « / , ) , Puisque les faces d'un (/l + 1, 3)-simplexe (Q<h<Ln—-1) 
intérieur sont des (h, 3)-simplexes intérieurs, il existe des nombres -^631 
(0 <̂  h < n — 1, 1 < i < a/i-f i, 1 <j' < cch) tels que 

M _> 2J yl) tf (0<h<n — l, 1 < i<«/,-FI) . 

Les nombres fj ne prennent d'ailleurs que les valeurs 0, 1, — 1 . 
Comme F a]<A -> 0, on a pour l<,h<Ln — 1, 1 < i S ah+\ > 1 ̂  & ^ an~i: 

Remarque, ^k étant un simplexe d'espèce a—1 d'un réseau commode U, 
d'après 8.32 le noyau de ik ne rencontre pas R0 et par suite ik = 0 
mod R — R0-

44 
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18.1. Soit W0 la famille de tous les réseaux commodes (dans le sens du 
n° 8.1) qui appartiennent à la famille lP du n° 17.13. On voit sans peine 
que lP0 est une famille parfaitement complète de réseaux. Dorénavant 
seuls les réseaux de la famille lP0 seront appelés commodes. 

19.1. Soit U un réseau commode. A chaque simplexe intérieur al1 (0<h<_n, 
1 < i <_ au) du réseau 3 on peut attacher une (n — h, U)-chaîne Kn~h (ah, U) 
de la manière suivante : 1 ° Chaque simplexe de chaque chaîne Kn~~h (ah, U) 
est ^0 modjB — B0 ; 2° chaque simplexe de la chaîne Kn~~li(ah,U) est 
d'espèce a1}; 3° pour \ __\h<_n, 1 <j < ccn-i on a 

an _ __ 

Xn-n+i (ah-iy U) ->2J tfr1 Kn~h («ï, W) mod Ë — E0; 

4° on a (v. 17) 
% 

On(U) = J^Kn(a^,U) modjS—JB0. 
i — l 

Les chaînes Kn~~h (al1, U) sont déterminées sans aucune ambiguïté par les 
propriétés 1°, 2°, 3°, 4°. On a d'ailleurs pour 0_Çh<n, 1 < ? < _ « / * : 
5° Kn~h (- ah, U) = — Kn~h (ah, U). 

Nous appellerons les Kn~~h(all,U) les U-chaînes fondamentales. Chaque 

(n — h, U)-chaine (0 < h < n) de la forme ___ c^K^^, U), c.69* sera 

appelée une (n — h, U)-chaîne élémentaire. 
Démonstration. Commençons par les Kn (a9, U). D'après 8.33 chaque 

simplexe de la chaîne On (U) est de rang 0 o u — 1 . D'après la remarque 
du n° 18, les simplexes de rang — 1 sont = 0 mod B — B0. D'après 19 
1°, 2°, 4° on doit donc entendre par Kn(a^,U) (l<i<_a0) la partie 
de la chaîne On(U) dont les simplexes sont ^0 mod B — B0 et d'espèce tf?. 
Les conditions 1°, 2°, 5° (h = 0) et 4° du n° 19 sont immédiatement vérifiées. 

Supposons donc que pour une certaine valeur de p (1 <_p ___[ n) on ait 
déjà défini les chaînes Kn~h (ah, U) (0 <_ h <_p — 1, \<_i<_ an) de manière 
que les conditions 1°, 2°, 3°, 4° du n° 19 soient vérifiées pour 0 < h <p—1, 
et que l'on ait reconnu que les chaînes Kn~h (ah, U) (0 <_ h < n — 1) sont 
univoquement déterminées par ces conditions. Il s'agit de définir les chaînes 
Kn~v(aP, U) (1 < i < ccp) de manière à satisfaire aux conditions 1°, 2°, 
3° du n° 19 pour h = p et de prouver que cela n'est possible que d'une 
seule manière37. 

Ce dernier fait est évident; en effet, la condition 3° donne pour // = p 

% 
2? nfr1 Kn~p'(tff', U) = FKn~v+l (af-1, U) mo&B — Bo. 

37 On doit aussi observer la validité de 5° pour h =p, en la supposant pour h =_p — 1 . 
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Pour définir Kn~~p (af, U) pour une valeur donnée de i (1 < i < ap), on 
doit donc choisir l'indice j (1 <Lj < a^-i) de manière que qf^^Q (ce qui 
est toujours possible) et définir comme Kn~p(aP,U) la partie de la chaîne 
V$-1FKn-P+1(af~1, U) dont les simplexes sont +0 mod ~R — R0 et 
d'espèce af. Les conditions 1°, 2° et 5° (h = p) sont immédiatement 
vérifiées. Il s'agit de prouver que 1° la définition de Kn~p(af,U) est 
indépendante du choix de l'indice,/; 2° les conditions 3° (h = p) sont 
satisfaites. 

A cet effet, considérons une chaîne FKn-pJrl (^f"1, U) (1 <j< «p-i). 
D'après 8.33, un simplexe de cette chaîne est de rang* <p\ d'après 8.34 
et 2°, ce rang est > p —1 et si le rang égale p — 1, l'espèce du simplexe 
est af—1, tandis que. si le rang du simplexe égale p, son espèce ester?, 
l'indice i étant tel que ^ - ^ O . Soit donc Hf-P (U) la partie de la 
chaîne FKn~2lJrl (af'1, U) dont les simplexes sont ^ 0 mod R — Ii0 et 
d'espèce av-1 et soit ^g~l Htj~p (U) la partie de la même chaîne dont les 
simplexes sont ^O moi R — R0 et d'espèce af, de manière que 

(*) FK"-^1 (af-1, U) = m-P (U) + 2J Vfr1 Hirp (u) mod JB — li0. 
Distinguons deux cas. En premier lieu, soit p = 1. On a d'après 4° 

~ FK»(af, U) = 0 mod R — B0, eaг F n(VL) = 0 mod 8(ZB — B0. Donc 

ďoù 

et 

2 Яj'-1 (U) + Ż 2 m HV (U) = 0 mod B - Bu, 
j=í І=lj=l 

HГ\VL) = 0 (l<i^«o) 

**,. 
(* *) Z ň # T * W = o (-<*'< «i) • 

; = i - y 

On voit bien que la définition de Kn~1(a1, U) est indépendante du choix 
de l'indice j ; en effet, pour une valeur donnée de i (1 <- i <• «0, il y a 
justement deux valeurs j =j± et j =j2 de l'indice j tels que //?. -j- 0 et on 
a ^9. + /A = 0 de manière que (* *) donne 

HTj^ça) = HfcHvL), 
de manière qu'on définit sans ambiguïté 

Kn-\a}: U) = Hfj^OX) = HS;\U). 

La relation (*) prend la forme 

FK" (af, U) = 2 n% K*-i(a}, U) (1 <j <_ «„) ; 
J i-=l ^ 

or c'est précisément la relation 3° (A = p = 1) qui était à démontrer. 
44* 
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En second lieu, soit _p > 2. Pour 1 < k < ap^2 on a 

%-x 

Kn-p+2 ^p-2 9 U) _ £ ^p-2 Kn-p+l (^p-1 ? TJ) m 0d JS — RQ 

et par suite 
V-- _______ 
2J ?4~2 FK^+Hcf-1, U) = 0 mod 5 — B0 
;=__i •' 

c'est-à-dire 
« P - I ap %-i 

2 n$r2 H?-* (U) + £ JJ nV Ĵk"2 Hrv (u> = ° 
ďoù 

et 
Hj"oi) = o a<_"__«i.-i) 

«.„ 

(t) Jj ^r1 ̂ ~2 j^-^dî) = o (i ^J ^ «p-i, i < ^ *g. 

L'indice i (1 < i <̂  ap) étant donné, et ji-ja (1 _^ii? J2 __2 <*/>—-) étant tels 
que 4rl + O + i/^1 , on doit démontrer que Jï |/^(U) — J 7 ^ ( U ) . On voit 
sans peine qu'il suffît de déduire ceci sous la supposition qu'il existe un 
indice k (1 <; k <̂  a _2) tel que ^~ 2 4= 0 +̂  f̂̂ 2' ^ r s o u s c e t t e supposition, 
pourj +Ji ou j 2 , on a v^rlflf]T2 ^ 0 et en outre, comme on le voit sans 
peine, fjVr1 rfl~2 + ifër1 riïT1 = 0, de manière que l'égalité à démontrer 

v j Ji"' V2 J2 

s'obtient immédiatement de (f). On définit donc sans aucune ambiguïté 

Kn-p(o?,U) = J ï ^ t t O 

l'indice j n'étant assujetti qu'à la condition qVr1 ^ 0. La relation (*) prend 
alors la forme 3° {h — p) qui était à démontrer. 

19.2. Soient U, Ui deux réseaux commodes, Ur étant un affinement de U ; 
soit n = Pr. (U1? U). Alors 

(*) TtKn~v(af, Ui) — Kn~P(af, U) mod _R—_B0 (1 < « ^ «p). 

Démonstration. Soit d'abord p = 0. D'après 17.3 et 18.1 on a .r(9w(Ui) 

= GW(U) modSciZ —.KO. D'autre part, d'après 19.1,4° GW(U) = 2 ^ W K ? , U) 
i = i 

mod JS—_K0 et pareillement pour Ur. Donc 
% 

2 D* ̂ n (<# Ux) — Kn (al U)] = 0 mod R — B0. 
i = l 
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Or d'après 19.1, 2° et 8.35 chaque simplexe de la chaîne 

(**) nKn(a\, U)—Kn(al U) (1 £ i < aQ) 

est d'espèce a?. Donc les chaînes (**) sont = 0 m o d i 2 — B0. 
En second lieu, supposons que pour une certaine valeur dej? (1 <p < n) 

on ait déjà démontré que 

7tKn-P+l (af-\ Ux) = Kn~P+1 (af-1, U) mod R~~B0 (l <j < ap^). 

Cette relation reste vraie si l'on forme les frontières des deux termes. 
Cela donne d'après 19.1, 3° 

í = i 
rjfr1

 [ЛK,1~P (<rr, l\) — K'^' {<tf, U)] = 0 mod R — E0. 

D'après 19.1, 2° et 8.35 chaque simplexe de Tième terme de cette somme 
est d'espèce aV ; d'autre part, l'indice •/ étant donné, on peut choisir j de 
manière que rjVf1 4= 0. Il en résulte (*). 

19.3. Soit U un réseau commode. Pour 0 < h <, n, 1 < i < ccjh la 
chaîne Kn-h(afl, U) est située dans T(a!h). 

Démonstration. Soit 33 un affinement de U régulier par rapport à T(ah). 
Soit Ui un réseau commode qui soit un af finement de 33. Soit n — Pr. (33, U), 
nx = Pr.(VLv 33). D'après 19.2 on a nn^.n~\ah, Ux) = Kn-\ah, U ) m o d i ^ P 0 . 
Soit Tn~h un simplexe de la chaîne Kn~h (ah, Ux). D'après 19.1, 2 e le 
simplexe Tn~~h est d'espèce ah. Chaque sommet de Tn~h rencontre donc 
(v. 8.3) T(ah). Donc chaque sommet de ntT

n-h rencontre T(ah). Le 
réseau 33 étant régulier par rapport à T(ah), il en résulte que nxT

n-h = 0 
ou bien le noyau de Tt1T

n'~h rencontre T(ah). Donc si nn Tn~h \ 0, le 
noyau de ce simplexe rencontre T(ah). Par suite la chaîne TtTt1K

n-h(ah,VL1) 
est située dans T(ah). Or Tt7T1K

n-h(ah,VL^) est m o d P — BQ égale à la 
chaîne Kn~h(af, U) dont tous les simplexes sont (v. 19.1, 1°) + OmodJB—B0. 
Par suite Kn~h (ah, U) C T(ah). 

20.1. En partant du réseau gén. ne contenant que le seul sommet B— S, 
on construit d'après 14.2 un réseau gén. ^ jouissant de la propriété suivante: 
Si PC^3 à chaque couple Cl1, Cl1 de (n, i?)-cycles mod# on peut attacher 
un couple de nombres 7\, r2Ç9î dont un au moins ^ 0, de manière que 
n Cl1 -{-nC^^O mod (B — P) . On peut supposer que pour chaque PÇ^-p 
on ait P + B — S, Pm B — S. 

20.2. Supposons que chaque sommet intérieur tf? (1 < i < a0) du 
réseau 3 du n° 8 fasse partie d'un sommet Pi du réseau gén. ^ du n° 20.1. 
Désignons par lI\ la famille de tous les réseaux commodes U jouissant 
des deux propriétés suivantes : 1° Pour 1 <̂  i <^ a0, Gn(VL)<\>0 mod (B — Pi) ; 
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2° si un sommet U de U rencontre T-. (1 < i < a0), on a f /cPr, 3° I7P; 4- 0 
pour l < i < a0 et pour chaque sommet extérieur U de U. Puisque Gn<\>0 
mod(P— Pi) (v. 17.5, remarque) et T - C ^ c P ^ la famille lI\ est évi
demment parfaitement complète. 

20.3. Ceci étant, on a pour chaque UÇ*Pi le théorème suivant: Soit 
Cn{VL) un (n, VLycyde essentiel rnod S. Il existe une (n, Vi)-chaîne élémentaire 
Dn(U) telle que Cn (U) = Dn (U) modB:=rR0. 

Démonstration. G-n étant le cycle principal, d'après 20.1 il existe pour 
chaque i (1 < i < a0) deux nombres r1? T2€9î? dont un au moins 4 0, tels 
que rt Cn (U) + r2 G

n (U) - 0 mod (B — P). Or Gn (U) + 0 mod (B — Pt) 
d'après la propriété 1° de la famille t-PL. Donc rx 4- 0, c'est-à-dire qu'il 
existe un nombre Si^ (1 < i < a0) tel que Cn(VL)~ SiGn(VL) mod(P — Pi). 
Donc il existe une ( n + 1 , U)-chaîne En+1(VL) telle que 

FE"*1 (U) = C» (U) — Si Gn (U) mod {B — Pi). 

Le réseau U étant (v. 8.1, 3°) d'ordre <̂  n mod S, chaque simplexe de la 
chaîne En+1{VL) possède un sommet extérieur, de manière que (v. la pro
priété 3° de la famille Wx) E^1 (il) cz B — Pu d'où FEn+1(VL) C f i —P* 
et par suite Cn{VL) = Si Gn(U) mod {B — Pi). Or si un (n, U)-simplexe %n 

est d'espèce ct?, chacun des ses sommets rencontre Pi d'où %n \ 0 mod (P — Pi) 
en vertu de la propriété 2° de la famille Wt. Donc la partie de la chaîne 
Cn(VL) formée des (n, U)-simplexes d'espèce cr? est égale à celle de la 
chaîne Si Gn(VL), c'est-à-dire à siK

n(^J U) modP — B0. Or nous avons 
remarqué, en définissant les chaînes Kn((yf, U) (v. 19.1), qu'un (w, U)-sim-
plexe qui n'est pas d'espèce <r? pour aucun l (1 <̂  i < «0), est -= 0 mod P — B0. 

Donc CW(U) = 2 hKn^h u ) mod P — P 0 . 
i=i 

III. 
21. AXIOME Gk(0<,h<n— 1) : Pour chaque entourage Q dhin point 

aÇP — S il existe un entourage PczQ de a jo^tissant de la propriété suivante : 
Si rk est un (h, R)-cyde (absolu) dans P3 8 , on a rk<^0 dansQ. 

21.1. D'après 4.2 on déduit de l'axiome Gk : Pour chaque réseau gén. O 
il existe un affinement 3̂ et ^me projection n = Pr. (^3, Q) de manière que : 
Si rk est un (h, B)-cycle dans P, P(z^3, on a rk^o dans nP. 

22. Dans tout ce Chapitre, on se donnera une valeur fixe de j;(0 <p < n). 
On suppose la validité de tous les axiomes des Chap. I et II, ainsi que celle 
des axiomes Gk (v. 21) pour n —p <k^n — 1. 

38Pour k = 0 il faut supposer encore que T(Ffe) = 0, I(ïk) étant la somme des 
coefficients de Vk (U) (somme indépendante du choix du réseau U). 
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23. Soit S la famille de tous les réseaux 3 de la famille (Dx du n° 7.4 
possédant des sommets intérieurs et tels que 1° 3 es^ un affinement mod S 
du réseau gén. s$ du n° 20.1, 2° le noyau de chaque Q-simplexe intérieur a 
contient un point ri appartenant à la fermeture d'aucun sommet de 3 #m* 
ne soit pas un sommet de tf. La famille S est parfaitement complète. 

Démonstration. Soit II un réseau donné ; soit O un réseau gén. donné. 
Il existe évidemment un réseau 3 - i tel que 1° 3-i£<2>i; 2° 3 i possède 
des sommets intérieurs; 3° 3 - i e s t un afflnement de U ; 4° 3 - i e s t un 
afflnement mod S de ^ et de O . Soit m Tordre (v. 7.2) de 3 - i - Supposons 
généralement que, pour une certaine valeur de h (0 < h < m), on ait déjà 
défini le réseau 3^-i- Dans le noyau de chaque 3/*-i-s-mPtexe intérieur TJ'; 
choisissons un point ahv de manière que ahr 4 c(g/u si 0 < g < h ou bien 
g = h, ^ 41 ^39- Modifions chaque sommet Zh~i de 3lv-i e n le remplaçant 
par Zh = Zh—\ — 2(ahv), où v parcourt toutes les valeurs telles que Zh ne 
soit pas un sommet de %\. Soit 3/> Ie réseau dont les sommets sont les 
ensembles Zh ainsi associés aux sommets Zh—\ de 3h- i- E-- procédant de cette 
manière on finit par construire un réseau 3»i. Soit 3 u n rapetissement 
fort30 de 3w. On voit sans peine qu'on peut choisir 3 de manière que ce 
soit un afflnement de U et un afflnement mod S de G possédant les pro
priétés voulues. 

24. Soit 5 un afflnement de 3? les deux réseaux 3 et 3 appartenant à la 
famille S du n° 23. Pour le réseau 3 gardons la notation 

»v «i> Tv *>*) , £> K-H^,U) 

(où U parcourt les réseaux commodes par rapport à 3 + £)• Pour le 
réseau 5 on prendra la notation analogue 

fih, *h
v, K, t(T*ï), t , &»-*(**, U ) , 

U parcourant cette fois les réseaux commodes par rapport à 3 + 1 . Sup
posons le réseau fermé t attaché à 5 choisi selon 8 d'une manière quel
conque; quant à X, nous le choisirons bientôt d'une manière convenable. 

Choisissons une projection n = Pr. (5, 3)- U11 sommet intérieur r°t, de 3 
sera appelé complètement intérieur, si sa projection TTT^ est un sommet 
intérieur de 3 - Un* (/?, g)-simplexe intérieur t%(0 <h <,n) sera appelé 
complètement intérieur, si chacun de ses sommets est complètement intérieur. 
On peut numéroter les rf de manière que, pour chaque h (0 <̂  h < ri), les 
simplexes complètement intérieurs précèdent les autres; soient r^(l < > < rh) 
tous les (h, 3)-simplexes (0 <̂  h < ri) complètement intérieurs (donc 0 <Lyh 

< fin pour chaque h). 

} D'après 12.2, ceci est évidemment possible. 



660 E- CECH. 

Pour 0 < h <, 11, 1 < v <jh on a mh = 0 (seulement pour h >̂ 1) ou 
bien il existe un indice ? = sp/l(V) bien déterminé (1 < i <, ah) tel que 
TTT̂  = ±tff. Pour /t = 0 on a toujours le signe plus; et la. même chose 
vaut aussi pour 1 < h <̂  n en orientant convenablement les ih ce que nous 
voulons supposer. 

Ceci étant, définissons le réseau fermé X attaché à 3 e n posant, pour 
I <; i <; a0, 
(1) Ti = 2ty, 

V 

où v parcourt toutes les valeurs (1 <̂  v <^ y0) telles que y0 (v) = ?*. On voit 
sans peine que le réseau fermé X possède bien par rapport à 3 le s pro
priétés du n° 8. 

I4(0 < k < n) ayant la signification usuelle (v. 8) relativement à X, soient 
Ru (0 5̂  k <̂  n) les ensembles analogues relatives à t. Evidemment RÙ z> Ru 
pour 0 < k < n. 

On vérifie sans peine que pour 0 < /a < n, 1 < i <̂  «& on a 

(2) r(^)=2^^)^ 
V 

où ^ parcourt toutes les valeurs (1 <v<^ yh) telles que <p/i(V) = l. 
On voit aussi sans peine qu'un réseau U commode par rapport à 5 + 1 

(dans le sens de la définition du n° 8.1) est aussi commode par rapport 
à 3 + 3;. 

Kn-~h(a}}, U) étant toujours les chaînes fondamentales (v. 19.1) relatives 
à 3 + £, soient kn~h (ih, U) celles relatives à g + t. On vérifie sans peine 
que pour 0 <̂  h < n, 1 < i < cch on a dans chaque réseau U commode par 
rapport à 5 + 1 
(3) K)h-h (ah, U) — £ kn~h (th, U) mod R — R0, 

V 

v parcourant toutes les valeurs (1 <̂  v <, y h) telles que yih(?) = i* 
lP0 et *Pt étant les deux familles de réseaux définies resp. dans 18.1 et 

20.2 relativement à 3 + ï ? soient ^p0 et xpx les familles correspondantes 
relatives à 5 + 1 . On voit sans peine que ^p0c:lP0, ^ C Ï V lIJo(%) est 
d'ailleurs la famille de tous les réseaux commodes (v. 18.1) relativement 
à 3 + £(S + t)« Les familles ip0 et ipt sont, comme nous savons, complètes. 

25. Supposons q^te le réseau 3 appartienne à la famille S du n° 23. On 
peut déterminer le résea^t fermé X correspondant à 3 (v* 8) de manière que, 
si le réseau commode U est sitffisamment fin, on ait Kn~h (cfh, U) ^ 0 po^tr 
0 < h < min (n, p +1), 1 < i: <^ cch. 

La démonstration fera l'objet des nos 25.1—25.2. 
25.1. LEMME. SoitW^ 0 un ensemble ouvert CZR—8. Soit 0<^g<p + 1. 

II existe un réseau 3Sg et un réseau gén. 2Jîg jouissant de la propriété sui-
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vante: Supposons que le réseau 3 du n° 8 soit un afflnement de 33,, et un 
affinement mod S de iSlq. Choisissons arbitrairement le réseau fermé X (n° 8) 
correspondant à 3 - Alors il existe une valeur de i(\ <Li<otq) telle que 
1° chaque sommet de <r? est un sous-ensemble de IV; 2° dans chaque réseau 
commode U suffisamment fin on a Kn~q(av, U) 4- 040. 

Démonstration. Soit d'abord q>l. Choisissons un point MÇW. Soit 
IVi un entourage de a si petit que Wx m W. Soit ^° un réseau gén. tel que : 
1° si a£P°, P°£^°, on a P°cTV i ; 2e ^° jouit de la propriété du n° 4.3 ; 
3° si P°£^° , on a r » ~ 0 dans P° pour chaque (?2,P)-cycle Pn dans P°. 
s$° existe d'après 4.2 et 9.1. Soit O 1 un afflnement de 5̂° jouissant des 
propriétés des nos4.3 et 4.4. Déterminons un afflnement ^5l de O l ainsi 
qu'une projection 7ti = Pr. (Sp1, O1) d'après 21.1, en y posant k = n — 1. 
Supposons généralement que, pour une certaine valeur de h (l<h<q — 2), 
on ait déjà déterminé les réseaux gén. tyh et £lh. Soit O7'^1 un affinement 
de 9$h jouissant de la propriété du n° 4.4. Déterminons un affinement ^ ; '+ 1 

de Cl/l+1 ainsi qu'une projection nh/+x = Pr. (^h ; l, £ihJrï) d'après 21.1, en 
y posant k = n — h — 1. En procédant de cette manière, on construit de 
proche en proche les réseaux gén. tyh (0^h<^q — 1) et Q,h (l <lh<^q — 1). 
Soit encore £iq un affinement de Sp?-1 jouissant de la propriété du n° 4.4. 
Posons yjlq = £iq. 

Soit 9S(/ un réseau tel que : 1° si V€%$q et que VW{ =|= 0, on a F c IV; 
2° si aÇV, VÇ3S„ on a F c F l t 

Supposons que le réseau 3 soit un affinement de SS7 et un affinement 
modS de 2)ĉ  == £K Puisque raffinement £> de f^q~1 jouit de la propriété 
du n° 4.4, on peut attacher à chaque (q — 1, 3)-simplexe intérieur c?-1 

(1 < i < « __x) un sommet Pq~~1(a^~v) de s^q~~1 tel que chaque sommet 
de ar~l en soit un sous-ensemble. Posons Q9"1^/"1) = TT Pq-^(a?-1). 
Supposons généralement que, pour une certaine valeur de h (0 <̂  h<q — 2), 
on ait déjà attaché à chaque cH 1 (l^i<ah+1) des sommets P7i+1(o'|*+1), 
Qhfi^hli) r e s p t (je çp̂ -fi e^ ^e r̂ h-i-i (je manière que chaque sommet de <TH * 
soit un sous-ensemble de PhJrl(ah[ l) a Q;H -î^M-i), Supposons donnée une 
valeur de j (1 <j<L cth). Deux cas sont à distinguer. En premier lien, 
supposons que al1 ne soit une /t-face d'aucun (7̂  -f-17 3)"siniPlexe intérieur ; 
dans ce cas, choisissons un sommet Ph(all) de ^>h de manière que chaque 
sommet de ah en soit un sous-ensemble; ce qui est possible, puisque le 
réseau gén. Sp*-"-1 est un affinement de $p\ En second lieu, supposons qu'il 

40 Pour o = n + l, la thèse du lemme s'énonce comme il suit: Il existe une valeur de 
i (1 < i < ccn) telle que 1° chaque sommet de <>.n est un sous-ensemble de IV; 2° dans chaque 
réseau commode U suffisamment fin, on a I [K° (<r°, U)] 4= 0, (1 < i < «0). (V.:58 pour la 
signification de T.) Du reste, nous n'aurons dans cet Ouvrage aucune occasion d'appliquer 
le cas q = n+1 du lemme. 
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existe des valeurs de i telles que rfy \ 0 ; dans ce cas, choisissons un 
sommet Ph(ah) de tyh de manière que l'on ait Ph (al1) Z) QhH"1 (r/H1) pour 
chaque valeur de i (1 < i'< afc+1) telle que ^ 4 0 ; ce qui est possible, 
car Q ^ 1 est un affinement de 9$h jouissant de la propriété du n°4.4; on 
voit que, ici encore, chaque sommet de al1 est un sous-ensemble de PhMl). 
Si h^l, posons Qh((tf) = rthP

h(ah). En procédant de cette manière, on 
construit de proche en proche les ensembles Ph(ah) (0<h<q ~~ 1, l < i ^ « 7 ) 
et Wf) (l<h<q-l, l<i£ ah). 

Soit W2 un entourage de a si petit que 1° pour chaque sommet Qx de O 1 

la relation W2Q
x^0 entraîne aÇQ1; 2° TV2tf? = 0 pour chaque valeur de i 

( l < i ^ «0) telle que oP — TV, + 0 ; 3° TV2 B~B0 = 0. W existe, car : 
1° en vertu de la définition même d'un réseau gén., on a WiQx=0 pour 
tous les sommets Ql de O 1 à un nombre fini d'exceptions près; 2° si 
l'ensemble cP n'est pas contenu dans TV1? on déduit, $ étant un affinement 
de 33, que le point a n'est pas situé dans cr?; 3° a(zB — B — B0, comme 
nous allons voir. 

On a WiB — B0 = 0 (et donc a£B — B — B0). Dans le cas contraire, il 

existerait un point bÇ TVj B—JB0- Or, d'après 8, on a B—B0 = B— 2 Ti 
i = i 

d]?Z où Z parcourt tous les sommets extérieurs de 3 - H existerait donc 
un sommet Z de 3 tel que hÇ^Z, ZS\ 0. Le réseau 3 étant un affinement 
de ^Sq, il existerait un sommet V de SBg tel que ZdV, d'où bÇF, donc 
VWi^-0 et par suite Fez TV, ce qui est impossible, car ZdV, ZS^O, 
WdB — S. 

On peut donc déterminer un réseau commode U0 tel qu'aucun sommet 
de U0 ne rencontre simultanément TV! et B — B0. U0 soit en outre tel que 
la chaîne Gn(U) ne soit pas située dans B—TV2 ; c'est réalisable, car 
(v. 17.5) le cycle principal Gn n'est pas situé dans B — TV2. Enfin, U0 soit 
si fin qu'aucun sommet de U0 ne rencontre simultanément S et un des 
ensembles P°(tf?) (1 <,i <, «o) ; c ' e s t possible, car 5̂° jouit de la propriété 
du n° 4.3. Supposons généralement que pour une certaine valeur de h 
(0<h<q—1), on ait déjà construit le réseau Uh. Soit alors Uh+i un 
réseau commode tel que U^+i soit un affinement de Ut6 normal par rapport 
aux cycles dans Ph(ah) pour chaque valeur de i (1 <1 i < afc). On définit 
de cette manière de proche en proche les réseaux commodes Uh (0<h<,q). 
Soit encore Ug+i un réseau commode qui soit un affinement de Uq. Pour 
0 < h < q, choisissons une projection n'h= Pr.(Uh+i, Uh)-

Pour 0 < h < n, soit Nh l'ensemble de tous les indices i (1 <,i < «h) 
tels que le simplexe af possède un sommet qui soit un sous-ensemble de TVi. 
Evidemment j£Nh, ^.-j-0 (0 <Lh<>n — l) entraîne i€Nh+i. 
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Pour 0 <L k < q, 0 <, h < n, 1 <̂  i < ah on a d'après 19.2 

rt'k K
n~h (<*h, Ufc+1) = Kn-h (<rf, U / c )modP~i^ . 

Or je dis que, si iÇNn, on a plus précisément 

(*) n'k K»-* (<tf, U,+1) = K»-» (of, U}). 

D'après 19.1, 1° il suffit de prouver que la chaîne n'k K
n~h (af, U,, t) ne 

contient aucun simplexe situé dans È — Ë0. Supposons au contraire que r 
soit un tel U/rsimplexe. Alors chaque sommet de r rencontrera È— li0. 
D'autre part, d'après 19.3, chaque sommet de r rencontre T(<fl') et par 
suite chaque sommet Z de al1. Or, puisque i£Nh, on peut choisir Z de 
manière que ZczWx. Donc chaque sommet de % rencontrera simultanément W_ 
et R — R0, ce qui est impossible, car IU est un affinement de U0. 

Par le même raisonnement on déduit de 19.1, 3° que pour 0 < k + _ + l , 
1 <h<_n, jÇiNh-i on a 

«* 
(**) Kn-hH (af-\ ïlk) -> Z VÏr1 Kn'h (<tf, Ufc). 

i = 1 

Ceci étant, supposons que notre lemme ne soit pas vrai. Si i£Nh, 
(0 <̂  h < n), le simplexe al1 possède un sommet Z0 tel que Z0dWl. Z étant 
un sommet arbitraire de <rll, on a ZZ0\Q et par suite ZWX\Q, d'où 
ZczW, car le réseau 3 e^t u n affinement de SSg. Donc l'hypothèse que 
le lemme ne soit pas vrai entraîne, en excluant d'abord le cas q = n-\-l, 
que Kn~q(<r9, U +1) = 0 pour un choix convenable de U +1, si i£Nq. 
Donc, d'après (*), on a Kn~~q (a9, \lq) = 0 pour chaque i£Nq. Donc on 
déduit de (* *) que Kn~~q< (a 9-_1, U )̂ est, pour chaque i Ç Nq-i, un (n—_+1, \\q)-
cycle, situé dans P^^âf") d'après 19.3. Donc K71-^1 (<r9-\ U^ est, 
pour chaque i£N v un (n — g + 1, UYi)-cycle essentiel dans P? - 1 (<r?-ï) de 
manière qu'il existe pour i Ç A 7 ^ une (n—q+2, U ^-chaîne Hn~q<2 (<*?-*, U7_,) 
dans Qt-1^?-1) telle que 

FP^+2 ( ( rr-i? u ^ ) _, J J ^ - F I ( ^ - i , u ^ ) . 

On arrive au même résultat si q = n + 1. En effet, de l'hypothèse que 
le lemme ne soit pas vrai il résulte dans ce cas que 1 [K° (<iih, Unj4)] — 0 
pour chaque i£NH. Puisque K°(<rn,Un+1)ClPn(<fll), il existe donc une 
(1, U„)-chaîne H1 (an, Un_x) dans Qn(<sv) telle que 

H^n,Uf)^K^n,Ut). 

Quelleque soit la valeur de q, il résulte de ce que nous venons de prouver, 
en tenant compte de (**), que pour chaque jÇJVg-2 



664 E. CECH. 

p . - , 1 2 ( ^ -2 ? U_ ^ = / f H- ,4 2 (orj,-2 j U^_ j __ ^ ,g - - H»-»+ ^ (o?-l, U,_.) 

est un (n — __ + 2, U__-i)-cycle dans 

Supposons généralement que, pour une certaine valeur de h (1 <_ ^ < q— 2), 
on ait déjà attaché h chaque iÇ Nh+i une (n—h, U/i+iJ-chaîne H1l~~h(<?hH, U^ f _) 
dans Q 7 ' ^ 1 ^ ' 1 ) de manière que pour chaque jÇN7^ 

^""-"(^JNU,,^ = _»-*(a*,Uft+1)- 2 4H ' -M^+Ml / l K) 

soit un (n — /t, U7l ^j-cycle dans Ph(<rF). Posons 

Hn-h(<rW, Uh) = TT/(//»•-"• (o-f+i, U/t+I) 

etc., ce qui est d'accord avec (*). Alors r'1-7'(n1--, Uh) est un (n — h,Uh)-

cycle essentiel dans Ph(<s!1). Il en résulte qu'il existe pour j^Nh une 

(» — A + l , UJ-chaîne H"-''+-(or*, U/t) dans (^(oJ':j telle que 

H»-''+i (oj\ U,t) --> rre" / l (oj\ U/t) 
d'où pour j'ÇN/i-i 

r»-^fi (offc-i, u/t) = K»-ft i-1 (af-\ u,) — Z n'ir1 H"~/l+1 K", uh) 

2 ^ ^ ^ " ' K + v i g = ° 
ІЄN„ 

ktҖ, Vt+l 

de manière que r n - / l + l (cr^"1, U7l) est, pourjÇi\^__, un (n — ^ + 1 , ^ ) -
cycle dans 

TM1-1) + 2! WWf) c P7^1 (of-1). 

En procédant de cette manière on arrive finalement à attacher à chaque 
iÇ:N± une (n, U_)-chaîne FIn (cr1, U_) dans ~Qr(tf/) de manière que pour 
chaque j£N0 

r» («r?, u.) - K« («r», u.) - 2 ni H- («}, u,) 
J J itN, 

soit un (n, U_)-cycle dans P° (tf°) de manière que Fn (ex?, U0) est un (n, U0)-
cycle essentiel dans P01>?)£^30, D'après la définition du réseau gén. ^°, 
il en résulte que r n (crP, U 0 )~0 dans P° (tf?) pour chaque j£N0. Or le 
réseau U0 est d'ordre < n mod 8 et aucun sommet de U0 ne peut rencontrer 
simultanément S et P° (</?). Donc 
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pour chaque i(zN0. Donc 

j€iV0 ^ /çjV 

pour j£N0, où 
= Z ^ ; Pour iÇNx. 

Or pour i£NL on ac/J->± (o-° — o'0), où un au moins des deux ensembles <rç° 
et c° est contenu dans TVr Si o°+</° cTV1? on a s, t£N0, d'où *?2- = 0. 
Donc si l'indice iÇiVi est tel que ^ 41 0, on peut supposer que tf°— TVr =j_ 0. 
Or <r° c Ql (c1), donc Q1 (af) —W1 \- 0. Il en résulte que le point a n'est pas 
situé dans QH0'/); en effet, dans le cas contraire on aurait a Ç ^ ^ J l c P 0 ^ 0 ) , 
d'où la contradiction Ql (af) c P° (o;°) c W± d'après la définition de s^°. 
Puisque le point a n'est pas situé dans (£((sf), on a Q1(<ïf)Wl) =• 0 d'après 
la définition de W2. Donc iÇïv^, .̂ =|- 0 entraîne que Ql((rf)c:R—TV2 et 
par suite que la chaîne Hn (af, U0) est située dans R — TV2. Donc 
pour chaque i(zN0 la chaîne Kn(o9,U0) est C P —TV2. Or ce fait 
subsiste pour toutes les autres valeurs de i (1 < i < a0) ; en effet, si 
l'on n'a pas i£N0, on a tf°TV2 = 0 d'après la définition de TV2 et, d'autre 
part, la chaîne Kn (o-°, U0) est (v. 19.3) située dans P^C a9. Donc la chaîne 

aQ 

ZK)1^,U0) 
i •— 1 

est située dans B — W2. En outre on a R — R0CZR—W2 d'après la 
définition de TV2. Donc (v. 19.1, 4°) la chaîne Gn (U0) est située dans 
R—TV2, ce qui est une contradiction. 

Le cas q = 0, qui était exclu jusqu'à présent, se traite bien facilement. 
On peut choisir arbitrairement le réseau gén. 3Ji0. Choisissons de nouveau 
le point a£W et son entourage WtmW. Supposons le réseau 9S0 choisi 
de telle manière que 1° V€$0, VWt -j- 0 entraîne VcTV; 2° «Ç V, V6% 
entraîne FcTVi . Soit TV2 un entourage de a si petit que 1° <s9 — Wx ^ 0 
(! < iS %) entraîne TV2 af = 0 ; 2° TV2 B^BQ = 0. Comme plus haut 
on voit que ces conditions sont réalisables. Choisissons le réseau com
mode U0 de manière que la chaîne Gn (U0) ne soit pas située dans B — IV*. 
Si le cas q = 0 du lemme n'était pas vrai, on aurait [v. (*)] Kn (<s9, U0) = 0 
pour chaque i tel que tfPcIVj. Comme plus haut, on voit que pour les 
autres valeurs de i Kn (a99 U0) est située dans B — W2. Puisque 
B — B0dB — TV2, on aurait de nouveau la contradiction Gn (U0) C B — W2. 

25.2. Passons à la démonstration du théorème du n° 25. D'après la 
définition de la famille S on peut déterminer des points aiti Ç $ (of ) 
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(0 S h < p + 1, 1 <̂  i <̂  «// ; $ signifie le noyau) de manière que Tinclusion 
ahi(zZ, Z(z$ entraîne que Z soit un sommet de ah. Désignons par G la 
somme de tous les sommets extérieurs de 3 - On a alors CLM^B— G. Les 
points ahi étant manifestement distincts les uns des autres, on peut déter
miner des ensembles ouverts WM tels que 1° WhiCl^(ah)\ 2° WMWUJ \ 0 
entraîne h = k, i =j\ 3° WhiClB—G. Pour 0<h<p + l,l<i< ah 

attachons à l'ensemble ouvert WM le réseau 93/w et le réseau gén. 9JÎ/« 
d'après 25.1 en y posant q = h. Choisissons le réseau g de manière qu'il 
soit un affinement de 3? a în s i que de chaque %$M et que chaque sommet 
intérieur de 5 fasse partie d'un sommet de chaque WM> Associons à 5 un 
réseau fermé t selon 8. D'après 25.2 il existe des (h, 5)-simplexes intérieurs 
Qh = (ZMO, mi, - u Zhïii) (0 < h < p + 1, 1 <; i <; ah) tels que 1 ° zha CIWM 

(0 < l < h) ; 2° il existe une famille parfaitement complète % de réseaux 
commodes par rapport à 5 + 1 et tels que kn~~h(Q1}, U) 41 0 pour 0 < h<^p + 1, 
1 ^ i£ "h, U€z- Posons of = (ZM), Zhil, • • -, Z7 iJ. Les ensembles zMk 

sont évidemment distincts les uns des autres et on a zhik C Whi C $ (tff) C ^ a . 
On peut donc choisir rt = Pr. (5, 3) de manière que 

71 ZMX = -Zki/l pour 0 < h < p + 1, l <,i Sah, 0 <. I <h. 

Déterminons le réseau fermé % attaché à 3 d'après 24. D'après 24, (3) on 
a pour chaque UÇx et pour 0 <| h <p-\-1, 1 <i<cch 

(*) Kn~h(ah,VL) =2kn~h('h, U) m o d B ^ B 0 , 

v parcourant tous les indices (1 <[ v <; yh) tels que n%h = ah. En par
ticulier la somme à droite dans (*) contient le terme kn~~h(oh, U), puisque 
évidemment nQh = ah. La somme à droite dans (*) ne peut être égale 
à zéro mod B — B0 que si chaque terme est = 0 modjB — B0, car chaque 
simplexe de la chaîne kn~h(th, U) est d'espèce %h

v relativement à j - f t de 
manière que deux termes différents de notre somme n'ont aucun simplexe 
en commun. Donc l'égalité Kn~h(ah, U) = 0 entraînerait en particulier que 
kn-~h(oh,U) = 0 m o d ^ ^ o . Or nous savons que kn-h(oh, U) -j- 0. Il 
suffit donc de montrer que, si le réseau U Ç / est suffisamment fin, un 
simplexe de la chaîne &n~^(^, U) ne peut pas être situé dans B — B0. Or 
on a, d'après 8, B0~DB—G, d'où B — B0CZG. D'autre part, on a 
t(o%)cizmc:Whic:B — G. Donc t(of) et B — B0 sont deux ensembles 
fermés disjoints, de manière que, si le réseau U est suffisamment fin, un 
U-simplexe ne peut être situé simultanément dans tf(gj) et dans B — i?0. 
Or chaque simplexe de la chaîne 1^h(Qh, U) est situé dans t(oh) d'après 19.3. 



THEORIE DES VARIETES. 667 

26. Soit 0 <^p < n . Soit $£E (v. 23). Déterminons le réseau fermé % 
(X'après 25. Soit A un sous-ensemble bicompact de II. Il existe un réseau 
commode U0 jouissant de la propriété suivante: Si les nombres r^ÇSl sont 

tels que ]£ riK
n~ P(GP, U0) est un (n—p, U^-cgcle mod A R — R{) homologue 

à zéro dans A, alors ^ n Kn p((fP, U) est un (n—p, \X)~cgcle mod A R — j?0 
i = l 

homologue à zéro dans A pour chaque réseau commode U qui est un af
finement de U0. 

Démonstration. Soient U et U' deux réseaux commodes dont le second un 
affinement du premier. D'après 19.2 et 19.1, 1° la relation Kn-v(af, U ' ) c A 
entraîne Kn~v{p^ \\)czA. On en déduit sans peine qu'il existe un réseau 
commode Ui tel que Kn^((rll, Ur) C i entraîne F ^ ^ U j c i pour 
chaque réseau commode U. Si l'on numérote convenablement les av, on a 
un nombre a'h(0 < a'h <, ah) tel que Kn-h(tf, U J C i si et seulement si 
1 <i<<x'if D'après 25 on peut supposer que Kn~h(et!1, U) 4 0 moAAR — iï0 

pour 0 <, h < min (n, p-\-\), 1 <i <, a'h dans chaque affinement commode 
U de Ux. Il en résulte (v. 19.1, 3°) que si 

K 

(*) 2 ri Kn~P ("i > U ) "̂  ° m o d A B ~~ Ko 
i = l 

pour U = Ui, la même relation a lieu pour chaque affinement commode U 
de Ui. Les chaînes (*) forment un module de rang fini (<,cc'p). Désignons 
par MP(\X) le sous-module du module défini par la condition 

a'p 

V 2J ri Kn~P(af, U) ~ 0 mod AR — R0 dans A 
i=l 

et soit çp(VL) le rang de 117,(11). Il existe un affinement commode U0 de \\x 

tel que la valeur de çp(\l) pour U = U0 soit un minimum. On voit sans 
peine que le réseau commode U0 jouit de la propriété voulue. 

IV. 

27. AXIOME Hk (0 <^ h <, n — 2): Pour chaque entourage P d'un point 
a£R — S il existe un entourage FiCP de a jouissant de la propriété 
suivante: A chaque entourage P2ClP1 de a on peut attacher un entourage 
P 3 C P 2 de a de manière que: Si Tk est un (h, R)-q/cle dans I\ — P2 et que 
Von ait Fk~0 dans P 1 ? on a aussi 7 , / i ;~0 dans P—1\. 

27.1. D'après 4.2 on déduit de l'axiome Hk : Pour chaque réseau gén.^ 
il existe un affinement -pr et une projection n' = Pr.(tyi, $P) jouissant de 
la propriété suivante: A chaque affinement % de ty{ on peut attacher un 
affinement % de ^> ainsi qu'une projection n" — Pr.i^, $p2) de manière 
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que: Si P,£%, n" PSCZPX £%, si Fk est un (k,Bycycle dans Px — n"P.à, 
si rk<-<>0 dans Pl7 alors rkr^O dans nfPx — P3 . 

28, Dans tout ce Chapitre, supposons donnée une valeur fixe de p 
(1 S P ^ r 0 - Outre les axiomes des Chap. I et II, on suppose la validité 
des axiomes Gk pour n-—p<k<,?i—1 (v. 21) et celle des axiomes Hk 

pour max. (0, n —p — 1) <| k < n — 2. 
29. Soit Spf un réseau gén. donné. 
Déterminons un affinement £LP'~1 de "(îf jouissant de la propriété du 

n° 4.4. Ensuite déterminons un affinement typ-1 de O^"1 ainsi qu'une 
projection np^x = Pr.(^p~l, Q.19"1) d'après 21.1, en y posant k = n — 1. 
Enfin déterminons un affinement ~pf~1 de (^1)~1 ainsi qu'une projection 
n'p-1 = Pr.($r~1,%v~r) d'après 27.1, en y posant k = n — 241. Supposons 
généralement que, pour une certaine valeur de h (0<,h<p — 2), on ait 
déjà défini les réseaux gén. £ihH, tyhHi tyhH. Déterminons un affinement D;' 
de "Pi!"l jouissant de la propriété du n° 4.4. Ensuite déterminons un af
finement ?$h de £lh ainsi qu'une projection nh = Pr.(tyh, £ih) d'après 21.1 
en y posant k = n—p-\-h. Enfin déterminons un affinement Spï+1 de ^hH 

ainsi qu'une projection n'h = Pr. ("Pi, $') d'après 27.1, en y posant 
k = n —p + h — 142. En procédant de cette manière, on construit de proche 
en proche les réseaux gén. £th, ^3\ ?$h pour 0 < h <p — 1. 

Déterminons un affinement s$2 de 3̂Î jouissant de la propriété du n° 4.3. 
Ensuite d'après 27.1, où l'on remplace ^5, ^ j , ?$2, n , k resp. par 3̂ , ^ i , 
^2, n'0, n—p — 1 déterminons un affinement ^ de ^2 ainsi qu'une pro
jection n0

f = Pr.(5Ps- ^ ) 4 3 . Enfin déterminons un affinement %f± de $p8 

jouissant de la propriété du n° 4.3. Supposons généralement que, pour 
une certaine valeur de h (0<h<p — 2) on ait déjà défini les réseaux 
gén. ^32\ ^ 3 . $($4. Déterminons un affinement ^ 2 de ^4 jouissant de la 
propriété du n°4.4. Ensuite d'après 27.1, où l'on remplace ty, ^ 1 , ^>2, n , k 
resp. par $iH, ^hH, s^hH, n'h+i, n—p-\-h, déterminons un affinement %H 

de ^hH ainsi qu'une projection nhH = Pr.(?$H, ^2+1). Enfin déterminons 
un affinement ^ 4 r l de S$H jouissant de la propriété du n°4.3. En procédant 
de cette manière, on construit de proche en proche les réseaux gén. ^2, 
$ , $ (0£h£p-l). 

Déterminons encore un affinement $p<f de 5pf x jouissant de la propriété 
du n° 4.4. Ensuite déterminons un affinement tyg de 3̂<f ainsi qu'une pro
jection n'p = Pr. (S$g, ^2) jouissant de la propriété du n° 14.2 ; on peut 

41 Si n — 1 et par suite p = - 1 , on détermine raffinement >̂î de $ et la projection n0 de 
manière que TioPi t- Pi pour chaque Pi t $ i -

42 Si p = n et h = 0, on détermine raffinement $? de ^° et la projection n'0 de manière 
que n'oPi ip Pi pour chaque Pi € $ i . 

43 Si p — n, on pose ^ — tyv et n'0' est l'identité. 
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supposer que raffinement SÇ-f de ^ jouisse de la propriété du n° 4.3. Enfin 
déterminons un affinement ^ f de ?$£ jouissant de la propriété du n° 4.4 
ainsi qu'un affinement $pjf de $f jouissant de la même propriété. 

30. Reprenons les notations du n° 8 en supposant que chaque sommet 
intérieur du réseau 3 fasse partie d'un sommet du réseau gén. tyg (et donc 
aussi d'un sommet du réseau gén. $pf donné a priori). 

Pour abréger, disons que of (1 <j <, a0) est contigu à a1! (0<,lt<p, 
1 <, i < cch), si of rencontre un sommet de of (en particulier si a? est 
lui-même un sommet de of). 

Comme le réseau gén. s$f (̂ 3f) jouit par rapport à 5̂;f (s$f) de la pro
priété du n° 4.4, on peut attacher à chaque av (1 <; i < a}) un sommet 
P% (<ï?) de S$£ de manière que chaque sommet intérieur de 3 contigu à of 
fasse partie de Pf(of). Posons i f (of) = /r" I f (of ) (1 £ i <: «p). 
Supposons généralement que pour une certaine valeur de h (0 <̂  ly < p — 1), 
on ait déjà attaché à chaque cM"1 (1 <̂  i < ah_fl) un sommet Pf+1 (tf,f+1) 
du réseau gén. ^ + 1 tel ^ ^ chaque sommet intérieur de 3 contigu à of+1 

en soit un sous-ensemble. Soit donnée une valeur de i (1 < i < ah). 
Distinguons deux cas. Premièrement, si le 3_sinlPlexe °f n e S L P a s u n e 

face d'aucun (7i + 1 , 3)-simplexe intérieur, choisissons un sommet P]' (rr̂ -) 
de $pk de manière que chaque sommet intérieur de 3 contigu à af en soit 
un sous-ensemble ; ceci est possible, car le réseau gén. tyt{1 est un affine
ment de tyi En second lieu supposons qu'il existe des valeurs de j 
(1 < j <: ^ 4 l ) telles que ^ 4- 0. Dans ce cas choisissons le sommet 
P*(<fï) de ^4 de manière qu'on ait P*''(<sï) 3 i^H_1 (of(_1) pour toutes les 
valeurs de j telles que *A =j- 0 ; ceci est possible, car le réseau gén. $J+ l 

jouit par rapport à ^ de la propriété du n° 4.4. Dans les deux cas le 
sommet Pf (of ) est donc construit de manière que chaque sommet intérieur 
de 3 contigu à of en soit un sous-ensemble. Comme le réseau gén. tyJh 

jouit par rapport à ty1h de la propriété du n° 4.3, il existe un sommet 
i f (of) (1 < i <; « , / t e l que P* (af) m Pf (Gf). Posons encore P* (a*) 
= -T// Pa'K-O- En procédant de cette manière, on attache de proche en 
proche à chaque (/t, 3)-simplexe intérieur of (0 <^h<p — 1, 1 *- / < «h) 
des sommets P" (^) , !#(*?), P* (aï) resp. de $ , Spï, $ . 

Le réseau gén. ^ jouissant par rapport à 5$ de la propriété du n° 4.3, 
il existe (pour 1 <: i <; a0) un sommet P? (a») de s4$? tel que P° ( t f ^ i ^ (*?). 
Posons P° (o*) = ^ >o (o;?), Q° (o-°) = TT0 P° (Gf). Supposons généralement 
que, pour une certaine valeur de h (0<h<p — 2), on ait déjà attaché 
à chaque af (\<i< ah) un sommet Qh (of ) de O7* tel que chaque sommet 
intérieur de 3 contigu à alL en soit un sous-ensemble. Soit donnée une 
valeur de i (1 < i < «/«-IO- Comme le réseau gén. £lh jouit par rapport 
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à 5J3J+1 de la propriété du n° 4.4, il existe un sommet P1^1 (tfH1) du 
réseau gén. Spj-i"1 tel que PfH (af+l) 3 Qfj (a?.1) pour chaque valeur de j 
0 ^k j ^ <*J teille que ^J. =j-- 0 . Posons encore 

'v 
ph+i(o-f+i) = < f l P Î ^ - 1 ( ^ + 1 ) , tf'+M*^1) = -^ph+ifrh+i) 

(1 < i < aw+i). 

En procédant de cette manière, on attache de proche en proche à chaque 
(h, 3)-simplexe intérieur a1! (0 < h < p—1, 1 < i < a/,) des sommets 
pfc ( ^ ph ( ^ ) ? Qh (orh) r e s p - d e ^ S ^ £)h. 

Comme le réseau gén. £ip~~ jouit par rapport à ^5f de la propriété du 
n° 4.4, on peut enfin attacher à chaque aV (1 < i < « ) un sommet P f (ol9) 
de ^3f de manière que Pp (aV) z> Q-0-1 (tf^1) pour chaque valeur de j 
(1 ^ 3 S V - - ) telle que ^ + 0. 

31. Gardons les conventions des nos 8, 29 et 30. Soit A un sous-ensemble 
Incompact de R; soit B un entourage de A. On peut choisir le réseau 
gén. 5pf (n° 29) de manière que (Q satisfaisant à la condition énoncée au 
commencement dît n° 30) on ait la propriété suivante : Soit U un réseau 
commode (v. 18.1). Soit Cn~~p (U) un (n —p , VL)-cyde mod SA dans A essentiel. 
Il existe une (n—p,VC)-chaîne élémentaire Dn~p (U) dans B telle que 
Cn-p(U)~Dn-~p(Vl) modB B~~Bo dans B. 

En fait il suffit de choisir ^3? de manière que chacun de ses sommets P' 
qui rencontre un sommet P" de ^3f tel que P" A^Q, fasse partie de B. Un 
tel choix de $pf est évidemment possible (v. 4.3 et 4.4). Tous les réseaux 
introduits dans 29 étant des affinements de $($?, ils possèdent aussi la 
même propriété. 

La démonstration fera l'objet des nos 32—42.5. 
32. En tenant compte de 19.2, on voit sans peine qu'il suffit de donner 

la démonstration en supposant que le réseau commode U soit suffisamment 
fin. Or (v- 29) raffinement ?$l du réseau gén. s$e (0 < h <p — 1) ainsi que 
raffinement 3̂o (W) de $i (ty£) jouit de la propriété du n° 4.3. On peut 
donc supposer que le réseau U soit tel que: 1° pour 0<h<:p — 1, 
1 <i < ccjb chaque sommet de U qui rencontre Pf (af) fasse partie de 
PiL(^i); 2° pour 1 < i < a0 (ap) chaque sommet de U qui rencontre 
P[W)[Fi (°?)] f a s s e partie de po (af) [Pp (aV)]. De plus on peut supposer 
qu'aucun sommet de U ne rencontre simultanément S et un des ensembles 
PL° (rr?) (1 < i < «0). Ensuite on peut supposer que, si 77', U" sont deux 
sommets de U tels que UfR0^0, U"S^0, on ait U' U" = 0. Puis, on 
peut supposer que si un sommet de U rencontre simultanément A et un 
des ensembles P}* (af) (1 < i < a0)J on ait A PJ} (af)^0. En outre on peut 
(v. 17.5) supposer que Gn (U) <f 0 mod B — P f (aV) (l<.i<ctp). Encore, 
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comme (v. 30) chaque sommet intérieur de 3 contigu (v. 30) de ah 

(0<,Ji<:p — 1, l^i^cch) est un sous-ensemble de l'ensemble ouvert 
Ph (ah), on peut supposer que, pour 0 <: h <.p—l, 0 <: Je <, p—\ ,l<j< cck, 
les indices i, j étant tels que les 3-simplexes af et ak soient des faces 
d'un certain (l, 3)-simplexe intérieur (l>h, l^Jc), chaque sommet de U 
qui rencontre T(ak) fasse partie de P}£(a*). En effet T(ak) est un sous-
ensemble bicompact de chaque sommet de ak ; or chaque sommet de ak étant 
contigu kah, il en résulte que T(ak)dPh (a1.1). Pareillement on voit qu'on 
peut supposer que, si a® est un sommet de aP, chaque sommet de U qui 
rencontre Tr est un sous-ensemble de Pp(aP). 

Il est évident que ces propriétés de U appartiennent aussi à chaque 
affinement de U. 

33. Posons U0 = U. Soit $5 un affinement de U régulier par rapport 
à B E— B0. Soit Ui un réseau commode tel que 1° Ui soit un affinement 
de 33 ; 2° Ur est un affinement de U normal par rapport aux cycles 
mocl R—Rf (aV), pour l<i<L <*p. Soit n10 = Pr. (SB, IX), TT20 = Pr. (Uv SB), 
n* ==- 7T1Q n20 = Pr.(U1, U). Supposons généralement que, pour une certaine 
valeur de h(0<L_h<p— 1), on ait déjà défini le réseau U2p-2h,-i. Alors, 
soit U2p-2h un réseau commode qui soit un affinement de U2p-2/j-i normal 
par rapport aux cycles dans Ph (ah) pour chaque i (1 < i <~ «;,) et soit 
n*p-u-i = Pr- (U2p-2/^ U2p-2h-i) J ensuite, soit U2p____2h+1 un réseau commode 
qui soit un affinement de U2p-2h normal par rapport aux cycles dans 
phjaf^ph (ah) p o u r c h a q u e i(1 < i < ah)et s o i t ^ ^ = p;,(U2p^2h+1, VL2p-y,). 
En procédant de cette manière on construit de proche en proche les réseaux 
commodes Uh pour 1 <̂  h <̂  2p + 1. 

33.1. Le cycle Cn~p (U) (v. 31) étant essentiel, il existe un (n—p, U2p+i)~ 
cycle Cn-p (U2p+1) mod S dans A tel que Cn~p (U) - n* n* n*... n*p C

n'p (VL2p+1) 
moàS dans À. Il est évident qu'il suffit de démontrer le théorème du n° 31 
en supposant que Cn"p (U) = n* n* n* . • • n*p C

n^ (U2p+1). Définissons de 
proche en proche les chaînes Cn-p(Uh) (1 <: h < 2p) en posant nhC

n-p01h+1) 
= Cn-v (Uh) (1 < h < 2p) ; on a alors n*~Cn-p (Ui) = Cn-p(\\). Générale
ment, introduisons (pour le n° 34) la convention suivante : Si Ton a défini une 
certaine U/t+1-chaîne (0 < h < 2p) Ek(Uh+1), on pose Ek(Uh) = n* Ek(ilh+1). 

34. LEMME. On peut attacher à chaque (h, 3>simplexe intérieur ah 

(0<h<,p — l) une (n — p + h+l, UJ-ehaLne Ln-p+n+x (af, U-) dans B 
de manière que : 1° pour 1 <̂  i <i cc0, la chaîne 

FLn-^tyjKJ — C^Wi) 

ne contienne pas des simplexes situés dans P 4 °« ) ; 2° P o u r ° ^ h £p~ 2< 
1 < i < ajt+1, la chaîne 

45* 
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FLn-p+h+2 (ah+iy vy _ 2 t!h ir-v+w (ah^ U i) 

ne contienne pas des simplexes situés dans P^+U°f+1) ; 3° pour 1 <i<L<*p, 
la chaîne 

ap—i 

soit un (n, P)-cycle modP —Pf (tf?). 
La démonstration fait l'objet des nos 34.1—34.3. 
REMARQUE. Si on change l'orientation d'un simplexe al1, on doit évi

demment changer le signe de Ln~~pJrhJrl (tf, Ut). 
34.1. Pour 1 <; i <̂  aQJ soit Cn-p(c?, U2j9+1) la partie de la chaîne 

Cw-~p(U2 +1) dont les simplexes sont situés dans P° (<r?). Excluons pour le 
moment le cas où p — n. Soit 

r-*--(o-o, U2p+1) = FC^PK, u2„+1). 

Or C^"^ (U2p+i) est un cycle mod 8 ; puisque (v. 32) aucun sommet de U 
ne rencontre simultanément 8 et P°(tf?)? on voit qu'aucun simplexe de 
FCn~v(U2p+1) n'est situé dans P[Jâf). Donc r*-*-1^*, U2p+1) est la partie 
de la chaîne 
(*) FC-P («r», U2i,+1) - FC»~* {U2p+1) 

dont les simplexes sont situés dans P° (tf?). Or le noyau de chaque simplexe 
de la chaîne (*) rencontre R — P° (c?) et par suite (v. 32) ce noyau ne 
peut rencontrer P° (c?) ; donc44 

r n -p - l (tfO ? Uk) c po (tf0) _ P o (tf0) (o ̂  Je < 2l9 + 1). 

Or raffinement U2p+i de U^ était (v. 33) normal par rapport aux cycles 
dans P0(<r°) — P° (cr°) ; donc I^-P-I ^ , U2p) est xm(n—p—l, U2p)-cycle 
essentiel dans P°(tf°)— P°(tf?), D'après la définition du réseau gén. 5j3° 
(n° 29) et celle de son sommet P° (c?) (n° 30) il en résulte l'existence d'une 
(n -p, U2p)-chaîne Dn~P(U2p) dans P°(^) — P°K°) telle que C"-* (*?, tt2j,) 
— P^~p(U2i?) est un (n—p, U2p)-cycle, situé naturellement dans P°(tf?). 
L'affinement U2 de U2 x étant (n° 33) normal par rapport aux cycles 
dans P°Jâ°), on voit que Cn-P(^, U2p__t) ~ Dn~p (tf°, U2p-1) est un 
(n—p, U2 -J-cycle essentiel dans P°(tf?). D'après la définition du réseau 

44 II faut tenir compte de ce que F"-^-i(a0. Uk) = n * r»-*- 1 (<j° , Ufc+l) et pareillement 
dans ce qui suit. 
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gén. P̂ft (n° 29) et celle de son sommet P° (<rft) (n° 30) il en résulte l'existence 
d'une («—_ + 1, U^^-chaîne I/t-p+1(a^, U^^ ) dans Q°"(7°y telle que 

(*) _,--*+- (<rft, U ^ ) - C»-H<t?, U2p_x) ~ Dr^u^). 

On peut arriver au même résultat dans le cas où p = n: D'après la 
définition du réseau gén. 5po, on a P°(cr?)— P°(<Ï°)^-0 et par suite 
P°Jâ°) — P°((Ï°) + 0. Soit donc at un point de P°JpJ) — P°((J°) et soit £7. 
un sommet de U2p tel que cn^Ui. Déterminons nÇsJi de manière que 

ncn«ï, V z + ? ( l V l = °<v- 38)> ofl - ° W = riuiest une®> l V -
chaîne dans P°(tf°) — P3°(tf

0)- D'après la définition de 3̂° et de son sommet 
P°((t°) il existe une (1, U^^-chaîne Ll((t°, VL2p_J dans Qr(^) telle qu'on 
ait la relation (*) avecjp = n. Dorénavant, nous pouvons traiter simul
tanément toutes les valeurs de p (1 < p < n). 

Chaque sommet de U qui rencontre P0(tf?) étant (v. 32) contenu dans 
P°(tfO). il résulte de l'inclusion Dn~P(U)Œ P0J^) — P°((r0) qu'aucun sim-
plexe de Dn~~P(U) n'est situé dans P°((f°); pareillement on voit qu'aucun 
simplexe de Cn-P(U) — Cn-v((S°, U) n'est situé dans Pfiâf). Par suite aucun 
simplexe de la chaîne 
(*) FLn-P^(o;0, Uk) — Cn-P(Uk) (0 < k < 2p — 1) 

n'est situé dans P4°(o;0). 
34.2. Supposons généralement que, pour une certaine valeur de h 

(0 <h <p — 2), on ait déjà attaché à chaque a1* (1 < i < ak) une 
(n—p + Zl + ^ U ^ ^ ^ - c h a î n e dans Q H ^ , soit L^P+W (<*£, VL2p^2llr_t)9 

de manière que, pour 1 < i <̂  ahj aucun simplexe de la chaîne45 

(* *) FІД-H-JH-- (o* Ufc) — ^ П'ÌГ1 ĽÍ-P+Һ (fff~S Ufe) (0 < k £ 2JJ - 2Ä - 1 ) 

ne soit situé dans P^itf). Il s'agit d'attacher à chaque crH1 (1 <,iSah,-n) 
une- (n—jp + A + 2, U2^_2/^_3)-chaîne Z/*-1>+<vf2 (odH-i, U2i?_2/t_3) dans 

Qfc+1(cr?i+1) de manière qu'aucun simplexe de la chaîne 

CCh-l 

FLn-P+h+2(of+1, Ufe) — £ n%B'-P^1 (of, Uk) (0 <,k<2p — 2h — 3) 

ne soit situé dans P^+HcM-i). Qr la chaîne 

31 V°i > U2p-2Һ-V Af Чij ̂  " J ? u 2 p - 2 h - l ' 

4 5 Pour h = 0 on doit remplacer la chaîne (**) par (*). 
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se trouve située (v. 30) dans 

2 ^)c:Pf^f^. 
izjzak 

En outre, comme P^'+^O, d'où _^ _£ yvtfk~1 = Q> aucun simplexe de 
j=ik=i 

la chaîne 
Ffi-H-Hi( t f/i+i U ) 

* ~~ y i > U 2 p - 2 / i - l ; 

«A r «A - i i 

= y ff7' FLn~p{h+1((rh U )_y^-irn-^a-i u M 
- 1 ^L ^ ' 2 I , ~ 2 / l ~ 1 / ^ Ofc l k ' U2p-2/i-l'J 

n'est situé (v. 30) dans 

n j^ (^z)P^ i (^+ 1 ) 4 6 

iéj^h 

Donc le cycle FM^P+^K*?*1^^^) est situé dans ^+1(o^f+1)-P|+1(rrHT). 
Par suite (v. 33) FM^P+^Ht^'u^^) est un (n—p + h, U2p_2/l_2)-cycle essentiel dans P ^ 1 (tfH1) — Ph+2 (ojH-i) ; d'après la définition du réseau 

gén. ^ 3 + 1 (n° 29) et celle de son sommet P^ + 1 (n° 30) il existe donc une 
(n — p + h + 1, U22?_2/7_2) - chaîne dans Ph+1 (of+1) — P ^ 1 (of+1), soit 
^r^^' iU^-o/,- ,) , telle que 

M n - p m /̂VH U2i?__2,_2) - J V T ^ + 1 (U2^2h-2) 

soit un (n — p + A + 1, lî2 2/t_2)-cycle, situé naturellement dans Ph+1 (o^+1). 
Par suite (v. 33) 
(,) M*-*+*+! ̂  u2p_2,_3) - JVT 1 ^ 1 0V^- 8 ) 

est un (n—j? + A + 1 , U2^_2/t_3)-eycle essentiel dans Ph+1(ah+x). Il existe 
donc une (n — j9 + h + 2, U2^_2/l_3)-chaîne dans Qfc+X (tfH1), soit 
jr n-p+^+2 (^4-^ U2p_2h_s), dont (*) est la frontière. Comme le noyau de 

« 0 
46 Pour h = 0 on a _^ ry9. = 0, d'où 

FM°-*+i(o\, U2p^) = Zx ^[FL^+H^ U ^ - C - ^ U ^ ) ] , 

de manière que, ici encore, aucun simplexe de FMn~p+1(o*, U2 i) n'est situé dans 

n pj<~-p}(°?). 
izJi«o 
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chaque simplexe de la chaîne N^-Hlvfi (#h-M? U 2/i_3) rencontre 
ph\i (o-Hi) _ PHI (^'-îl) et comme (v. 32) chaque sommet de U rencontrant 
Pll+1~(af~ty fait partie de Pf^iaf *), on voit qu'aucun simplexe de la chaîne 

Nn-P+h+i (^/VH VLj)(0<h<2p — 2h — 3) n'est situé dans P^'ïâf^). Or 

«A 

j = l •' 

(0 ^ k < 2p — 2h — 3). 

34.3. En procédant de cette manière, on finit par attacher à chaque a?-1 

(l<i< a ) une (n, U^-chaîne L11^?-1, U^ dans QP-^f-'1) de manière 
qu'aucun simplexe de la chaîne47 

FL'1^?-1, v y — 2 ÍS~2 -L'í~1 ((T/'"2' ufe* (& = ° ou -• 
af,-2 

2, 
.1=1 

ne soit situé dans Pf^M/^"1). Alors la chaîne 

<V-i 

iTPU f̂, Ux) = £ ifi^L'Haf-1, Uj) 
j = i 

est située (v. 30) dans 
^ - 1 + 0 

En outre aucun simplexe de la chaîne 

FM» (*?, ux) = 2 vfr1 [FLn («r1* u i } — j | %v L)i'v ( tfrs ui>] 
n'est situé (v. 30) dans 

W Pf^itif11) Z) ï f lof). 

Donc .M'Ho-f, Ut) est un (72, U^-cycle mod Pf (aP) — Pp(af) dans Pp(«f)> 
34.4. Si l'indice i (1 <̂  i <̂  «0) est tel que A~Pf(af) = 0, on voit sans 

peine (v. 32) que Cn~p (o;P, U2 x) = 0 ; on peut dans ce cas supposer que 
jn-p+i ( ^ n )̂ = 0. Plus généralement, si l'indice i (1 < i <L ah, 

0 < h <z p — 1) est tel que AP^(a?) = 0 pour chaque sommet G*? de c^, 
on peut supposer que Ln~-pJrhH (rf, U2 2/t__1) = 0. On n'a donc 

<V-2 
47 Dans le cas j9 = 1 on doit remplacer £ rjP-- L'l~l (oj~-, Uk) par CM-*(Ufc). 



676 E. CECH. 

Ln-p4h+i (a^ U2p__2h^ + 0 que dans le cas où .4P[(pJ)^ 0 pour un 
sommet <s? de <s!\ Or la chaîne Ln~p'{'h^1 (<s!1, U2 2h___^) est située dans 
Qh(<rf). Les réseaux gén. $PJ et £lh étant (v. 29) des affineraents de Spf, 
il existe deux sommets P ' , P " de $p tels que P» (af) Œ P', Qh(<sh)CZP". 
Or (v. 29) P^crP) Q»(of) z) crj> ^ 0, d'où P'P" + 0. Comme A P J ^ + 0, 
Pf (^) e P', on a .1PA + 0, P'P" + 0 et par suite Q'* (of ) c P"d P d'après 
la définition de P. Or ceci signifie que toutes les chaînes Ln~p'^h+1(<slb, U2 2/ft_1) 
(0 < /l < 2? — 1, 1 5^ 2 < ah) sont situées dans P . 

35. Nous allons modifier un nombre fini de fois le cycle Cn~~p (Ui) ainsi 
que les chaînes LJh~p{h+1 (<sh, Ux) de manière que, *C et *P étant les 
éléments modifiés, on ait les propriétés suivantes : 1° chaque simplexe de chaque 
différence *C»-i,(U1) — C " - * ^ ) ou *p>^+h+i(0f, U-) — Jn-1,^+1(o'f, Ux) 
est une face d'un simplexe de Cn~p (U^ ou de *p*-p+kfi (̂ k rt̂ ) (je manière 

que les chaînes modifiées restent situées dans P ; 2° les relations 1°, 2°, 3° du 
n° 34 restent vraies pour les chaînes modifiées *Gy, *L ; 3° *Cn~p(U1)

c^Cn~p(Ui) 
dans P . 

Toutes ces modifications ayant lieu dans le réseau commode fixe Ui, 
nous omettrons Ux dans l'écriture. 

Pour 0 <q<p — 1, 1 < r < «g nous dirons q^tune U^-chaîne ne contient 
presque aucun simplexe d'espèce <s% si chaque simplexe ^ d'espèce <s% de cette 
chaîne est ^me face dhin Uisimplexe d'espèce <s~1. 

Ceci posé, le résultat de toutes ces modifications sera que pour 0<h<p—1, 
0<,k<^h, 0<q<h les chaînes modifiées posséderons la propriété 0(k, q, h) 
suivante : Si les simplexes <sj, <s% (1 <^j < akj 1 < r < aq) sont des faces 
du simplexe <s!h, alors la chaîne Ln~pArkJfl (<sj) (modifiée) ne contiendra 
presqu'aucun simplexe d'espèce <s$. 

Dans le n° 36, nous donnerons un lemme. Dans le n° 37, nous réaliserons 
la propriété 0(0, 0, 0). Dans le n° 38, nous supposerons que, pour une 
certaine valeur de h(0 ^h <,p — 2), on ait déjà réalisé les propriétés 
Q(k, q,g) pour 0<Lg<,h et nous en déduirons qu'on peut réaliser aussi 
la propriété &(k, 0, h-\-l). Dans le n° 39, nous supposerons que pour 
0<h<±p — 2, 0<,Q<h, on ait déjà réalisé les propriétés G (Je, q, g) 
(0 <̂  g <̂  h) ainsi que &(k, q, h-\-1) (0 < q < Q) et nous en déduirons 
qu'on peut réaliser aussi la propriété 0 ( ^ + 1 , Q + l , h + 1). Dans le 
n° 40, nous supposerons que, pour 0<h<Lp — 2,0^Q^h, h—Q i^K<^h, 
on ait déjà réalisé les propriétés @(k,q,g) (0<Lg<Lh), 0(k,q,h+l)(O<,q^Q), 
&(k, Q + l . h + 1) (K-\-1 <̂  k <̂  h + 1) et nous en déduirons qu'on peut 
réaliser aussi la propriété 0(K, Q-\-1, h-\-1). Dans le n° 41, nous sup
poserons que, pour 0 < h <L p — 2, 0 <̂  Q <̂  h, on ait déjà réalisé les 
propriétés Q(k, q, g) (0<g£h), &(k, q, h+1) (0<q£ Q), 6(k, Q+l, h+1) 
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(h—Q <k<, h-\-1) et nous y démontrerons que les propriétés G(k, Q-f 1, 7i+1) 
(0 <^ k < h — Q — 1) se trouvent alors aussi réalisées. 

Le résultat de toutes ces modifications sera évidemment qu'on peut 
réaliser la propriété Q(k, q, h) pour 0 < h < p — 1 ce qui était notre but. 

36. LEMME. Soit 0 <. h <p — 1. 0 < k <, h, 0 < q <^ h, 1. <̂  i <^ ah, 
1 <zj <^ «fc, 1 <̂  r < aq. Supposons que <*J et <s* soient des faces de <tf. 
Soit 7/ un Ui-simplexe d'espèce er?. Alors chaque sommet de r est un sous-
ensemble de P\(<iJ). 

Démonstration. Soit ^0 un sommet de r . D'après 8.3 il en résulte que 

ro T(<f(J)^0. Le réseau Ui étant un affinement de U, il en résulte (v. 32) 
que ^0c:Pk(<ïlc). 

37. Pour 1 < > <; aQ, soit j^ -1 ? +M<) la partie de la chaîne Ln~ prl(<ï^) 
dont les simplexes sont d'espèce ^ (v. 8.3). Posons 

% 
*Cn~p = Cn-p— 21 FEn~p[1(<r^), 

•/yi-D+i (o-o) = £»-i>+i (<ro )_ 2 #*-*+- (<), 
?/ = i 

*#i-/H7-+i (*&) = ^ - ^ F h + i (o^) pour l < ^ ^ j > — 1 . 
Les propriétés 1°, 2°, 3° du n° 35 sont évidentes. On voit immédiatement 
que la chaîne *Ln-p+1 (c?) (1 <̂  i <, aQ) ne contient aucun simplexe d'espèce a*?, 
donc qu'après notre modification on a la propriété 0 (0 , 0, 0). 

38. Soit 0 < h < p — 2 et supposons réalisée la propriété (m)(k, q, g) 
pour 0 < g <, h. Soit 1 <.ji < a0, 1 <, v <; ahJ_v Lorsque tf° n'est pas un 
sommet de <fh+1, posons PJn~p+h+2 (<r° ahA x) = 0 ; dans le cas contraire 
soit En~pj~h+2 (a*, <ih K) la partie de Ln~p+h+2 (<fh+1) dont les simplexes 
sont d'espèce tf^48. Pour 1 < j < «h, soit 

j)n-p+h+*2 (ph) = 2lEn-^hJr2(<r°, a*ah), 
J p. f* c J 

li parcourant toutes les valeurs (1 <̂  p < aQ) telles que cr° <y}} 49 soit un 
(h + 1, 3)-siniplexe. Posons 

*Cn-p = Cn~p, *I/i-p+k+i(a«) = Ln-p+1c^1((ff) pour k i h, / t + 1 ; 
*jn-p+h i l (^hj __ ^ - p f / H l (tfh) — FDn-prhAr2(^), 

<*h 

*lJi-p+h+2 (tfh+ï) = ]ji-p+h+2^(fh+l^— £ V^'&n~p^hJr2 (d!1) • 

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3° du n° 35 sont vérifiées. 
18 Si on change l'orientation de oh+1, la chaîne En~pih+2 {a* oh+1) se multiplie par 

— 1 (v. la remarque à la fin du n° 34). 
49 Si l'on a (orientation comprise) a]1 = (crj?, v? , . . . , a,0), on a par définition (orientation 

J 0 1 j 

comprise) G® of = (tf°. tf , tf , • • -, ^°). La notation analogue sera employée maintes fois 
dans ce qui suit. 
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Il s'agit de voir que la propriété supposée G(k7 q7 g) (0 < g < h) reste 
vérifiée après la modification. L'unique cas où ceci n'est pas immédiatement 
évident est le cas k = g = h. Ici il suffit de montrer que si a* est une 
face de ah

7 la chaîne 

ïjji-pv'h] i(0<!>) — Lil~p'^h+1(ah) = FDn~~p+h+2(ah) *, 

ne contient aucun simplexe d'espèce a'i. Or chaque simplexe de la chaîne 
Dn~p"vh+2(ah) est d'espèce or° l'indice fi étant tel que tf° ojl soit un (Z& + 1, 3)-
simplexe, de manière que tf° n'est pas un sommet de oj\ Donc d'après 8.34, 
aucun simplexe de FDn"p+hr^2(ah) ne peut être d'espèce ah. 

On doit enfin démontrer (v. 35) que la propriété &(k7 0, / l+ 1) se trouve 
réalisée après la modification. Supposons donc que les indices Zc,j, r, i soient 
tels que alj soit une face et que c° soit un sommet de a1^1. On doit 
prouver que presqu'aucun simplexe de la chaîne *Ln~~pJtkJrl (afi n'est 
d'espèce <J°. Il n'y a que deux cas où ceci n'est pas simplement une con
séquence de la propriété Q(k, 0, h) qui est, comme nous le savons déjà, 
conservée après la modification ; ce sont : 1° k =• h+ 1 ,j = i ; 2° k -= h7 

ah H = 4- a° ah. 
i — r j 

Premier cas. Soit j un indice tel que rf^ ^ 0, c'est-à-dire soit ah une 
/Vface de tfM1. Les simplexes d'espèce o-° dans la chaîne Dn~~pJ]hJr2(all) ne 
peuvent exister, comme nous avons vu plus haut, que dans le cas où o-° 
n'est pas un sommet de oj1; ceci n'a lieu que pour une valeur dej, à savoir 
pour la valeur v = j telle que o'M-1 = ^ o-° ah. Les simplexes d'espèce tf° 
d a n s Dn~~~pJrh j 2 (ah) sont alors évidemment les mêmes que dans la chaîne 
En~~pJrh+2(a®7 a£ah). Donc les simplexes d'espèce o-° dans la chaîne 

«A 

£n-*H-/i+2 (tffc+l) . *jTyi-p-fh-h2(o\h-fl) = V ^h jQn—p+h+2 (ah) 

sont les mêmes que dans ^h
rE

n-~^JrhJ^2(a^7 cM-1), et par suite que dans la 
chaîne Ln~~pJrh+2(ah+1), de manière que presqu'aucun simplexe de *Ln-p+h+2 

n'est d'espèce tf°. 
Second cas. Soit ft = h, of[1 = io; 0 ah et par suite cH 1 = rjh o-° o^. 

Il s'agit de voir que presqu'aucun simplexe de la chaîne *£*-#+'H-i (#&) 
n'est d'espèce o-°. Supposons que l'indice j parcoure toutes les valeurs 
( l<. j<«jO telles que of soit une A-face de o-M1. La propriété Q(h,0,h) 
étant, conservée après la modification, pour j ^ v la chaîne *Ln~~p+h+1 (ah) 
ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce tf°. Donc les simplexes d'espèce a ° 
sont dans la chaîne rjn

y*Ln~~p^hJ[1(ah) presque les mêmes que dans la chaîne 

2 rjh*Ln~~pJ[hJr'1(a1}). Or nous savons déjà que presqu'aucun simplexe de 
j = i J 
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la chaîne *Ln~p+h+2 (a^'1) n'est d'espèce or°. Il en résulte sans peine 
(v. 8.34) que la chaîne F *I/i~P+h')(~2(tf+1) ne possède non plus presqu'aucun 
simplexe d'espèce a®. Il s'agit donc de montrer que la chaîne 

(*) F * jk»--lH-fc+2 (^/i+lj ^ jjh *]Ji-p-\-h M (ah) 
j = 1 lJ J 

ne contient aucun simplexe d'espèce a°. Or. d'après 36, chaque U^simplexe 

d'espèce a® est situé dans Pfrl(ah':r), tandis que la chaîne (*) ne contient 

aucun simplexe dans p h ^ i ( ^ H ) , parce que la propriété 2° du n° 34 reste 

conservée après la modification. 

39. Soit 0 < h<Lp— 2, 0 <LQ<h. Supposons réalisées les propriétés 

Q(k, q, g) (0 S 0 ^ '0 a i n s i q u e ©$> Ï? ^ + 1) (0 ^ 2 < Q). 
Soit 1 <Ç î  ^ aQ-\-v •"• = ^ = a&+i' ®i *e simplexe cr^+1 n'est pas une 

(Q+l)-face de ah+\ posons i ^ - ^ ^ + 2 ( o ^ + 1 , c^4-1) = 0 ; dans le cas con
traire, soit En-P+h+-2(afî+-\ ah^) la partie de la chaîne Ln-fl+h + 2(ahn) 
dont les simplexes sont d'espèce a®'+150. 

On peut évidemment attacher à chaque indice ^ ( l . ^ / ^ ^ « Q f i ) un 
indice y(^) [1 < (p(p) <; « J bien déterminé de manière que o°)(jLi) soit pour 
chaque ^ (1 < fi <̂  oc i:L) un sommet du simplexe #? f l . 

Si les indices ^ , r, 2 (1 < \i < tfgfi, 1 < r < «/i+i, l ^ ^ < «/J sont 
tels que 1° a^1 soit une (Q + l)-face de 0-&+1; 2° c^+1 == i a ^ o f , posons 

«(rjQ+i, crjf, tfM-1) = ^ ; 

dans tous les autres cas, posons 

e(a^\ of, (r̂ ++) — 0. 

Pour 1 <%i^<xh, posons 

jD»-~i»+M-2((r/i) = j £ ^%((X/?+1, o£ ah+r) En~^h+2(a^\ah+r). 

Ceci étant, soit 

*Cn~P = C»--?, *l/«~^+fc+-1(o'fc) = L«-p+'H-i((rfc) pour k +/ t , k^h + l-, 

*jji-p\hH (Q-ZI) _ jr?i—p+h+i (y/tj — EDn~p'h]2(ah), 

Oh 

*JJi-prh+2 (tfh+1) = ^-p+/H-2((Th+l)— JV flhEn^pVh{2(ah). 

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3°, du n° 35 sont vérifiées. 

50 Si l'on change l'orientation de cr*+l, la chaîne F>-I>+*+2 (0-C+1, o£+]) se multiplie par — 1 
(v. la remarque à la fin du n° 34). 
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Démontrons que les propriétés 6(k, q, g) (0 <g< h) restent conservées 
après la modification. L'unique cas à considérer est évidemment le cas 
Je = g — h. Soit donc a* une g-face (0<q<h) du simplexe al1. 11 s'agit 
de montrer que presqu'aucun simplexe de la chaîne 

— xjjn-p+h+1 (#///) _L_ Jji-p+h+1 ttfh) _ jppn-y+h+2 (ah) 

n'est d'espèce a*. On voit sans peine (v. 8.34) qu'il suffit de prouver que, 
si a* est une face de ah, presqu'aucun simplexe de la chaîne Dn~~p+h+2{ah) 
n'est d'espèce a%. Or chaque simplexe de Dn~p+h+2(ajl) est d'espèce tf^+1

? 

où la valeur de p est telle que, pour une valeur convenable de v, on ait 
e(a^+1, ah, ap+^^O. Or cette inégalité donne a1^1 = ± a* ah de 
manière que a^{fX) n'est pas un sommet de ah, tandis que c'est un sommet 
de cr^fl; (TJJ2+1 n'est donc pas une face de ah. 

Il est évident que la propriété Q(k, q, h-\-1) (0 < q <; Q) reste conservée 
après la modification, car (v. 34) presque chaque simplexe de chaque *Zv— L 
est d'espèce al„, où l>q-\-l. 

On doit enfin démontrer (v. 35) que la propriété &(h-\-\, Q-\-\, h-\-l) 
se trouve réalisée après la modification. Supposons donc que les indices i, r 
soient tels que a^1 soit une face de tfH-1. On doit prouver que presqu'aucun 
simplexe de la chaîne ^ Dn'~p+h+2 (aH1) n'est d'espèce a^+x. Supposons que 
l'indice j parcoure toutes les valeurs (1 <j £ ah) telles que ^ 4 - 0 . Il 
existe une seule valeur de j , soit j = l, telle que ah+x = -+ a^ a%. Pour 
j ^ X, a® est un sommet de ah, d'où il résulte que e(a^+1, olh, ah+x) = 0. 
On en déduit sans peine que la partie de Dn~p+h+2(ajl) dont les simplexes 
sont d'espèce o ?̂+1, est égale à 0 pour j 41 l et égale à rih

lE
n~~p+h+2 

(a^+x, ah+x) pour j = l. Donc les simplexes d'espèce c^+i dans la chaîne 

y] îih Dn~p+h+2(ah) = En~~p+h+2(ah+1) — ^En~p+h+2(ah+1) 

constituent la chaîne En~v+h+2(a^+1, ah+x), qui était égale à la partie de 
jJ

n~p+h+2(ah+1) dont les simplexes sont d'espèce o,Q+1. Par suite presqu'aucun 
simplexe de *Ln-p+h+2(ah+1) n'est d'espèce cr«+1. 

40. Soit 0<,h<p — 2, 0<Q<Lh, h — Q<LK<zh. Supposons réalisées 
les propriétés Q(k, q, g) (0 £ g < h), Q(k, q, h + \) (0 £ q < Q) et 
0(k, Q-\-\, h-\-l) (K-\-\ <k<h-\-\). Il s'agit de réaliser encore la 
propriété @(K, Q + ] , h-\-1). Ceci sera effectué dans les nos 40.1— 40.5. 

40.1. Choisissons les indices i et r de manière que le simplexe a^1 soit 
une face du simplexe ah+x ; ensuite, déterminons l'indice s de manière que 
l'on ait 
(1) ITM-1 = -4- tfQ+l <jh-Q-l 
\*-j % — r s 
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Pour chaque (K— /t + Q)-face aK~h+Q du simplexe a^1 soit : 1° En~^+K+1 

(aK~h+Q) la partie de la chaîne Ln~^+K+1 (af~h+Q a^Q-1) 51 dont les sim-
plexes sont d'espèce cr^1; 2° En~^+K+1(a^-h+Q) la partie de En-*+K+x 

(af~h+Q) dont chaque simplexe est une face d'un iVsimplexe d'espèce a—1; 
3° En~p+K+1(af-Jl+Q) = En~p+K+1(af-h+Q) — En~^+K+1 (a¥-h+Q). 

Soit aK~h+Q+1 une (K—/&+Q+l)-face de aQ+x de manière que 

aK+l = € aK-h+Q+l ah-Q-l (€ — 4 . I ) 
V fl s v — ; 

est une (KT+l)-face de ah+x. Nous allons démontrer que 

(2) y^K-h+QEn-p+K+l(aK-h+Q) = 0 # 

La relation (2) dit que presqu'aucun simplexe de la chaîne 

(3) £ 7iKi~h+Q Ln-v+K+1 (aK-h+Q ah-Q-*) 

n'est d'espèce aQ+x. 
Lorsque af~h+Q parcourt toutes les (K—A + Q)-faces de aK~h+Q+1

} on 
peut attacher à chaque A une valeur de j de manière que 

aK = -+ a?~h+Q ah~Q-1 

j ~ À s 

soit une KT-face de aK+x telle que ah-Q~x en soit une face ; et on voit 
sans peine que le terme correspondant de la somme (3) est égal à 
st]K Ln~~p+K+1 (a?). Lorsque $ > 1 , il y a encore d'autres jK-faces aK de 
aK+l qui ne correspondent à aucune valeur de l ; ce sont les faces aK 

de aK+Y telles que ah~Q-x n'est pas une face de aK ; à chaque telle valeur 
de j correspond, comme on le voit sans peine, une valeur de v telle que 
aK et aQ+x soient des faces de ah (tandis que ah est une face de tfM1); 
la propriété 0 (K, Q + 1 . h) étant supposée vérifiée, il en résulte que, dans 
le cas actuel, la chaîne Ln~p+K+1 (a?) ne contient presqu'aucun simplexe 
d'espèce aQ+x. 

Donc, les simplexes d'espèce a^1 dans la chaîne (3) sont presque les 
mêmes que dans la chaîne 

uK 

(4) ZtâL^+^Haf); 

on doit donc prouver que presqu'aucun simplexe de (4) n'est d'espèce a^+x. 
Or aQ+x et aK+*- étant des faces de ah+x, il résulte de 36 que chaque 

51 Puisque a* h+ç est une (K — h + Ç)-face de <r-?+1, c£ h+ç eh Q l est, en vertu de 
(1), une K-faee de <r*+1. 
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simplexe d'espèce aQ+x est situé dans PK+1(aK+1). La propriété 2° du 
n° 34 étant vraie (v. n° 35. 2°), il en résulte qu'aucun simplexe de la chaîne 

aK 

FLn-P+K+2 (a
K+i) __ £ tjK Ln-v+K+1 (aK) 
v j = i VJ J 

n'est d'espèce aQ+x. Donc il suffit de montrer que presqu'aucun simplexe 
de la chaîne 

FLn-p+K+2(aK+V) 

n'est d'espèce aQ+x. A cet effet, d'après 8.34. il suffit de prouver que, 
aQ étant une face de &Q+1, la chaîne L^-P+K+2 (aK+i^ n e contient pres
qu'aucun simplexe d'espèce a«. Or ceci est une conséquence de la propriété 
S(K-\-1, q, h + 1) (0 < q <̂  Q + 1). réalisée par hypothèse. 

40.2. Considérons le cas K>h — Q, d'où K1>1. Continuons à supposer 
qu'on ait choisi les indices r et i de manière que arQ+x soit une face 
de a'H1. Si l'on attache à chaque (K—&+Q)-face a^-h+Q du simplexe aQ+x 

un entier ak, on obtient une (K—h + Q)-sous-chaîne de aQ+1: 

tK-h+Q = ^akaf-h+Q. 

Posons 
(5) j^-p-rK+i (r

K-h+Q) = ^ axE
n~v+K+1 (aK~h+Q), 

les chaînes à droite ayant été définies dans 40.1 ; (5) est une (n—p-\-K-\-l, Ui)-
chaîne dont tous les simplexes sont d'espèce aQ+x. 

En particulier, si TK-JI+Q est la frontière d'une (K—/t + Q+l)-face 
aK-h+Q^-i d e aQ+i9 j a relation (1) du n° 40.1 dit que 

(6) En-p+K+i (TK-h+Q) = 0 t 

Or on sait que, si TK~h+Q->0, il existe des entiers b^ tels que TK~h+Q 
— Fy)blia

K-h+Q+1 ; donc TK~h+Q->0 entraîne (6). On en déduit sans 
peine que la chaîne (5) dépend seulement de la frontière FiK~h+Q de la 
chaîne TK~h+Q. On peut donc poser 
(7) Fn-p+K+l (j-K-h+Q) _ 0?i-p+K+l (FrK-h+Q^ 

Si T^-h+^-"1 est un (iT—/l + Q — l)-sous-cycle52 arbitraire de aQ+x, il 
existe, comme on sait, une (K—h + Q)-sous-chaîne de aQ+x

 TK-]I+Q dont 
la frontière est égale à zK~h+Q+1. La relation (7) définit donc (comme on voit 
sans peine, sans ambiguïté) la (n—p+i£+l, UJ-chaîne ®n-p+K+1(TK-h+Q~1) 
pour chaque (K—h-\-Q — l)-sous-cycle de aQ+\ 

52Lorsque K — h + Q—1 = 0, on doit convenir d'entendre par un O-sous-cycle de 
cQ+l seulement une O-sous-chaîne de oQ+l dont la somme des coefficients égale à zéro. 
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Or soit i i , r2, . . - , Ta une base (lin. indépendante) de toutes les 
(K—h + Q— l)-sous-chaînes de a^1 sousmise à la seule condition que 
les premiers 6 éléments de cette base constituent une base de toutes les 
(K— h-\-Q — 1)-sous-cycles de tf?fl. A chaque (K—h+ Q — l)-sous-
chaîne TK—H+Q-I <je aQ+i o n peu^ attacher, et d'une seule manière, des 
entiers c1, c2, • • •, ca tels que 

TK-H+Q-I = j?Ctrt. 
t = i 

On définit alors 
h 

(8) 0n-p+K+l ^-K-h+Q-1) = £ Ct 0
n-P+K+1 (rt) , 

t = l 

les valeurs de CD à droite étant déterminées par (7). Dans le cas particulier 
où xK-n+Q-i e s t U11 CyC[e? ie premier membre de (8) était déjà défini; or 
on voit sans peine que l'ancienne définition est dans le cas actuel d'accord 
avec (8). 

40.3. Nous sommes en état d'atteindre, dans le cas où K>h— Q, le 
but proposé dans 40. Si les indices t, r, u sont tels que 1° aQ+x est une face 
de cH 1 de manière qu'il existe une valeur de s telle que a1^1 = zb^?^1 tf*""^""1; 
2° aK~x est une face de aH1 ; 3° chaque sommet de aH1 est un sommet 
de a^1 ou de tff~S posons 

(9) Jjn-p+K+l^Q+1^ aK-l9 ah+l) = eQn-p+K+l(aK-h + Q-l) 

l'indice t et le signe e = ± 1 étant tels que 

tfff-1 = €aK-h+Q-lah-Q-l. 
u t s ' 

quant à la valeur de la chaîne tf>, elle est déterminée par l'équation (8) 
du n° 40.2. Si les conditions 1°, 2°, 3° ne sont pas toutes vérifiées, posons 

Jjn-v+K+l (aQ+1 aK-l ah+l) = Q. 
^ r J u J i ' 

Posons encore 

jyx-p+K+i {aK-i) = j £ £ Hn-P+K+1(a^+1
9a

K-1,all+1). 
r=ii=i 

Ceci posé, soit 

*Cn-P = cn~v, *jn-pW+1 (ak) = Ln-P+k+1(ak) pour k + K—l, k + K, 

*Ln-P+K(aK-i) = Ln-P+K(aK-1) — FD,l-p+K+1(aK~1)7 

CCK-l 

*Ln~P+K+1(aK) = Ln-p+K+x (aK) — ]£ rf^1 Ln~P+K+1(oK-1). 

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3° du no° 35 sont vérifiées. 
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Démontrons que les propriétés &(k, q, g) (0 <g < h) restent conservées 
après la modification. Deux cas seulement exigent une considération : 
1° k = K, q = Q + l ; 2° k = K — l, q :> Q + l (v. 8.34). 

Supposons donc en premier lieu que les indices g,j, r, t soient tels que 
af et c^1 soient des faces de al

g (0 <̂  g <̂  h). On doit prouver que la 
chaîne 

jji-p+K+l(aK}_*jji-p+K+l(aK} = £ yK-1 jyn-p+K+l(aK-l) 

ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce o^+1. Dans le cas contraire 
il existerait des valeurs des indices u et i telles que 1 ° af-1 est une face 
de af\ 2° jjn-p+K+i^Q+i^ aK-i^ ah+i) ^ o. Or ceci entraînerait que chaque 
sommet de trH1 serait un sommet de c®+1 ou de 0„~~1, donc de ff?H ou 
de af, donc de a1, ce qui est impossible, car g<h+l. 

En seeond lieu, supposons que les indices q,g,u,v, t soient tels que 
aK-\ e{ aq (q^Q + 1) soient des faces de a1 (0<g<h). On doit prouver 
que la chaîne 

jjn-p+K(aK-l)_*jjn-p+K(aK-l) _ J?J)?i~-p+-K+l (aK-l) 

ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce c%. Dans le cas contraire, il 
existerait une valeur de r telle que la chaîne jyn—p+K+i (cf~v) contiendrait 
un simplexe d'espèce c^1, où a^1 est une face de c%. Comme plus haut, 
on en déduirait l'existence d'un indice i tel que chaque sommet a^+x serait 
un sommet de aQ+- ou de <$f~x, donc de a1, ce qui est impossible, car 
g<h + l. 

Il est évident (v. 8.34) que les propriétés 0(k, q, h + 1) (0<q<Q) 
restent conservées après la modification. De même il est évident que les 
propriétés &(k, Q + l, h + 1) (K+l <k <h + l) restent aussi conservées. 

Il ne s'agit donc que de prouver que la propriété Q(K, Q + l, h + 1) 
se trouve réalisée après la modification. Supposons donc que les indices 

j , r, i soient tels que af et a^1 soient des faces de a^1. On doit dé
montrer que presqu'aucun simplexe de la chaîne *!/*>—v+K+*{af) n'est 
d'espèce aQ+-. Ceci est évident dans le cas où af et c^1 sont des faces 
d'une /Vface de crH1, car nous savons que la propriété Q(K, Q + l, h) 
reste conservée après la modification. Supposons donc que chaque sommet 
de cl^1 soit un sommet de af ou de a^+x. 

Supposons que l'indice u parcoure toutes les valeurs telles que af"1 

soit une (K—l)-face de cf. Les simplexes d'espèce tf?fl dans la chaîne 
jjn-p+K+i (cf-i) constituent la chaîne 

Z Hn-P+K+Ha?+\ «rf-1, aï+i). 
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Or pour v \ i on a 
Jjn-p+K+l(aQH aK-l9 Gh+1} = Q? 

car: ou bien les simplexes aQ+L et aK-x ne sont pas tous les deux des 
faces de ah+x

? ou bien ces deux simplexes sont tous les deux des faces 
communes de ah+x et de a^1 de manière qu'il existe un sommet de ah+x 

qui n'est sommet ni pour aQ+x ni pour o f̂-1. Donc les simplexes d'espèce a^1 

dans la chaîne zyi—p+K+i (pK-ï) constituent la chaîne 

(*) JJn-p+K+l(aQ+l7 aK-l9 ah+l)t 

Si l'indice u est tel qu'il existe un sommet de o,^"~^~1[v. 40.1 (1)] qui ne 
soit pas un sommet de tf^~~S on a de nouveau le résultat que la chaîne (*) 
est égale à zéro. Il ne reste donc que des valeurs de u telles qu'il existe 
Une (K— h+Q—l)-face af-h+Q-1 de aK~x telle que 

(* *) aK-1 = e, ap-k+Q-1 a1^-1 (E, = + 1 ) 
%(/ Z X> S v 

et on voit que les simplexes d'espèce aQ+x de la chaîne 

Jji-rp+K+l^K} *Jji-p+K+l(aK} _ ^ yK-1 J)n-p+K+l(aK-l} 

constituent la chaîne 
(f ) 2 nlf1 H^+K+1 (aQ+\ aK-\ a^1), 

u 

où l'indice u parcourt toutes les valeurs déterminées par (**), l'indice t 
parcourant toutes les valeurs telles que qK—h+o-i ^ j ^ 0^x i e s t déterminé 
par la condition 

aK = da?-h+Q c^-Q-1 (S = +1 ) . 
J A S 

Or pour chacune de ces valeurs de u on a [v. 40.3 (9)] 

jjn-p+K+l (aQ+l aK-l ah+l\ = € 0n-p+K+l(aK-h+Q-l) 
"*••*• v r ? u ? z y t y t J 

ainsi que 
éju t 'At > 

de manière que la chaîne (f) est égale [v. 40.1 et 40.2] à 

t t ' 

= ô0{FaK-h+Q) = dE}lr-^K+1{<ïf-*+**). 

Or j£n-p+K+i (çK-ii+Q^ e s t ? abstraction faite des simplexes qui sont des faces 
d'un Ui-simplexe d'espèce o—^ cette partie de la chaîne 
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J^n-p+K+l (aK-h+Q ah-Q-~l} _ fi jtfi-21+K+l taR) 
A s J 

dont les simplexes sont d'espèce tf?+1. Il en résulte que les simplexes 
d'espèce cr̂ +1 sont dans la chaîne 

Jji-p+K+l (aK} _ *Jji-p+K+-l /0K) 

presque les mêmes comme dans Ln~lHKJrl(a?-). Donc presqu'aucun simplexe 
de la chaîne *in-p+K+i t̂ K) n>est d'espèce a^1. 

40.4. Il reste à considérer le cas K= h — Q. Soit d'abord K>0 ou 
h>Q. La relation (2) du n° 40.1 dit que. si o^, ^ sont les deux sommets 
d'une 1-face de o^+1, on a 

J-n-p+K+l(af>) = J~n-p+K+l(a0)% 

Il en résulte que la chaîne J?»---iH-K+i (ao) reste la même, si on y remplace ag 
successivement par tous les sommets de c^+1. 

Donc, si les indices i} r, s sont tels que 

(1) aH1 = +- a^1 a^1, 

\ j t — r s > 

on peut définir sans ambiguité la chaîne 

Jjn-p+K+l(aQ+l aK-l ah+l\ 

égale, abstraction faite des simplexes qui sont des faces d'un Ui-simplexe 
d'espèce a~ 1

J à la partie de la chaîne Ln"^K+1(a^aK-1) (où aj> est un 
sommet quelconque de ^?+1) dont tous les simplexes sont d'espèce tf?+1. 
Si les indices i, r, s sont tels que la relation (1) n'est pas vraie, on pose 

JJn-p+K+lfaQ+l aK-l ah+l\ ^ g . v r ' s ' ^ ; 

Posons encore 
aq-\-\ ah+\ 

Dn-p+K+l <aK-l\ = V V Jjn-p+K+1 (aQ+l aK-l ah+l\ 
r=i^=l 

Ceci étant, soit 

*C"-P = <?»-1?, *iw--?+*+1(<r*) = j ^ - ^ + ^ a * ) pour fc 4= JK—1, k 4= X; 
*L /^-p+K( (7K-l) = jrn-pfKttfK-i) — J?jyi-p+K+l (aK~l)? 

aK-i 

*jji-p+K+l(aK} _ jr »~.P+-K+1 (cy?) ^ ç ? - l J)n-p+K+l (a"-l)n 
3 J s = l JS S 

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3° du n° 35 sont vérifiées. 
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On vérifie de la même façon comme dans le n° 40.3 que les propriétés 
®(&> 2? 9) (0 ^ 9 ^ h) s o n t conservées après la modification. Comme au 
n° cité, il est évident que les propriétés &(k, q, h-\-l) (0 < q < Q) et 
©(&> Q + 1 ? ^ + 1) (-£" + 1 5^ & < ^ + 1) restent aussi conservées. 

On doit encore vérifier que la propriété Q(K, Q + l , / t + l) se trouve 
réalisée après la modification. Supposons donc que les indices j , r, i soient 
tels que aK et tf?11 soient des faces de aP+x. On doit démontrer que 
presqu'aucun simplexe de la chaîne * Ln~~p+K+1 (a?) n'est d'espèce a^+x. 
Comme au n° cité, l'unique cas à considérer est celui où chaque sommet 
de 0-H1 est un sommet de a F ou de o;?fl. Or cette hypothèse entraîne, 
dans le cas actuel où K=h — Q > 0 , que le simplexe a?- possède une 
(K—D-face af--1 telle qu'on ait la relation (1). 

au~~1 parcourant toutes les (K—l+faces de aj£, on voit comme au 
n° cité que 

jjn-p+K+l (aQ+l ^ tff"1, ah+r) = 0 

si v\i ou bien v = i et u^-s. Donc la partie de la chaîne 

Jji-p+K+1 (aK) __ *jn-p+K+l (aK) = ^ yK-1 J)n-p+K+l {aK-l) 
J J u = i JU 

dont les simplexes sont d'espèce tf?+1, est presque égale à 

(*) y?-1 Hn-v+K+1 (a^1, aK-x, of 4+. 

Or si l'on détermine le signe s = + 1 et la valeur de l'indice l de manière 
que a? = eafaf^1, on a e = r^-1 et on voit que (*) est presque égale 
à la partie cle la chaîne Ln~'p+K+1(af) dont les simplexes sont d'espèce a^?+1. 
Par suite presqu'aucun simplexe de la chaîne Ln"li+K+1 (aj{) n'est d'espèce a^+x. 

40.5. On doit enfin considérer le cas où K=0, Q = h. La relation (1) 
du n° 40.1 dit que la partie de la chaîne Ln~~:P+1(à^) dont les simplexes 
sont d'espèce aH1 est la même pour tous les sommets de ah+l ; désignons 
la par En-*>+1(ajl+1). Posons 

(X 

*çn-p — QП-P— 2J FEn-ľ+1(ah+1), 
i = l 

ak+l 

^L^-P+Чaj) = Ľi-P+Ңap - 2ľ En-*i+1(aЪ+1), 

*Ln~P+k+1 (a1c) = Ln~P+k+1 (a1') pour 1 < k < p — 1. 

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3° du n° 35 sont vérifiées. 
Il est évident que les propriétés Q(k, q, g) (0 < g <̂  h), 0(k, q, h + 1) 

(0 <^q<, h) et &(k, // + 1, / t+ 1) restent conservées après la modification 
et que la propriété 0(0, /t + 1, /* + l) se trouve réalisée après la modification. 
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4L Soit 0<h<?p — 2, 0 <LQ<Lh. Supposons qu'on ait déjà réalisé 
les propriétés suivantes : &(k, q, g) pour 0 <C g <̂  h, Q(k, q, h+ 1) pour 
0£q£Q, @(k, Q + l, h+1) (h — Q£k£h + ï). On doit démontrer 
que les propriétés &(k, Q+1, h+1) (0 <k <^h — Q—1) sont aussi ré
alisées. Supposons donc que les indices k,j,r,i soient tels que 0<Jt<h—Q—1 
(d'où Q<li) et que les deux simplexes crĵ  et cr?+1 soient des faces de cr̂ +1 ; 
on doit prouver que presqu'aucun simplexe de la chaîne Ln—p+h+1 (aV) n'est 
d'espèce 0Q+1. Ceci est évident si ajc et crJ-H-1 sont des faces d'une A-face 
de crH1, car la propriété &(k, Q + l , h) est vérifiée. Supposons donc que 
chaque sommet de ah+x soit un sommet de af ou de o®+1. On a alors 
k+Q+1 \> h; d'autre part on avait k<h — Q — 1, de manière que 
k = h — Q—1 et on a évidemment 

ah+l _ +-aQ+l ah-Q-l 
i — r j 

Puisque Q<h, on peut distinguer deux cas : 1° Q < h — 2 ; 2° Q = h—1. 
Premier cas: Q <| h — 2. Choisissons un sommet o% du simplexe 0Q+1. 

D'après 34.2, 2° la chaîne 

(*) FLn-p+h-Q+1 (cr? oï-Q-1) — Ln-p+h~Q (a!1-®-1) 

+ 2 rjj-Q-2 Ln-p+h-Q (0% a}f-Q--) 

ne contient aucun simplexe situé dans Ph-Q(a°k ol^Q-1). D'après 36, il en 
résulte qu'aucun simplexe de la chaîne (*) n'est d'espèce cr^+1. Puisque 
notre but était de montrer que la chaîne Ln—p+h—(^(a^—Q—1) ne contient 
presqu'aucun simplexe d'espèce crj?+1, il suffit donc de prouver que ceci est 
vrai pour la chaîne FLn~~v+h-Q+i (0% cl1-®-1) ainsi que pour chaque chaîne 
Ln-p+h-(^aoah-Q-2^ o ù ah-Q-2 parcourt toutes les (h — Q — 2)-faces de 
ah-Q-lt 

J Or des propriétés 0(k,q,h + l) (0 £ q < Q) et &(k,Q + l,h + l) 
(h — Q <Lk<,h + l)il résulte que, si o°t est une face de 0Q+1 (0 <: g 
< Q + l), la chaîne Ln-p+h-Q+1 (0% aj1-®-1) ne contient presqu'aucun simplexe 
d'espèce o^. D'après 8.34, il en résulte que la chaîne FLn^+^^+^a^-1) 
ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce 0Q+1. D'autre part, ah-Q-~2 

étant une (h — Q — 2)-face de of—®-1, les deux simplexes cr| oh~Q~2 et cr̂ +1 

étant des faces de la A-face 0Q+1 oh-Q~~2 de crH1 il résulte de &(k, q, h) 
que presqu'aucun simplexe de la chaîne Ln~p+h~Q (a°À oh~~Q-2) n'est 
d'espèce 0Q+1. 

Second cas: Q = h — 1, d'où k = 0. Les indices j , r, i étant tels que 
ah+i _ ^ ah ao o n foft démontrer que la chaîne L71"^'1 (oj) ne contient 
presqu'aucun simplexe d'espèce oh. Choisissons un sommet oj du simplexe oh. 
D'après 34.2, 2° la chaîne 
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(*) FLn~P+2 (al af) — &-P+1 (af + Ln-P+1 (o°) 

ne contient aucun simplexe situé dans P1 (of af) et par suite (v. 36) aucun 
simplexe d'espèce oh. On ne doit donc montrer que ni FLn-P+2 (af af) ni 
Ln—P+1 (of) ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce ah. Si o% (0 < g £ h) 
est une face de oh, les deux simplexes ofaf et ofj sont des faces de oh+l, 
de manière qu'il résulte de Q(k, q, h-\~l) (0 <; g < Q = /t —1) et de 
0(k, h,h + l) = G(k, Q + l,h + l) (1 = h — Q £ k £ h + l) que la 
chaîne LU~P+2 (of of) ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce ajj. D'après 
8.34 il en résulte que la chaîne FLnr~P+2 (of of) ne contient presqu'aucun 
simplexe d'espèce oh. D'autre part, il résulte de Q(k, h, h) que la chaîne 
JU~P-\-I (0.0) n e contient presqu'aucun simplexe d'espèce ah. 

42. Le but proposé au n° 35 est atteint. Projetons toutes les U^chaînes 
obtenues dans le réseau U. En tenant compte du fait que (v. 33) Ui est 
un affinement de U normal par rapport aux cycles mod Pf (of)— P§(Pf) 
dans Pf (of) (1 £ i < « ), nous avons donc le résultat suivant: 1° La 
chaîne Cn-p(VL) primitive a été remplacée par une nouvelle (n—p, U)-chaîne, 
que nous continuons d'appeler Cn—p(VL) et qui est homologue à l'ancienne 
dans B. 2° A chaque (h, 3)-simplexe intérieur ah (0 <h <p — 1 , 1 £i < ah) 
on a attaché une (n — p-\-h-\-l, U)-chaîne Ln~P+h+1 (oh, U) dans B. 
3° Pour 1 <̂  i' < a0 la chaîne 

FLn-P+1 (of, U) — C»-P (U) 

ne contient aucun simplexe situé dans Pf(o?). 4° Pour 0 < h £ p — 2, 
1 < i ^ «M-i, la chaîne 

«Һ 

ne contient aucun simplexe situé dans Ph+1(af+1). 5° Pour 1 SiSap> 
(Xp-l 

_£ flfr1 Ln (of-1, U) 

est un (n, JB)-cycle essentiel mod R — PP (af). 6° Pour 0<Lh<Lp — l, 
0 _S & S h> 0 < q < h, si les simplexes of, a<! (1 <j < ak, 1 <r < aq) 
sont des faces du simplexe of, la chaîne £»-^+fc+i (af, U) ne contient 
essentiellement aucun simplexe d'espèce a%, ce qui veut dire que chaque 
simplexe d'espèce ojf de la chaîne Ijl-v+k+l (of, U) est égal à zéro 
modi2—i?0

58. 

53 En effet, soit r un simplexe de la chaîne £"-*+*+- (o-lj? U) tel que r^O mod JS — Ro. 
Il existe alors un simplexe TX de Xn-I'+*+1(^, Ui) tel que (v. 33) 7 = 71*^. Evidemment 
Ti + 0 mod B— Bo. Par suite, comme on le voit sans peine, r t n'est pas une face d'un 
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Or nous en déduirons (dans les nos 42.1-42.5) que la chaîne Cn~~p (U) est 
égale mod B B — B0 à une (n — p, Ui)-chaîne élémentaire. Avec cela le 
théorème du n° 31 sera évidemment prouvé. 

42.1. Soit % un Ui-simplexe dont le noyau rencontre et B et B — B0. 
Alors le noyau de n20r (v.33) et donc aussi celui de fr*r rencontre!? B—B0. 
Or toutes les U-chaînes que nous considérons ici sont des projections de Ux-
chaînes situées dans B; donc si un simplexe d'une cle nos U-chaînes est 
= 0 mod 12 —B 0 , il est aussi = 0 mod J5 B —B 0 . Les chaînes élémentaires 
ne contenant que des simplexes 4 0 m°d B — B0 (v. 19.1, 1°), on voit sans 
peine qu'il suffit de démontrer que Cn~~v (U) est égale mod B—B0 à une 
chaîne élémentaire. 

42.2. LEMME Ak (0 < k <J; p — 1) : Supposons que les simplexes af, aq
r 

soient des faces de af (1 <j < ak, 1 < > < aq, 1 < i < ap). Soit-S"--^-1 

(af, a*, U) la partie de la chaîne Lv~'pJ[kH (af, U) dont les simplexes sont 
1° d'espèce af, 2° 4 0 m°d B- B0. Alors: 1° si q^p — k — 1, on a 
En^<1<1(af, ctf,U) = 0; 2° si q = p — k~~ 1 il existe un nombre 
ajrCM tel que El^^k<(af, &}, U) = ajrK^Ha*). 

Dans le n° 42.3, nous démontrerons Aïh^. Dans le n° 42.4. nous 
déduirons Ak(0 < k <,p —2) de Ak+1. Par conséquent, le lemme J0 

sera vrai. 
42.3. Soient af1, a(} des faces de af. Pour q^l, on a En (af-1, af, U) 

= 0 d'après 8.33. Soit donc q = 0. Dans le cas où a£ est un sommet 
de af-1, on a E'Haf-1, af, U) = 0 d'après 42, 6°. Il ne reste que le 
cas où af = 4- af af-1. Si af~2 est une (p — 2)-face quelconque de af-1, 
nous savons déjà que En (af af~2, af, U) = 0. Il en résulte que En(af~A, 
af, U) est la partie de la chaîne54 

Mn (af, U) - L" (af-1, U) - £ t,V-* Ln (af af~\ U) 

dont les simplexes sont 1° d'espèce af, 2° \ 0 modJK—JR0. D'après 42, 
5° Mn(af, U) est un (n, J5)-cycle essentiel mod B—P$(<fF)\ puisque 
SŒ.B—P.f(ar), G(IX) est aussi (v. 17) un tel (n, I^-cycle. D'après la 
définition du réseau gén. ?$f (n° 29) et celle de Pf (a?) (n° 30), il en résulte 
l'existence de deux nombres r!,r2Ç5R, dont un au moins ^ 0, tels que 
rt M

n (af, U) + r2 G
n (U) - 0 mod B — Pi (af). Or (v. 32) On (U) <f 0 

mod B ~-Pf (<*%) de manière qu'il existe un nombre aÇ5R (a = —r2 : rf) tel 

Ui-simplexe d'espèce o~l. Soit <>v l'espèce du simplexe rt. On a l^0 et, en vertu de la 
propriété 0 (k, q, h), o'v nest pas une face de of. Or si le simplexe r était d'espèce G*, on 
voit tout de suite que ol

v serait une face de c*, donc de of. 
54 Dans le cas p = 1, il existe un indice v tel que ± <*/--> ff?—<>£ et on doit poser 

Mn (*;, u) = Ln (<>;, u) - Ln « , u). 
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que Mn(a!,,\\)~aGn(U) mod K — Pi'(af). Il existe donc une (w+l ,U)-
chaîneF7"]1(U) et une (n, U)-chaîne Nn (U) c B — Pi'(pi) telles que 

Mn (a?, U) = a Gn ( U ) + FHn ix (U ) + N » (U). 

Le réseau U étant commode, il est d'ordre <nmodS; par suite chaque 
( n + 1, U)-simplexe possède un sommet U tel que US \0. Or si U',U" 
sont deux sommets de U tels que JL7'J?0 + 0 , TJ^'SiO, on a (n°32) U'U"=0. 
Il en résulte que FHn+1()X) = 0 mod IÏ!—È0 . Lorsque % est un sommet 
de U d'espèce tf°, chacun de ses sommets Ff rencontre Tr et par suite (v. 32) 
UczPi (a[). Il en résulte que la chaîne Nn(U) ne contient aucun simplexe 
d'espèce tf°. Donc En (aj*-1, a£), c'est-à-dire la partie de la chaîne 
M)l(aV, U) dont les simplexes sont 1° d'espèce a», 2° + OmodB-^, 
coïncide avec la partie pareille de la chaîne aGn(]X), c'est-à-dire (v. 19.1) 
avec aKn(a*, U). 

42.4. Soit 0<lc<,p — 2 et supposons la validité du lemme Au-\.\. Il 
s'agit d'en déduire la validité du lemme ji^. Supposons donc que les sim
plexes ak, &i soient des faces de av. S'il existe un sommet de av qui n'est 
sommet ni pour aj, ni pour a<^ il existe une (p — D-face af-1 de aV telle 
que ak et a<i sont des faces de o^"1; par suite En^+kll(ak, a<{) = 0, 
d'après 42, 6°. Supposons donc que chaque sommet de aV soit un sommet 
de aj ou de a<r. Il en résulte que /<; + # > p— 1. Lorsque q^>p— le, on 
a F;n--p+/Hi (tfk? a<im) = 0 d'après 8.33. Il ne reste donc que le cas où 
(1 = p— k — 1, les indices j , r, i étant tels que aV = -+ aj a^-1, 
Choisissons un sommet a°t de a^-1 et supposons que ak_1 parcoure toutes 
les (h — D-faces de ak. Alors ak_1 a%55 et a^-1 sont des faces d'une 
(p — l)-face de ctf', de manière que En~i}+k+1 (cj-1 a°, a*-1'-1) — 0 
d'après 42.6. En outre, d'après 42,4° et 36 la chaîne56 

FlJ»-P+k+2(<Pta
k, U) — Ln-^+k^(ak, U ) + 2 ^ ^ E^n+krl (rf ak'\ U) 

ne contient aucun simplexe d'espèce av-1*-1. Il en résulte que En^]>+krl 

(ak o*.~~fc_1, U) est la partie de la chaîne 

(*) F Ul-P+k+2 (rf ak, U) 

dont les simplexes sont 1° d'espèce aP-^1, 2° 4 0 mod 12— RQ. Soit % 
un tel simplexe de la chaîne (>). Il existe alors un simplexe t\ de la chaîne 

Ln~P+k+2 (a°t a
k, U) 

55 Pour k — 0 ce symbole signifie <r̂ . 
56 Pour k = 0 : 

FLn~»+* (tf ° (>;, U) - F"~-"+i ((>;, U) + !>" '+ 1 (rrf°, il). 
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tel que T appartienne à la chaîne FT±. Puisque T ̂  0 modJB—JB0> évidem
ment Tt ̂  0 modJB—B0 de manière que (v. 8.32) TL n'est pas d'espèce a-1. 
Donc (v. 8.34) le simplexe T1 est d'espèce o^, où oh est une face de op~k~1. 
Donc T± est un simplexe de la chaîne En~p+kJr2(o°t oj, ah

v, U). Or en vertu 
du lemme Ak~\-i, on a 

1 ° ^n-p+k+2 ((7o ^ ah 9 U) ^ 0 pour A + i) — fc — 2, 

2° A ^ ^ + ^ ^ C J ^ o£-*-2, U) = ^ ^ ^ . K : ^ ^ ^ 2 ^ - ^ 2 , U) (a^SR), 

où op~k~2 parcourt toutes les (p— & —2)-faces de aprk-'1. 11 en résulte 
que En-p^kJrl(ok ajj~fc_1, U) est égale à la partie de la chaîne 

ap-H~2 

// — 1 

dont les simplexes sont 1° d'espèce op~k~1, 2° ^ 0 modjS— B0. Or la 
chaîne (* *) est égale, en vertu de 19.1, 3°, à la chaîne 

2 2 2 l ̂ ~ 2 t~k-x av K
n~^k^(a

p-k-\ U), 
* '= - i /£ = î ' 

de manière que, d'après 19.1,1° et 2°, 

jgrn-p+fc-Fi^^ oç-fc-i, U) = aKn-i)+k+1(a^-k--1
} U). 

42.5. Le lemme A0 étant démontré, passons à la démonstration du fait 
que (v. 42.1) la chaîne Cn~P(U) est égale mod B — B0 à une chaîne 
élémentaire. 

Soit Tn~p un simplexe + 0 modjR — B0. D'après 8.32 et 8.33, T est 
d'espèce o\, où 0 < k <p. Choisissons un sommet o°t de a\. D'après 42, 3° 
et 36, la partie dont les simplexes sont d'espèce ok est dans Cn~p(Q) la 
même que dans FLn~pJrl(o^, U) et par suite, comme on voit par le raison
nement employé dans le n° 42.4, la même que dans 

(*) F2En-p+1(o0
t, a), U), 

hj 

où oJj parcourt toutes les faces de of. Or d'après 42, 6° et d'après le 
lemme i 0 J on a 

1° En-pJrl(o0
t, o}j) = 0 pour h + p — 1 

ainsi que pour h = p — 1, si o°t est un sommet de oj"1 ; 

2° En-v+Htf, op-\ U) = aifK
n-pJrl(a^-1

9 U), 
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si k = p et si l'indice j est tel que of = ± o°t oV-1. Donc, si k < P — 1, 
la chaîne (*) est égale à zéro ; si k = p, la chaîne (*) est, d'après 19.1, 3°, 
égale à ^ ai}K

n^(aV, U). Par suite 

V C«r-p QX) = 2, at K»-P {ov, U) mod B — E0. 
i = i 

V. 

43. Dans tout ce Chapitre, supposons donnée une valeur fixe def>(l <p< n). 
On suppose la validité de tous les axiomes des Chap. I et II ainsi que celle 
des axiomes Gk (v. 21) pour n —p < k < n — 1 et des axiomes Hk (v. 27) 
pour n —p < k <n — 2. 

44. Soit 3 £ ~ (v- %3). Soit Si la somme de tous les sommets extérieurs 
de 3 / s°it -̂  un entourage donné de S1. Soit A ^tn sous-ensemble bicompact 
de B; soit B un entourage donné de A. Il existe un affinement 93 de 3 
et un réseau gén. 2ÏÎ tels que Vénoncé suivant soit vrai: Soit 3 Ç S un af 
finement de 93 et un af finement mod S de 30c. Soit t un réseau fermé cor
respondant à 5 (n° 8) et possédant par rapport à 5 la propriété du n° 25. 
On peut choisir la projection n — Pr. (g, 3) de manière que, le réseau fermé % 
correspondant à 3 étant construit selon le n° 24 en y faisant usage de %, t 
et n, on ait la propriété d^t n° 25 ainsi que la propriété suivante, valable 
po^lr chaque résea^l U suffisamment fin et commode relativement à 5 + 1 (et 
par suite aussi par rapport à 3 + ~ (v. 24)) : (^"^(U) étant un (n — p, U)-
cycle modAB — B0 élémentaire (v. 19.1) par rapport à 3 + ~ et tel q^le 
Cn~p (U) rv, 0 modAB — B0 dans A, il existe une (n—p ~\-1, U)~chaîne 
pjn-iH-i(U) dans B élémentaire par rapport à 5 + 1 et telle que En~p+1(\X) 
-+Cn-v(VL) mod Si. 

La démonstration fera l'objet des nos 45.1—54.3. 
45.1. Soit X* un réseau fermé correspondant à 3 (v- 8) et choisi arbi

trairement ; soient T? (1 < i <^ a0) les sommets de %* (v. 8) de manière 
% 

que T* C G] (1 < i < «0) ; posons B* = %T*(ZR — S (v. 8). 

A chaque point aÇ B attachons un voisinage W(a) tel que pour 1 < i < a0 : 
1° a£T* entraîne T7(a)CoJ; 2° a£R—T* entraîne W(a) T* = 0. Soit 
Wf(a) un entourage de a si petit que Wf(a)^W(a). L'espace B étant bi
compact, il existe un nombre fini de points a = al7 a2, • • -, am tels que les 
entourages correspondants Wr = Wf(ar) constituent un réseau 2B'57; soit 
encore Wr = IV(ar) (1 < r < m). On peut supposer qu'il existe un entier m 

57 On voit sans peine qu'on peut s'arranger de façon que le réseau SB' soit arbitraire
ment fin. 
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(0 < m! < m) tel que ar € Jï* pour 1 < r <L m , ar£B — B0 pour m-\-1 < r < m. 
Pour 1 <: r <J m' il existe un indice i (1 < i <._ a0) tel que ar£T*, d'où 
1V/ C TVr C a? C /** — #. Pour 1 < i <̂  a0, il existe évidemment un en
tourage if. de f^ si petit que: 1° f^Cif.C^; 2° Wr T* = 0 entraîne 
TV/if. = 0. Pour 1 < r < m, soit TV/' un entourage de ar si petit que : 
1° WïmWy1; 2° ar£T* entraîne TF" m II] pour 1 < ^ < > 0 ; 3° W'r

rW'J = 0 
pour l 5 j r < s < m . Pour 1 < r <C m, soit TV"' un entourage de «r si 
petit que Wr"mWr. 

Il existe évidemment un affinement SBj. de 3 jouissant des propriétés 
suivantes : 1° Pour VÇ3Sl7 1 < r<s < m, on ne peut avoir simultanément 
VTTV' + O, F ï C + O. 2° Pour VÇ^, 1 < r <C m, la relation VVV 4 0 
entraîne VCTT^. 3° Pour V£%, i<r£ m, la relation VIVT + 0 entraîne 
VClVr". 4° 931 est un affinement du réseau 2B'. 5° 9Si est un affinement 
du réseau § dont les sommets sont les ensembles Hi (1 < i <T c*0) et l'en
semble 72—JSo. 6° Pour 1 < r < m soit 9Kr un réseau fermé dans 
l'espace Wr" tel que chaque sommet de 2Jcr soit un sous-ensemble d'un 
sommet de si^ ; alors l'ordre (v. 7.2) du réseau 9Jîr est >n. Il résulte de 
2.24 que la condition 6° est réalisable, car dim Wr" = n, d'après 12.258. 

45.2 Dorénavant, supposons que le réseau g Ci? soit un affinement de Sj 
et par suite de $ . N°u s allons choisir une projection n = Fr. (3, $). 
Soit z un sommet de 5. Deux cas sont à distinguer. En premier lieu, 
soit zdB— j?*. Dans ce cas on choisira le sommet nz = Z de 3 de 
manière que Z8\0\ nous savons (v. 8) que c'est possible. En second lieu, 
soit zBo^O. En vertu de la propriété 5° du réseau 93,, on peut choisir 
l'indice i (1 <J i <: a0) de telle façon que zdHi\ on peut donc poser 
m = a?, car Jf.Cff?. La projection TT n'est pas encore complètement 
déterminée et nous poserons tout de suite des conditions ultérieures. 

Choisissons un réseau fermé t correspondant à 5 (v. 8). Comme dans le 
nG 24, désignons par %v (1 < v <̂  fiQ) les sommets intérieurs de 3 et par tv les 

flo 

sommets correspondants de t et posons B'0 = ^ tv. D'après 8, on a 
ïïo-\~ g == B, où g désigne la somme de tous les sommets extérieurs de 5. 
Soit b£Wr"' (l <r <,rnr) et soit z un sommet de 5 contenant b. On a 
zWÏ" + 0, d'où zdW'r' d'après la propriété 3° du réseau SB-.. Or TV/' Ci?—S, 
car 1 < r < m'; donc zdB — S est un sommet intérieur de 5. Donc 
b£B—gCBo, c'est-à-dire Wr"cB'o pour 1 <^r<£m. Il en résulte que 
les ensembles TV/" tv (1 <j v < J30) constituent (si 1 < r < m) un réseau 
fermé dans W"'. D'après la propriété 6° du réseau 93i, on en déduit la 
validité de la remarque suivante : Si 1 <; r <, m, on peut indiquer un 

58 En effet, puisque 1 < r < m', on a TV/"C TV/C-R— S. 
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point br£Wr" tel que br^tv pour au moins n-\~l valeurs différentes de 
l'indice v (1 <C v < fi0). Pour m'+ 1 < r < m, choisissons arbitrairement 
un point brÇ Wr". 

Pour 1 <, r < m , il existe des indices i (1 < i < a0) tels que rtrÇ î\-; 
soient i0, iiy • • -, ^ tous ces indices. D'après 8, on a 0 < q < n. D'après 
la remarque que nous venons de faire, on peut donc indiquer q + 1 valeurs 
différentes de v(l<v</S0) telles que brÇ/r; soient v0,i\,—-,vq ces 
valeurs. Posons pour 0 < h < q : n%v = a. . C'est possible et c'est aussi 

h hi 

d'accord avec les conditions déjà posées pour fr. En effet : 1° Une valeur 
donnée de r(l <J v < fi0) ne peut appartenir à la suite v0, i\, • • -, vq que 
pour une valeur de r (1 < r < m) au plus; ceci résulte de la propriété 1° 
du réseau SB1? car l'inclusion h €tv entraîne que v%W'r"^-§, d'où TvCLWr 

d'après la propriété 3° de 9St. 2° Pour 1 < r < m, 0 < h < q, on a 
T° CW", comme nous venons de voir; d'autre part on a afT*, d'où 
W"cHih d'après la propriété 2° des ensembles W" ; donc TV CH. de 
manière qu'il est permis de poser m-{l = cr? . 

45.3. A l'aide de 3, t et n, construisons le réseau fermé X correspondant 
à 1 suivant la manière expliquée au n° 24 et faisons usage des notations 
de ce n°. En particulier, on a pour 1 < i <, «0

 : Ti = ]£tv, où v parcourt 
toutes les valeurs ( l < r < r o ) telles que nTr = ot. Il en résulte que 
pour 1 < r <. m , 0 < h < q, on a (dans les notations du n° 45.2) tVhC T\h, 
d'où br Ç Tih pour 0 < h < q. Inversement, supposons que, pour de certaines 
valeurs de i et de r (1 <_ i <<x0, 1 S r S m) o n a*t l'inclusion brÇ Tt. Il 
existe alors une valeur de v (1 <, v < y0) telle que br£tv, TTTV = ciï. D'après 
nos conventions relatives à la projection n, on a donc l'inclusion TvcHt. 
Or br£tvCTl, br€ W;"CW; ; donc H-W^O et par suite T*Wr^-0 d'après 
la propriété 2° de Hi. Or WrcWr, d'où T*Wr^-0 ce qui entraîne 
arÇiTiCR*. Donc \<Lr<Lm! et - / = h, pour une certaine valeur de 
lI(0<:/t<g). 

Nous avons donc prouvé que pour 1 <L r <, m, 1 <̂  i <L «0 les deux 
inclusions a rÇT* et brÇÏ\- sont équivalentes. On en déduit le LEMME: Le 
réseau 23' (aux sommets W{, • • •, Wm) possède la propriété suivante : pour 
1 <; i <L a0, 1 < r < m: 1° brÇT, entraîne WJ C a ° ; 2° brÇ:R — 2T, 
entraîne IV; T, = - 0 . 

Démonstration. 1° Soit 6rÇ T?:; alors «rÉ T*, donc IVr C lfy C oï. 2° Soit 
&rÇJK—Ti\ alors o^Çli!—T*, donc IVr T* = 0. Supposons, par im
possible, qu'il existe un point c€WrTi. D'après la définition de X, il 
existe une valeur de v (1 <^ v < a0) telle que cÇ:tvCTvcHv On a donc 
Wr Hi -j- 0, d'où Wr T* 4- 0, ce qui donne la contradiction Wr T* 4- 0, 
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45.31. Nous avons remarqué (v. 57) que le réseau W peut être supposé 
arbitrairement fin. Nous voulons profiter de cette remarque. Soit B± un 
ensemble ouvert tel que 
(1) A(ZB1mB. 

Nous supposerons que le réseau 2B' soit choisi de manière qu'il jouisse de 
la propriété suivante (v. 1.2): Si WrA$0, Wr W's \ 0, on a W'sClB,. 

45.4. De la démonstration faite au n° 25.2 du théorème du n° 25 on 
déduit sans peine qu'il existe un affinement $2 de $! jouissant de la pro
priété suivante: Supposons que le réseau jÇS* soit un affinement de 932-
On peut choisir la projection n = Pr.(%,$) (satisfaisant aux conditions 
du n° 45.2) de manière que Kn~p (oP, U) ^ 0 pour 1 £ i < ap dans chaque 
réseau commode suffisamment fin. 

Dorénavant on suppose <$ et n choisis de manière que cette propriété 
soit vérifiée, ainsi que le lemme du n° 45.3. 

46. LEMME. Soit U un réseau commode (relativement à 3 + £). Soit 
Cn"P(IX) une (n—p, U)-chaîne élémentaire (v. 19.1) telle que C^(U)->0 
modjR — B0. On peut attacher à chaque combinaison r0, ?\, •••, rh 
(1 <h <p — 1), d'indices 1, 2, • • -, m une (n — P+l, U)-chaîne élémentaire 
Dr^'!1^1 (Il) de manière que: 1° chaque simplexe 41 OmodjB— B0 de la 
chaîne FD?~P~H (U) — Cn~~v (U) (1 £ r < m) est situé dans B— Wr] 
2° pour 1 < h <^p — 1, D^f.f.'J^1 (U) est une fonction alternée des indices 
ro? ri? • • • ? rh ; 3° pour chaque combinaison r0, rx, • • •, rh (1 ;^ h <Lp — 1), 
chaque simplexe ^ 0 mod B — B0 de la chaîne 

ED?-^;1 (U) - i ( - l f £Ç^rttrM+,. •-, (U) 
u = 0 

est situé dans B — fï Wr . 
u~ 0 

Démonstration. Soit C»-r (II) = ^ciK'l'P (aî>, U). D'après 19.1, Ie 

et 3° 
i=l 

(1) ~ VV c, = 0 pour 1 < j < a 
i=-l 

59 

Pour 1 <r <m, soit Nr l'ensemble de toutes les valeurs de i (1 <,i< ~0) 
telles que br£Ti (br étant les points du lemme du n° 45.3); les a?, i£N(r) 
sont les sommets d'un 3-simplexe intérieur que nous désignerons par o(r). 
Plus généralement, pour chaque combinaison r0, rx, • • •, rh (0 £ h £p — 1) 
soit o(r0, r1? • •., rh) la face commune de dimension maxima des /L + l 
3-simplexes o(r0), o(ri), • • -, o(rh). 

59 Ces équations ne disent rien dans le cas p == n. 
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Ceci étant, posons pour chaque combinaison r0, r1? • • -, m (0 < Ji <P—1) 

Dvf+ï1 ai) -_<°r,"''r*K'^H"h+>r'<u), 
i 

où la sommation se rapporte à toutes les valeurs de i (1 <i<L<*v-h-\) 
telles que of-11-1 soit une face du simplexe (x(r(). n. • • -, n) et où les 
nombres xr°Tl" Th£$1 sont des fonctions alternées des indices supérieurs. 

Or on déduit sans peine du lemme du n° 45.3 que, si le simplexe o\ 
(0 <̂  k __ n, \<\\i<W cck) n'est pas une face de o(r0, n, • • -, n), la chaîne 

h 

Xn~k(af, U) est située dans R— __ Wr . Il en résulte aisément (v. 19.1, 1° 
u=0 "' 

et 3°) qu'il suffit de déterminer les nombres xfx'"rh de manière que l'on ait 

i° 2 ţ j r l я f = o 
ѓ = l 

pour 1 _\\r <_ m et pour toutes les valeurs de j (1 < j <̂  ap) telles que 
oj soit une face de o(r)\ 

î - 1 ^ u-0 7 

pour chaque combinaison r0, rl7 • • -, n (1 < 7z <__ — 1) d'indices 1, 2, • • -, m 
et pour toutes les valeurs de j ( l < j < ^ a _7i) telles que oV"h soit une 
face de o(r0, n, • • -, ?>). 

Pour voir que ces conditions sont réalisables, choisissons une combinaison 
ro> ri? • • •? rh (0^&^_p — 1) e t supposons que les indices i,j, li parcourent 
resp. toutes les valeurs (1 <̂  i <_ ap-ii-i, 1 f_ j < «p-h, 1 < k <̂  «p-/H-i) 
telles que cfë-~h~1, aV-]>, aP-hK soient des faces de o(rQ, r1? • ••, rh). Con
sidérons le système d'équations linéaires pour les inconnues -̂ÇSH 

(*) Hn^^h = ny 
i 

Pour que ce système possède une solution, il faut et il suffit que les 
nombres w/Ç9ft satisfassent à <V-h~~ Qp-h-i conditions lin. indépendantes, 
où âp-h désigne le nombre des (p — /V)-faces du simplexe o(r0, r1} • • -, r/J 
e t Qp-hr-1

 e s t Ie r a n S de la matrice (^_/fc~1). Or le (p — Ji)ème nombre de 
Betti du simplexe o(r0, n, • • -, m) étant égal à zéro, on a ôp-h — Qp-h-i 
=__ ç_h = rang de la matrice (n£j~h)' D'autre part, on voit sans peine 
que (*) entraîne ^SnjljUj = 0, car j ^ f ^ " " 1 = 0# L e r a n g d e l a m a t r i c e 

(ni--) étant égal à ôp_h — Qp_h_v on voit que le système 

(**) S^UJ = ° 
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donne la condition nécessaire et suffisante pour la résolubilité du système (*). 
En faisant usage de ce critère et en s'appuyant sur les équations (1) on 
voit sans peine qu'il est possible de construire successivement les nombres 
r V i , , , r J i 60 
,A/i 

46.1. Remarque. On voit sans peine que l'on peut s'arranger de façon 
qu'on ait iX^f.••rh

 X (U) ̂  0 seulement si un des indices r0, rt, • • •, m, soit r, 
jouit de la propriété que 6rÇ T(of) pour une valeur de i (1. <?'<^«0) telle 
que le coefficient c. de Kn~^(of, U) dans la chaîne C^MlT) soit 4 0. 

47.1. Nous allons démontrer le théorème du n° 44 dans le cas p = 1. 
L'espace R étant normal, il existe deux ensembles ouverts Slx et S}2 tels que 

S1mSî2mSà1mSî. 

Soit s$ un réseau gén. tel que 1° chaque sommet de s$ est un sous-ensemble 
d'un sommet Wr du réseau 2B' (v. 45.1); 2° pour chaque sommet P de p̂ 
on a PS12 = 0 ou bien P c i - ^ . On voit sans peine que s$ existe. 
Déterminons un affolement O de 5p ainsi qu'une projection nf = Pr.(£i, 3̂) 
jouissant de la propriété du n° 14.2. Soit 23 un affinement du réseau S32 

(v. 45.4) et donc aussi de 9Si (v. 45.1) tel que 1° VÇ93, VS± 4- 0 entraîne 
VC fli ; 2° chaque sommet V de 33 tel que V^ = 0 est un sous-ensemble 
d'un sommet de O . 

Supposons que 5 soit un affinement de 33. La suite 1, 2, • •-,/80 des 
indices v se divise en deux classes Nr, N" d'après la convention suivante : 
v£Nr (vÇN") signifie que ^ , C S2± (*o — i^ + 0). Soit J/ÇAT,/. Alors il existe 
un sommet Q(TV) de O tel que ^ c Q ( ^ ) . Posons P(rr) = nfQ(vr). Il 
existe un indice r(v) (l<,r(v)<m) tel que P(T^C TV/(î/). On a P ^ c i ^ 
ou bien P(^)fi2 = 0. 

Pour chaque réseau U commode relativement à 5 + 1 considérons l'en
semble M(ïï) de toutes les (n — l,U)-chaînes C^HU) dans A élémentaires 
par rapport à 3 + ~ e t telles que En(ÏÏ)-> Cn~1(ÏÏ) mod.fi — R0 pour une 
(n, UVchaîne Hn(ïï)ClA. L'ensemble M(ïï) est un module fini; désignons 
par s(ÏÏ) son rang. On a 0 <̂  s(ïï) < n. Par suite l'ensemble de toutes les 
valeurs de s(ÏÏ) admet un minimum s0. Lorsque ïï± est un affinement de U, 
on voit sans peine (v. 19.1. 3° et 19.2) que s(ïï{) < s(ïï)\ par suite l'égalité 
s(ÏÏ) = 8o entraîne 8 (tir) = s0. 

Désignons par O la famille de tous les réseaux commodes (relativement 
à 5 + t) U jouissant des propriétés suivantes : 1 ° I7ÇU, USî1 ^ 0 entraîne 
ITcz Si ; 2° U£ïï, U- S22 + 0 entraîne UR^R, = 061 ; 3° U£ïï, Ufv 4 0 
(! £ v û Pc) entraîne I7C r° ; 4° On(ÏÏ) + 0 mod [12 — Q(rJ)] pour *£ A7" 

Gû II faut tenir compte de ce que G (r0, rx, • • •, n ) est une face de cr (rx, • • •, rh). 
01 D'après 8, on a R — R0 C*. Sx, de sorte que i*2 est un entourage de R~-R0. 

http://mod.fi
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(v. 17.5); 5° s(U) = 50. On voit sans peine que UÇ O entraîne que Ui6<Z> 
pour chaque afflnement commode Ut de U. 

47.2. Pour démontrer le théorème du n° 44 dans le cas actuel p = 1, 
supposons que Cn_1(U)Çlf(U), U étant un réseau de la famille d). Soit 
Hn(U) une (n, U)-chaîne dans A telle que FPMU)-> C^Htt) mod P — P 0 . 
On doit démontrer qu'il existe une (n, U)-chaine En(U) dans P élémentaire 
relativement à g + t et telle que En QX)-+C11"1 (U) mod ii. Il suffit donc 
de prouver qu'il existe une (n, U)-chaîne En(U) élémentaire relativement 
à 5 + t et telle que H1l(U) = En(U) mod Ji. 

D'après 8.33, chaque simplexe y11 de Hn(U) est (relativement à g +1) 
d'espèce %~~x ou d'espèce %v, où 1 < v < fiQ. Si "n est d'espèce T _ 1 , on 
a (v. 8.32) yw = 0 m o d ^ B ^ T ^ C Î r ^ ^ C f l . Si < est d'espèce T^, où 
v£Nf, on a TV C -^ ; or chaque sommet P de y71 rencontre ^ , de manière 
que J7 CI ii d'après la propriété 1° de la famille <2> ; donc, ici encore, on 
a y» = o mod SI. 

Considérons le cas où le simplexe y'1 de JP(U) est d'espèce %y
v, où ^£?v". 

On a r J c Q l i - J J C P ^ c l f ^ . Lorsque P t^ jCI i i , on a de nouveau 
y?i = 0 mod iï; supposons donc que P(i°r)— S^ 4 0 ce qui entraîne que 
P(TV)H2 = 0. 

Il suffit donc de démontrer l'énoncé suivant: Soit v(iN", P(r°) 422 = 0. 
Soit En(U) cette partie de la chaîne Hn(U) dont les simplexes sont d'espèce %v. 
Il existe un nombre c€5R tel que Pn(U) — cJcnfr°v, U). 

Soit Ui G CD un afflnement de U normal par rapport aux cycles mod Ii — P(> ° ), 
pour chaque v^N". Comme 8(U) = s0, on voit sans peine qu'il existe une 
(n — 1, UJ-chaîne C1-1 (U,)6M(U±) telle que C"-1 (U) = nCn~r(Ux)modB—B0, 
n = Pr. (Ui,U). Il existe une (n, U^-chaîne JPfUj) dans A telle que 
Hn(U1)^Cn-1(Ul) modjR-JBo • On peut donc supposer que Hn(U) = nIPitt, ). 

Ceci étant, d'après le lemme du n° 46, il existe une (n, ^ (-chaîne PMlli) 
élémentaire [relativement à 3 + £ eL par suite aussi relativement à 5 + t, 
v. 24(3)] telle que C^MUi) — FDHU^czB — B0 + [B — WW)]. Comme 
P(T°P)<- WrivV on a P « ) [B—W'r{y)] = 0. Comme P(*°) Sî2 = 0, o p S p I T ^ 
on a B^l^dB—P^). Par suite C*" 1 ^) — FL)"(tt,)C P — P(T«). 
D'autre part ZPflty -> C^f l l ) mod B — B, c P — Pfrr). Par suite JP^U,) 
— Dn(U^ est un (w, U^-cycle mod B — Pty). Or soit (v. 19.2) D'MU) une 
(n, U)-chaîne élémentaire telle que Dn(U) = 7rZ>n(Ui) modP — P 0 . Evi
demment Hn(ÏÏ) — Dn(U) est un (II, U)-cycle essentiel mod [B — P(x°)]. 
D'après 14.2, il existe deux nombres cx, c2ÇSR dont un au moins \ 0, tels 
que ct [Hn(U) — Dn(U)] + c2 G» (U)- 0 mod [P — Q(r°)]. On a rx + 0 d'après 
la propriété 4° de la famille ®. Donc il existe un nombre c0Ç9î tel que 
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Hn(\\) — J)n(\X) — cQ Gn(\X) - 0 mod [R — Q(T(>)]. Il existe donc une (n, U)-
chaîne Xn(\X)ClJÎ—Q(TV) et une (n+ 1, U)-chaîne Y^QX) telles que 

(*) Hn (U) = J)n (U) + c0 G
n (U) + Z n (U) + P Y**1 ( U). 

Or soit yw un (n, U)-simplexe d'espèce ^r et soit I7 un sommet de <pn. 
On a Utr^0, d'où UŒT^ d'après la propriété 3° de la famille </>. Puisque 
TvdQ(Tr), la chaîne Xn(U) ne contient aucun simplexe d'espèce ^ç

r. Puisque 
f/C TV C Q(TV) C P(T°) C R — i22, £7 ne peut rencontrer aucun sommet Z7' 
de U tel que U'S^O (v. 8.1, 2°). D'après 8.1, 3° il en résulte qu'aucun 
simplexe de la chaîne FYn MU) n'est d'espèce^. L'inclusion UdR—Sî2 

montre encore que ^n 4= 0 modP—R0 . De (*) il résulte maintenant que 
En(\X) est cette partie de la chaîne I)n (\X)-\-c0 G

n (\X) dont les simplexes 
sont d'espèce v. Donc [v. 19.1, 2°, 3° et 4° ainsi que 24, (3)] il existe un 
nombre cÇSR tel que En(\X) = cJd1^, U). 

48. Le théorème du n° 44 étant démontré pour p = 1, supposons 
dorénavant que 2<,p<,n. 

49.1. L'espace R étant normal, il existe un ensemble ouvert Sîx tel que 
/Si ~= Sà1m SI. Soit Spf""1 un réseau gén. jouissant des propriétés suivantes : 
l °P6~y~"\ P P \ + 0 entraîne P c P [v. 45.31 (1)] ; 2° a étant un point 
quelconque de P — S, il existe un sommet du réseau 28' du n°45.1 conte
nant la fermeture de tous les sommets de f̂""1 qui passent par a (v. 4.3 
et 4.4); 3° la fermeture d'aucun sommet de 5̂f~ ne rencontre simultané
ment #t et Ji — Silm 

49.2. En partant du réseau gén.^3f~\ construisons les réseaux gén. O \ 

$P'\ Spï, $2, 33s, $ (0 £ h < p — 2) ainsi que ^ ~ \ $ r \ $ -T\ ^ selon 
la manière expliquée dans le n° 29, en y remplaçant p par p — 1. 

50.1. Supposons que 5 soit un affinement du réseau $8 = $ 2 du n° 45.4 
(et donc aussi du réseau S^ du n°45.1) et que 5 soit un affinement mod# 

de 2R = ^f"1. 
Pour 0<Ji<^p — 2, 1 <̂  ^ <^ / 1 F attachons à ^}l

v des sommets P^(^)? 
i f (^), i f (^), !?(**), -?*(**), QM<) resp. de Spj, $*, ^ , ^ , $*, iQ*; pour 
1 < 1; <; ^ attachons à r^-1 des sommets Pf"1 (r I'-1), P*- 1 (T^-1) , Pf"1 (r*-1) 

resp. de ^ | ' ~ \ ^3f~\ s$f~\ Ceci soit fait selon la manière expliquée au 
n° 30, en y remplaçant p, $, a% resp. par p — 1 , 5 , ^ . 

50.2. Les réseaux gén. $f (0<Lh<,j) — l) étant des affinements de $pf~\ 
il résulte de 49.1, 2° qu'on peut attacher à chaque v (1 <; v < fi0) un 
sommet Wr{y) du réseau SB' de manière que Pf (^) C Wr'(|/) pour O^h^p—1 
et pour chaque valeur de A (1 <; A <£-.) telle que TJ, soit un sommet de T7^ 
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50.3. Les réseaux gén. $pï (0 fg h < p — 1) étant des affinernents de ^ï"1, 

on ne peut pas (v.49,3°) avoir simultanément P{' (rfy — Sîx + 0, Pf(T^) • P — lî0 

+ 0 (0^7*<j> — 1 , 1 < : ^ A , ) . 
51. Désignons par & la famille de tous les réseaux il commodes (rela

tivement à s+t) tels que : 1° pour 0 <, h <Jp~~2, 1 < v < fih, (7ÇU, la 
relation UP\ (V^ + O entraîne J7cP*0#) ; 2° pour 0 <I h <p — 2, l<v< flh, 
Util, la relation UPf^^-O entraîne tfcPffr,0,); 3° pour 1 < ^ < / ^ _ 1 ? 

f7ÇU, la relation UP^Ur^^O entraîne Ud P f " 1 ^ - 1 ) ; 4° pour 
1 < v £ fi0 >

 u£ U > l e s relations UA i 0, UPfïty + 0 entraînent il J P ^ ^ + 0 ; 
5° pour l<v<,fip_v on a G'HW + O mod[P — Pf HT̂  -1)] ; 6° pour 
0<h<p — 2, 0£k<p— 2, l<zV<fih, 1 <JV < fik, 1^ indices i! et ^ 
étant tels que les noyaux de %}l

v et de %u
lx aient un point commun, la relation 

UtWp\0 (où LTÇU) entraîne UaP\(^) ; 7° pour 1 < l < fi0, l<v< ft^, 
les indices X et v étant tels que rj est un sommet de tfr1, la relation 
Utk^O (où 176 U) entraîne U^P^1^1)', 8° pour I7ÇU, la relation 
US^O entraîne t / P ^ ) = 0 pour 1 S r < / ? 0 ; 9° pour U', U"€VL, les 
relations U'S^O, U"B0\o entraînent U'U" = 0; 10° on a s (U) = minimum, 
s(VL) désignant le rang du module .M (U) de toutes les (n—-f>,U)-chaînes CW~-"(U) 
dans A élémentaires (v. 19.1) par rapport à 3 + ï et telles qu'il existe 
une (n—p + 1, U)-chaîne IP^+MU) dans A telle que Hn-*)+1OX)-*Cn-t,Ql) 
modP — P 0 ; 11° pour 0 £ h < p — 1, 1 <v £ $f

h, J76 U la relation 
ï /PfC^ + O entraîne UdWr

r{X) pour chaque sommet T\ de %\\ 12° tTÇU, 
USix^O entraîne UŒS2. 

On voit sans peine (v. 32 et 47.1) que la famille O est parfaitement complète. 
Nous démontrerons que l'énoncé du n° 44 est vrai pour chaque UÇ ®. 
52.1. Choisissons un réseau U = U0Ç <î> et déterminons les affinernents suc

cessifs U/i,Ç^ (1 <C h<^ 2p — 1) selon la manière expliquée au n° 33, en y 
remplaçant p, 3 , d\ resp. par p — 1, %, TJ;. Soit nh = Pr. (U/,4i, U/,) (0 < h 
<,2p—2\ 

52.2. Supposons donnée une chaîne Cn-^(U0)6.M(tt0) (v. 51, 10°). On 
doit démontrer (v.44) qu'il existe une (n —p + l)-chaîne En~p+1 (U0) dans P 
élémentaire par rapport à 5 + 1 et telle que E11-**1 (U0) -> Cn~P (U0) mod Si. 
Comme s (U0) = minimum, il existe pour 1 < h <2p — l une chaîne 
Cn~-v(VLh)£M01h) telle que 7thC

n-pQlh+i) = Cn^l(\lh) m o d P — P 0 pour 
0<h<2p—2. Puisque Cn-* (tt2p-i)63f (tt2p-i)7 il existe une (n—p + 1, 
U2pli)-chaîne IP^H1 (U2l*-i) dans A telle que Hn-r+l (U2„_i) -> C"-* OV-i) 
mod B—B0. Convenons généralement, si on a déterminé (pour 0 <£ h 
<2p — 2) une certaine tVH-ehaîne DQlh-\-i), de désigner par D(ïïh) la 
chaîne nh D (U/i+i). Alors, pour 0 < h < 2 p — 1, JEp-iH-i (Uh) est jme 
(n — P + 1, U/+chaîne dans A telle que ÎP*-->+i (\\h) -> Cn~r OW mod P — P 0 . 

47 
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53.1. Rangeons les sommets intérieurs de 5 dans la suite TJ, T°, •••, T^ 
de telle façon qu'il existe un entier fi'{) (0 < fi0 < fio) tel que 
P? (4) — i2x + 0 pour 1 < v <C fio; P T ( 4 ) C ^ p 0ur fio + 1 <v<fiQ. 
Pour 1 < h <, n, rangeons les /i-simplexes intérieurs de 5 dans la suite 
i\, %\, • • -, %\ de telle façon qu'il existe un entier fih (0 < fih <L fih) tel que 
1° pour 1 < v < fih, on a h <, fi'0 pour chaque sommet T° de T^;, 2° pour 
fi'h+ l <v < fih, le simplexe %\ possède un sommet T(j tel que fi'Q<l. Si 

0 <̂  /* < P — 1, 1 < v < fin, on a ïf(tfy~~ i2x + 0 ; en effet, d'après 51 
(v. 30) on a P^ (r?) C P^ (T^) pour chaque sommet TJ} de TJ. 

53.2. LEMME. On peut attacher à chaque couple d'indices h, v, où 
Q<h<p—2, l<v£fih, une (n — p + h + 2)-chaîne Ln~^ "7l+2 (T\, UX) 
dans B de manière que : 1° pour 1 <,_ v <̂  /S0 il existe une (n —p+ 1, Ui)-
chaîne élémentaire (rel. à 5 +1) E^"p+1 (Ux) telle que la chaîne 

pr^H~2 (4, uo - jr-"+1 (U0+prp j -1 m 
ne contient pas des simplexes situés dans P40(4); 2° pour 0 <Lh<p — 3, 
1 < v <, fih+i, il existe une (n —p + h + 2, U+chaîne élémentaire (rel. à 
5 +1) Ë?-p4rh+2 (Ux) telle que la chaîne 

FL"-^™^1, U j - i ; ^ r l W 2 ( i Ux) + J S ? ^ + / l + 2 (Ui) 

ne contient pas des simplexes situés dans P4 («v^1) ; 3° pour 1 < v < $,_i 
il existe une (n, Ui)-chaîne élémentaire (rel. à 5 +1) P,?(Ui) telle que la 
chaîne 

Z ^ ^ ^ U ^ + JK̂OXi) 
, 1 = 1 

soit un (n, P)-cycle mod P—Pi'""1 faîT"1). 
La démonstration sera donnée dans les nos 53.21—53.25. 
53.21. D'après le lemme du n° 46 [v. aussi 24(3)], on peut attacher à 

chaque combinaison r0, n, • • -, m(0 < h <̂  p — 1) d'indices 1, 2, • • -, m une 
chaîne A^^t^tl(\hp-i), i 0 n c i i ° n alternée de r0, n, • • -, r&, de manière 
que : 1° 
(1) FATP+1 OW-i) - Cw~* (U2p-i) C E = ^ + P -TV; 
pour 1 < r . < m ; 2° 

(2) FArr...rji (Uop- i )— 2^ (—1) --^)...rM_lr14+-1...rA (U2p-l) 
u = 0 

h 

C P ^ = P ; + P - X I ^ 
u-=0 

pour chaque combinaison r0, t\, • « -, r/< (1 < h <p — 1) de 1, 2, • • -, m. 

file:///hp-i
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Ceci étant, soit 0 < h < p — 1, 1 < v < fi' et soient L^ , z° , • • -, T°. tous 
les sommets de Th

v écrits dans un tel ordre que 

Љ — 

Distinguons deux cas. En premier lieu, supposons que les indices r(l0), 
r(li), • • -, r(lh) ne soient pas tous distincts; on pose dans ce cas Er

l~ï)]h+^ 
(U'2p-i) = 0. En second lieu, les indices r(l0), r(l,), •••, r(lh) soient distincts 
l'un de l'autre ; on pose dans ce cas Ey~p+h 'NtLp-i ) = A%'}^r

}^.. .^'^(Uzp—i). 
Or je dis que : 1° pour 1 <̂  v < fi'() 

m FÉïr1^1 (iv_ o — (f~v av~i) an — pl (4) ; 

2° pour l £h£p — l, l <:v£fih 

(4) FEn-^<1 (U^) - £ tf"1 ^S-^nU^,-!) C B - P? (4). 

Supposons, par impossible, qu'il existe un couple h, v (0 < h < p— 1, 
l ^ r < fin) tel que la relation (3) ou (4) correspondante ne soit pas vraie. 
La chaîne considérée contient alors un simplexe <pn~p+h+1 qui n'est pas 
contenu dans R — Ph(Tr), de manière que $clPh(Th), $ étant le noyau 
de yn-p+n+1. Le simplexe Th tombe nécessairement sous le second des 
deux cas distingués plus haut, car on voit sans peine qu'autrement la chaîne 
considérée serait égale à zéro. D'après (1) et (2), on a donc 

h 

3 B—Җ + П w* V ~ 1 1 "»•<-») 
u = 0 

+ 0. 

Mais la supposition 1 <: v <; fi'h donne (v. 53.1) P^ty —i>x^0, d'où 

(v. 50.3) ïf&î) • R2-!^ = 0 et donc $ R^R0
 = ° "> d ' a u t r e Part> puisque 

Q c P f ^ ) , on a ïïallWïd) d'après 51, 11°. Incidemment, nous avons 
u = o 

remarqué que 
(5) p f (T*) .p—14 = o pour o<;/*<;j> — i, i < ^ < ; ^ . 

D'après 19.1, 3° il existe des chaînes élémentaires rel. à ;3+t: E?'1*^ _1(llfc) 
(0 < h < p~ 1, 0 S k <: 2JÎ — 2, 1 < ^ <. fiiù telles que nhE?~pA /l+1lUfc+i) 
= ^ ^ ^ ( l l f e l pour 0 < Je £ 2p— 2. Les relations (3) et (4) restent 
naturellement vraies si on y remplace iî2p-i par Uk (0 <; & <| 2p— 2). 

53.211. Il résulte de la remarque du n° 46.1 qu'on peut s'arranger de 
façon qu'on ait E^+h+1 (U^^) + 0 seulement s'il existe un sommet t°k de T\ 
tel que ha^t^j, l'indice n (l<v<,fi7) étant tel que le coefficient de 

47* 
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Jp-vfrl, VL2p_J dans la chaîne Cn~~p(\\2p^) soit + 0 [v. 40 (3)]. On a alors 

la propriété suivante : ^-1H~-h+i (U2p_1) | 0 (0 < h S P — 1, 1 ^ v < $[) 

entraîne que Pf ( ^ C P x . 
Démonstration. Soit x| le sommet de ^ tel que hr{k)£t(;Tp) et soit T° un 

sommet arbitraire de TV de manière que &r(^ € PJ W). Soit' U un sommet 
d'un simplexe de la chaîne kn~*(?v, U2 t ) . La chaîne Cn~17(U) étant située 
dans A, on a UA^0\ d'autre part UP0(T0)^0 d'après 19.3. Comme 

VL^^ÇQ, il en résulte (v. 51, 4°) que AP*(T°)^0. Le réseau gén. 5pj 

étant un affinement de Spf-1- on déduit de 49.1, 2° qu'il existe un indices 

tel que PffrJ) C W'8. Comme ft^P^J), A J ^ - t - O , on a TV/a) • TV; * 0, 

A W's 4= 0, d'où TV;(A) C B1 d'après 45.31. Or on a P* (TJ ) C Wf
r{X) d'après 50.2. 

53.22. (Cf. 34.1). Soit 1 <; v <; fl'Qm Comme 

jyn-,H-i (U2„-i) -» C»-" (U2p-i) mod P — P 0 ? 

on déduit de (3) et (5) que 

(6) F [Hnp H (U2^i) ~ EÏ~pH OV-i)] C 5 - P Î ( 4 ) . 

Désignons par Hn-pH(T°v, U ^ ^ ) cette partie de la chaîne Hn-p^(U2p_^) 

— P^~1?+1(U2 x) dont les simplexes sont situés dans P0^) et soit 

(7) rn~v ( u ^ ) = FH*-**1 (rj, u 2 ^) . 

Soit <pn~v un simplexe de la chaîne Tn~v (U2p-i). Evidemment </>?1~1? est 
situé dans P^Uj). Plus précisément on peut prouver que (fn~p est situé 
dans Pj° (i-J) — P2° (TJ). A cet effet, il suffit de démontrer qu'aucun sommet U 
de <pn~~1} ne peut rencontrer P ° ( T J ) . Supposons le contraire. D'après 51, 
2° on a alors Z J c P ^ r J ) . Il résulte donc de (6) que U est un sommet de 

(*) ff»-"*1 ( u ^ - p r ? , f l (u^_3) - ^n^+i K , u2p^), 
ce qui est une contradiction, car UaP^h0), tandis qu'aucun simplexe de 

la chaîne (*) n'est situé dans P0(T°). Il est ainsi démontré que rn~p(VL2pl) 

est un (n— ^ U ^ - c y c l e dans P[{rf) — P° (T°). Donc rn-P(U2p_2) est 

un (n—p, U2 2)-cycIe essentiel dans Pf* (TJ) — P 2 ( ^ ) . Par suite, il existe 

une (n —p + 1, U2 2)-chaîne 

(8) Dn -1+1 (U2^2) C P° ( ^ - P£ (T°) 
telle que 
(9) H^P^ (TI U2p_2) - DJ-P+1 (U2^„2) 

est un (n—p + 1 , U2j9_2)-cycle, situé nécessairement dans P°(rJ). Donc 

-TC l%? U2p-3 ; ^ v l U2p-V 
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est un (n — p + 1 , U2i>_3)-cycle essentiel dans P°(VJ), de manière qu'il 
existe une (n—p + 2, U2^_3)-chaîne B1-V+2(TQ

U, U2jp_3) dans Qfr(Tf) telle que 

jrn-p+2 (To u \ _+ jrn-p+1 (,() Tî ) _ Fp-p i 1 (1î ) 
-s \i„> ^ 2 p - 3 1 X I l V> U 2 p - 3 ; J^V l U 2 p - 3 ; # 

D'après (9) on a pour 0 < h < 2p — 3 (v. la fin du n° 53.21) 

FL"-'*2 (TI, VLk) - Hn~pn (Ufe) + .ET " f l (Ufc) 
( 1 0 ) = [JT»^+1 (rî, U*) + ^ r ^ (Ufc) - Hn-pn (Uft)] - ..Oîî ^ f * (Ufc). 

Chaque simplexe <pn-p+1 de la chaîne [• • •] à droite de (10) est (v. 19.1, 1°) 
la projection d'un U2 1-simplexe i^-vV1 et, en vertu de la définition de 
la chaîne Hn~pJtl (TJ, U2 J), le simplexe ipn-r>H n'est pas situé dans 
P^fcJ). Par suite le noyau de ipn-p+1 est un sous-ensemble de R —P-ffrjJ); 
donc le noyau de 5pM_-w+1 rencontre P — P{} (TJ) ; il en résulte qu'aucun 
sommet Z7 de y7*--*^1 n'est un sous-ensemble de PJU^), d'où (y. 51, 2°) 
UP[(T(1) -= 0 pour chaque sommet U de <pn~v+1

 % Donc ^n ^+1 n'est pas 
situé dans P~~~\)Z^P~~^). D'après (8), chaque sommet U d e B ^ { 1 f u f c ) 
rencontre R — P8°(^), d'où L 7 ^ ^ = 0 d'après 51, 1°. Il est ainsi 
démontré qu'aucun simplexe de la chaîne (10) n'est situé dans P° (^), ce 
qui est d'accord avec 53.2, 1°. 

53.23. (Cf. 34.2.) Supposons généralement que, pour une certaine valeur 
de h (0 ;< h < p — 3) on ait déjà attaché à chaque T1I

V (1 < v < j8'h) une 
(n — p + h + 2, U2^2/l_8)-chaîne 2>-*+fc+2(rJ, U2i^2/l_8) dans Qh(^) de 
manière que pour 1 < v <̂  fi'h aucun simplexe de la chaîne62 

P'h—1 

(11) FLn~P+h+2 (Th, Uj) - Z Ptj;1 Ln~v+h+1 (Th~\ Uk) + E^+h+1 (VLk) 

^~ (0 £ h £ 2p — 2h — 3) 

ne soit situé dans P^(*>)' Il s'agit d'attacher à chaque TJ[1 (1 SvS^hr0 
une (w— P+/l+3, U2^_2/?_5)-chaîne L n - ^ H B ^ ^ U2i,_2/._5) dans Q ^ t f ^ 
de manière qu'aucun simplexe de la chaîne 

FLn-P+h+z (VHT? t y — _£ £*a # ^ - ^ ^ 2 ( * * , Ufc) + J&V""^7l+2(Ufc) 

(0 < A; <; 2p —2fe —5) 
ne soit situé dans Pf^1 (^+1). On arrive à ce but par un procédé presque 
identique à celui du n° 34,2 de manière qu'il ne semble pas nécessaire de 
répéter ici cette construction. Au lieu de 3Pl"p+h+1(ohH, U2p_2h_^, p. ex., 
on doit maintenant poser 

62 Pour h = 0 on doit remplacer (11) par le premier membre de (10). 
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Mn-p+h+2 (Th+i V\ ) 
1U " v > U2p-2Ji—& 

P'k 
= y lh J>-T+-h+2 (Th rr , ) 4 - 7£»-iï+fc+2 m ) 
- ^J ±Vfl ^ [ '>> U 2 p - 2 / i - 3 ' ' "^y ^U2p-2fc-3' ' 

Pour démontrer qu'aucun simplexe de la chaîne FMn~~llJrhJ[~2 {ihJ x, U2 27îv_3) 
n'est situé dans Ph~rl(?hJrl), on doit s'appuyer sur le fait que la chaîne 

Pi 
(12) FEn-Prh+-(VL , )— X C7?/ P'^! l"n+1(U , ) 
V1^! -* ±J

V
 l u2p-2h- îV' fmJ^vfx-^fx vu2p--2/V-3' 

possède la même propriété ; la validité de ce fait résulte de (4) en vertu 
de 51, 2°. 

53.24. (Cf. 34.3.) En procédant de la manière indiquée on finit par con
struire les chaînes Ln ( r ^ 2 , Ux) (1 <̂  v < /î' 2) et on démontre comme 
dans 34.3, en s'appuyant de nouveau sur (4), que la chaîne 

PP-> 
Mn (TP- 1, Ut) = £ £*-* Ln (T£-2, Ux) + En (* r 1 , U-) (l<v< fi'p_t) 

est un (n, U^-cycle m o d ^ ^ r p 1 ) —Pl ' - - 1^- 1 ) dans Pf-MTf"1). 
53.25. (Cf. 34.4.) Si l'indice v (1 < > <: $ ) est tel que P f K ) n'est pas 

un sous-ensemble de P1? on a En~~p~rl (U2 x) = 0 d'après 53.211. En 
outre on a AP[(rf) = 0] en effet, puisque (v. 50.2) PJ^cTV r ( / l ) , dans 
le cas contraire on aurait AWrih^O, d'où (v. 45.31) TVr^czPi, ce qui 
donnerait la contradiction P{)U^)c:P1. Il en résulte que (v. 53.22) 
iP*—-»+I(TO. U2 -) = 0; en effet, U étant un sommet d'un simplexe y de 
cette chaîne supposée non vide, y est (puisque En~pJrl (U2 x) = 0) un 
simplexe de la chaîne H71"^'1 (U2p-i) située dans A, d'où f/A-J-O; d'autre 
part, Î7P^(TJ)4-0 d'après la définition même de Hn~~pJrl (rj, U2 x) ; comme 
U2 ! € y, on arrive (v- 51.4) à la contradiction A Px° (rJ) 410. Puisque 
j-/n-p+i^o? n _x) = o, on voit sans peine qu'il est permis de poser 
L»-^2K,u2;„8)=o. 

On démontre de la même manière qu'on peut supposer que Ln~P+hJr2 

(TÏu> u2p-2h-s) ^ 0 seulement dans le cas où le simplexe ^h possède un 
sommet T°À tel que P J ^ c P - . Or la chaîne Ln~P+h+*(Th, U2p_2/^3) est 
située dans W^)\ comme PJÛ f̂) • Q M ^ ^ J + O, l'inclusion P[^f)ClB1 

entraîne P1QMT^) + 0, ce qui donne Q7MVj)cP (v. 49.1, 1°), car £l/l est 
un affinement de ^ ~ 1 . Donc les chaînes L/-T+-&-t2 (^;? U2 27i__3) et par 
suite aussi les chaînes Ln~~PJrhJr2 (rh, Ux) sont situées dans P . 

54.1. On peut (cf. 35) modifier un nombre fini de fois la chaîne Hn"p+1(VLi) 
ainsi que les chaînes Ln~P+h+2^h, Ux) (0 < h < p — 2, 1 < v <: fi'h) de 
manière que *JEf et * i étant les éléments modifiés, on ait les propriétés 
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suivantes: 1° chaque simplexe de chaque différence *Hn-v+1(Ui)--Hn-p'^1(\ll) 
ou ^L*-*+fe+2(^ est une face d'un simplexe de 
Hn~^1(Ul) ou de *jjn-p\k+2(-r^ ly) de manière que les chaînes modifiées 
restent situées dans B\ 2° les relations 1°, 2% 3° du n° 53.2 restent 
vraies [sans qu'on y change les chaînes élémentaires E*~p+,l+1 (Ui)] pour 
les chaînes modifiées *JT, * i ; 3° *H*-^HUi) —Hn~-p+1 (Ih) est un 
(n — p + 1, Ui)-cycle homologue à zéro dans B. 

Le résultat de toutes ces modifications est que pour 0 < h < p — 2, 
0 ^ u ^ h, 0 < q ^ h les chaînes modifiées possèdent la propriété suivante : 
Si les simplexes ^u, ^q (1 <^^Ji'u, 1 <; O <Ç £') sont des faces du sim
plexe ^, alors les simplexes d'espèce ^q (rel. à j + t) de la chaîne 
^n-pfzH2(Vp (modifiée) constituent une chaîne qui est 1° = 0 pour 
q^-p — u — 2, 2° -=aJcn-«&p pour q = p — u — 2 (aÇSR). 

Pour voir que ces modifications sont réalisables on procède exactement 
comme dans les nos 36-416S. Il faut seulement remplacer f>, C, 3 , a, ai resp. 
par p — 1 ? H, j , r, $ et dire qu'une IVchaîne ne contient presqu'aucun 
simplexe d'espèce ^q (1 < Q < fi'f) si elle a la forme ahn~qfrv, VLX) (a G 31). 

54.2. Ces modifications étant effectuées, pour la démonstration du théorème 
du n°44 il suffit évidemment de démontrer que la chaîne Hn~p[1(U0) modifiée 
est égale modi2 à une chaîne élémentaire (rel. à j + t). 

On commence par le lemme s/k (0^k<p — 2): Supposons que Tu^q 

soient des faces du ^ (1 < > < # , , l<<?</^> i ^ ' ^ p - S o i t eH~p+u+2 

(*"> T;^ UO) c e t t e P a r t i e d e l a c l i a î n e l^~3,+M+2(^, U0) (modifiée) dont les 
simplexes sont d'espèce ^q. Alors la chaîne én~~p+u+2^u+iq, U0) est 1° = 0 
pour q$-p — u — 2\ 2° = akn-q^q tl0) (a €31) pour 3 = ^ — ̂  — 2. 

La démonstration par récurrence du lemme J^ étant parfaitement analogue 
à celle du lemme du n° 42.2, nous pouvons la laisser au soin du lecteur. 

54.3. Le lemme yj0 étant vrai, il est facile de compléter la démonstration 
du théorème du n° 44 en démontrant que la chaîne FJ" ^fl(U0) est égale 
à une chaîne élémentaire: 

Soit cpu-î^1 un simplexe 4 0 mod â de la chaîne IIn-P+1(l\0). D'après 
8.32 et 8.33. ^ <H-i est d'espèce ^q, où 0<q£p — l. D'après 51, 6° 

on a c7cP£( i j )cPjVj) pour chaque sommet ^l de *|; or <pn 1,fl + 0 

03 Si Ue<*>, si le U-simplexe <r> d'espèce r£ (1 < ? < ^ ) est une face du U-simplexe \p, 
V ne peut pas être d'espèce T _ 1 . Il suffit (v. 8.32) de démontrer que le noyau § de \p 
rencontre BQ C.R0 . Dans le cas contraire, chaque sommet U de qp rencontrerait B—B0 C S t 

(v. 8 et 44). Or, puisque ?</*£, on a (v. 53.1) P" (rj) — •*> * 0 et par suite (v. 49.1, 3°) 
P i V / ) Si = ° P° u r c h a c l u e sommet rj de r^ ; d'autre part, Z7 C P4° (r?) C Pi (r°k) 
d'après 51, 6°. 
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mod.fi, de manière que U—&\0, d'où P^^l)—-2^0- On a donc 
(v.53.1) l<,Q<fi'q. 

Il suffit donc de démontrer que, ë1'^1 (i%, U0) (0 <: q < p — 1, 0<Q< fi'q) 
étant cette partie de £TW~-W+1 (U0) dont les simplexes sont d'espèce r? la 
chaîne en-*+1 (*£, 11L) est: 1° — 0 pour q\p — l\ 2e =a0fcn-*(r«, U0) 
(%69î) pour q = p— 1. Cette démonstration, analogue à celle du n° 42.5, 
sera aussi laissée au soin du lecteur. 

VI. 
55. Dans tout ce Chapitre, supposons donnée une valeur fixe de p 

(0 <p < n). On suppose la validité de tous les axiomes des Chap. I et II 
ainsi que celle des axiomes Gk (v. 21) pour n—p < h<Ln — 1 et des 
axiomes Hk (v. 27) pour max (0, n—p — 1) <k<n — 2. 

56. Soient At et A2 deux sous-ensembles bicompacts donnés de R, 
assujettis à la condition A1A2S = 0. Soit Fi(K2) la famille de tous les 
jp-cycles [(n—F)-cycles] mod^/S dans Ax (mo&A2S dans A2). Le but de 
ce Chapitre est d'attacher à chaque couple Cp£rx, Cn"p^r2 un nombre 
CPCn~PÇi3i jouissant des propriétés suivantes : 1° (rC*>) Cn~v = C^irC"-*) 
= r(C2,Cn-p) pour r€ 31, CP^I\, G ^ Ç F 2 ; 2° (Ci +CÏ) Cn p = Cl Cn~p 

+ Ci Cn~~p pour Ci 61\, Ci 6 A, Cn~p Ç r2 ; 3° Cp(Crp + Crp) = Cp Crp 

+ Cp Crp pour Cp Ç I\, CTP € A, Ca^ 6 r2 ; 4° Cp C n ^ = 0 pour Cp Ç J\, 
Cn-v£r2 si l'on a soit C1?~ 0 modA^ clans Ax, soit Cn~P~0 mo&A2S 
dans A2. Remarquons qu'il résulte de 1°, 2°, 3° et 4° que CiC7rp = Cicrp 

pour Ci, Ci£ru crp, Crp£r2, si l'on a C?~C2* m o d i ^ dans ^ et 
Crp~Crp mo&A2S dans A2. 

57. Commençons par le cas p = 0. Soit JEf2 la famille de tous les 
réseaux 3(.S* (v. 23) jouissant de la propriété suivante: Zu Z2, Zs étant 
trois sommets de 3 tels <lue ZxZ2\0, ZxZ$\0, ZxA2\0, Z3Ai\0 on 
a Z2S = 0. Puisque ^ A2/S = 0, on voit sans peine (v. 1.3) que la 
famille Si est parfaitement complète. Pour 3£~2 désignons par .4(3) la 
famille de tous les réseaux fermés X correspondant (v. 8) à 3 et vérifiant 
la condition du n° 25, c'est-à-dire tels que (dans les notations habituelles) 
Kn(o\, U) + 0 (1 £ i S «o) et K^Ho}, U) + 0 (1 < i < «,) pour chaque 
réseau commode U suffisamment fin. $£32 et ÏÇ4(3) étant choisi, dé
signons par Q>(3> ï ) la famille de tous les réseaux commodes U tels que, 
outre les conditions Kn(o\, U) + 0, Kn~l(o\, U) + 0 on ait encore U Ç ^ 
(v. 20.2) et que U soit un affinement de 3 ; la famille <Z>(3, X) est évidemment 
parfaitement complète. 

Ceci étant, soient donnés les cycles C°ÇFi et Cn^r2. Choisissons 3€£ 2 , 
£€4(3) . UÇd>(3,î). Il existe des nombres o^St tels que 

http://mod.fi
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C°(3) = Z ^ o ? mod S; 
i = l 

d'après 20.3, il existe des nombres bi^^ï tels que 
ao 

Cn (U) = 2J h Kn (°?, U) mod B — B,. 
i = l 

% 
Posons C° Cn = ^ aî h* H s'agit de prouver que ce nombre est déterminé 

i = l 

sans ambiguité par les deux cycles C° et Cn et que les propriétés 1°— -4° 
du n° 56 sont vérifiées. 

L'égalité 2 ^ Kn K , U) = 0 mod £—i?0 est évidemment (v. 19.1, 1°, 2°) 
i=i 

possible seulement si bi = 0 pour chaque i (1 < i < a0). L'égalité 

.2 ^ <T9 = 0 mod # est évidemment possible seulement si at = 0 pour 
i = l 

chaque i (1 <_ i __! a0). Donc le nombre __) ai h est bien déterminé, si on 

a choisi les réseaux 3Ç-s2, £€-1(3), U€<D(3, £). 
Nous venons de remarquer que les nombres hi (1 < i < a0) sont bien 

déterminés (3? £ et U étant choisis). Or il résulte de la démonstration 
du n° 20.3 que Cn — biQn~ 0 mod (B — Pi) pour l<i< «0 et cette con
dition détermine les nombres In sans ambiguité, en vertu de 20.2, 1°. Il 

en résulte que, 3 étant donné, le nombre _£ ai h est indépendant du choix 
i = l 

de X et de U. De plus on voit que ce nombre reste inaltéré, si on rem
place Cn par un cycle Cf °° Cn mod A2 S dans A2. 

Bemarqae. Pour 1 < j <_ «1? on a ]£ tf. bi = 0. 
i —i 

Démonstration. Puisque (7*^0 mod #, on a 
«0 

2 \ Kn K°, U) -> 0 mod B — B,, 

d'où (v. 19.1, 3°) 
ai % 

2 2 n% h Kn^ (a], U) = 0 mod B — B0 

et par suite (v. 19.1, 1° et 2°) 
fôo 

Remplaçons C° (3) par Cf (3) ~ C° (3) mod Ai S dans ^ . On a 
<*0 

C?(3) = 2>Xmod£. 
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De plus, il existe des nombres ç/G3t tels que 

.-2 cj Gj ~y JE (a'i ~ ai) ai m o d s, 
ďoù 

Donc 

^=1 " І = I 

«. 

= Z<<. 
ч 

2 CH ht — ^ eu h = ^ CJ ^J Tlji h = 0 
i = l i = l j = l i-—l 

d'après la remarque. Donc le nombre 2 a* &* reste inaltéré en remplaçant 
i=i 

C°(3) par Ci)(3)- La propriété 4° du n° 57 est donc vraie; les propriétés 
1°, 2°, 3° du n° 57 sont banales. 

« 0 

On doit encore prouver que le nombre ]£ ai h reste inaltéré en rem-
i=i 

plaçant 3 par un autre réseau 3 Ç S2. La famille S2 étant complète, il 
suffit de faire cette démonstration en supposant que 3 soit un affinement 
de 3* Choisissons un réseau fermé t correspondant à 3 (et satisfaisant rel. 
à 3 à la condition du n° 25). Choisissons une projection n = Pr. (3, 3) e* 
déterminons le réseau fermé % correspondant à 3 selon le n° 24 ; c'est 
permis, car % yérifie évidemment la condition du n° 25 [v. 24, (3)]. Faisons 
usage des notations du n° 24. Posons 

PO 

C°(8) = Zal*» modS, 

fa 

C H U ) = 2 K k'v K >u) mod È - X > 
v = l 

U étant un réseau commode (rel. à 3 + 1 et par suite aussi rel. à 3 + ~) 
«0 ,80 

suffisamment fin. Il s'agit de prouver que ^ ctih = ]£ aubl. Pour 1 <̂  i <̂  a0 
Î=I Ï/ = I 

posons a" = ^al, la sommation étant étendue à toutes les valeurs de v 
V 

(1 £ v < /S'o) telles que JTT« = a0.. On a alors nC°(^) = % a'! o\ ~ C°{&) 
i = l 

mod Ax S dans AL de manière que, comme nous avons vu plus haut, 
«0 «0 

2J ai h = _2 aï &î- P ° u r ^^v <fi0j m0 — cfi., posons V' = k de manière 
i=i i=i 

«0 ,80 

que 2 ^ h = J^al Vi, où 6" = 0 pour #> + 1 < *> S A>- H suffit donc 
i=l v = l 

de montrer que l'on a al{bl— 6") = 0 pour 1 < v <̂  fi0. D'après 24 (3) 
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«0 ,80 

Cn(\l) = J^bil^iol, U) = 2J bile1 (4, U) mod B — B0, 
i = l v = l 

de sorte que 
A> 

(*) 2J (&i — b") lcn (4, U) = 0 mod 22 - ïi0. 
i/ = i 

Supposons, par impossible, que ai(&£ — &!,') 41 0 pour une valeur donnée de v. 
Soit I7 un sommet d'un simplexe de la chaîne Zcw( ,̂ U); on a Ê!V f-0 
d'après 19.3; d'autre part, UA2^0, car &J — &î/ -4̂  0 et la chaîne (*) est 
évidemment située dans A2 ; enfin, UB — ÉQ ^~ 0 d'après (*). U étant un 
affinement de 3? il existe un sommet Zx de 3 tel que Z1(ZU et donc 
ZiA2^0, Zit'l^O, Zi R — R0 41 0. De la dernière de ces relations on 
déduit sans peine (v. 8) qu'il existe un sommet Z2 de 3 tel que ZXZ2 \ 0, 
Z2S^0. La chaîne (7°(5) étant située dans Ai7 l'inégalité al ^ 0 entraîne 
T°VA±^0. Le réseau 3 étant un affinement de 3? il existe un sommet Z„ 
de 3 tel que T°VCZZ3. On a donc ZXZ2 \ 0, Z1Z^ + 0, Z{A2 + 0, Z2S±o] 
Z3Ai ^ 0 , ce qui est une contradiction, car 3 € ^ « 

58. Reste à considérer le c a s l < ^ ; < w . Puisque AtSA2 = 0, il existe 
un entourage 2? de A2 tel que ^ 2?# = 0. Ensuite, il existe un entourage Si 
de # tel que ^ jBJ i = 0. Soit encore B' un entourage de A2 tel que 
i C B ' ^ r j . 

Soit Si la famille de tous les réseaux $(z3 (v- %3) pour lesquels vaut 
l'énoncé du n° 31 en y remplaçant A, B resp. par A2, B'. La famille JET-
est évidemment parfaitement complète. Soit S2 la famille de tous les réseaux 
3£3 ' l jouissant de la propriété suivante : 1° Si Zx, Z2£$, ZxAi^O, 
Z2 B 41 0, Zx Z2 \ 0, on a {Z1 + Z2) Si = 0 ; 2° pour chaque sommet extérieur 
de 3 o n a Zm Si. On déduit sans peine de 1.3 et de 5.4 que la famille S2 

est parfaitement complète, car A1BSÎ = 0. 
Pour chaque $£S2, soit A($) la famille de tous les réseaux fermés 

correspondant à 3 (v. 8) et choisis selon l'énoncé du n° 44 où on choisit 
^32 et où on remplace A par B', tandis que Si a la valeur que nous 
venons de déterminer. 

Pour 3 £32, 2;Çi(3) soit tf>(3> £) la famille de tous les réseaux com
modes U si fins que : 1° on puisse appliquer le théorème du n° 44 avec B' 
au lieu de A; 2° l'énoncé du n° 26 soit vrai pour chaque U0€©C3, X) ; 
3° U soit un affinement de 3 ; 4° on puisse appliquer l'énoncé du n° 25 
non seulement rel. à 3 eL X, mais aussi rel. à 5 et t dont on construit 
(cf. 44) le réseau fermé £6 4(3) correspondant à 3 -

Ceci étant, supposons qu'on ait des cycles C^ÇFi et Cn~~p£r2 (v. 56). 
Choisissons $£S2, £Ç4(3), U6<Z>(3,£). D'après la propriété 2° de la 
famille 4?2, il existe des nombres a^5R tels que 
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(1) C*(3) = 2aiaï mod.Q. 
i"l 

D'après 31, il existe des nombres b/Ç5H tels que 

% 
(2) Cn'HU) ~ 2 ^ Kn~P (a?, U) mod B' R — R0 dans B'. 

2 = 1 

Posons 
% 

(3) CvCn~~v = ]£aibi. 
ï=i 

Pour justifier cette définition, nous procéderons comme il suit: 1° dans 58.1 
nous démontrerons que le nombre (3) reste inaltéré en remplaçant Cp{$) 
par 6f (3) ~ 6Y?9(3) mod Av 8 dans At ; 2° dans 58.2 nous démontrerons que 
le nombre (3) reste inaltéré en remplaçant Cn~pQX) par Ci~~pQX)~ Cn~p(ÏÏ) 
moàAzS dans A2 ; 3° dans 58.3 nous démontrerons que, 3? %> e t U étant 
choisis, le nombre (3) est bien déterminé; 4° dans 58.4 nous démon
trerons que, 3 e t ï étant choisis, le nombre (3) ne dépend pas du choix 
de U(E<7>(3? &); 5° dans 58.5 nous donnons un lemme; 6° dans 58.6 nous 
démontrerons que, 3 étant choisi, le nombre (3) ne dépend pas du choix 
de X6-4(3); 7° dans 58.7 nous démontrerons que le nombre (3) ne dépend 
non plus du choix 3 £ £*• Il en résulte que le nombre (3) est déterminé 
sans ambiguïté par les deux cycles CpÇ.rl9 Cn~~~p^I\ et qu'il jouit de la 
propriété 4° du n° 56; les propriétés 1°, 2°, 3°, du n° 56 sont banales. 

% 
58.1. Puisque 6m~nU)->0 mod S, il résulte de (2) que ]£biK

n-P(cœ,VL)-*0 

modjK — JB0. Or pour p<n on a (v. 19.1, 3°) 

v и 
2 b. K"-r (o?, U) -* 2 2 ni h K^"1 (of-1, U) raod B- B0, 

de sorte que dans le cas p<.n on a [v. 19.1, 1°, 2°, et la propriété 4° de 
la famille 0(3,2;)] 

CCp 

(*) 2 n% h = 0 pour 1 <j £ a 
i = l 

Ceci étant, soit 6 f ( 3 ) ~ 6^(3) mod .Ai/S dans Ai. Puisque 3 Ç^i- il existe 
des nombres a'iÇK tels que 

dp __ 

C*(&) = 2 aïo? mod.fi 
i = l 

et pour p<n il existe des nombres c/ÇSH tels que 
Cip-\-l Cip  

y. c, crf-r-1 -> y (a!— a,)ov mod *fi dans A,, 

http://mod.fi


2 \ai — ai— 2 %c\ of = O mod-tí, 

THEORIE DES VARIETES. 713 

«,, __ 
tandis que pour p = n on a ^ (#'— ^)°n ==r 0 mod/2. On a donc dans 

i --1 

les deux cas 
ccP+i 

2 
J=l 

ccp+l 

en convenant que J£ = 0 pour f> ------ n. Il en résulte que 

i 

flt:_• ai = S Vjf <j ( = 0 pour jj = n) 

pour chaque valeur de i telle que <x|9 41 0 modJi. Or on a, en vertu de (*), 
CCp uP+\ 

£ Mi ««v = ° 
CCp CCp 

de sorte que, pour arriver au but ^ eu In = Jj£ ai ^' ^ sufnt de montrer 
z = i i = i 

que pour af = 0 mod-Q on a soit a'. = a. = y\ rtv c. = 0, soit b. = 0. 
Supposons que ceci ne soit pas vrai pour une certaine valeur de i telle 
que of = 0 mod-Q. Les chaînes ^ a. of, ^a[ of7 ^CjOV^1 étant situées 
dans Av on aurait of = 0 mod^ ; la chaîne 2^biK

n~p(oV7 U) étant située 
dans B'ŒB, on aurait Kn~p(of, U) = 0 modl?. Soit ^ un sommet de o^ 
et soit I7 un sommet d'un simplexe de Kn~p(oV, U) [v. la propriété 4° de 
la famille ©(3, £)] ; on aurait ZxIl\§, ZtAt + 0, Î77? + 0 et aussi UZL + 0 
en vertu de 19.3. Or d'après la propriété 3° de la famille #(3? 2T), il 
existe un sommet ^2 de 3 tel que Uc:Z2. On aurait donc ZtZ2~\-Q, 
ZiAi^O, Z2B^0, ZiQ ^0, ce qui est une contradiction, car 3^^2 . 

58.2. D'après la définition de la famille 3? -1 existe un affinement 5 Ç 3^ 
de 3 e t une projection n = Pr. (5,3) dont on obtient £ moĵ ennant la 
construction du n°24 (après avoir choisi le réseau fermé t correspondant à 5). 
Faisons usage des notations du n° 24. On peut poser [v. 58 (1)] 

Cpib) = 2 < xï modtì. 
r = l 

Or on a O(8)-+0 mod-S', d'où 2J al*p->0 mod fi, donc 

2 2 t*Zx < xl~x = 0 modfi. 
Il en résulte que 

(*) 2^*1 = 0 
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pour chaque valeur de ^ telle que T^~- =|- 0 mod fi. Pour 1 <_ i <_ a 
posons aî' = ____! aï*, la sommation étant étendue à toutes les valeurs de v 

V 

telles que n%v = cf. On a 

TrC-'(S) = 2 ^ °i m 0 d i i -
i = 1 

Ceci étant, remplaçons Cn~p{U) par C[l~p{i\) ~ Cn"^(U) modA^S dans As. 
Il existe [v. 58 (2)] des nombres l4£9î tels que 

CCp _ _ 

(3') C'_l-nU)~ 2 &< Kn~P{aP, U) modTJ'R —R0 dans B'. 
i=l 

Il s'agit de montrer que ]£ euh — ___aiM. Or d'après 58.1 on a 
i = 1 i = 1 

£ ; o,-&< = Z aï' In, ± cub'i = i aï' bï, car /rC* (8) - C* (3) m o d ^ S 
i = l i —i i = i i = l 

dans Ax. Il suffit donc de prouver que _>J a*' ihï — 6») = 0. Posons 6" = 0 
Î = I 

pour ylt-\~l <v < fip ainsi que pour toutes les valeurs de v telles que 
1 S v S YP> n%% ~~ 0 ; pour 1 < v < y , TT^ = o| posons b[_' = b^. — b,r 

D'après la définition de a" on a alors 
% PP 

2 a'i (h'ï — 1>i) = ___, a'v bv ; 
i=l v=l 

on doit donc démontrer que _£ al b'J = 0. On a [v. (3), (3') ainsi que 40, (3)] 
v = l 

A» • % 

2Kkn-P(rP,Vl) = 2tti-^Kn~~n°?i Vi)moàBfB — R0 dans J5', 
v = 1 ' ' 

et les deux membres de cette égalité sont ~ 0 mod Bf B — i?0 dans Bf. 
D'après 44, il existe donc des nombres ^Ç9î tels que 

_£ d„ fc»-**1 (r*-1, U) -> _S K ^n"v (*ï, W mod - dans -B' > 
A- = l ^ ^ v = l 

de manière que (v. 19.1, 3°) 

2 \K— 2 Çi?du)k
n-*i{*l, U) = 0 mod fi dans B, 

d'où il résulte (v. 19.1, 2° et la propriété 4° de la famille ©) que 
/»-

pour chaque valeur de ^ telle que 7rl~^(T^, U) + 0 mod fi. 
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A; 
Remarque 1. Si T^1 = 0 mod SI on a soit d = 0 soit ]£ Ç$ ^ av = 0. 

A-. 
Bemarque2. Si &"-* 0*,U) = 0 mod -<> on a soit â  = 0 soit £ £ï71^„ = 0. 

fl = l ^ 

En supposant la validité de ces dex remarques, on obtient de (*) et 
de (**) que 

3 3 3 

Ê<K = 2 2^l<d0 = 0, q. f. d. 
V = l V = l /A = 1 

Il ne reste donc qu'à démontrer les deux remarques. Supposons donc 
que les indices v et fi soient tels que ^ - ^ O et que soit T^_1 = 0 mod SI 

soit kn~~p (T~, tt) = 0 mod Si. Puisque la chaîne ]? a'v T~ est située dans At 
v = l 

A /»,-. 
et puisque les chaînes £ b" A*-*^ . U) et % d Ic"-^1 (r^-1, U) sont 

V = 1 ;x = l 

situées dans B, dans le cas av~^0 ou 2.J fiV1 av=l=0 o n a ^ ^ ^ O pour 
u = l ' 

pp-\ 

chaque sommet Zx de TP-1 et dans le cas d +0 ou ^ Ĉ .71 rf =|=0 on 
p.—1 

a Z7i?=}=0 pour chaque sommet U de chaque simplexe de kn~P(~P, tt)64. 
Puisque soit Ï* - 1 = 0 mod£, soit À*-"(T*, U) = 0 mod &, on a (Zx + U)&+-0. 
D'autre part on a UZt^0 d'après 19.3. D'après la propriété 3° de la 
famille ©(3? X) il existe un sommet Z2 de 3 tel que UcZ2. Donc ZvZ2~+0, 
(Zi + Z2) Sid^O et, si une de nos deux remarques n'était pas vraie, on 
aurait encore ZiAi^O, Z2BdjpO ce qui donnerait une contradiction, car 

58.3. Il résulte de 58.1 que le nombre (3) est indépendant du choix des 
nombres ai pourvu que ces nombres satisfassent à (1). Il résulte de 58.2 
que le nombre (3) est indépendant du choix des nombres bi pourvu que 
ces nombres satisfassent à (2). Donc, 3? X et tt étant choisis, le nombre (3) 
est bien déterminé. 

58.4. Il est presque évident que 3 e t X étant choisis, le nombre (3) 
ne dépend pas du choix de tt€ ©(3, X). La famille Q>(3? X) étant complète, 
il suffit de prouver que le nombre (3) est le même pour U = tti et pour 
tt = Uâ, tt2e©(3, X) étant un affinement de tt^ ©(3, X). A cet effet 
il suffit de remarquer que, si les nombres &i£9t sont telles qu'on ait (2) 
pour tt = tt2, on a aussi (2) pour tt = tti; et cette remarque est évidente 
en vertu de 19.2 (v. aussi 19.1, 1°). 

04 II faut tenir compte de ce que chaque simplexe de h11 p 1 (T]\ X. U) est (v. la dé-

monstration de 19.1) une face d'un simplexe de 1cn~~p (TP, U). 
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58.5. LEMME. Soit jÇS'a un affinement de 3£~a ; s°i l Tt ~~ Pr-(i> 3)« 
Soit tÇ4(s); construisons le réseau fermé £ correspondant à 3 selon la 
manière du n° 24, en faisant usage de 5, t et TT. On a X€ 4(3) e t on 
obtient la même valeur pour Cp Cn~p, en le calculant soit relativement 
à 3 et ï , soit relativement à 5 et t. 

Démonstration. On voit sans aucune difficulté que %, 3 €-4 (3) • Faisons 
usage des notations du n° 24. Déterminons les nombres av, &*£ 5R de manière 
que 

PP 

Cp(t) = Z%rp mod fi, 

Cn~P (U) ~ ^ ^ K'1"3' (fff, VL) mod B' B 1 ^ dans B', 
i— 1 

où le réseau U commode rel. à 5 + t (et donc aussi rel. à 3 + ï> v. 24) 
est choisi (v. 58.4) si fin qu'il appartienne à <P(3> ~) e^ <l ®(8> 0- P ° u r 

1 < l <: «#, soit ai = £av, la sommation se rapportant à toutes les 
valeurs de v telles que m;p = oV. On a alors 

<xp 

Tt Cp (5) = ^ (1'i °i m 0 d **> 
i = 1 

de sorte que CpCn~p, calculé rel. à 3 + ï a la valeur ^dibi. D'autre 
i = l 

part on a, d'après 24 (3) 
PP 

C"-P (U) - 2J ti Vl-p (*?, U) mod B' _K — B0 dans £', 

où l'on a posé : 1° b'v = 0 pour rp + 1 <^v S &P ^n^ ( l u e P o u r toutes les 
valeurs de y telles que 1 <v <yp, TXTP = 0 ; 2° bl = fc* pour 1 <̂  *> < » , 
TtTp = or?. Donc le nombre Cp Cn~p, calculé rel. à 5 + t, a la valeur 

Pp <*p PP 

]£ avb'v. On doit donc seulement démontrer que 2 ai î — -2 ^ &v ce 
v = 1 i = 1 v = 1 

qui est évident d'après la définition même des nombres a'i et b'v. 
58.6. Supposons donné 3 Ç 52, % Ç 4 (3), U 6 (0 (3, S). Soient £7* (1 < v < m) 

tous les sommets de U tels que UB0 =|= 0 (v. 8). Pour chaque v (1 <, v < m) 
on peut (v. 8.1, 6°) indiquer un 3- s u nPl e x e intérieur o(v) = a?1 tel que 
1° Uv T(<xf) Jf 0 ; 2° Uv Tj == 0 pour chaque valeur de j (1 < j < a0) 
telle que a? n'est pas un sommet de cr(v). Choisissons un point avÇ UT(of) 
(1 ^ r ^ m ) - On n e Peu^ avoir av = %* que si o(v) = cr(/i). Soit Fy 
(1 < j! ^ m) un entourage de av si petit que 1° Vvd Uv\ 2° Fy V^ == 0 
pour av =̂  a^; soit V'v un entourage de av si petit que VlmVv. Soit ÎN 
l'ensemble de tous les couples (i, U) ( l < i < « 0 ? ?7ÇU) tels que Z7Ti = 0 
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et par suite aussi (v. 8.1, 5°) UTi = 0. Soit S3 un réseau si fin que pour 
(i, U)£N aucun sommet de 33 ne rencontre simultanément U et T?. Soit 
3£j-f2 un affmement de 3 si petit que 1° zv, ^ Ç j , ^ ' i ^ ^ O , ^ V v ^ O 
(1 <̂  v<: m) entraîne z2Cl V» (v. 1.2) ; 2 ° 3 est un affinement de $ ; 3 ° la chaîne C?JI(5) 
nTest située dans JR — Vy pour aucune valeur de *> (\ <,v < m ; v. 17.5). En 
vertu de la propriété 3° de 5, il existe pour chaque v (1 < v <̂  m) un (n, 5)-
simplexe intérieur O™ dont le noyau rencontre Fj ; en vertu de la propriété 
1° de 5. chaque sommet de Qn

v fait partie de V^; il existe donc une /t-face 
[/z étant déterminé par l'égalité oh == r; (?/)] OJ de QVK On peut supposer 
que Qh = Qh pour av = a . Puisque VA Vv = 0 pour a.t =}= a»j o n P e u t 

évidemment choisir la projection n = Pr. (5, 3) de manière que 1° itQh = o(v) 
p o u r l 5 ^ < > i ; 2°T()Ç3. m0 = <rf (\<,i<Ca0) entraîne que T°TÎ^0, Choisissons 
tÇ4( j ) . Puisque chaque sommet de Qh est un sous-ensemble de Uv, on a 
t(Qh)(ZUv pour l < > < ^ m . A l'aide de j 7 t et JZ, construisons le réseau 
fermé %* correspondant à 3 (v. 8) suivant la manière expliquée au n° 24. 
Supposons que T* (of) ait la même signification rel. à X* que T(oh) rel. 
à Z. Puisque t(Qh)Œ T*(oh) [oh = o(v)] [v. 24 (2)] et puisque t(Qh)CZUv, 
on a Uv T* (oh) .4= 065. Autrement dit : 0 < h < n, 1 < l <; «,4, U Ç U, 
UT (oh) 4= 0 entraîne LTT* (dj) =f= 0. Réciproquement supposons que, pour 
de certaines valeurs de i, h, U(0<h<n, l<i<^ah, UÇVL) on ait 
UT((^) = 0 et par suite ^T(aJ ' ) — 0. Nous prouverons que UT* (ol) = 0. 
D'après 8.1, 5° et 6°, il existe un sommet o) de d\ tel que ÛTj = 0. 
Il suffit de prouver que UT* = 0. Dans le cas contraire, il existerait un 
sommet T° de 5 tel que Ë/V-J-O, nr° = o®. D'après la propriété 2° de 
la projection jr, on aurait T° TJ 4= 0 d'où la contradiction Ut° = 0 d'après 
la propriété 2° du réseau 5. Maintenant on voit sans peine que le réseau 11 
est commode non seulement rel. à 3 + £- mais aussi rel. à 3 + ~*« Puisque 
tÇ-4(j), on a ,£*€ .4(3) (v. 58.5). Choisissons un af finement tli de 11 de 
manière que Ut^O (3? £*) . Déterminons les nombres a4-£9i d'après 58 (1). 
Déterminons les nombres b?Ç5R de manière que 

CCp 

Cn^1'ÇUl)~2bi*Knr-p(oi
p,VL1) mod B'ÏT-Bo dans B\ 

i-=l 

*iT désignant les chaînes fondamentales (v. 19.1) relatives à 3 + 2/*- On 
voit sans peine (v. 58.4) que la relation (*) reste vraie en y remplaçant 
Ux par U. Or on déduit facilement de 19.1 que *Kn~-h(oh, U) == K^h(oh

f U). 
Par suite, la relation 58 (2) est vraie. Donc on obtient la même valeur 

65 t (oh) -fc 0 car 5 € .s et par suite (v. 23) le noyau de o^ contient un point b n'appartenant 

à la fermeture d'aucun sommet de 3 qui ne soit pas un sommet de o^., d'où il résulte sans 

peine que b e £((V-
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pour le nombre Cp Cn~"p en le calculant soit rel. à 3 + ~? soit rel. à 3 + ~* 
et par suite, d'après le lemme du n° 58.5. aussi en le calculant rel. à 
8 + t. 

Ceci étant, supposons qu'on ait donné 3 £^2 e t Si, £2Ç-4(3). On voit 
sans peine que l'on peut déterminer 5 et t de manière que les conditions 
qui ont été énoncées plus haut soient vérifiées simultanément pour % = %x 

et pour % = X2. Il en résulte que le nombre Cp Cn~~p reste le même en 
le calculant soit rel. à 3 + ~i > soit rel. à 3 + £2. 

58.7. Le nombre Cp Cn~~p dépend donc tout au plus du choix de 3 £ ^ ? 
le choix de £Ç.4(3) et celui de UÇ</>(3? %) étant sans influence sur lui. 
Or supposons donné âi-âa^JEfa- La famille S2 étant complète, il existe 
un affinement simultané 5 de 81 et de $2. D'après 58.5 le nombre Cp Cn~p, 
calculé rel. à 5 est le même que si on le calcule rel. à 3i o u r e ^ à $2. 
Donc Cp Cn~p peut être calculé indifféremment soit rel. à 3i soit rel. à 3L>-

59.1. Si les deux ensembles A1} A2 du n° 56 sont sans point commun, 
on a Cp Cn~p = 0 pour chaque C^ÇFi, Cn"p^r2. La facile démonstration 
sera laissée au soin du lecteur. 

59.2. Soient Ax et A2 deux sous-ensembles bicompacts donnés de B, 
assujettis à la condition At A2S = 0. Définissons F\ et r2 comme dans 56. 
Soit F un sous-ensemble bicompact de B tel que FuS, A± A2F = 0. Tous 
les axiomes supposés au n° 55 restent évidemment vérifiés en remplaçant S 
par F. Désignons par r{ et r!2 ce que deviennent les familles 1\ et 1\ si 
on remplace S par F. Soit C^Ç/\, Cn~~p^l\. Il existe évidemment des 
cycles Cïtn, CTP 6 K tels que Cp (3) = Ci (3) mod F, C ^ (3) = c\^$) 
mod F dans chaque réseau 3« On voit sans peine que Cp Cn p = Ci Ci p. 

VIL 
60. Dans ce Chapitre, nous ferons de nouveau les hypothèses énoncées 

au n° 55. 
61. Supposons donné un sous-ensemble bicompact S2 de S. Posons 

Si = S—S2. Soit 1\ l'ensemble de tous les (p, I^)-cycles mod&4.i dans Ax, 
où Ax parcourt tous les sous-ensembles bicompacts de B tels que SAxdSx ; 
deux éléments Cf, Ci de I\ seront considérés comme égaux si l'on peut 
attacher à chaque entourage &± de #i66 un sous-ensemble bicompact A± 

de B tel que 1° 8A± C S2l9 2° Ci ~ Ci modi^Aj dans J4. L'ensemble 1\ 
est évidemment un module. Soit F2 l'ensemble de tous les (n—F>, jB)-cycles 
mod&4.2 dans A2 où A2 parcourt tous les sous-ensembles bicompacts de B 
tels que SA2 c S2 ; deux éléments Ci~~pi Cn~~p rje r2 seront considérés comme 
égaux si l'on peut attacher à chaque entourage &2 de S2 un sous-ensemble 

; On voit sans peine qu'on peut supposer que SliS* = 0. 
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bicompact A2 de R tel que 1 ° SA2 c S22 ; 2° Cn~p ~ tf""2' mod A> 42 dans A2. 
L'ensemble / 2 est aussi un module. 

D'après le n° 56. on peut attacher à chaque couple CP^T1, Cn~p£r2 

un nombre O C ^ ^ Ç S t de manière que: 

1° (rCp)Cn-p = Cp(rCn-p) = r(Cp Cn~p) pour r£9t; 

2° (C? + Ci) Cn~p = Cr Cn-p + Ci Cn~v ; 

3 ° cv (crv+ crv) = cv crv+ cp crp. 
En vertu de 56, 4° (y. aussi 59) on voit sans peine que le nombre CpCn~p 

est toujours bien déterminé, malgré les conventions que nous venons de 
faire sur l'égalité de deux éléments de I\ et de r2. 

Le but de ce Chapitre est de montrer67 que, relativement à la multiplica
tion Cp Cn—p considérée, les deux modules l\ et I\ sont duels (primitifs)68, 
c'est-à-dire. outre les propriétés 1°, 2°, 3° déjà énoncées, on a encore les 
deux suivantes (les égalités Cp = 0. Cn~p = 0 y ont le sens conventionnel 
adopté): 4° lorsque le cycle Cp€ / \ est tel que CpCn~p = 0 pour chaque 
choix de Cn-p£r2, on a Cp = 0; 5° lorsque le cycle Cn-p^r2 est tel que 
Cp Cn~p = 0 pour chaque choix de Cp€ T\, on a Cn-p = 0. La propriété 4° 
sera démontrée dans le n° 62. la propriété 5° dans le n° 63. 

62. Soit Ai un sous-ensemble bicompact de R tel que AiSczSi. Soit 
Cp un (p, i?)-cycle modAi-S dans AA. Supposons que Cp, considéré comme 
élément du module I\, soit 4-0. Il existe alors un entourage S2±c:R — S2 

de Si tel que. A[ étant un sous-ensemble bicompact de R assujetti à la 
condition A[SczSi, on n'ait jamais CPf^0 mo&A[S>i dans A[. On doit 
prouver qu'il existe un élément Cn~p de F2 tel que Cp Cn~~p = 1. 

Soit S}[ un entourage de S± si petit que S>[ciS>i, S2[ — SdSîi*9. Posons 
A2 = R—Si[ de sorte que A2 est un sous-ensemble bicompact de R tel que 
A2S = S2. Soit O la famille de tous les entourages Sî2 de S2 si petits 
que AiSî2 = 0. Pour chaque S^^O, désignons par n(Sî2) la famille de 
tous les (n—p, J2)-cycles Cn~p mo&A2S>2 dans A2 et tels que CpCn-p= 1 
(v. 59.2 où on remplace F par A2S>2). Lorsque S22j .Q*Ç@; SltaSi2, on 
voit sans peine (v.59.2) qu'avec chaqueCn~p£H(S>t) il existe un *(Tl~~p£II(S>2) 
tel que Cn~p = *Cn~p mod A2Q2. Si n(Sl2)^:0, c'est évidemment un système 
linéaire (v. Homologie, I, 14). D'après le théorème du n° 6.1 (v. aussi 59.2), 
où on remplace JB par A2 et S par S2 (ce qui est évidemment permis) il 
suffit donc de montrer que fI(Sl2)^zQ pour chaque Sl2^0. 

07 C'est essentiellement le premier théorème de dualité de M. Lefschetz [v. S. Lefschetz, 
Topology, p. 142, formule (7)]. 

08 V. Pontrjagin, Math. Ann., t. 105, 1931, pp. 165-205. 
09 Sl[ existe, car E — S2 est un espace normal. 

48* 
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Soit donc Sà2£Q et choisissons un entourage Sï2 de S2 si petit que 
Sà2mSî2. Choisissons un réseau 3 de la famille 32 (v. 57 pour p = 0 
et 58 pour pTll) suffisamment lin pour que les conditions suivantes aient 
lieu: 1° pour chaque sommet Z de 3 l'inégalité ZS>[^0 entraîne que 
ZdSlx ou bien ZdSl2\ 2° chaque sommet extérieur de 3 est un sous-
ensemble de Sï[-{-Sï2', 3° pour chaque sommet Z de 3 l'inégalité Z SÏ2\-0 
entraîne que ZdSï2\ 4° il n'existe aucune chaîne Z)^1(3) dans R—Sl2 

telle que F1!^1 L (3) = O (3) mod n± (c'est possible, car 6^ + 0 mod Ai-^ 
dans Ai pour Ai = R—i22); 5° aucun sommet de 3 ne rencontre simul
tanément A± et S22-, 6° si l'on a ZA2^0 et .Z fil 4-0 pour un sommet Z 
de 3i a^or s ZdSî2. Choisissons ££4(3) et supposons que U parcoure la 
famille #(3> ~) (v. 57 pour jp = 0 et 58 pour p > 1). 

D'après la propriété 2° du réseau 3? on a (v. 8) R — R0d Slx -f S>2. Il 
existe donc (y. la propriété 5° de 3) des nombres en tels que 

CP (3) = 2J a. af mod Ax ^ dans Ax. 
i = l 

Posons 

Cn-P(VL) = 2J bjKn-vioV, U) 
i = i 

les nombres biÇ9î étant assujettis aux conditions suivantes: 1° hi = 0 

si oV possède un sommet cfi tel que o{). SÏ^O, 2° 2 V% ^ = = 0 P° l l r chaque 

valeur de j (1 <|t/ < « -fi) telle qu'aucun sommet de 0V+1 ne rencontre fl2; 

3° ]? euh = 1. Supposons pour un moment qu'on puisse vérifier ces 
i-=l 

conditions. D'après 1°, la chaîne Cn~p{VL) est située dans R—S2[ = A2. 
D'après 2°, 19.1, 3° et 19.3 la chaîne .FC*-* (U) est située dans 
A2R — JR0 + JS T(oV+v), j parcourant seulement de telles valeurs que tfj7fl 

possède un sommet rencontrant Sl2 et par suite (v. la propriété 3° de 3) 
contenu dans fi2 ; donc FCn~~p (U)czS22 (v. la propriété 6° de 3)- Donc 
Cn~p(yX) est un (n—p, U)-cycle mod A2 Sl2 dans Sl2% En faisant varier 
les U, on voit (v. 19.2) que les chaînes Cn~-°(U) définissent un (n—p,R)-
cycle mod A2 S>2 dans A2. D'après la propriété 3° des nombres bi, on a 
Qp Qn-p _ 1 t 

Reste à prouver que les conditions posées pour les nombres biÇSR sont 
réalisables. Il résulte de la théorie élémentaire des équations linéaires que, 
dans le cas contraire, il existerait des nombres c/ÇSR (1 ^ j ^ ^ p + i ) tels 
que 1° CJ = 0 pour chaque valeur de j telle que oVH possède un sommet 
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rencontrant S22 ; 2° pour chaque valeur de / telle qu'aucun sommet de (tP ne 
rencontre S2[ on a 

(X +1 

(ti = yifiíc: 
^J ч Jl J 

j 1 

Or des conditions imposées pour 3 o n déduit sans peine que Ton aurait 
dans ce cas Cp(^) ~^ 0 mod S2X dans E—S22 ce qui est une contradiction. 

63. Soit A2 un sous-ensemble bicompact de E tel que A28c:S2. Soit Cn~p 

un (n—p, i?)-cycle mod^.># dans A2. Supposons que Cn~"]), considéré 
comme élément du module f2, soit =|=0. Il existe donc un entourage S22 

de S2 tel que, A2 étant un sous-ensemble bicompact de E assujetti à la 
condition A2SciS22, on n'ait jamais Cn~~21(^0 mod A2 S22 dans A2. On doit 
prouver qu'il existe un élément Cp de 1\ tel que Cp Cn~~p = 1. 

Soit S22 un entourage de S2 tel que S22mS22, Posons AL = E—S22 de 
sorte que At est un sous-ensemble bicompact de E tel que A^ScSi- Il 
suffit donc de prouver qu'il existe un (p, E)-cyde C^modAtS dans A^ 
tel que C]) Cn~~p = 1. Or soit O la famille de tous les entourages S2 de S 
si petits que A2 S2 c S22. Pour chaque S2 £ 0, désignons par H (Sa) la famille 
de tous les (p, i2)-cycles Omod A{ S2 dans At et tels que C}1Cn~~v = 1 (v.59.2, 
où l'on remplace F par A± S2). Lorsque S2, S2* Ç 0; Si*ci S2, on voit sans peine 
(v. 59.2)_qu'à chaque Cp£II(S2*) il existe un *G^£/7(J2) tel que Cp = *CP 

mod Ai Si. Si TI(S2) =(= O, c'est évidemment un système linéaire. D'après le 
théorème du n° 6.1 (v. aussi 59.2), où l'on remplace E par At et S par Av S (ce 
qui est permis), il suffit donc de montrer que U(S2) =|= 0 pour chaque S2£6. 

Soit donc S2£Q et choisissons un entourage Si' de S si petit que Sa'm S2. 
Soit B un entourage de A2 si petit que BSd S22. Choisissons un réseau 3 
de la famille £2 (v. 57 pour p = 0 et 58 pour p > 1). Soit jÇ-Sf.» un 
affinement de 3 si fin (Iue ^es conditions suivantes aient lieu: 1° pour 
chaque sommet extérieur z de g on a BzC i22 ; 2° zÇ.%, ZS2'Z\I 0 entraîne que 
0(Z i2; 3° 2Ç3, 0-Q2 4- 0 entraîne que ^ C A> ; 4° 3 est un affinement de 3 
normal rel. aux cycles mod At S2 dans A±. 

Choisissons t6-4(g) et supposons que II parcoure la famille #(3, t) (v. 57 
pour p = 0 et 58 pour p > 1). Choisissons une projection n = Pr. (5, 3)-
Construisons le réseau fermé % correspondant à 3 d'après n° 24, en y faisant 
usage de 5, t et n. Employons les notations du n° 24. Evidemment (v. 58.5) 

on a ££-4(3), 0 ( 3 , 2)=> ®(8> *)• 
D'après 31 et 24 (3), il existe des nombres &-.69170 tels que 

dp A, _ 

C"-P (U) - S h Kn"p (*?, U) ~ - S ?>v &*-* (-*, U) mod i29 dans B. 
1 = 1 v = 1 

70 On voit sans peine (v. 26) qu'on peut supposer que les nombres h soient indépendants 
du choix de iU#(5> t). 
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nous y avons posé: 1° bl = 0 pour rp + 1 ^ v ^ fip ainsi que pour 
i ^ î; S »> ^ î = 0; 2° ^ = 6i p ° u r i ^ v S ÏP, n%l = ah r ° s o n s 

CПb) =Ža'vтP} 
y = l 

les nombres aî,Ç9t étant assujettis aux conditions suivantes: 1° al = 0 

si un sommet de ip rencontre Sl'2\ 2° ^Q^d = 0 pour chaque valeur 

de ^ (1 <. fi <, fi ^ telle qu'aucun sommet de T^-1 ne rencontre fi'71; 

3° ^ albl = 1. Supposons pour un moment qu'on puisse vérifier ces 
V = 1 

conditions. D'après 1°, la chaîne Cp (5) est située dans i2—4-?2 = Ax ; 
d'après 2°, chaque simplexe de la chaîne FCP (5) possède un sommet ren
contrant Sï de sorte que la chaîne FCp (5) est située dans Sa en vertu de 

<Xp 

la propriété 2° du réseau 5. Donc Ci7 C3) — ]£aiai es^ un (p, 3)-cycle 

essentiel (v. la propriété 4° de 5) mod Ai fi dans Ax. On voit sans peine 
%> __ 

que ^ euh = 1. Il existe donc un (f>, _R)~cycle O mod A! fi dans Ai 
i = l 

et tel que Cp Cn~p = 1, c. q. f. d. 
Reste à prouver que les conditions posées pour les nombres al sont 

réalisables. On voit sans peine que, dans le cas contraire, on pourrait 
déterminer des nombres c^ÇSt (1 < ^ < /V-i) tels que: 1° c^ = 0 si le 

simplexe T^"1 possède un sommet rencontrant Sï: 2° bl = 2 ^TT1 c„ pour 

chaque valeur de v (1 <̂  v < /S ) telle qu'aucun sommet de %p ne ren
contre fi272. Or d'après 1°, la chaîne 

Dn-p+l (IX) = ]£ c lc"~p^ (Tf-\ U) 
^ = 1 ^ ^ 

serait située dans R— S? et d'après 2° on aurait, en tenant compte de la 
propriété 3° du réseau g, 

PP 
FB»-P+I (U) = £ l'v kn-p (rp, U) mod fi2

 73. 

71 Cette condition n'exige rien si jp = 0. 
72 Pour p — 0 : On aurait Vv = 0 pour chaque valeur de v (1 < ^ <. ,30) telle que 

T ° V ^ = 0 . 

13 Pour p = 0 : On aurait 2 O " (*£> U) = ° m o d % • 
v = l 
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Donc on aurait CU~P (H) ~ 0 mod S22 dans B — SI' et par suite, la famille 
O (g, t) étant complète, Cn~p~0 mod A!> S>2 dans A^ pour A!2 = B — Sï, ce 
qui est une contradiction. 

64. Pour S = S2, F2 est (v.6.2) le (n—j?)ôme groupe de Betti de l'espace B 
mod S. En désignant par % la famille de tous les sous-ensembles bicompacts 
de . i t—S , on voit sans peine que, dans le cas actuel S=S2, F\ est le 
pème g r 0 U p e de Betti bicompact (= d'espèce # au sens de VHomologie, V, 9) 
de l'espace B—S. Pareillement, pour #2 = 0, F2 est le (n—pYimo groupe 
de Betti bicompact de B — S et FL est le jpèmo groupe de Betti de B mod S. 

Donc, pour q=p ou q — n—p, le qème groupe de Betti de V espace B 
mod S est dAtel au (n — q)ème gtwipe de Betti bicompact de Vespace B—S. 

VIII. 

n — i 
65. Soit 0 <, p <—-—. S^^pposons la validité de tous les axiomes du 

Chap. I et II ainsi que celle des axiomes Gk (v. 21) pour n —p <J k < n — 1 et 
des axiomes Hk (v. 27) po^tr n—p — 1 <̂  k <n — 2. Alors les axiomes 
Gk (0 <k< p) sont aussi vérifiés. 

Démonstration. Il suffit de montrer la validité de Gp (pour Gk on rem
place^ par /*;). Soit donc a£B—S. On doit prouver qu'à chaque entourage 
UŒB—S de A on peut attacher un entourage V tel que chaque (p,B)~ 
cycle dans V est ~ 0 dans U. Or il suffit de prouver que l'entourage V 
de a peut être choisi de telle sorte que chaque (p, JSVcycle dans F soit 
~ 0 dans un soiis-ensemble bicompact de B—S. En effet, le cas général 
s'en déduit en remplaçant S par B — U, ce qui est sans influence sur la 
validité de nos axiomes. 

Soit donc aÇB — 8\ soit U~lB — S un entourage de a; soit S2 un. 
entourage de S si petit que US2 = 0. Cv étant un (p, iiTt-cycle dans Ûet 
Cn~~p étant un (n—p, JS)-cycle mod S, pour calculer le nombre Cp C1l~~p on 
peut (v. 59.2) remplacer Cn~v par un (n—p, itj-cycle Cll~p mod Sa homologue 
à Cn~~p mod S2. Il existe évidemment un réseau $ et un réseau fermé X 
correspondant qui soient tels que: 1° l'énoncé du n° 31 est vrai pour 
A = B = B; 2° B — B 0 d fi ; 3° le point a appartient à un sommet unique 
(nécessairement intérieur) de 3 de manière que a£B0—i?i(dans les notations 
de 8). Ceci étant, on peut (d'après 31) attacher à chaque C1l~p un 
CÎ^r^Cn~p mod fi de manière que (v. 19.3) Ci~~p soit un (n—p, i2)-cycle 
mod S2 dans Bp. Or soit 7 un entourage de a si petit que VczB — Se — Bi\ 
si Cp est un (p, j?)-cycle dans V, on a, en excluant d'abord le casjp = 0, 
(jp çn-p = g d'après 59.1 et par suite aussi Cp Cn~p = 0 pour chaque 
choix du (n—p, i*!)-cycle Cn~~p mod S. D'après 62 (où on pose S2 = S; 

http://de.it


724 G. CECH. 

v. 64) il en résulte que Cp^0 dans un sous-ensemble bicompact de îx—S, 
pour chaque choix du (p, jK)-cycle Cv dans V, c. q. f. d. 

Dans le cas p = 0 le raisonnement précédant ne s'applique plus. Or on 
peut alors (v. 14.1 et 17.5) déterminer un entourage U^B—S de a de 
manière qu'on puisse attacher à chaque (n, 2?)-cycle Cn mod S un nombre 
r Ç91 de manière que Cn—rGn^0 mod B — U. Soit F un entourage de a tel 
que VmU. Pour chaque 0-cycle C° dans V on a alors C°(Cn—rGn) = 0 
d'après 59.1 (v. aussi 59.2). Il en résulte que si C° est tel que C°Gn= 0 on a 
C°Cn* = 0 pour chaque (n, 2?)-cyele C n mod S". Il suffit donc de montrer que 
I(C°) = 0 (v.38) entraîne que C°Gn= 0. Or soit Cl le (0,2?)-cycle (dans V) 
correspondant (v. Homologie, III, 17) au point a. Posons (fa G

n= s. On a 
s + 0; en effet, dans le cas contraire, on aurait Ca C

n = 0 pour chaque Cn 

et par suite, d'après 62 avec S2 = 8 (v. aussi 64) Ca°°0 dans un sous-
ensemble bicompact de 2i!, ce qui entraînerait, comme on sait, que I(Ca) = 0, 
tandis que, évidemment, I(Ca) = 1. Puisque 5 + 0 , on peut attacher à chaque 
0-cycle C° dans V un nombre £ÇsJî tel que ((f — t(fa)G

n = 0, ce qui 
entraîne que C° — tCa^O dans un sous-ensemble bicompact de B, d'où 
I((f — tC§ = 0. Or I(C° —*C2) = 7(C°) — tI(Ca) = I(C0) — f, donc 
t = I(C°). Par suite I(Cir) = 0 entraîne que t = 0, d'où C°Gn = 0, c.q.f.d. 

65.1 Les axiomes des Chap. I et II entraînent que ï'espace B — S est 
localement connexe. 

Cela résulte de 65 (avec p = 0), car l'axiome C° équivaut évidemment 
(v. Homologie, III, 14—18) à la connexité locale de B — S. 

n 
66. Soit 0 <^ p <:' — 1. Supposons la validité de tous les axiomes des 

Chap. I et II ainsi que celle des axiomes Gk (v. 21) pour n—p <^ h <1 n— 1 
et des axiomes Hk (v. 27) pour n—p — 1 ^k<^n — 2. Alors les axiomes 
Hk (0 <^ k < p) sont aussi vérifies. 

La démonstration sera donnée au n° 66.2. 
66.1. LEMME. Soit 0 <1 p < n — 2. Supposons que B soit un espace 

normal et que S = SdB. Supposons la validité de l'axiome Gn~p~l (v. 21). 
Soit aÇjB — S. Soit U^B — S un entourage de a. 11 existe un entourage 
F ( S L 7 de a jouissant de la propriété suivante: Soit Cn~p un (n—p , B)-
cycle mod ($ + 7 ) ; il existe un (n—p, JR)-cycle C\~~v mod S et un (n—p, B)-
cycle Cn~p mod 7 dans I7 tels que C*"* - Cf"3' + 6 ? " p mod 5 + 7. 

Démonstration. D'après l'axiome Gn~~p~~1, déterminons l'entourage V&J 
de manière que l'on ait r , l - - P ~ 1 ~ 0 dans L7 pour chaque (n—p — 1, 22)-
cycle rn~p~1 dans 7 . Soit (I) la famille (complète) de tous les réseaux dont 
aucun sommet ne rencontre simultanément 7 et S. Pour chaque U£ O, on a 

jFCn-*(U) = r r ^ W + r r ^ C U ) , 
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où rrv~UU) [rr11'"1 (U)] est un (n—p — 1, U)-cycle dans S [dans V]. 
Lorsque 33 Ç </> est un affinement de U^Q), on a, en posant jr^PEASB, U), 
jv C)1-P (SB) - £*-* (U) mod(S + V). Il existe donc une (n — p + 1, U)-chaîne 
En~'pH(U) et deux (w —p, U)-chaînes J ^ ' l U ) , Et~p (U) telles que 
i ? r j ' ( l î ) c S ? Erp(U)ClV et 

TTCH~* (SB) —C""* (U) - P F T ^ x (U) + Et11 (U) + ET? 7 (U), 
d'où 

nrn-2,-l m_rn-ï>-l {Vi)-FErP (U) 

= Tr/t"^-1 (SB) — r r 2 " 1 ( U ^ F ^ r 1 ' (U). 

Or la chaîne à gauche (à droite) est située dans S (dans V) ; d'après la 
définition de la famille (D, on en déduit que chacune de ces deux chaînes 
est égale à zéro, d'où 7iirp~ (~>)~r£~~p~ (U) dans V. Il en résulte que 
jpnr-p-i __ j^w-7?-i Qjjj es^ u n ^ — ^ — ̂  I^-cycle dans V. D'après la 

définition de V, il existe donc pour chaque U(ï<7> une (n—p, U)-chaîne 
dans Û dont la frontière est égale à rrp -1(U). Pour chaque U(î<I>, soit 
Ln~p (U) la famille de tous les (n—p, U)-cyeles Cnrp (U) mod IV dans £7 tels 
que FCrp(U)^rrp^(U) dans V. Nous venons de voir que I%~p (U)^0 
pour chaque UÇ <I>. On voit sans peine que LTP (U) est un système linéaire 
et que 7tLt'p (SB) CI ££"* (U). D'après Homologie, II, 21, on peut donc 
choisir c r ^ U ^ i r ^ U ) pour chaque UÇ (P de manière que 62*"̂  = {GT^U)} 
soit un (n—p, iiO-cycle mod V dans £7. Puisque CT^ (U)ÇFi"p (U), il existe 
pour chaque UÇ<# une (n—p, U)-chaîne 1)TP (U) dans V telle que 

Fcrp(m = rri,"1(U)+.Fz>ri'(u». 

Le cycle Crp étant déterminé, il s'agit encore de démontrer l'existence 
de C\~p* Or désignons pour U£® par Li~p QX) la famille de tous les 
(n — p, U)-cycles C\~v (U)mod# tels que: 

Cn~p (U) ~ c r p (U) 4- Crp (U) mod (S + V). 

En supposant pour un moment que £1 "^ (U) =|= 0, on voit sans peine que 
c'est un système linéaire. Or on a évidemment nLn_i,(SB)C Ln~~v(U). Il 
résulte donc de VHomologie, II, 21 que le cycle Ci~p existe. On doit encore 
démontrer que LÏ -^ (U) =j= 0 ; c'est évident, car on voit sans peine que 

Cn-p(VO - GT P(U) + l)t~v(U)£iï~-p(U). 

66.2. Passons à la démonstration du théorème du n° 66. Il suffit de 
démontrer la validité de l'axiome Hp. Il suffit même de prouver l'énoncé E 
suivant : Soit a^R—S; soit 1\(~\R—S un entourage donné de a. A chaque 
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entourage P2 C Pr de a on peut attacher un entourage P3 C P2 de a de 
manière que: Si Cp est un (p, P)-cycle dans PÏ—P2 tel que (717~0 dans 
un sous-ensemble bicompact de B — S, on ait aussi C p ~ 0 dans un sous-
ensemble bicompact de B — (#+P3) . En effet, d'une part, l'axiome Hp, 
sous la forme énoncée au n°27, est une conséquence de E si P= B — S\ 
d'autre part, en remplaçant S par B — P (et donc B — S par P) on ne 
détruit pas la validité des axiomes supposés vrais au n° 66. 

Soit donc a£B — S et soient P1? P2 deux entourages de a tels que 
P 2 c P i < s P — 8. Choisissons un entourage U<~~\P2 de a et déterminons 
l'entourage "V — P3 de a d'après 66.1. Soit Cp un (p, PVeycle dans Pt — P2 

tel que CPr^0 dans un sous-ensemble bicompact de B — S. D'après 64, 
on a Cp Cn~p = 0 pour chaque (n—p, JS)-cycle Cn~~p mod S. On doit 
prouver que CPr^O dans un sous-ensemble bicompact de B — (#+P3) . 
Or le théorème du n° 64 reste évidemment vrai en y remplaçant S par 
# + P 3 (car les axiomes dont on a déduit ce théorème restent vrais). Or 
on a évidemment PL—P2CP— (#+P3) de sorte qu'il suffit de prouver 
que CpCn-p = 0 pour chaque (n —p, P)-cycleCy;^ mod(S/+P3). D'après66.1 
il existe un (n—p, B)-cycle Ci~~p et un (n—p, B)-cycle C%~p modP3 

dans U tel que 
Cn~V „ Cn-V + (jn-v m ( ) d ( g +p^ ^ 

On a donc (v. 56, 3° et 4°) 

cpcn"p = cpcrp+cpcri\ 

Or nous savons que Cv Ci ~'p = 0 ; d'autre part, Cp G?"p = 0 d'après 59.1, 
car Cp C Pi—P2 , Cfp C U, Û(I\ — P2) = 0. 

67. Faisons les hypothèses du n° 55. Il se peut qu'il existe un nombre 
infini de (n—p, P)-cycles mod# lin. indépendants mod# (c'est-à-dire tels 
qu'aucune combinaison linéaire de ces cycles ne soit ^ 0 mod#); or il 
résulte du théorème du n° 31 que, SI étant un entourage donné de S, il 
n'existe qu'un nombre fini de (n—p, PVcycles mod S lin. indépendants mod Si ; 
autrement dit, Si étant donné, on peut indiquer un nombre fini de (n -—p, By 
cycles mod S tels que chaque (n—p,P)-cycle mod S soit homologue mod 8 
à une combinaison linéaire de ces cycles donnés, augmentée d'un (n—p, B)-
cycle modyS dans Si. 

Pareillement il peut exister un nombre infini de (n—p, P)-cycles absolus, 
dont chacun est situé dans un sous-ensemble bicompact de P — S, et tels 
qu'aucune combinaison linéaire de ces cycles ne soit homologue à zéro 
dans un sous-ensemble bicompact de P — 8. Mais, A étant un sous-ensemble 
bicompact de P — S donné, il existe un nombre fini de (n — p, P)-cycles 
dans A tels que chaque (n—p, P)-cycle situé dans A soit homologue 
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à une combinaison linéaire de ces cycles dans un sous-ensemble bicompact 
de E — 8. 

Du théorème du n° 64 on déduit (v. 59.1) que ces remarques restent 
vraies en remplaçant p par n—p. 

Supposons en particulier que S=0. Alors l'ensemble E — S=E lui 
même est bicompact, et par suite le pème, ainsi que le (n—j/)ème nombre 
de Betti de E est fini. Ces deux nombres sont égaux l'un à l'autre d'après 64 
(théorème de dualité de Poincaré). 

68. Soit 0<p<,n — 1. Supposons la validité des axiomes énumérés 
au n° 55, en y remplaçant S par 0. 

Soit 8 un sous-ensemble bicompact de E. Soit A{ l'ensemble de tous les 
(p, JS)-cycles Cp dans A homologues à zéro dans E, où A parcourt la classe K 
de tous les sous-ensembles bicompacts de E — #; considérons deux éléments 
Ci, Cp de AL comme égaux si l'on peut déterminer A Ç K de manière que 
C ? ~ 6 ? dans A. Soit A2 l'ensemble de tous les (n—p — 1, L?)-cycles rn~p~-
dans S homologues à zéro dans E, deux éléments /T - 1 ^ 1 , r!2

l~'p~1 de A2 

seront considérés comme égaux si TT~V~ ~r%~v~ dans S. 
Nous allons définir une multiplication Cpxrn~p-1 rel. à laquelle les deux 

modules F! et T2 sont duels (théorème de dualité de M. Pontrjaginu). 
Soit rn~p~1ÇmA2. Pour chaque réseau U, il existe un système linéaire 

Ln-p(U) de (n —p, U)-cycles Cn~p (U) dans E tels que FCn~p (U) ~ r»-*- 1 (H) 
dans S. De YHomologie II, 21 on déduit sans peine qu'on peut choisir 
Cn-P QJ) ç jy^-p (xj) d e manière que Cn~p = {Cn~p (U)} soit un (w —p, JB)-
cycle dans #. Posons Cw--? = y (rn~p-~1) ; la fonction y n'est pas du reste 
univoque. Ceci étant, posons 

cp x r » - - ^ 1 = c1-?7 y (r»-^-1). 

Les propriétés 1°, 2°, 3° dans la définition de dualité de deux modules 
(n° 61) sons évidentes. Reste à montrer: At: le produit Cpxrn-p~1 est 
univoquement déterminé ; L̂2 : si C

p Ç Ax jouit de la propriété que Cp x rn~p"1 = 0 
pour chaque r*-*-1 Ç 4a, on a Cp = 0] A*: si P ^ - 1 £ 4 jouit de la 
propriété que Cp x rn~p-1 = 0 pour chaque C1'Ç-4i, on a r'1--^-1 = 0. 

Démonstration de Ai. Soit 

/ ^ rrI> rn—p—l r7i-p—l 
Cl = L2; , ' 1 — 12 ? 

rM—p ,rn-p—l\ nn~V /rn—p-l\ 

Ci = y (F i ) , C2 = 9Kf- )• 

On doit prouver que 
çiV çn—p _ ^.p Qn~p 

71 Göttinger Nachrichten, 1928, p. 448 (Satz I). 
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L'égalité Cp = Cf signifie qu'il existe un sous-ensemble bicompact A de B—S 
tel que Cf—Cf~0 dans A. Donc d'après64, on a (C?—Cg)Cfp = 0, carCZ~P 

est un (n—p, i?)-cycle mod S. Reste à prouver que Cp(Ci~~p — Cn~p) = 0. 
Or l'égalité if~p~l = r?rp~- signifie que Fr^^If"^1 dans #. D'autre 
part, dans chaque réseau U on a FC[l~p (U) ~ jf-p-1 rvjj ^ a n s ^ 
FC^v(Vi)^Tt'~p''1(]X) dans S d'où il résulte qu'on peut déterminer une 
(n—j),U)-chaîne .D^Ol) dans i» telle que C^p(U)—Crp(U)—Dt^(VL)-*0. 
Pour chaque réseau U désignons par Ln~~p(U) la famille de tous les (n—p, U)-
cycles absolus de la forme 

CT'P (U) - CS1"11 ( U ) - Dn~v (U) + JS?»-* (U) + FH11-^1 (U), 

oii En~p (U) parcourt tous les (n—p, U)-cycles dans S tandis que Hn~pJil(U) 
parcourt toutes les (n— -_p + 1, U)-chaînes. D'après Homologie, II, 21 on 
voit sans peine qu'il est possible de choisir Cn~p (U) Ç Ln-p (U) de manière 
que Cn-v = {Cn~~p(U)} soit un (n—p, JS)-cycle (absolu). Evidemment 
C ^ * ~ c r * — C2^ mod S, d'où CïiCf^-CF-1)^ C? C"-p, de sorte 
qu'on doit seulement prouver que Cp C'l~p = 0, ce qui résulte de 64 (en 
y remplaçant S par 0), car C? ^Omodi î . 

Démonstration de A2. Supposons que le cycle Cp^Ai ne soit homologue 
à zéro dans aucun sous-ensemble bicompact de B — S. On doit prouver 
qu'il existe un rn~p-1Ç:A2 tel que Cpxrn-p~1 = 1. Or d'après 64 il 
existe un (n—p, JSVcycle C"~17mod# tel que Cp Cn~'p = 1. Pour chaque 
réseau U soit r»- - ' - 1 (U) = i^Cn^(U). On voit sans peine que F^-1 

= frn-p-i([X)} e s t u n élément de A2 tel que Cn~~p — ytr*-*-1), d'où 
CP x rn~p-i -== i . 

Démonstration de A%. Supposons que le cycle rn~p-lÇ:A2 ne soit pas 
homologue à zéro dans S. Soit Co"p = <p(rn~p~~). On doit prouver qu'il 
existe un CVÇ:A1 tel que Cp Co~p = 1. On voit sans peine que le (n—p, B)-
cycle Cn~~pmoAS n'est homologue mod# à aucun (n—p, JS)-cycle absolu. 
Supposons par impossible que, pour chaque réseau U, le (n — p, U)-cycle 
mod S: Cn~~p(U) soit homologue mod S à un (n —p, U)-cycle absolu Bn~p(U); 
désignons par Ln~p (U) la famille de tous ces Bn~~p (U) ; de VHomologie, 
II, 21 on déduit sans peine qu'on peut choisir Bn~~p (U)Ç:Ln~~p (U) de manière 
que Bn~~p = {Bn~p(U)} soit un (n — p, J5)-cycle absolu, d'où il résulte 
la contradiction Cn~p ~ Bn~p mod£. 

Soit donc U0 un réseau tel que Co~p (U) ne soit homologue mod S à 
aucun (n — p, U0)-cycle absolu ; on voit sans peine (v. la démonstration 
de 6.1) qu'il existe un entourage & de S tel que, dans le réseau U0, les 
frontières, cycles, homologies mod# soient les mêmes comme mod Si. Donc 
Co~p (U) n'est homologue mod Si à aucun (n—p, U0)-cycle absolu; par 
suite Co~p n'est homologue mod SÏ à aucun (n—p, B)-cycle absolu. 
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D'après 67, il existe un ensemble fini T de (n —p, E)-cyclés mod S tel que 
chaque (n—p, i2)-cycle mod # soit homologue mod S à une combinaison linéaire 
de ces cycles, augmentée d'un (n—p, jR)-cycle mod S dans SI, tandis 
qu'aucune combinaison linéaire de ces cycles ne soit ~ 0 mod Sa. On voit 
sans peine qu'on peut supposer que le cycle C0~

p appartienne à la famille r\ 
en outre, on peut supposer que la famille T contienne des cycles Ci p, 
Cn p, • • -, CH~V (h = 0, 1, 2, • • •) tels qu'un (n — p, it)-cycle mod S est 

h __ 

°° .2 at Cf ~p mod SI si et seulement s'il est homologue mod SI à un (n —p, E)-
i = l 

cycle absolu. Soit 
nn-i) nn-~p r>n~~P nn~~v nn—p 
' 0 , L i , • • • , Lh , U/t-j-i , • • • , Ljc 

0 __i A __i k) la famille r . KT0 étant la famille de tous les sous-ensembles 
bicompacts de E—SE, il résulte facilement de 64 (où l'on remplace S 
par Si) qu'il existe des (p, ï?)-cycles absolus 

oP nP nP nv n'P 
Uo ? Ui , • • • , Lh, U / t - f i , • • • , U/c, 

Cf (0 < ^ < k) étant situé dans Ai£K0, tels que pour 0 < i <_\ k, 0 < j _C k: 
Cf Cf-^ = 1 pour i = j , = 0 pour i =(= j. 

Je dis que Cp est l'élément cherché du module Ài. Puisque Cp C0~~v = 1, 
il faut seulement démontrer que CP~Q dans E. D'après 64, il suffit de prouver 
que Cp Cn~p = 0 pour chaque (n—p, i2)-cycle absolu Cn~p. Or d'après 
ce que nous venons de dire, il existe des nombres «i€9t et un (n—p, E)-
cycle *Cn~pmodS dans S2 tels que 

C'*-* ~ _t a4 Crp+ *Cn~p mod S, 
2 = 1 

d'où 

i=l 

Or nous savons que C0 C
n~p = 0 _ pour _1 <; i _g /t ; d'autre part, 

^ * C ^ = 0 , car CSciA0, *Cn-pClS2, A0S1 = 0. 
Remarque. Soit ^ = 1 pour i = 0, 4- = 0 pour l > 1. Supposons 

que le pème et le (n—p — l)ème nombre de Betti de l'espace E soient 
resp. égaux à ôp et à (^-^-i. Alors I\ est le module de tous les (p, E)-
cycles CP bicompacts dans E — S (tels que 7(6^) = 0 si p = 0) tandis 
que T2 est le module de tous les (n—p—l,It)-cycles Cn~p'~1 dans S 
(tels que 7(C?i~^_1) = 0 si n—p—1 = 0). Le fait que les deux 
modules I\ et ï2 sont duels constitue le théorème de dualité de M. Alexander. 

69. Faisons l'hypothèse du n° 55. Soit I\ l'ensemble de tous les (p, E)-
cycles absolu dans A, où A parcourt tous les sous-ensembles bicompacts 
de E — S; deux éléments Cp, Cl seront considérés comme égaux si Cf^Cf 
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mod$. Soit F2 l'ensemble qui s'obtient de F± en remplaçant p par n— p. 
On voit sans peine (v. 56, 4°) que le produit Cp Cn~p où Cp^rl9 C1l~p^r2y 

est bien déterminé malgré les conventions faites sur l'égalité de deux 
éléments de ï\ ou de 1\. En procédant comme dans les nos 62 et 63, on 
démontre sans peine que les deux modules 1\ et F2 sont duels relativement 
à la multiplication CpCn~~2\ C'est le second théorème de dualité de M. Lefschetz11". 

70. Soient At et A2 deux sous-ensembles de JK — S, fermés dans B — S 
et tels que -Âi.Z2 ŒB — S. Soit Cp un (p, JS)-cycle modA^ dans Ax ; soit 
Cn~p un (n — p,i?)-cycle m o d ^ S dans.42. On voit sans peine qu'on peut 
étendre la définition du produit Cv Cn~p du Chap. VII (qui a été exposée 
seulement sous l'hypothèse Â+ A% = 0) au cas plus général ici envisagé, 
et que les propriétés 1°, 2°, 3°, 4° du n° 61 restent vraies. 

Sous la forme ainsi généralisée, le produit Cp Cn~~1} ne dépend évidem
ment (cf. 6.3) que de l'espace 11 —S (et de son orientation). 

On pourrait aussi généraliser le théorème général de dualité du n°61 
en lui donnant une forme qui ne dépend plus que de l'espace B — #7C. 
Nous omettons de le faire, car on n'arrive qu'à un énoncé fort compliqué 
et peu susceptible d'applications; d'ailleurs, il est évident que l'important 
théorème de dualité du n°64 exprime une propriété topologique de l'espace 
R — 8 (v. 6.3). 

75 S. Lefschetz, Topology, p. 149, formule (20). 
70 Cf. Lefschetz, Topology, p. 314, formule (18). 
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