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UŽITI TEORIE HOMOLOGIE NA TEOKII SOUVISLOSTI. I. 
(AVEC UN RÉSUMÉ EN FRANÇAIS.) 

I. Metrické prostory. 

1. Při čtení tohoto článku je nutná znalost prvé části (I.) článku 
Množství ireducibilné souvislá mezi n body (Čas. pro pěst. mat. a fys., 
LXI, 1932, str. 109—114; citováno M), dále článků Příspěvek k teorii 
dimense (tamtéž, LXII, 1933, str. 277—291; citováno D) a Úvod do 
teorie homologie (tyto Spisy, 1933, č. 184; citováno H). 

2. Nechť <p je funkce, jejíž obor (v. H, str. 6, pozn.*)) je prostor 
R (v. M t). Nechť také cp (R) (v. H, str. 6, pozn.**)) je prostor. Je-li 
S c cp (B), pak (8) je množství těch x c iž, pro něž cp (x) e 8. 
ÍWkce cp nazývá se spojitá, když cp_x (S) jest uzavřené v R, kdykoli S 
jest uzavřené ve cp (ii). Slovo uzavřené lze zřejmě (obakráte!) nahraditi 
slovem otevřené. 

3. Funkce cp v oboru R nazývá se prostá (schlicht), když cp(x) = 
= <p (y) implikuje x = y. Pak každému £ e <p (R) patří jedno a jen 
jedno xe R, cp (cc) = £; klademe x = q>_i (£). Pak cp_t je prostá funkce 
v oboru cp (R). 

4. Prostory R a R* jsou zřejmě homeomorfní (v. M 3), když a jen 
když existuje prostá funkce <p v oboru R taková, že cp (R) = R* a že 
<P i <P-i j s o u spojité. 

5. Nechť R je libovolné množství. Nechť každému páru ae R, b e R 
jsou přiřazena reálná čísla (a, b), (a, &) s vlastnostmi M 5"1, 5"2, 5'3. 
Považujeme-li (>! resp. (>2

 z a vzdálenost, je R metrickým prostorem, 
který označíme R± resp. R2. Když identické zobrazení R na R je homeo-
morfií mezi R1 a R2y pravíme, že ql a q2 jsou ekvivalentní metriky 
prostoru R. 

6. Nechť R je metrický prostor. Nechť \xn} je posloupnost bodů 
z JB; nechť xeR. Pravíme, že x je limitou posloupnosti {xn} a píšeme 
lim xn = x, když každému d > O lze přiřaditi m tak, že n > m impli-
kuje q (xn, x) < d. Platí pak věty1: 

6'1. Když lim xn = x, lim xn = y, jest x = y. 
6-2. Když posloupnost {yn} ¿esč vybrána z posloupnosti {xn}, (t. j. 

yx = xtj y% = Xíj . . % < «2 < • • •) a když lim = x, jest lim yn = x. 
Existuje-li x = lim xn, pravíme, že \xn) je konvergentní v R- Je-li 

S c R, xne S, pak \xn) je konvergentní v 8, když a jen když xe S. 

1 Z nedostatku místa vynechávám (nebo jenom naznačuji) v kap. I a II ně-
které jednoduché důkazy, které čtenář sám snadno sestaví resp. doplní. 

1* 
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7. NecM R je metrický prostor. Nechť 8 cR. Množství S jest uza-
vřené v R, když a jen když každá posloupnost {xn}t-S konvergentní 
v R je konvergentní v S. 

8. NecM R, S jsou metrické prostory. NecM cp je funkce v oboru 
R; necht cp (R) = S. Funkce cp je spojitá, když a jen když [xn} c R, 
lim xn = x implikuje lim cp (xn) — cp(x). 

9. Nechť opět jako v 5 jsou (>x a q2 dvě metriky v R. Limitu 
vzhledem ke vzdálenosti q± (t. j. limitu v prostoru Rly v. 5) označíme 
lim, limitu vzhledem ke vzdálenosti g2 j. limitu v prostoru R2) ozna-
číme Lim. Pak platí věta: 

9"1. a] g2 jsou ekvivalentní metriky, když a jen když\ relace 
lim xn .= x, Lim xn = x implikují jedna druhou. 

II. Kompaktní metrické prostory. 

1. Metrický prostor R nazývá se kompaktní, když z každé posloup-
nosti {xn} c R lze vybrati posloupnost konvergentní v R. 

Část S prostoru R nazveme kompaktní, když S jako prostor je 
kompaktní, tedy když z každé posloupnosti [xnj c S lze vybrati posloup-
nost konvergentní v S. 

Někteří autoři nazývají S c R kompaktní tehdy, když z každé posloupnosti 
c 8 lze vybrati posloupnost konvergentní v R. Snadno se dokáže, že v tomto 

smyslu kompaktní jest S c R tehdy a jen tehdy, když S (v. M 4) je v našem smyslu 
kompaktní. 

2. NecM R je metrický prostor; nechť S c R. NecM S je kompaktní. 
Pak 8 jest uzavřené v R. 

3. Necht R je metrický kompaktní prostor; nechť ScR. S jest uza-
vřené v R, když a jen když S je kompaktní. 

4. NecM R je metrický prostor. R je kompaktní, když a jen když 
má následující vlastnost: Je-li {An) posloupnost neprázdných v R uza-

00 
vřených množství a je-li Anz> J-n+i pro všecka n, jest IIAn^O. 

7 1 = 1 

Důkaz . I. Nechť R má udanou vlastnost. Nechť Nechť 
z {xn} nelze vybrati konvergentní posloupnost. Lehko se vidí, že pak 

00 

množství An bodů xnj xn+17.. . jsou uzavřená v R, takže existuje x e U An. 
71 = 1 

Pak lze zřejmě z {xn} vybrati [yn] tak, že pro všecka n jest yh = x, 
tedy lim yn = x} což je spor. 

II. Nechť R je kompaktní. Zvolme xne An a z {xn} vyberme kon-
00 

yergentní {yn\. Nechť lim yn = x. Lehko vidíme, že xeIIAn. 
1 71 = 1 

5. NecM R je metrický kompaktní prostor. Nechť d > 0. Lze udati 
konečný počet hodů z R tak, že každý bod z R má od některého z nich 
vzdálenost menší než ó. 
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D ů k a z . Y opačném případě lze rekurentně určiti xneR tak, 
že pro m < w jest q (xm, xn) ¡> ó. Pak z \xn} nelze vybrati konvergentní 
posloupnost. 

6. Nechť iž je metrický prostor. Pravíme, že iž je separabilní, když 
budto iž = O nebo existuje posloupnost {#*} c R taková, že, kdykoli 
xeR, lze z vybrati {?/„} tak, že lim yn = x. 

7. Nechť R je metrický kompaktní prostor. Pak R je separabilní. 
D ů k a z . Nechť iž 0. Podle 5 lze z iž vybrati posloupnost 

a n , . . . , . . a 2 r ^ ; a31, . . . , . . . (1) 

takovou, že při daném indexu ¿ ( = 1 , 2 , 3 , . . . ) a při daném bodě 

x e R lze udati index j (1 <1 j r{) tak, že p aý) < Pak při daném 
# eiž lze z (1) vybrati [yn)7 lim yn = x. 

8. NecM R 41 0 je metrický prostor. R je separabilní, když a jen 
když má následující vlastnost: Z každého systému v R otevřených množství 
pokrývajícího R (v. Dl ) lze vybrati posloupnost [Un) pokrývající R. 

D ů k a z . I. Nechť R má udanou vlastnost. Pro m—l, 2,3, . . . 

nechť je systém všech koulí (v. D 7) K (x, —], kde x probíhá celýiž. 
\ m j 

Pak (D 8) je systém v R otevřených množství. Tedy existuje posloup-

nost {xmn} c R (n = 1, 2, 3 . . . ) ^taková, že posloupnost |K 
(n = 1,2, 3, . . . ) pokrývá R. Dvojnou posloupnost {xmn} (m — 1 ,2 ,3 , . . .t 
n = 1, 2, 3, . . .) uspořádejme podle nějakého zákona v posloupnost 
{í/n} (n = 1, 2, 3, . . . ) . Kdykoli x e iž, lze z vybrati lim zn = x. 

II. Nechť existuje posloupnost {xn} c R taková, že, kdykoli x e iž, 
lze z vybrati \yn}, lim yn = x. Pro m = 1, 2, 3, . . . ; n = 1, 2, 3, . . . 
nechť Knm = K -^-j (v. D 7). Dvojnou posloupnost (w = 1,2,3, . . . ; 

n = 1, 2, 3 , . . . ) uspořádejme podle nějakého zákona v jednoduchou po-
sloupnost {ifn}. 

Nechť # je systém v iž otevřených množství pokrývající iž. 
Každému x e iž přiřadme Uxe<P,xe TJX. Podle D6 existuje m ( = 1 ,2 ,3 , . . . ) 

takové, že K —] c Ux. Existuje posloupnost it < i2 < . . . taková, že \ m) ^ 
lim fljín = x. Existuje n takové, že Q (X, xíin) < — . Snadno se dokáže, 

£ m 
že x e Kiny 2m c Ux. Jinak řečeno, každému x e iŽ lze přiřaditi index A (#) 
& Uxe<P tak, že # e Hk(x) c Ux. Z {fl^} lze vybrati posloupnost {¿Pw} 
tak, že Hn náleží do když a jen když existuje bod xeR, 
k (x) = n. Pro n — 1, 2,3, . . . existuje bod zn e iž takový, že Hr

n = 
= H^Zn) c TJzn. Posloupnost {ZJ^} je vybrána z # a pokrývá iž. 

9. -ZVecW iž je metrický prostor. iž ¿e kompaktní, když a jen když 
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má následující vlastnost: Z každého systému <P v R otevřených množství 
pokrývajícího R lze vybrati sít v R (v. H III 2). 

Důkaz . Nechť R 4= 0. I. Nechť R má udanou vlastnost. Nechť 
An jsou uzavřená v ič; nechť 4= 0,-án d-án + 1. Množství R — An 

00 

jsou otevřená v R. Je-li IIAn = Oy pak R — An pokrývají R, takže 
7» = 1 

m "m 
existuje m takové, že R = 2{R — An) — R — IIAn = R — Am, tedy 

»=1 n =1 
00 

Am = 0, což je spor. Tedy HAn=t= 0. Tedy R je kompaktní podle 4. 
71 = 1 

II. Nechť 'R je kompaktní. Nechť # je systém v R otevřených 
množství pokrývající R. Podle 7 a 8 lze z # vybrati posloupnost {Z7n} 

m 
pokrývající R. Máme dokázati, že existuje m takové, že 2J TJn— R. 

71 = 1 

m co 

Předpokládejme opak. Položme Am = R — 2 Un. Podle 4 je II Am 4= O, 
OO 771 Joo 71 = 1 771 = 1 

tedy 2 2 Un 4= R, t. j. 27 UM 4 1 R, což je spor. 
m=ín=l m=l 

10. NecM R je metrický kompaktní prostor. Necht <P je systém v R 
otevřených množství pokrývající R. Pak existuje d > O takové, že každému 
xeR lze přiřaditi Ue 0 tak, že yeR, Q (x, y) < d implikuje yzTJ. 

D ů k a z . Předpokládejme opak. Pak pro n = 1 , 2 , 3 , . . . existuje 
bod xn s následující vlastností: Když xneUe<P, existuje y e R—U, 

(pn, y)< —. Z {x„} lze vybrati konvergentní {xin}. Nechť lim Xin — x. 
n -— 

Nechť xeUe<P. Existuje (v. D 6 a 7) d > O, K (x, 2d)cU. Existuje n takové, 
že i-1 < ó, <o (x, Xt~) < d. Pak xin e JJ. Tedy existuje y e R — U, 
«(xin,y)<&. Avšak Q (X, y) < Q (X, X£J + Q (xin, y) < 2 ó, tedy 
y e K (x, 2 d) cTJ, což je spor. 

11. Necht R je metrický kompaktní prostor. Pák existuje posloupnost 
{Qn} sítí v R taková, že: 1° pro každé n sítSn-\-ije zjemnění (v. HIII4) 
sítě ; 2° fta^cře síti 11 fee přiřaditi n takové, zjemnění sítě IX. 

D ů k a z . Pro w = 1, 2, 3, . . . nechť je systém všech koulí 
(D7) o středu xeR a poloměru Podle 9 lze z vybrati síť 93n. 

Sestrojme ¿rekurentně posloupnost } síti v R takto: 1° 9Si; 
2° jsou-li již sestrojeny sítě 8n, pak síť Qn+i je zjemnění 
obou sítí Sn a SSn-f! (to lze podle H III 4*1). Nechť U je libovolná síť 
v R. Podle 10 existuje ó > O takové, že každému xeR lze přiřaditi 

UxeU tak, že y e R, q (x, y) < ó implikuje y e TJX. Zvolme n > Máme 

ukázati, že síť je zjemnění sítě 11. Ježto gn je zjemnění sítě $n , stačí 
nkázati, že S3n je zjemnění sítě U. Nechť V je libovolný vrchol sítě 
máme ukázati, že existuje vrchol U sítě 11 takový, že F c U. Ježto ®w 
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je vybrána z existuje bod xeR takový, že 7 = K j D 7). 

Když y e F, jest (> (a?, y) < — < d, tedy y e Ua; tedy V c Um. 

12. Nechť J? je topologický prostor. Oholím1 bodu aeR nazýváme 
každé v R otevřené množství U takové, že aeU. Oholím1 množství 
A c R nazýváme každé v R otevřené množství U takové, že A c U. 

13. Nechť R je metrický kompaktní prostor. Nechť [An] je posloupnost 
v R uzavřených množství taková, že i n D i n + 1 pro všecka n. Nechť 

A= II An. Nechť U jest okolí množství A. Pak existuje m takové, že 
n = 1 

An c U pro všecka n>m. 
D ů k a z . Předpokládejme opak. Pak existují indexy ix < i% < ... 

takové, že Ain— U4=0 pro všecka n. Nechť Bn = Ain— JJ—Ain (R — Í7). 
00 00 

Podle 4 jest O ^ II Bn = (IIAtJ — U. Ježto An30A 
n 4-1? n̂ ^ in-|-l7 J® 

oo oo « = 1 » = 1 
HAin = UAn= A. Tedy A — což je spor. 

f» = l 7 » = 1 

14. Nechť R je metrický separabilní prostor. Nechť <P je neprázdná 
třída v R uzavřených množství. Nechť An e i n d i n - f i implikuje 

co 
II Ane <P. Pak existuje A e $ takové, že B g B c A implikuje B = A. 

n = 1 
To je t. z v. Brouwerova redukční veta. 
D ů k a z . Předpokládejme opak. Pak jest J? ̂  O, a když pro J. e # 

znamená ^(-á) třídu všech 2? e B c J., i? =(= .íe ^ (-4) =4= O Pro 

každé .4 e 
Nechť m = 1, 2, 3, Podle 8 existuje posloupnost {xmn\ (n = 

1, 2, 3, . . . ) c R taková, že posloupnost {K (xmn, m'1)} (n = 1, 2, 3,. . . ; 
v. D 7) pokrývá iž. Dvojnou posloupnost {K (xmn, m""1)} (m = 1,2, 3 , . . . ; 
n = 1, 2, 3, . . .) uspořádejme podle nějakého zákona v jednoduchou po-
sloupnost 

Nechť Ae <P, B e *P (A). Pak A — B^z O, takže můžeme zvoliti 
bod a; e J. — B. Ježto a? e Jř — B a ježto R — B jest otevřené v R, podle 
D 6 existuje d > O takové, že K (x, 2 J) c R — B. Zvolme ^ (== 1 , 2 , 3 , . . . ) 
tak, že p—1 < d. Existuje q (= 1, 2,[3, . . . ) takové, že a? e K (̂ pg,̂ ""1)? 
t. j. Q(x,xpq)<p-1. Je-li yeKÍXpvp- 1 ) , jest e(x,y)^ 
+ ? ( f c * M ) < 2 | r - 1 < 2 < » , tedy ye}R-B. Tedy B . K ( ¿ W " 1 ) = O, 
kdežto # e 4 . K (x^p—1^ tedy A . K (x^p-1) 0. 

Tedy při daném A e # každému 2? G (J.) lze přiřaditi index i 
takový, že AH{ ^ O = BHi. Ježto v každém neprázdném množství 
přirozených čísel vyskytuje se nejmenší prvek, lze tedy každému A e $ 
přiřaditi (A) e ¥ (A) a index f(A) = 1, 2, 3 , . . . tak, že A . Hf{A) 4= 

O = (p (A) . avšak 1 <; i </(A), BeP (A), A Ht 4= O implikuje 

1 Kde je toho pro určitost třeba, mluvíme o okolí v prostoru B. 
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Zyolme nyní AL e # libovolně a položme An+1 = q> (4«)> in = f(An). 
Pak jest An e An+1 c .ff^ 4= 0 = An+1 Hin, avšak 1 i < in, 
B e P(An), AnHi 4= 0 implikuje BHi 4= 0. Když m>ny jest Am c An+v 

An+1£Tin = 0, tedy AmHin = 0, avšak AmHim^iO. Tedy ind\~im pro 
n 4= m. 

00 
Nechť A = IIAn. Ježto Ane&, i w D Í n + 1 , jest A e Nechť 

n= 1 
.Be*?^) ; ježto 4 c i w , je Be¥(An) pro všecka n. Ježto BeiP{A)f 
existuje index i takový, že AHi 4= 0 = Bili. Ježto in 4= im pro n — mj 
existuje index n takový, že i < in. Pak jest B e ^ 1 < i < 

tedy £ # , 4 = 0 , což je spor. 
15. Nechť a, 6 jsou reálná čísla; nechť a < iVecMiž ¿estf inter-

val a<^x<^B. Pro xeB, yeB nechť Q (X, y) = \ x — y |. Pák B je kom-
paktní metrický prostor. 

16. Nechť B je metrický kompaktní prostor. Nechť 8 je metrický 
prostor. Nechť f je spojitá funkce v oboru B; nechť f(B) = S. Pák S 
je kompaktní. 

III. Kombinatorický souěin dvou prostorů. 

1. Nechť B a S jsou jakákoli množství. Množství všech uspořá-
daných párů (a, b), kde aeB, b e S, nazýváme kombinatorickým souči-
nem množství B a S a značíme je B X S. Znak B X S musíme tedy 
dobře rozlišovati od znaku BS nebo B .S pro množství prvků společ-
ných oběma množstvím B a 8. 

2. Nechť BaS jsou metrické prostory. Pák lze v iž X 8 zavěsti 
takovou metriku, že lim (xn, yn) = (x, y) (xn eB, x e B, yne 8, y g 8) tehdy 
a jen tehdy, když současně lim xn = x, lim yn = y. 

Než přistoupíme k důkazu, dohodněme se, že kdykoli B a S jsou 
metrické prostory, jejich kombinatorickým součinem iž X # vždy bu-
deme rozuměti množství iž X 8 opatřené metrikou mající vyslovenou 
vlastnost. Pro kterou z takových metrik se rozhodneme, je pro topo-
logický prostor B X 8 lhostejné, neboť všecky tyto metriky podle I 9'1 
jsou ekvivalentní. 

Důkaz . Nechť g2 jS0T1 dané metriky resp. v iž a v 8. Žá-
danou metriku v li X poskytuje kterákoli z formulí 

Q [O, y), (š, n)\ = rnax. [?1 (x, i), q2 (y, ?])], 
q [O, y), (ř, = gi i) + Qi {y, n), 
9 [(», y), % = Hq 1 l)P + ta (y, v)]2-

3. Nechť BaS jsou metrické prostory. Nechť množství U jest 
otevřené v B; nechť množství V jest otevřené v S. Pak množství UxF 
jest otevřené v B X 8. 

4. Nechť BaS jsou metrické prostory. Nechť (a, b) e iž X 8. Nechť 
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Z jest okolí bodu (a,b) v prostoru R X S. Rak existuje okolí U bodu a 
v prostoru R a okolí V bodu b v prostoru S taková, že Uy^Vc Z. 

5. NeeM R a S jsou metrické kompaktní prostory. Pak R X 8 je 
metrický kompaktní prostor. 

6. Nechť R a S jsou metrické prostory. Nechť II je jsíť V R, 
nechť 35 je síť v S. Označme 11X® množství všech U^V, kde U 
probíhá vrcholy sítě 11 a V probíhá vrcholy sítě 35. Podle 3 11 X 35 je 
síť v R X S. 

7. Nechť R a 8 jsou metrické ^kompaktní prostory. Nechť £ je síť 
v R X 8. Pak existuje sít 11 v R a síť 35 v S takové, že 11 X 35 je zjem-
nění sítě S-

D ů k a z . Nechť a je daný bod z R. Každému b e S lze přiřaditi 
Zai e $ tak, že (a, b) e Zab. Ježto množství Zab jest otevřené v R X S, 
podle 4 existuje okolí Pab bodu a Y R a okolí Qab bodu b v 8 taková, 
že Pab X Qai c Zai. Při daném a množství Qab, kde b probíhá 8, jsou 
v 8 otevřená a pokrývají S. Podle II 9 existují body bal, ba2, . .., 
6a,fc(a) prostoru 5 v konečném počtu takové, že množství Qa>b. (l<Lj<Lk(a)) 

lc(a) ' 3 

jsou vrcholy sítě Qa v S. Nechť Ua= II Pa b.. Množství Ua jest podle 
j=i ' 17 

M 1"7 otevřené v R. Když a probíhá Rt množství Ua pokrývají R. 
Podle II 9 existují body aly a2, . - - ,ah prostoru R v konečném počtu 
takové, že Ua, Ua, - Uah jsou vrcholy sítě 11 v R. Podle H III 4'1 
existuje síť 35 v S, která je zjemněním každé ze sítí Q0. (1 i h). 
Pak 11 X 35 je síť v R X S. Nechť Uai X F j e vrchol sítě 11 X 35. Máme 
ukázati, že existuje takové, že Uai X V c Z. Ježto V je vrchol 
sítě 35, která je zjemněním sítě £ta., existuje index j (1 k{aij) takový, 
že F c Qa., baj. Ježto Ua. c Pap baj, jest 

Uai X F c Pai> baJ X Qai} baj C Zaj, 6 & 

8. iž metrický kompaktní prostor, Nechť T jest interval 
Nechť S jest uzavřené v R. Nechť existuje spojitá funkce f 

v oboru S X T taková., že l°f(8 X T) — Mo.R\ 2° f(x, 0) = x pro každé 
x e S. Nechť S* = f(S X (1)). Nechť VL je libovolná síť v R. Pak existuje 
zjemnění 35 sítě 11, které má následující vlastnost: Nechťp = 0, 1, 2, . . . ; 
nechť rp(35) ¿esč absolutní (p, 35) - cyklus v S; wecW # = Pr. (35, U): pak 
existuje absolutní (p, U) - cyklus 4p(VL) v S* takový, že rt (%$)cv ¿Ji> (VL) v M. ) 

D ů k a z . T je metrický kompaktní prostor podle II 15. S je, 
metrický kompaktní prostor podle II 3. Tedy 8 X T je metrický kom-
paktní prostor podle 5, Tedy M je kompaktní podle II 16, takže M 
jest uzavřené v R podle II 2. 

Nechť U je vrchol sítě 11, ježto f je spojitá funkce, podle I 2 
množství / _ ! (UM) jest otevřené v 8 X T. Když U probíhá všecky 
vrcholy U sítě VL takové, že UM^zO, zřejmě /Li (UM) probíhá vrcholy 

2 



10 

sítě y S X T, kterou označme Podle 7 existuje síť 2B v S a síť £ 
y T takové, že síť 333}X £ je zjemnění sítě 3 ; nechť <p = Pr. (3B X 
Prostor í^je souvislý podle M21. Tedy B ° ( T ) = 1 P o d l e HIV 8; tedy 
ježto T 4 : 0 , je B° (Z) = 1 (y. HIV7'1), takže (v. H II 15) existují 
vrcholy T0, Tly . . T m sítě 2; takové, že O eT0, 1 e Tm Ti-1.Ti=1=0 
pro 1 

Nechť TF je libovolný vrchol sítě 3B. Pak T0) je 
vrchol sítě Podle definice sítě 3 existuje vrchol U= ipí W sítě IX 
takový, že j (WX 2o) = MU. Ježto O e T0 a /(a?, 0) = x pro každé xeS, 
jest S o W =f(WX (0)) cf(W X T0), t. j. W c M TI a dokonce Wc S U, 
ježto W cS. Z toho následuje, že síť 353 je zjemněním sítě SU (v. HIII 5) 
a že existuje projekce Xi = Pr. (SOB, S U) taková, že %1W=8.tp1W, 
M. ^ W=f(Z), kde Z= <p (W X T0). 

Každý vrchol W sítě 323 jest množství otevřené v 8 a obsažené 
v Xi W—STJy kde JJ — ip1W. Z toho následuje snadno, že existuje 
množství V=ip2W otevřené v i a takové, že W=SV,VcTJ. 
Označme G. množství U W, kde W probíhá všecky vrcholy sítě S. 
Pak G je množství otevřené v R a jest Go S. Každému bodu x e R—G 
můžeme zřejmě přiřaditi množství Hx otevřené v R a obsažené v Ux — S, 
kde Ux je vrchol sítě II. Podle II 3 R — G je kompaktní. Tedy podle 
II 9 existuje konečný počet bodů (1 ^ v ^ h) z R — G takových, 

k 
že Z {R — G) H%v = R— G. Množství SXw (1 <í><^) spolu s množstvími 

v = 1 
rp2 W, kde W probíhá vrcholy sítě 323, tvoří pak síť 35 v R. Zřejmě 35 
je zjemnění sítě IX a existuje projekce rt = Pr. (35, IX) taková, že 
7ťip2W=ipiW pro každý vrchol W sítě 353. 

Pro O nechť, kdykoli W znamená vrchol sítě 323, znamená 
(Oi W množství W X Ti, zřejmě co i je simpliciální zobrazení (v. H I117) 
sítě 323 do sítě 323 X £ ; pro 1 <1 i m, ježto T^ . Ti = O, zřejmě simpli-
ciální zobrazení coi_t a (Oi jsou sousední (v. H I118). 

Nechť nyní 1^(35) jest absolutní (p> 35) - cyklus v S. Z definice 
sítě 35 vychází, že 535 = 353 (v. H III 5). Ježto r*(35) leží v S, zřejmě 
(v. H IV 3) 

rp (35) = 27o,r Vx . . . Vp ( ^ WVo, W,p), (1) 
(323 | » ) rp (» ) = Vl • • • vp (T^v0, U V . - , ^ 

^(3B I = 2JaVoVj . . . Vp(TTVo X Tiy WVi X Ti9 . . . , TFVp X Tt). 
Ježto 

r*(35) 0, podle H IV 3 (2) jest (353 | 35) I7* (35) • O , 

takže podle H II 18 

(SB | 35) Tp (35) ~ oji (353 | 35) Tp(®) pro 1 * <; m, 
tedy 

«0 (83 135) rp (35) ~ (353 I 35) r * (35), 



takŽe cp co0 (23 I $) TP (JB) CX) (23 I ») I7** (»). (2) 

Položme Zv = ^ (TFV X = <P X i7,»), takže (2) nabude tvaru 

2aVoVi . . . Vp ^ • • 00 vt • • • vp • - • » '̂vp)-

Tedy existuje (y + 1 , ® - řetěz 2 ^ . . . , Z ^ J 
jsou vrcholy sítě 3) takový, že 

^ho^'" M*4-i (Z\> Z \ > '''> 2 v, • • • vp O^v , . . . , ZVp) — 
— 2J a Vo Vj..: Vp ( Z ' v Z'Vi • • •; ^vp). (3) 

Podle definice sítě g existují vrcholy ř7~v, U'v, U"^ sítě IX takové, že 
j\Zv) = MU„ f(Z\) = MU'„ f{Z"lL) = MU\. Ze (3) následuje 
snadno, že 

27 Vo • • • M-Ĵ l ( ̂  > ^'V: > ' ' ' > '̂Vp-hl) v, • • • Vp ( ̂  UVp) — 
-2/aV c V i . . .V í , (Z7' v TJ\...,TJ\). (4) 

Ježto JI Z" 4= O, jest*!!/ (Zř't) = M. JT V"«,. 4= O, takže ( p - f l , U ) -
i = 0 i = 0 i = 0 

řetěz nalevo ve (4) leží v Jfcf. Ježto Zv = f ( l f v x % jest/(Zv) = 
= Jí. ipx TFV, tedy f7"v = rfjL Wv= rt Wv, takže podle (1) jest 
2JaVoVi . . . V p ( ř 7 v ř7v UVp) = ?trp(%). Ježto leTmZ'voWvXTm 

jest 
(£f X (1)) • JT 3 n X (1) =t= O, 

i=0 i=0 
takže 8*. ň TJ\. 4= O, neboť S * = / ( S X ( 1 ) ) , U'vof(Z'v). Tedy 

i — 0 
^ (U) = ŽOv^ ... Vp (U\, U\y . . ., Z7'Vj>) je absolutní (p, 11) -cyklus 
v S* a ze (4) následuje, že 7ťT*Q8) oo ^ (U) v Jf, j. b. d. 

IV. Adiění věty. 

1. (Pomocná věta.) Nechť R je normální prostor (v. D 9). Nechť 
množství 8 jest uzavřené v R. Nechť 11 je síť v R. Pak existuje oholí G 
množství S a zjemnění $ sítě 11 takové, že, když K je jádro nějakého 
ÍB-simplexu a když KG 4= O, jest KS 4= 0. 

Důkaz . Nechť Ul7 U 2 U m jsou vrcholy sítě U. J>odle D 14 
existuje síť 1T o vrcholech TJ'1} U'2í . . ., U'm takových, že U'ic Tli pro 
1 Podle D 12, kde místo F{, F2,...,Fm vezmeme množství 

TJ\ TJ\,..., U'm, existují v R otevřená množství G, TPi, • • • ? T̂ m 
taková, že GoS , Wt d ř7'ř (1 ^ i w) a že, kdykoli při nějaké kombi-

Í> 
naci (̂ o, . . . . , p̂) indexů 1,2, . . . . , m jest G . II WVi 4 1 0, je také 



S . 2Tř7'v 4= 0. Zřejmě množství U± Wt, U2 W2, .. Um Wm jsou vrcholy 
i = 0 

žádané sítě 35. 
2. (Pomocná věta.) Nechť B je normální prostor. Nechť množství 

(paty jsou uzavřená v B. Nechť U je síť v R. Pak existuje zjemnění 95 
sítě II a projekce it = Pr. (35,11) takové, že, když (p, 35)-řetěz Cp (35) leží 
současně ve (p i ve ty, pak {p,VC)-řetěz it O(35) leží ve cpty. 

D ů k a z . Určeme zjemnění 323 sítě 11 a okolí G množství cpty 
podle 1, kde položíme S = cpty; nechť tc1 = Pr. (323, 11). Množství cp — G 
a, ty — G jsou uzavřená v R a jest {cp — G) {ty — G) = 0; tedy podle D 9 
existují v R otevřená množství P a Q taková, že P D cp — G, Q p^ty — G 
PQ = 0. Tři množství "P, Q a G + \R — {cp + ty)] zřejmě^tvoří síť 
% v R. Nechť (H III 4'1) 35 je zjemnění obou sítí 323 a [nechť 
jt2 = Pr. (35, 323). 

Nechť K je jádro {p, 35)-simplexu; nechf. KG = 0; nechť Kcp 4= 
4= 0 4= Kty. Pak K není částí vrcholu G + [J? — {cp + ty)] sítě %; avšak 
K je částí některého vrcholu sítě 35, tedy také některého vrcholu 
sítě %. Tedy budto KcP nebo KcQ. Ježto PQ = 0, je tedy budto 
KP= 0nebo KQ = 0. To je nemožné, neboť Kcp 4= 0 4= Kty, KG = 0, 
cp — GcP, ty — GcQ. 

Tedy, když K je jádro {p, 35)-simplexu, pak Kcp 4= 0 41 Kty impli-
a 

kuje K G 4= 0. Nechť nyní Cp (35) = 2 r{ (rt e ÍR, n 4= 0) je {p, 35>řetěz a 
i = l 

nechť Gp (35) c cp, Gp (35) c ty. Máme ukázati, že ^ 7t2 Gp (35) ccpty. Je-li 
Ki jádro rfp, pak K{ cp 4= 0 4= K{ ty; tedy K{ £ 4= 0. Tedy budto 7t2 x? = 0 
nebo jádro K\ simplexu tx

p protne G (vskutku K\ d Ki). Ježto tc2 t(
p je 

{p, 323)-simplex, je pak K\. cp ty 4^ 0 podle definice 323. Tedy Cp (35) ccpty, 
takže 7t17t2 Gp (35) c cp ty podle H III 6. 

3. (Prvá adičnívěta o cyklech.) Nechť R je normální prostor. Nechť 
množství A, B a 8 jsou uzavřená v R. Nechť AJ\-B = R. Nechť p — 
0,1, 2, . . . , m = 1,2, 3, . . . . Nechť 1 (1 £ i<L m) jsou {p + 1, R)-cykly 
mod 8 takové, že, když je {p -(- l,B)-cyklus mod AS v A, když 

m 
fl2f+1 je {p + 1 , B)-cyklus mod BSvB a když ZnC^1 co H^1 — 

i = l 
— jff2

p+l mo(i S irí e jest ^ = ... = rm = 0. Pak existují {p, B)-cykly 
r* (l^i^rn) mod ABSvAB takové, že 1° 0 mod ASv Ai mod 

BSvB{\ £i<Lm), 2°2ririPcvO mod ABSvAB (1 <±i<tn) impu-
ls 1 ~* 

kuje rt = ... =rm — 0. 
D ů k a z . Pro každou síť II v B označme h (11) hodnost modulu 9Jt (11) 

všech vektorů (v. H 19) {rly ..., rm) takových, že existují {p -j- 1,11)-
cyklus HS+1 (11) mod ASv A a {p + l,U)-cyklus£r

2P+ i(U) mod BSvB 

takové, že 2 ri C ^ (U) ~ EJ+1 (11) — H^1 (11) mod S. Zřejmě 9Jt (11) 
i = i 
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je konečný modul (podle H119 jest p{\X)^m). Když síť 35 je zjemnění 
sítě 11, odvodíme snadno z H III 7, že 9Jt (35) je podmodul modulu 9Jt (U), 
takže (H 119) h (35) h (U). Zřejmě existuje síť VL± taková, že pro každou 
síť U je li fll) <; h (Ui), takže pro každé zjemnění U sítě Ut je h (U) = 
= h (UO, tedy (H 119) 2R (U) = 2tt (110- Předpokládejme h (HO > 0. Pak 
existují rí3 • • •, rm

 e šft taková, že aspoň jedno je 4^0 a že vektor (rly. . . , rm) 
náleží do 9JI (HO, tedy do 9Ji (U) pro každé zjemnění 11 sítě Ul7 tedy 
do 2JI (11) pro každou síť U. Podle H IV 5 odvodíme snadno, že řetězy 

m 

•2rip + 1(u) vyskytující se v homoJogiích 2Jťrť
 1 (U) oo H ^ 1 (U) — 

¿=i 
- jEraí+1(U) mod 8 lze voliti tak, že definují (p + l,JŽ)-cyklus JEZi**1 

mod AS v A; na to opět z HIV5 odvodíme, že řetězy fl"2
p+1 (U) lze 

voliti tak, že definují (p + 1, iž)-cyklus 2Z/+1 mod BSVB. Pak je 
m 

však 2n (7í
í ,+1 cx> HS+1 — H2

P+1 mod S, tedy r± = ... =rn = O, což 
i = 1 

je spor. Tedy je h (110 = j- m°dul 9Ji (110 obsahuje pouze nulu. 
Pro každé zjemnění U sítě Ux nechť k (U) je hodnost modulu 91 (U) 

všech (p, U0~cyklů r^ (110 homologických s ^ r i > ( U ) niod ABSy AB, 
kde rp(VL) probíhá všecky (p, U)-cykly mod ABS v AB, homologické 
s nulou mod AS v A i mod BS v B, a rt = Pr. (U, 110 ( n a bližší volbě 
7t nezáleží podle H III 7). -Ji (11) je podmodul konečného (H II3) mo-
dulu všech (p, U)-řetězů, tedy (H 119) je to konečný modul. Když 35 je 
zjemnění sítě U, zřejmě 9Í (35) je podmodul modulu !Jt (11), tedy k (35) < k (U). 
Zřejmě existuje zjemnění U2 sítě Ux takové, že k (U) ^ k (110 Pro každé 
zjemnění 11 sítě VLU tedy k (11) = k Ql±) a 3t (H) = 91 (HO Pro k a ž d é 

zjemnění U sítě U2. Nechť jt21 = Pr. (U2, HO-
Podle 2 určeme zjemnění 113 sítě 112

 a projekci rtB2 = Pr. (U3, U2) 
kladouce cp = ASf ip — B8, dále zjemnění U4 sítě Hs a projekci = 
= Pr. (114,113) kladouce cp = B,ip = S, potom zjemnění U5 sítě U4 a 
projekci 7t5á = Pr. (U5, H4) kladouce <p = A, ip = 8 a konečně zjemnění 
VLq sítě U5 a projekci 7te5 = Pr. (U6,115) kladouce cp = A, ip — B. Nechť 
7tZl = 7t217tZ2j 7tál 7tn .... 

Ježto R = A + B, můžeme položití GIP^ (U6) = GLI
P^1 (U6) — 

- 02i
p^ (Ue), kde O^P+I (UE) c ( V ^ 1 (U6) c B. Ježto Č ^ 1 (Ue) — 0 

mod S, je ^ (U6) =FCv*+ 1 Ql ů ) mod S. Nechť z/^(U6) je ta 
část řetěžu F G^1 (U6), jejíž simplexy jsou 4= 0 mod S\ Pak AT

P (U6) 
je také ta část řetězu F G2I

PJ^L (U6), jejíž simplexy jsou 41 0 mod S. 
Ježto CV+i (U6) c A, je FG^1 (U6) c A, tedy A{

P (U6) c A, FGLT
P+1 (Ue)— 

- AI* (Ue) c A Podobně A{
P (U6) c B, F C V + 1 (U6) — 4*(U f l) c B. 

1 To znamená ovšem: jsou-li cjP (1 ¿ j ^ a ) všecky (p, U6) - simplexy a je-li 
a a 

FCiiP+i (116) OjP, jest A*P (1X6) = S G; kde S/ = 0 nebo SJ = rj podle toho 
j=1 i=1 

zda je či není ajP c 
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Podle definice sítě 115 je jt65J{
p{VL6) cAB. Dále jest F Gu

p+X {U6)— 
— Af XU6) c S, FG2i

p+1 (U6) — ¿f|*(Ue) c S, takže podle definice sítí 115 

a 114 jest rtuFCu^QU) - (UJ-cAS, F C * * 1 (JU)— 
—^/¿^(lXg) c z čehož utvořením hranice vychází rt6áFJ{

p(U6) c AS, 
(U6) cBS, takže ^FzliP (Vis) c ABS podle definice sítě U3. 

Tedy rt624ip(U6) je (jp, U2)- cyklus mod y AB] mimo to 
Cu^ 1 (U6) mod (U6) >7tS2/1 i

p{U6), 
takže 7t6lAip (U6) e !Jl (112). Podle definice sítě U2 je rt61Ji* (U6) e5řt(tt) 
pro každé zjemnění U sítě VLv Tedy mohu pro každé zjemnění U sítě Ui 
zvoliti (p, U>cyklus;Zy (U) mod ABS v AB tak, že, když ^ = Pr. (U,Ui), 
je rflV (U) cx) Jt6íJip (VLq) mod ABS v AB a Up (11) cx> O mod AS v A 
i mod BS v B] když však síť 11 není zjemněním sítě 11̂  zvolme síť 35 
tak, aby byla zjemněním obou sítí 11 a a zvolme r t

p (U) OJ #'IV(33) 
mod ABS v AB, kde iť = Pr. (35,11). Z H IY 5 odvodíme snadno, že 
lze řetězy I V (11) voliti tak, že definují {p, B) - cyklus I V mod ABS 
v AB. Zřejmě i y OO O mod AS v A i mod BS v B, i y (Û CXJ (U6) 
mod ABS v AB. 

in 
Zbývá ukázati, že 27rťZyooO mod 4 2 ? $ V i í implikuje 

¿=1 
^ = ... = rm = 0.. Nechť platí právě napsaná homologie. Pak jest 

m 
rt61 2Jn Aip (U6) CX) O mod ABS v AB. Tedy existuje {p + 1, Uj)-řetěz 

fl^^cií takový, že Dp+X (Ui) 2 (U6) mod ABS. 
i=l 

Ježto rtetGu**1 QXe)-*~7turi*(yiB) mod AS, Í 7 a í ( 1 1 6 ) rt
p(116) 

mod = ^ O ^ p + I ^ ) ^ *61CaíH-i(tt6) ~ C i H - i ^ ) 
mod 5, jest 

m 
ZnG^+^UO^H^iU,) — fi2p+1(Ui) mod 5, 

kde m 
(110 = 2 C , ^ 1 (U6) - Z)^ 1 (UO 

i = l 
je ( jp+ 1,113)-cyklus mod 4 S v i a 

m| 
fí-^+i (Ux) = 27 ( V + 1 (U6) - D p + 1 (1X0 

¿=1 

je {p -f 1, UO-cyklus mod BS v B. Tedy (r±, ...,rm)e3Jt (tti), tedy 
r1— ...=rm = O, j. b. d. 

4. {Druhá adiční věta o cyklech.) Nechť B je normální prostor. 
Nechť množství A, B a S jsou uzavřená v B. Nechť A-\- B = B. 
Nechť p = O, 1, 2, . . . , m = 1, 2, 3, . •.. Nechť i y (1 <: i<: m) jsou {p, B)-
cykly mod n A B S v AB takové, že 1° i y OO O mod AS v A i mod 

tn 
BS v B (1 <1 i^ m), 2° U n i y oo O mod ABS v AB implikuje r1 = .. .= 
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= rm = 0. Pak existují (p + 1, R)-cykly Cip+l (1 i m) mod S takové, 
že, když H j e (p, R)-cyklus mod AS v A, když H2

pJrl je (p, R)-
m 

cyklus mod BS v B a když 2 n Gioo H^1 —H^1 mod S, jest 
i = 1 

r± = ... = rm = 0. 
D ů k a z . Pro každou síť U y R nechť h (11) je hodnost konečného 

m 
modulu 9JI (11) všech vektorů (r1} . . ., rm) takových, že 2 r{ r t

 p (U) co O 
i = 1 

mod ABS v AB. Když 25 je zjemnění sítě VL, zřejmě 2JI (25) je pod-
modul modulu 9JI (U), tedy h (35) h (11). Zřejmě existuje síť taková, 
že pro každou síť 11 je ~h (11) 1% (t^), takže pro každé zjemnění VL sítě VLt 

je li (11) = h (Ui) a tudíž fflt (11) = (Ux). Je-li (ru ..., rm) e fflt (U,), 
m 

je 2JririP(VL) O mod ABS v AB pro každé zjemnění 11 sítě Ul7 
i = 1 m 

tedy pro každou síť U, takže Z ^ r ^ c v O mod ABS v AB. Tedy 
m i = 1 

Z r{ r{p (Ui) ^ o mod ABS v AB implikuje r± = ... =rm = 0. 
i = 1 

Podle 2 určeme nejprve zjemnění U2 sítě lli a projekci rt21=Pr. (112, Ui) 
kladouce <p = A B, ip = S, pak zjemnění 113 sítě U2 a projekci 

—Pr. (ll3,Ua) kladouce cp = A, ip = B. Nechť U4 je zjemnění 
sítě U3 normální vzhledem k (p -)-1)-cyklům mod S (v. H III 9 a 10). 
Nechť T£43 = Pr. (114, U3), = rt21 TZ41 = ?t31 = ^32 ̂ 43-

Ježto pro jest Tcv> 0 mod AS v J. i mod BS v J3, 
existují (p + 1, ll4)-řetězy Z V + ^ U J c A a A i p + 1 (U4) c 5 takové, že 
I V + 1 (U4) rtp (lt4) mod a Í V + 1 (U4) ^ T^ (114) mod BS, takže 
Ař p + 1 (U4) — D2i

p+1(VLá) = I)i
p+1(VLá) je (p+l9Ui)'cyklus mod 

Podle definice sítě U4 je rtá3 D^^1 (U4) podstatný (p + 1,113) - cyklus 
mod S, takže podle HIV6'1 existuje (p -f-1, R)-cyklus ( V + 1 mod S 
takový, že CťH-i (tt3) = ^4 s Z V + 1 (114). Nechť ff^+i je (^ + 1,JŽ)-
cyklus mod v A a nechť JT2

í>+1 je + Jž)-cyklus mod -B/S v B. 
m 

Nechť 2J n cx) — H 2
p + 1 mod S. Máme ukázati, ž e ^ = . . . = 

¿=1 
= rm = 0. 

Ježto G ^ 1 (113) == r̂43 Z V + 1 (U4), existuje Q? + 2, U3) - řetěz 
JE?í>+2 (113) takový, že 

m 
E»+* (U3) ^ r, (U4) - HS+1 (II3) + H^1 (113) mod 8. 

i -—1 

Ježto R = A-\-B, můžeme položití Ep+2 (ll3) = E±P+* (113) — E2P+2 (U8)? 

kde Exp+2 (U3) c A, E2
p+2 (U3) c B. Pak jest 

771 

FEt*+* (U8) - ^ n A.-^1 (Ui) + £ip+1 (U8) = 
(1) <m y ' 

= (U3) - ^ n (u4) + S"2"+1 (Us) mod 8. 
i = í 
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Označme RP+1 (U3) tu část levé, a tudíž i pravé/ strany relace (1), 
jejíž simplexy jsou ^ 0 mod S. Ježto J V + 2 (U8) c A, Z V + 1 (U4) c A, 
S i p + 1 0 1 s ) c i , jest JT^+^UB) C A; podobně &+1 (U3) c B. Tedy 

(Us) c AB podle definice sítě 113. Dále jest 
m 

K p + 1 (tt3) — [FES+* (U3) - 2 rť J V + i (U4) + Í V + 1 (1I3)] c 8. 
i = 1 

Tvořením hranice vyjde 

m m 
FK"+1 (U3) + 7ttó 2 r, rřp (U4) + n [ F Í k ^ 1 (U4) - I V (U4)] + 

i=l i = 1 

+ J - f l i í + i (U3) c 8. 

Avšak FDuP+i (U4) — I V (U4) c 8, F H 1 f + l (U3) c S. Tedy 
m 

|FK>+1 (U3) + ^43 2 rt rtp (U4) c S. 
i= 1 

Avšak rt^K^1 (U3) c AB, 114) c ^LB. Tedy podle definice sítě 112 
m w 

jest t t u FRp+^Us) + 7tál 2 r , I V (U4) c AJBS, takže 2 n r / (U 4 ) ~ O 
t = l 1=1 

mod AJBS v AB. Avšak 7tál r{p (U4) oo I V (UJ mod AJBS v AB, tedy 
771 

2J Ti Tip Oh) ^ mod ABS v AB, takže podle definice sítě jest 
»=1 
rx = . .. = rm = 0, j. b. d. 

5. (Prvá acliční věta o lokálních Bettiových číslech.) Nechť R je nor-
mální prostor. Nechť množství A a B jsou uzavřená v R. Nechť 
A\+B = R. Nechť aeAB. Nechť p = 0,l,2,.--. Nechť (3p+1(a, A) = 
= pp+1 (a, B) = 0. Pak (Sp (a, AB) ¡> /Jp+1 (a, R). 

D ů k a z. Z definice lokálních Bettiových čísel (v HIV10) vychází snadno, 
že stačí dokázati správnost následujícího tvrzení: Nechť m = 1, 2, 3, . . . ; 
nechť ?7jest okolí bodu a (v prostoru R) takové, že ¡3p^_1(a, Í7; R)^>m. 
Pak jest PP(V,JJ, AB, R)^>m pro každé okolí F c U bodu a. 

Ježto (a, A) =)(3pJrl (a, A, R) = 0, jest /?p+1 (a, F; A, R) = 0. 
Tedy existuje okolí :Wt c F bodu a takové, že /?p+1 (W\ V; A,R) = 0 
pro každé okolí W\ c Wx bodu a. Podobně existuje okolí W2 c Fbodu a 
takové, že PP+1 (Wr

2, V;B, R) pro každé okolí Wr
2 c W2 bodu a. Nechť 

W = W1 W2 5 pak a e WcV, pp+1 (W, F; A, R) = (3P+1 (TF,F; B, R) = 0. 
Ježto (Jp+Í(a, TJ-,R)^m, jest (ip+1(W, TJ\R)^>m. Tedy existují 

(p + 1, íž)-cykly ftp+i (1 < i < m) mod (2ř— ř7) takové, že Z r< C ^ 1 ~ 0 
i=l 

mod (R —• W) implikuje rL = . . . = rm — 0. Jako na počátku důkazu 
771 

věty 4 zjistíme, že existuje síť Ut taková, že 2 Ti Oř
í,+1 (Ui)ooO mod (R —W) 

¡ = i 
implikuje rt = ... = rm= O. Nechť 112 je (v. H II110) zjemnění sítě VLt 

normální vzhledem k (p -)- l)-cyklům mod (B— V) v B; nechť rt21 = 



= Pr. (U2, Ux). Podle 2 určeme zjemnění U3 sítě U2 a projekci ?ř3a = 
= Pr. (II 1I2) kladouce cp — B, tp = R — V. Nechť U4 je zjemnění sítě 
U3 normální vzhledem k (p -)- l)-cyklům mod ( A — F) v A; nechť 
#43 = Pr. (U4, U3). Podle 2 určeme zjemnění U5 sítě U4 a projekci 
#54 = Pr. (U5, U4) kladouce cp = A, ip = R — V. Nechť 116 je zjemnění 
sítě 115 normální vzhledem k p-cyklům mod (4J?— Z7) v AB; nechť 
^65 — (U6, U5). Podle 2 určeme nejprve zjemnění 117 sítě U6 a pro-
jekci #76 = Pr. (U7, U6) kladouce y = 41?, ip = R — U, potom zjemnění 
lit8 sítě U7 a projekci #87 •= Pr. (118, U7) kladouce <p = A> tp = B. Nechť 

Ježto A + B = B, můžeme položití (U8) '= (U8) — 
— C , ^ 1 (U8),kde Cu

p+1 (U8) <= 4 (U8) c Nechť Af U8 je ta 
část U8)-řetězu .F (7^+ 1 (U8), jejíž simplexy jsou =|=0 mod (B— V). 
Ježto FCS+1 (U8)"c R- U, je A? (U8) také ta část řetězu F C^1 (U8), jejíž 
simplexy jsou 0 mod (B — U). Ježto (71 /+1 (U8) c A, je ^ (U8) c 
ježto C ^ + U ^ c - B , je z/^ (U8) c B. Tedy podle definice sítě U8 jest 
#8 7 A? (11^ c AJB, takže Fa^A* (tt8) c AB. Ježto ^ (U8) = ^ ¿ H - i (U8) 
mod (J? — U), jest FA? (U8) cB — U. Podle definice sítě 1J7 je tedy 
JP#86 Z/^ (U8) c AB — Z7, takže #86 (U8) je (p, U6)-cyklus mod (.AB — TI) 
v AB. Podle definice sítě U6 je tedy #85 A? (U8) podstatný (jp, U5)-
cyklus mod (AB—U) v AB, takže podle H IV 6" 1 existuje (p, B)-
cyklus JV mod (AB — U) v AB takový, že i y (1I5) = 

771 

= ^85 (U8). Nechť 27 n-T? oo 0 mod (AB-V)yAB. Stačí od-
¿ = i 

voditi, že r±=... = rm = 0, neboť pak (3P (V\ J7; AB,B)^> m, j. b. d. 
771 

Ježto (U5) = #85 A? (U8), jest #85 27 N A? (U8) c\> 0 mod (AB — F) 
i = 1 

y AB. Tedy existuje O + 1, U5)-řetěz &P+1 (U5) c AB takový, že 
771 

FDP+1 (U5) = ítsi 2 u á? (U8) mod (AB - V). 
i=l 

Avšak 0 l ť*+i (U8)-^A íp (U8) mod (AB— U) c (B —V). Tedy (P+1, U5)-

řetěz JTS52JN C^p^1 (U8) — (U6) leží v A a jeho hranice l e ž ív ( i ž -F ) . 

Podle definice sítě U5 jest F[RTU S N ( V + 1 (TT8) — C 
i=l 

771 

c A-F, takže (podle definice sítě U4) #81 27 rť-(7lťP+1 ( U 8 ) — ( U 5 ) 
i = l 

je podstatný (jp + 1, U^-cyklus mod (A —V) y A. Tedy podle H IV 61 
existuje (p + 1} Jž)-cyklus fl"1

í>+1 mod (A-—F) v 4 takový, že 
771 

s1»+ í (tu) = n ct (lig) - D"+1 (U5). (l) 
«=1 

Podobně (p + 1 , U5)-řetěz íta5 2 n C,?*1 (U8) — Dp+1 (U5) leží v B a jeho 



hranice leží v (R — V). Podle definice sítě U3 tedy 7tS2 2 ri G2i
p+Í (U8) — 

i = l 
- 7t52 Dp+l (U6) je (p + 1,112)-cyklus mod (B—V) v B, takže (podle defi-

m 
nice sítě U2)rtsl 2 n C2ťp+1 (U8) - D**1 (U5) je podstatný (p + 1, Ui)-

1 = 1 
cyklus mod (B — V) v B. Tedy podle H IV 6"1 existuje (p + 1, iř)-cyklus 
H2

p+1 mod (B — V) Y B takový, že 
m 

H2p+ 1 (UO = *r81 2? n ( V + 1 (U8) - jtsi 1 (U5). (2) 
i = 1 

Ježto 0P+1(W,V\A,R) = PP+1(W,ViB,R) = O, jest S ^ + ^ O 
mod (A — W) v A, j f f ^ + ^ O mod (B — W) v B. Tedy podle (1) 
a (2) existují (jp + 2, UJ-řetězy E±

p+2 (U,) c A a E2
p+2 (UO c 5 

takové, že 
m 

(U,) ^ rt81 27 C V + 1 (U8) - í*61
 1 (U5) mod (A — W), 

i = 1 

-E/+ 2 (UO 2 rt C V + 1 (Ug) — *S1 D*+-1 (U5) mod (B - W), 
í = 1 

takže 
•in 

Ex
p+2 (UO — -E/+ 2 (Ux) • 2 n (U8) mod (iž — W), 

i = l 

t. j. mod (R — W). Avšak *r81 Gi
p+1 (U8) ~ 

»=i 
m 

CVCS+1 (Ui) mod (R — W), takže 2 n G^1 (VL±) oo O mod (R — W). 
i= l 

Podle definice sítě VLX je tedy r± = ... = rm = O, j. b. d. 
6. (Druhá adióní věta o lokálních Bettiových číslech.) Nechť R je 

normální prostor. Nechť množství A a B jsou uzavřená v R. Nechť 
A-\-B = R. Nechť a e J..B. Nechť p = O, 1, 2 . . . . JtedW (3P (a, A) = 
=±="/řp (a, -B) = 0. Pafc fip (a, < /řp + 1 (a, R). 

D ů k a z . Z definice lokálních Bettiových čísel (v. H IV 10) vy-
chází snadno, že stačí dokázati správnost následujícího tvrzení: Nechť 
m= 1, 2. 3 , . . . ; nechť U jest okolí bodu a (v prostoru R) takové, že 
PP(a,TJ] AB,R)^m. Pak existuje okolí VcU bodu a takové, že 
&+i(a, V; R)^m. 

Ježto /Jp (a, A) = 0P (a • A, R) = O, jest /3P (a, Č7; B) = 0. Po-
dobně (3P (a, Z7; J5,iž) = 0. Tedy existuje okolí VcU bodu a takové, že 
PP(V, U] A,R) = PP (V, U;B,R) = 0. Máme ukázati, že, když W jest 
okolí bodu a takové, že TFc F, jest ¡3P + 1(W, V\R)^m. 

Ježto pp(a,V;AB,R)>m, jest (lp (W, F; AB, R) ^ m . Tedy 
existují (p, iž)-cykly mod (AB — U) v J.IŽ takové, že 

77» 

27 n r ^ oo 0 mod ( 4 J5 — W) v J5 implikuje ^ = . . . = rm = 0. Jako 
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na počátku důkazu věty 4 zjistíme, že existuje síť Ux taková, že 
m g» 
27 n r * (Ĥ CXÍO mod (AB - W) v AJB implikuje rx = .. . = rm = 0. Podle 

ť = i 
2 určeme nejprve zjemnění U2 sítě Ui a projekci #21 = Pr. (U2, Ui) 
kladouce (p = AB, tp = B — W, potom zjemnění U3 sítě U2 a projekci 
#32 = Pr. (JIj, H2) kladouce = = B. Nechť U4 je (v. H III 10) 
zjemnění sítě U3 normální vzhledem k (p -j- l)-cyklům mod (Jí — F). 
Nechť #4 3 = Pr. (U4, U3), #31 = #21 ̂ 32> = ^31 ̂ 43; ^42 = ^32 ^43-

Ježto IV jsou (p,B)- cykly mod (.42?— Í7) v 42?, jsou to také 
(i?, 2ž)-cykly mod (A — U) v A. Ježto pp (F, Č7; A, B) = 0, je i y 00 0 
mod ( 4 — F) v 4 . Podobně i y 00 0 mod ( £ — V) v B. Tedy existují 
(i> + l,U4)-řetězy Bli

p+l(U^)cA a 2 V + 1 (U4) c B takové, že 

D i W - (U4) mod (A - F), 
(U4) r i p (U4) mod (B — F). w 

Tedy A ^ + H ^ - A ^ + H ^ - A ^ U ^ ) je (p + 1, (ll^-cyklus 
mod (22— F), takže podle definice sítě U4 řetěz #43-D»1^1 (114) je pod-
statný (p + 1, U3)-cyklus mod (B — F). Tedy podle H IV 6"1 existují 
(p + 1, 2ž)-cykly a - p + 1 (1 <Li<Lm) mod (B — F) takové, že 0 f*+1 (U3) = 

rn 
Nechť 27 n C t o u 0 mod (2Ž —W). Stačí odvoditi, že = . . . = 

í=I 
= rm = 0, neboť pak /3P+1 (W, V; B)^>m, j. b. d. Ježto Cř/+1(U3) = 
= #43 2 V + 1 (U4), existuje (p + 2, U3)-řetěz (113) takový, že 

m 
E?+2 (113) JTRI U RI DIP+1 ( l i j mod (R — W). Ježto B = A + B, 

i = i 

můžeme položití E*>+2 (U3) = ¿ y + 2 (113) — i?2*+2 (U3), kde E^2 (U3) c A, 
E2p^2(VLs)c B. Zřejmě 

m 
7fiS 2 n (U4) - F E J + * (U$) = 

í = l (2) 
m \ J 

= #43 2? rť 2 V + 1 (U4) — FE2P+* (113) mod (B — W). 
i = 1 

Označme JCP+1 (U3) tu část levé, a tudíž i pravé, strany relace (2), jejíž 
simplexy jsou 4= 0 mod (B — W). Pak jest K(U3) c A, JpH-1 (113) c 
tedy #3 2 21?+1 (U3) c A B podle definice sítě U3. Mimo to 

m 
FES+2 (U3) = #43 2 n Du^1 (114) - K^1 (UB) mod (B —W), 

¿=1 

7)1 

takže #43 27 r< (U4) — (U3) 0 mod (Jž — W). Z toho ná-
¿ = 1 m 

sleduje podle (1), že FIP+1 (U3) — #43 2 n T* (U4) c B — TF. Tedy 
i = l 

u2)-řetěz 
3* 
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Frtu K>+1 (113) - 2 r( F* (U4) (3) 
i = l 

leží v R — W. Ježto rt32 K^1 (tt3) c AB, r* (U4) q AB, řetěz (3) leží 
také v AB. Tedy podle definice sítě U2 jest Fit^ Kp+X (1X3) — 

m m 
- 2 r-i I7,? (U4) cAB-W. Tedy nta 2 r( iy> (U4) oo 0 mod (AB - W) 

i = l i = 1 
v AB. Avšak Jt41 r£p (U4) co T* (U,) mod (AB - TJ) v AB. Ježto 

171 

Wc U, je 27 rt r,p (110 00 0 mod (AB — W) v AB, takže podle definice 
i = 1 

sítě Ui je r1 = ...= rm == 0, j. b. d. 
7. (Prvá adiční věta o lókální acyklicitě). Nechť R je normální 

prostor. Nechť množství A a B jsou uzavřená v R. Nechť A B = R. 
Nechť a e AB. Nechť p = 0,1,2, • > . Nechť množství A a B jsou v bodě 
a lokálně acyklická řádu p -j- 1. Nechť množství AB je v bodě a lokálně 
acyklické řádu p. Pak prostor R je v bodě a lokálně acyklický řádu p -f- 1. 

D ů k a z . Nechť naopak (v. H IV 14) yp_|_i (a, R) 4= 0. Pak existuje 
okolí U bodu a takové, že ypjrl(a, TJ,R)^0. Ježto ypjrl(a; A,R) = 
= y p + 1 (a ¡B,R) = 0, jest yp+1 (a, U\ A, R) = yp+1 (a, Uy E, R) = 0. 
Tedy existuje okolí F c U bodu a takové, že y p + 1 ( F , U] AR) — 
= y p + 1 (V, TJ] B, R) = 0. Ježtoyp (a] AB,R) = 0, jest yp (a, F; AB,R) = 0. 
Tedy existuje okolí Wx c F bodu a takové, že yp (Wl7 F; AB, R) = 0, 
Podle D10 existuje okolí W2 bodu a takové, že TF2 c Wv Ježto 
y p + 1 (a, U] R) 4= 0, jest y p + 1 (TF2, U] R) #= 0. 

Tedy existuje absolutní (jp -j- 1, iž)-cyklus 0 + 1 , který leží ve TF2 

a není ¡homologický s nulou v TJ. Tedy existuje síť UL taková, že 
č>+x (VL±) není oo 0 v TJ. Nechť (H III 9'3 a 10) U2 je zjemnění sítě Ux 

normální i vzhledem k absolutním (p l)-cyklům v A V i vzhledem 
k absolutním (p -j- l)-cyklům v B V. Nechť 1X3 je zjemnění sítě U2 nor-
mální vzhledem k absolutním ^-cyklům v AB Wi. Určeme zjemnění 114 

sítě U3 a projekci = Pr. (U4,113) podle 2, kladouce (p = A W2, ip = 
= BW2. Nechť Jt2i = Pr. (U2} Ui), it%2 = Pr. (tt8, U2\ Jté2 = 7tB2 

^41 = &21 ^42-
Ježto 0 + 1 (ÍI4) c TF2, mohu položití 0 + 1 (ít4) = C f + i (U4) — 

— <V + 1 (U4), kde 1 (tt4) c A TF2, <V + 1 (1I4) c B W2. Ježto 
(HO 0, mohu položití 

F (V+1 (U4) = F G/+1 (U4) = Ap (1X4). (1) 

Jest Ap(ViI)C ÁW2, Ap(VL4)CBW2, tedy JTÉ3 Ap (U4) c A B~W2 podle 
definice sítě 1I4. Ježto TF2 c Wx, Ap (1X4) jest absolutní (p, U3)-cyklus 
v ABWV Podle definice sítě 113 (v. též H IV 6*1) existuje absolutní 
(p, Jž)-cyklus rp v ABW± takový, že TP (U2) = rt42 AP (ÍX4). Ježto 
7P (Wt, F; AB, R) = 0, jest rp ~ 0 v AB V. Tedy existuje (p + 1, U2> 
řetěz DP^1 (1I2) c A B V takový, že 2)f+1 (U2)-^^42 AP (U4). Tedy podle (1) 



21 

0,"+" (114) - D f + i (U3) — O, 7t42 ( V + 1 (U4) - 2)í +:1 (U3) — 0. 

Ježto < V + 1 (U4) c ÁW2, DP+1 (U2) c AB V, W2 c Wx c V, jest 
Ci p + 1 (U4) — Dr+íiK^c AV. Tedy, podle definice _sitě U3 (v. též 

HIV6-1) existuje absolntní (p + 1,iž)-cyklus v AV takový, že 

ES+1 (HO = CS+1 (Ui) - *8 1 BP+í (U2). 

Podobně existuje absolutní (p -j- 1, _R)-cyklus E2
P+L v BV takový, že 

E.^1 (UJ = ntl C./+1 (114) — it21 (U2). 

Ježto rP+I (V, U; A, B) = rP+LI y, U; B, R) = 0, jest EL'+1 ~ 0 y AU, 
~ 0 Y B U . Tedy existují ÍJ> + 2, 11,)-řetězy Í T / + 2 ilt,) c AU, 

m>>^2 Q X j c B U takové, že 

(UO - Ci>'+1 (U4) - * 2 1 Z)P+I (U3) (i = 1, 2), 
takže 

S l * + > ( U l ) _ H ^ (UO ^ # 4 1
 1 ( t g , 

tedy #4 1 (>+1 (H4) cvOy U. Ježto 0 + 1 jest absolutní (p -J- 1, iž)- cyklus 
ve W 2 c U, jest 7táí 0 + 1 (U4) ^ C^QIJy U. Tedy ~ 0 v U, 
což odporuje definici sítě Ui. 

8. (Druhá adiční věta o lokální acyklicitě.) Nechť B je normální 
prostor. Nechť množství A a B jsou uzavřená v B. Nechť A-\~B = B. 
Nechť a e AB. Nechť p = 0,1, 2, • •.. Nechť množství A a B jsou v bodě 
a lokálně acyklická řádu p. Nechť prostor B je v hodě a lokálně acyklický 
řádu p -f- 1. Pak množství AB je v bodě a lokálně acyklické řádu p. 

D ů k a z . Nechť naopak yp (a; A B, B) 0. Pak existuje okolí TJX 

bodu a takové, že yp (a, UL; AB, B) 4 1 0. Podle D 10 existuje okolí U2 

bodu a takové, že U2 ^ Uv Ježto y p + 1 ( a ) B ) = 0, jest (a, Z72; iž) = 0. 
Tedy existuje okolí V cU2 bodu a takové, že yp+1 (F, U2; B) — 0. Ježto 
yv (a; AyB) = yp (a; B, B) = 0, jest yp (a, F; A, B) = yp (a, F; B, B) = 0. 
Tedy existuje okolí W c F bodu a takové, že yp ( W , F; iž) = 
= yp(W,Y',B,B) = 0. Ježto (a, Ut\AB, B) 0, jest yp(W, Z7Í; 

Tedy existuje absolutní (p, iž)-cyklus Tp, který leží ve ABW 
a není oo Ov A B U V Tedy existuje síť VL± taková, že Tp (Ui) není 
t v O v AB TJ-l. Určeme zjemnění 1X2 sítě 1lx a projekci rt21 = Pr. (112, lli) 
podle 2, kladouce = A U2, rp = BTJ2. Nechť 113 je zjemnění sítě U3 

¡normálním vzhledem k (p + l)-cyklům ve F Nechť #3 2 = Pr. (IX3, tt2), 
rtB1 = TÍ21 

Ježto ABWcAW, jest absolutní Qp, iž)-cyklus v 4 TF. Ježto 
(TF, F; B) = 0, je r^ cv 0 v A F^Podobně Tp ~ 0 vB V. Tedy 

existují (p + 1, U3)-řetězy 2 V + 1 (U3) c 4 F , D / + 1 (U3) cBV takové, že 

(U3) - r-p (U3), J5.P-H (U3) - TP (U3). (1) 
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Tedj D1r+1(VlB) — D2P+1(Vls) jest absolutní (p + 1, ll8)-cyklus ye V. 
Podle definice sítě U3 (v. též H IV 6"1) existuje absolutní (p + 1, 2ž)-cyklus 
GPJR1 ye F takový, že 

CP+1 (U2) = 3̂2 J V + 1 (Us) - 3̂2 (U3). 

Ježto yp+í (F, Z72; R) = 0, jest O ^ c v O y P3. Tedy existuje (p + 2, U2)-
řetěz (U2) c U2 takový, že 

(u 2 ) ^ Z V + 1 (n3) - - Z V + 1 (U3). 

Ježto R = A + B, mohu položití E(U2) = B ^ 2 (U2) — - H ^ 2 (U2), 
kde HS+ 2 (U2) c L̂ J7a, H2

p+2 (U2) c J5 ?72. Tedy mohu položití 

^32 Dip+l (Us) — FHS+2 (U2) = 7tZ2D2^ (U3) - FH2
P+* (U2) = 

= (2) 
Ježto D ^ + i (U3) c AVJff^2 (U2) c F c ř7a, jest JDH-i (U2) c AU2. 
Podobně KP+^VLJjc BU2. Tedy podle definice sítě U2 jest it^K^1 (112) c 
cABU2. Ježto U2cUt, jest 7t21Kp^1 (U2) c ABUV Podle (V) a (2) 

je však ^ J T * * 1 (112) it^Tp (113), takže itzlr* (U3) QQ 0 v ABUt. 
Ježto Tp jest absolutní (p, Jž)-cyklus v ABW c ABUlr jest a91 Pp(U3) c\> 
00 T p (Ui) v ABUv Tedy T p ( t y y ABUl7 což odporuje definici 
sítě 11A. 

V. Cykly dimense n v prostoru dimense n. 

1. Nechť R je prostor. Nechť S jest uzavřené v R. Nechť (v. D 3) 
dim R = n <p (1, 2, 3, . . . ) . Pak Bp (R, S) = 0. 

Důkaz . Nechť Gp je (^iř)-cyklus ¡mod S. Nechť U je síť v R. 
Máme dokázati, že Cp (11) 00 0 mod 8. Podle D 3 existuje síť 35 řádu 
<; n, která je zjemněním sítě U. Nechť it = Pr. (35, U), takže rt CP\(%S) 00 Gp (U) 
mod S. Ježto řád sítě 35 je menší než p, je č>(35) = 0. Tedy C*(tt)cx>0 
mod S. 

2. Nechť R je prostor. Nechť dim R — n < p ( = 1, 2, 3. . . . ) . JOTecfó 
a e iž. Pak pp(a,R) = 0. 

Důkaz . Nechť ÍT a F jsou okolí bodu a; nechť Č7" D F Nechť 
.<7* je (jp, ií)-cyklus mod (R— Z7). Stačí dokázati, že Gp coO mod (E— F). 
Podle 1 je dokonce Cp ™ O mod (.B—U). 

3- iVecM JB je prostor. Nechť dim R = n <p (= 1, 2, 3, ...). 
Nechť a e R. Pak R jest v bodě a lokálně acyklický řádu p. 

Důkaz . Nechť U a F jsou okolí bodu A; nechť U dV. Nechť 
rp jest absolutní (p, B)-cyklus ve F Stačí dokázati, že Tp 00 O v U. 
Podle 1 je dokonce Tp 00 O ve F 

4. Nechť R je metrický kompaktní prostor. Nechť dim R \= 
= n (=1,2,3, ...). Nechť S a T jsou uzavřená v R; nechť S cT. 
Nechť Gn je (n, R)-cyklus mod S v T. Pak existuje množství T0 uzavřené 
v R a takové, že: 1°$ c T0 c T; 2° existuje (n, R)-cyklus G0

n mod 8v T0 
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takový, že Cn 00 C0
n mod S v T; 3° Myž Tx jest uzavřené v B} Myž 

8 c T j C r 0 7 T± T0, Myž Gx
n je (n, B)-eyklus mod S v Tl9 není Cn™G1

n 

mod S v T. 
Djjůkaz. Nechť # je třída všech v B uzavřených množství A 

takových, že S c A c T a že existuje (n, iž)-cyklus G¿n mod S v A 
takový, že Gn 00 CA

n mod S v T. Podle II 14 (v. též II 7) stačí ukázati, 
00 

že AKE&, AK D Í A J _ 3 , B — IIAJC implikuje Be 

Ježto e existuje (ny i?) - cyklus mod S v 4 takový, že 
0» 00 Ck

n mod S v T. Nechť VL je síť v B. ;Podle IV 1 (v. též D 16) 
existuje okolí G (U) množství B a zjemnění / U sítě U takové, že, 
když K je jádro nějakého / U-simplexu a když K. G (U)4=0, také 
KB=£0. Podle III 13 existuje index m (U) takový, že Am(U) c G+ 
Nechť = Pr. (fVLly VI). Nechť Dn (U) = rtxx Gn

m{U) (/U). Stačí ukázati, 
že řetězy Dn (U) definují (n, Jž)-cyklus Bn mod S v B takový, že Gn 00 Dn 

mod S v T. 
Ježto FG^vc) C/U) c jest í7!)« (U) c 8. Ježto (/U) c A m m c 

c 6 ( U ) , podle definice sítě fVL jest Gn
m{U)(fU) cB, tedy Z>»(11) c £ . 

Tedy Bn (U) jest (rc, U)-cyklus mod S v B. 
Ježto 

D«(U) = G*m{u) C/U) ~ (U) mod 5 v Am(U) c T, 
(7^(u)(U) cx> 0"(U) mod S v T, 

jest 
D*(U) 00 <7»(1I) mod S v T, (1) 

Nechť 35 je zjemnění sítě IX a nechť rt = Pr. (35, U). Ježto dim B = ny 

existuje síť 323 řádu <in, která je zjemněním obou sítí / l l i / 35. Nechť 
= Pr. (223,/ II), = Pr. (323, / 35). Jest 

0«(ii)(yU) ~ (323) mod S v 

Ježto 4m(u) c Cr(U), je tedy podle definice sítě / I I 

On
m{xx) ( /U) cx> Gn

m(\\) (323) mod S v B (2) 
a podobně 

& . ( * ) ( / » ) cx> (SB) m o d S Y J B . (3 ) 

Podle (1) a ježto Gn 00 Oto(U) mod S v Ty existuje (n -j- 1, 323)-řetěz 
1(323) takový, že 

(323) = Cm{VL) (323) - Dn (323) mod 8. 

Ježto řád sítě 323 je jest E** 1 (323) = 0, takže 

Cn
m{M)(JB) = D n { ^ ) mod 8. (4) 

Podobně 
C"-<») (323) = D* (323) mod 8. (5) 
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Podle (2), (3), (4) a (5) jest 

Dn (11) cx> rtu 7tt Dn (28) mod S v B, 
7t Bn (25) oo 7t7t%5 7t2 Dn (28) mod S v B. 

Ježto Bn (28) je (n, i?)-cyklus mod S v B, podle H III 7 jest 

Ttyx 7t± Dn (28) oo 7t a® it2 Dn (28) mod S v B. 
Tedy 

Dn(U) mod S v B. 

VI. Prostory BN, SN a TN. 

1. Rn(n = 1,2,3, . . . ) znamená n-rozměrný euklidovský prostor, 
t. j. množství všech uspořádaných skupin (x^ x2, .. ., xn) n reálných 

čísel, metrisované formulí q (x, ý)= j/ 2 (x{—yi)2 pro x=(xí7x2,... xn), 

V = (Vv V2j • • •, Ž/n>. Zřejmě (v. III 1) 

Rn+1 = RnXRi pro n = 1, 2, 3, . . . . (1) 

2. (w = 1,2,3,. . .) znamená množství těch # = (#0, . . . , xn ) eRn+U 
n 

pro něž platí 2 x{
2 = 1. 

t = 0 

3. Tn (n = 1,2,3, . . . ) znamená množství těch x = (xu X2y . . • )Xn 
n 

pro něž platí 2 7 r , 2 < l . 
i = 1 

4. Nechť a = (+ 1,0, . . ., 0) e Sn- Pak prostory Rn a Sn — (a) jsou 

Důkaz . Každému x = (x0, xv ..., xn) e Sn — (a) přiřadme bod 
f(x) = y = (yl7 y2, . . ., yn) e Rn takto: 

J f j = T ^ ( l £ j £ n ) . (1) 
1 + xo 

Snadno vidíme, že rovnice (1) jsou ekvivalentní s rovnicemi 

o « 
= , X j = , y j (1 ^ g w ) . (2) 

2? + 1 27 + 1 
t ^ l t = l 

Tedy / je prostá funkce v oboru Sn — (<£), jest f[Sn — («)] = Rn a obě 
funkce / a jsou spojité. 

5. Množství Tn(n = 2, 3, . . . ) obsahuje část homeomorfní s Sn-i X Tv 

Důkaz . Takovou částí množství Tn je množství těch (xl9 x2,.. xn), 
pro něž 

i — l 
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6. Nechť n = 1,2,3, Jest Sn = T'n + T"n, Jede množství T'n a 
T"n jsou homeomorfní s Tn. Množství T\ . T'\ skládá se ze dvou bodu. 
Když 2, množství Tr

n. T,r
n jest homeomorfní s 

D ů k a z . Stačí za Tr resp. T"n vzíti množství těch bodů 
n 

(x0, xl9... , Xn), pro něž 2xt
2 = 1 a x0^0, resp. x0 < 0. 

i = 0 
7. Sn & Tn (n = 1, 2, 3, . ..) jsou metrické kompaktní prostory. 
D ů k a z . Nechť Un znamená množství těch (xly x2, -. • , ocn), pro 

něž platí — 1 x{ < 1 (1 <1 i ^ n). Podle II 15 ř7x je kompaktní. Zřejmě 
-Z7 n + 1 = Un X TJV, takže podle III 5 U„ je kompaktní. Zřejmě Tn jest 
uzavřené v TJn a Sn jest uzavřené v ř7«+1. Tedy Sn a Tn jsou kom-
paktní podle II 3. 

8. dim Bn = dim Sn = dim Tn<^n (n = 1, 2, 3, . . . ) * . 
D ů k a z . I. Podle D 26 a D 28 jest dim Tn <: dim Bn. Podle 4, 

D26 a D28 jest dim Bn<idim Sn. Podle 6, D 16 a D23 je dim Sn<Ldim Tn. 
Tedy dim Bn = dim Sn = dim Tn. 

II. Nechť XX je síť v T±. Podle II 9 a II 15 existuje ó > 0 takové, že 
každému x e T± lze přiřaditi vrchol Usíté IX tak, že y e Tly \ y — x | < 2 ó im-
plikuje y e TI. Nechť — 1 = a0 <%<... < am—x < = 1, |a{ — a ^ j |< ó. 
Pak intervaly — 1 x < a2, a1 < x < a3, ... . , am_ 3 < x < am — ly 

am_2 < # ^ 1 tvoří síť řádu 1, která je zjemněním sítě IX. Tedy dim 1. 
III. Zbývá dokázati, že dim Sn—i^n—1 implikuje dim Sn^n 

( = 2, 3, 4 , . . . ) . Podle5, D26 a D28 stačí z předpokladu d imS n - 1 <^n— 1 
odvoditi dim Sn-± X T1 <^n. Nechť £ je daná síť v Sn-i X T. Podle 7 a 
III 7 existuje síť IX v Sn—i a síť £ v T± takové, že síť IX X £ je zjem-
něním sítě 3- Ježto dim Sn—1<Ln — 1, existuje síť 33 v Sn-1 řádu 
<^n— 1, která je zjemněním sítě IX. Nechť Vl9 V2, . . ., Vm jsou vrcholy 
sítě 35. Podle II 9 a II 15 existuje ó > 0 takové, že, když — 1 <1 # < <11, 
y — x < (m -}- 1) ď, existuje vrchol sítě % obsahující všecka z taková, že 
x<^z'šLy. Nechť — 1 = a0 < ax < ... < akm^l < akm= 1, | a{— | < ó 
pro 1 i <; km. Pro 1 nechť Wi0 je množství těch x e Tv pro 
něž platí — 1 ^ x < a^ Pro 1 i < m nechť Wik je množství těch x e Tly 

pro něž platí a(jc^1)mJri-1 < x 1. Pro 1 k—1 nechť 
Wij je množství těch x e Tly pro něž platí < x <a;-wl+i. 
Pro zřejmě Wi0, Wil7..Wik jsou vrcholy sítě 323* v Tíy 

která je zjemněním sítě X. Mimo to, když x 6 Tiy budto pro každé 
x náleží do jediného vrcholu sítě 323, nebo existuje index 

i0 (l^io^ w) takový, že x náleží právě do dvou vrcholů sítě 323», kdežto 
pro 1 i^i0 x náleží do jediného vrcholu sítě "PF*. Množství 
Ví X W^ (l<LišLm, 0 k) jsou vrcholy sítě 5)3 v S n X T v která 

je zjemněním sítě 35 X % tedy také zjemněním sítě Ježto řád sítě 35 

* Y. v dalším větu 14. 
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je n — 1, z výše uvedené vlastnosti sítí následuje, že řád sítě 
je 

9. Nechť n = 1 ,2 ,3 , . ..;p = O,1,2, .... Pak B» (Tn) = 1,BP (Tn) = O 
pro p 1. 

D ů k a z . Nechť T? jest absolutní (p, í7
n)-cyklus; když p = O, nechť 

j ( j y ) = 0. Máme ukázati (v. H IV 9'1), že Tp oo 0. Nechť T jest in-
terval O < 1 1 . Když x = (x1} x2, . . x n ) e Tn> teT, nechť f($, 1 — ť) = 
= (tx1} tx 2, . . . , Pak / je spojitá funkce v oboru T n y ^ T taková, 
že lo ý(Tn X T ) = Tn; 2o ý (x, 0) = x pro každé ar e Tn, 3 ° / ( T n X 
X (1)) = (c), kde c = (0, 0, . . . , 0) e Tn. Nechť 11 je libovolná síť v Tn. 
Podle III 8 existuje zjemnění 35 sítě U a absolutní (p, ll)-cyklus Ap (11) 
v (c) takové, že it T? (35) oo A* (U), kde 7t = Pr. (35, U). Ježto ^ (11) c (c) 
a cT[ z/o (U)] = «T(ro) = 0 pro p = 0, zřejmě A* (11) = 0. Tedy 7t Pp (35) = 0. 
Avšak 7t V v (35) oo W (U). Tedy I* (U) oo 0. 

10. Nechť n = 1, 2, 3, . . . ; p = O, 1, 2, . . . Když pd^Oap^n, 
jest Bp (Sn) = 0. Když p = 0 nebo p = n, jest Bp (8n) = 1. 

D ů k a z . I. Podle 9 a H IV 8 Tn je souvislé. Tedy podle 6 a 
M 12 Sn je souvislé, takže podle H IV 8 jest #>(£„) = ! . 

11. Když p ;> 2, jest Bp (St) = 0 podle 8 a V 1. 
III. Podle 6, 9 a H IV 8 a 9'1 jest = T\ + T'\, kde množství 

T\ a T\ jsou uzavřená v Sx a B0o (T') = B0° (T") = O, B0° (TřT") = 1. 
Tedy existuje absolutní (O, /S^-cyklus v f ř , který není 0 v T T", 
avšak je oo 0 i v Tr i v T". Podle II 4, kde za iž, B, ^, m do-
sadíme resp. JSJ, T̂ X, Tř\, 0, O, 1, existuje absolutní (1, /Sr

i)-cyklus C1, 
který není oo 0. Tedy Bl (S±) ¡> '1- Kdyby bylo Bl (St) > 2, podle 6 a 9 
by existoval absolutní (1, /S^-cyklus D1 takový, že, kdykoli a H 
jsou absolutní (1, Sr

1)-cykly resp. v T a v T", homologie r G1 -f- sDl oo 
cx> Hj1 — Himplikuje r = s = 0. Tedy podle II 3, kde za B, A, B, S, 
p, m dosadíme resp. Slf T\, l 7^, 0, 0, 2, existovaly by absolutní (0, St)-
cykly r j a r 2 ° takové, že lo rt° oo i y ~ 0 v 20 n I V -f- r2 r2° oo 0 
v r r implikuje r± = r2 = 0. Podle H II 11 by bylo J"(ri°) = 
= J(r2°) = 0, takže by bylo B0° (TT") = 0, což je spor. Tedy 
B 1 ( « 0 = 1. 

IV. Zbývá dokázati, že pro ¡> 1 jest (5„) = 0 pro p djp n a 
Bn(Sn) = 1. Pro n — 1 je tomu tak podle II a III. Nechť tedy to platí 
pro 

V. Nechť nejprve ^ 1, p w, w > 2, takže = 0 pro 
p^>2 a = Předpokládejme, že j}* (Sn) > 0. Podle 6 a 9 
jest Sn = Tn + T"n, kde Tn a T"n jsou uzavřená v Sn a B* (Tr

n) = 
Bp (T"n) = 0, Bp-1 T"„) = 0 pro ^ ^ 2, ( r n T"») = 0. Ježto 

(jSn) > O? existuje absolutní (p, /S^-cyklus Gp takový, že, kdykoli 
Htp a H2

p jsou absolutní (p, /Sn)-cykly resp. v Tř
n a T"nJ homologie 

r Gp cv> — H2
p implikuje r = 0. Podle IV 3, kde za R, J., B, S,p, m 

dosadíme resp. Tř
n, 0, p — 1, 1, existuje absolutní — 1, Sn)-
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cyklus Z7*-1, který je homologický s nulou v T'ny nikoli však v Tf
nT"n. 

Tedy B?-1 (T'nT"„) 1 a y případě p = l podle H II 11 také 
což je spor. 

VI. Nechť konečně p = n^> 2, takže Bn~1 (Sn—i) = 1. Kdyby 
bylo Bn (Sn) 4= 1, bylo by budto Bn (Sn) = O nebo Bn (Sn) ^ 2. Před-
pokládejme nejprve, že Bn (Sn) ¡> 2. Podle 6 a 9 jest Sn = T'n + T"n, 
kde T'n a T"n jsou uzavřená v Sn a Bn (T'n) = Bn (T"n) = O, 
B11-1 (T'nT"n) = 1. Ježto Bn(Sn)>2, existují absolutní (w, Sn)-cykly 
C-ť a C2

n takové, že, kdykoli Hx
n a H2

n jsou absolutní (n, 5w)-cykly 
resp. v T'n a v homologie ^ Cin + ra C2

n^>S1
n— iř2

w implikuje 
= </\> = 0. Podle IV 3, kde za iž, A, B, p, m dosadíme resp. Sn, TT

n, 
T"n, 0, n — 1, 2, existují absolutní (w — 1, fifn)-eykly lY»-1, i y - T 

v takové, že homologie rt
 1 -j- r2 r2

n~1 oo 0 v im-
plikuje r1 = r2 = 0. Tedy Bn~x (T'nT"n) 2 2, což je spor. 

Zbývá ukázati, že Bn (Sn) > 0. Ježto {Tf
nT,,.rl) = 1, kdežto 

^ _ ^ „ - i ^ / q _ existuje absolutní (n — 1, £n)-cyklus 1 

v Tř
nT"n:, který je homologický s nulou i v Tr

n i v T"n, nikoli však 
v T'nT"n. Podle IV 4, kde za R, A, B, S, p, m dosadíme resp. Sn, T\, 

0, n — 1,1, existuje absolutní (n, /í?n)-cyklus který není homo-
logický s nulou. Tedy (5n) > 0. 

11. Nechť A jest uzavřené v Sn (n = 1, 2, 3, . . .). Nechť A 4= 5„. 
Paž; (J.) = 0. 

D ů k a z . Ze 4 následuje snadno, že existuje v Sn uzavřené B d A 
homoemorfní s Tn. Podle 9 jest Bn (B) = 0. Nechť Vn jest absolutní 
(n, $w)-cyklus v A. Máme dokázati, že Tn oo 0 v A. Ježto AcB, jest 
rn oo 0 v B. Nechť 11 je libovolná síť v Sn. Podle 8 existuje síť 95 
řádu ^ n , která je zjemněním sítě U; nechť rt = Pr. (25,11), takže 
r n (11)"cx) rt r n (25) v B. Ježto r n oo 0 v B, existuje {n + 1, 25)-řetěz 
Fn^1(25) takový, že F E ^ 1 (25) = Tn (25). Ježto řád sítě 25 je <^n, 
jest EnJr1 (25) = 0. Tedy Fn (25) = 0, takže Vn (11) ĉ  0 v B. 

12. Nechť w = l , 2 , 3 , . . . . Nechť Tn jest absolutní (n, Sn)-cyMus, 
Merý není homologický s nulou. Nechť A 4 1 Sn jest uzavřené v Sn. Rak 
není T71 oo 0 mod A. 

Důkaz . Nechť naopak Tn c\> 0 mod A. Pak pro každou síť U 
existuje absolutní (n, ll)-cyklus Bn (U) c A takový, že Tn (U) oo Dn (11). 
Nechť # (U) je množství všech Dn (U). Zřejmě # (11) jest lineární systém 
(v. H I 26) vzhledem k modulu všech absolutních (n, U)-cyklů v A. 
Mimo to zřejmě, když síť 25 je zjemněním sítě U, když rt = Pr. (25, U) 
a když Dn (25) e <P (25), jest rt Dn (25) e <ř (11). Tedy podle HIV 5 existuje 
absolutní (n, ^ -cyk lus Cn v A takový, že pro každou síť 11 jest 
2>n:(U)oo (7»(U) v A, takže T* ™ Cn. Podle 11 jest C " ( v O v i . Tedy 
Yn oč 0, což je spor. 

13. Nechť A jest uzavřeně v Sn (n = 1, 2, 3 , . . . ) ; nechť 0 4= A 4= Sn-
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Když n^>2 a Bn~1 (A) < oo, jest Bn (Sn9 A) = Bn~1 (A) -f- 1. Když 
n = 1 nebo B"-1 (A) = oo, jest Bn (Sn, A) = Bn~l (A). 

D ů k a z provedme pro n ^ 2, ponechávajíce čtenáři malou modi-
fikaci nutnou v případě n = 1. Nechť (v. 10) G0

n jest absolutní (n, Sn)-
cyklus, který není homologický s nulou. 

I. Nechť r ( 1 < ; • m = O,1, 2, . . . ) jsou absolutní (n — 1, flfn)-
M 

cykly v A takové, že homologie 2 By—1 c v O v i implikuje rí —.. .= 
» = 1 

= rm = 0. Jako na začátku důkazu věty IV 4 vidíme, že existuje síť IX 
m 

taková, že homologie 2r{ T ^ - 1 (U) v A implikuje rx = ... = rm = 0. 
i = l 

Zřejmě IX lze voliti tak, že O0
n(VL) není homologické s nulou. Nechť 

35 je zjemnění sítě IX normální vzhledem k w-cyklům mod A; nechť 
7t = Pr. (35,IX). Podle 10 jest T y - 1 co 0 (1 takže existují 
(n, 35)-cykly 1)^(35) mod A takové, že B{

n (35) T ^ - 1 (35) (1 ^ m). 
Pak jsou podstatné (w, II)-cykly mod J., takže 
(v. H IV 6"1) existují (n,Sn)-cykly G{

n mod A(l<Li<^m) takové, 
771 

že Cin (IX) = Jt Bin (35) (1 m). Nechť Z1 r{ C? oo 0 mod X Pak 
i = 0 

TO 971 
2 C7ť

n (U) cx) 0 mod A, t. j. r0 G0
n (11) + vt 2 r{ B? (35) oo 0 mod A, takže 

i — 0 i = 1 m 
existuje (w, lX)-řetěz JE» (II) c A takový, že G0

n (XI) + 7t 2 r{ D{
n (U) — 

¿=1 
97i M 

-En (11) 0, tedy FEn (II)=7t 2 r{ Ty-1 (35), tedy it 2 r{ Ty-1 (58) cx> O 
I=1 i=l 

v A. Avšak it Tf—1 (35) cx> F,71-1 (II) v A, takže 2 r{ T f - 1 (U) ex? 0 v 
»=•1 

takže rx = ... = rm = 0, tedy r0 G0
n (II) <x> 0, takže r0 = 0. Tedy homo-

971 
logie 2 r{ Cť cx> 0 mod A implikuje r0 = rl = ... = rm = 0. Tedy 

i = 0 
Bn 0Sn, 4 ) ¡> m + 1. Tedy Z*71 (Sn, A) ^ L (A) + 1 (při čemž x> + 1 
znamená oo). 

II. Nechť Gin (1<; i <1 w; w = 0, 1, 2, . . .) jsou (n, £„)-cykly 
M 

mod i takové, že homologie 2 r{ G? oo 0 mod A implikuje rQ = rx = 
i = o 

= . . . = r m = 0. (Podle 12 není CV ~ 0 mod 4.) Nechť U0 je síť 
771 

taková, že homologie 2 r{ Cť (1I0) cx> 0 mod A implikuje r0 = r1= ... = 
i = 0 

= rm = 0. Nechť VLX je zjemnění sítě U0 normální vzhledem k absolutním 
w-cyklům. Nechť 1I2 j e zjemnění sítě normální vzhledem k absolutním 
(» —1)- cyklům v A. Nechť rt10 = Pr. (U3,U0), *t21 = Pr. (112, UL), 
7t20 = 7t10 rt21. Nechť A f - 1 (112) = FGin (U2) (1 m). Pak rt^A^ (U2) 
jsou podstatné absolutní (n — 1, ll2)-cykly v A, takže podle H IV6'1 existují 
absolutní (n— 1, &>cykly T^—1 v A (1 £i<Lm) takové, že ly*- 1 (Ui) = 
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M 77I 
= rt31 Ať-1 (112). Nechť 27 r^ JTi

n~L cv> O v A. Pak 7T21 27 r{ FCf (H2) 0 

i = l i=l 
v A, takže existuje (w, Uj)-řetěz i)71 (ll^ c takový, že D 7 1 ^ ) — 

M M 
— 7t21 2 r{ Cin (U2) 0. Pak 7t10 Dn (110 — rt20 2 r{. C? (U2) je podstatný 

i= 1 i = 1 
absolutní (n, U0)-cyklus, takže existuje absolutní (n, #n)-cyklus En takový, 

M 
že En(U0) = rt10Dn(Vl1) — rt20 2riCi

n(VL2). Podle 10 jest En™r0C0
n, 

» = 1 M 
tedy En (H0) cv r0 C0

n (U0) ~ *r20 C0
n (112), takže ^20 2 r{ C7ť" (112) -

m i = 1 

— 7t10 Dn (Ui) 0. Ježto Dn (Uj) C A, jest rt202 n C? (U2) oo 0 mod A> 
m i — 0 

tedy 2 r{ Gn (1X0) oo 0 mod A} tedy r0 = r1= ... rm = 0. Tedy homo-
L I O 

M 
logie 2 r{ IV1"1 oo O v A implikuje rt = . . .=rn = 0. Tedy B71^1 (A)^>m. 

i = l 
Tedy Bn~1 (A) + 1 ^ Bn {Sn9 A). 

14. dim Bn = dim Sn = dim Tn = n (n = 1, 2, 3, . . . ) . 
D ů k a z . V opačném případě podle 8 by bylo dim —1, 

tedy podle V 1 by bylo Bn (Sn) = 0, což je'spor podle 10. 
15. Nechť n = 1, 2, 3, . . . ; p = 1, 2, 3, .. Nechť a e Sn- Bok pro 

pdfm jest (a, Sn) = 0, kdežto (a, Sn) = 1. 
D ů k a z . Ze 4 vychází snadno (v. HIV 10(1)), že stačí dokázati, 

že pro a e Bn jest ¡3P (a, Bn) = 0 (když p 4= n) resp. = 1 (když p = n). 
Nechť U a V jsou okolí bodu a (v prostoru Bn) taková, že F c U 

a že TJ jest ohraničené. Podle D 6 a 8 existuje ó > 0 takové, že množství W 
všech xeBn takových, že q (a, x) < d, jest okolím bodu a a že F c F. 
Stačí ukázati, že /HP(W9 TJ', Bn) = ópn, kde dik je Kroneckerův symbol 
( = 1 pro i = k,= 0 pro i =}= k). 

Snadno se dokáže, že množstvi W jest homeomorfní s Tn a že 
množství W—W 1° skládá se ze dvou bodů, když n = 1, 2° jest homeo-
morfní s Sn—i, když n^>2. 

Nechť m = : 1, 2, 3, — Nechť Cf ( l ^ i ^ m ) jsou (p, JS„)-cykly 
V'. 

mod (Rn— TJ) takové, že homologie 27 (7/ OJ 0 mod (Rn— W) impli-
I= 1 

kuje r1= . . . = = 0 . Nechť Hjest absolutní (p, Jřn)-cyklus ve W; 
m 

nechť £T2p jest (jp, iž^-cyklus mod ET) v (Bn— W). Nechť 2/ r{ C* oo 
i = l 

™H lP — H2P mod {Bn— U). Jest H2*> c Bn— W; Hjest absolutní 
(p,Rn)-cyklus ve TF; ježto p^> 1, podle 9 jest Bp (Wn) = 0; tedy 

rn 

•27 ~ 0 mód (ižn— "PT), z čehož rt= ... =rm = 0. Podle IV 3, 
i = l 
kde za B, A> B, dosadíme po řadě TT, — W,Bn—TJ9p—1, 
existují absolutní (p—1, J?n)-cykly T^- 1 (1 ve W—W takové, 

m __ 
že l o r ^ - ^ O ve TT pro 1 £ i < 2° 27 T ^ " 1 cx> 0 ve TT— TF 

i = l 
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implikuje r±= . . . = rm = 0. Je-li p = 1, pak ^ (rť°) = 0 
podle H IIJJ. Tedy m fl*-1 ( F — TF) a pro p = 1 dokonce (y. HIV 9"1) 
m<:B0° (TF— W). JPodle 10 je však pro n^>2B0° (W—W) = 0 a 
(pro p ^ 2) tf*-1 (TF--TF) = ópn; pro w = 1 je zřejmě ("PF— TF) = 1 
a (pro p^2) B*1 (W—W) = 0. Tedy Z toho následuje 
snadno, že (TF, Z7; iž„) < <Jp71. Když jp w, je ďpn = 0, tedy 
fip(W, U] Bn) = 0. 

Zbývá ukázati, že /?„(TF, Podle_9 a 10 pro ^ ^ 2 
existuje absolutní (w — 1, Bn) - cyklus r" 1 - 1 ve TF—TF, homologický 
s nulou ve TF, nikoli však ve TF—TF. Totéž platí zřejmě i pro n = 1. 
Nechť a — (a±, a2, ..an). Nechť T jest interval t<^ 1. Ježto ZJjest 
ohraničené, existuje r > 0 takové, že xe Bn, p (a, x)^r implikujex e J?w— JJ. 

Pro xe TF—TF, t e T nechť /(a?, 0 = + + ( ^ _ a i ) ? . . . , a n + 

+ <' + (1—0 Pak / je spojitá funkce v oboru (W—W) X T 

taková^že 1° / [(ŤF— TF) X T] c 0) = x pro každé x e TF— TF; 
3 0 / [(ŤF—TF) X (1)] c Bn — U. Nechť 11 je libovolná síť v Bn. Podle III 8 
existuje zjemnění 35 sítě U a absolutní (n — 1,35)-cyklus (35) c Bn—U 
takové, že it V71-1 (35) cx> An~x (35), kde rt = Pr. (35, U). Ježto <rt T«-1 (35) oo 

v e yp— TFc Bn— TF, z/71-1 (35) c Bn— U, jest r—* (U) <x> O 
mod (Btl— U) v Bn—TF. Podle IV 4, kde za B, A, -B, jp, m dosadíme 
resp. Bn, TP, —TF, ižn— U, n—-1, m, existuje (n, ižn)-cyklus Gn 

mod (Bn—U) takový, že, když Kn jest (n, ižn)-cyklus mod (Bn— U) 
v (Bn—W\ nemůže býti Gn ™ Kn mod (Bn— U). 

Stačí ukázati, že Gn není cv> 0 mod (Bn—TF). Předpokládejme 
opak. Pak pro každou síť 11 v Bn existuje (n, Xl)-řetěz Hn (IX) v Bn—TF 
takový, že Gn(IX) oo Hn(U) mod (Bn—JJ). Nechť <ř (II) je systém všech 
H n (XI). Zřejmě pro každou síť XI (II) je lineární systém (v. H I 26) 
vzhledem k modulu všech (n, U)-cyklů mod (Bn—JJ) v Bn—TF. Když 
síť 35 je zjemněním sítě II a když it = Pr. (35, IX), H" (35) e <ř (35), zřejmě 
tffl"w(35)e<ř (XI). Tedy podle HIV5existuje (n, ižw)-cyklus Kn mod (Bn~U) 
v (Jín—W) takový, že v každé síti II jest Kn(II) cs>H»(VL) mod (B n —U)-
Pak je však Gn oo Kn mod (Bn— U)f což je spor. 

16. Když a e A c Sn, pravíme, že bod a je vnitřním bodem množství 
A (vzhledem k prostoru Sn), když existuje okolí JJ bodu a takové, 
že JJcA. Lehko se vidí, že a je vnitřním bodem množství A, když 
a jen když aeSn — Sn—A. 

16'1. Nechť A jest uzavřené v Sn (n= 1, 2, 3, . . . ) . Nechť ae Am 

Pak (ln (a, A) = 1 nebo /?„ (a, A) = 0 podle toho, zda bod a jest či není 
vnitřním bodem množství A. 

D ů k a z . I. Nechť a je vnitřním bodem množství A. Podle 12 a 
H IV 10 (1) jest fin (a, A)=(3n (a, Sn) = 1. 

II. Nechť ae A. Sn—A. Nechť JJ jest okolí bodu a (v prostoru Sn)~ 
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Máme ukázati, že ¡3n (a, Z7; A, Sn) = O, t. j. že existuje okolí WcU 
bodu a takové, že /?„ (TF, U;A,Sn)=0. Ježto /?„ (a, S„) = 1 (v. 15), 
jest /?n (a, Z7;5n)<^l. Tedy existuje okolí "PT c Z7 bodu a takové, že 
Pn (W, U; £n) < 1. Ježto a e Sn—A, jest W—A 0. Nechť Gn je O, Sn)-
cyklus mod (A — W) v Máme ukázati, že Gn oo 0 mod (J.— TF) v Á 
Podle 10 existuje absolutní (n, £n)-cyklus Tn, který není oo 0. Podle 12 
není Tn ~ 0 mod (Sn—W). Ježto O a T" jsou (w, 5„)-cykly mod (8n—W) 
a ježto Pn{W,TJjSn)<Ll, ne však Tn<*>0 mod (Sn—TF), existuje re 
takové, že Cn™rPn mod (Sn— W). Nechť U je síť taková, že Tw(ll) 
není oo 0 mod (Sn—W). Nechť 95 je zjemnění sítě 11 normální vzhledem 
k absolutním n - cyklům v A -f- (Sn— W) ; nechť jt = Pr. (95,11). Ježto 
Cncvrrn mod (Sn—W), existuje (n, 95)-řetěz Z>"(95) cSn-W takový, 
ž e On (95) — r V » (95) — Dn (95) 0, tedy Gn (95) — Dn (95) 0. Tedy 
a [&(%) — D»QS)] je podstatný (n, ll)-cyklus v A-j-(Sn—W), takže 
podle 11 7t [Gn (95) — Dn(95)] 0, neboť A + (Sn — W) Sn, ježto 
W—A±0. Ježto rtCn(%)™Gn(U)™rr"(U) mod (Sn—W), Dn(95)c 
c Sn—W, jest r r» (U) ~ 0, tedy r = 0, tedy Gn cx>-0 mod (5n— 

Nechť U0 je libovolná síť. Určeme zjemnění Ui sítě 110 a projekci 
= Pr. (llt, 110)> podle IV 2, kladouce <p = A, ip = Sn—W. Podle 8 

existuje síť U2 řádu w, která je zjemněním sítě VLv Nechť rt21 = Pr. (112,Ui), 
^20 = ^10^21- Ježto 0 ( U 2 ) ^ 0 mod (Sn—W) a ježto řád sítě 112 je 

je 0 ( l l 2 ) c S n — W. Avšak 0 ( U 2 ) c A. Tedy rt21 Cn (U2) leží i v A 
i v Sn—W, takže rt20 Cn(U2í c A—W. Avšak Gn (110) 00 r̂20 Gn(112) 
mod FP) v A Tedy Cn(U0) 00 0 mod (J.— TF) v Tedy 0 
mod (J.— W) v 

17. Nechť AcSn, B c Sn* Nechť f je homeomorfní zobrazení množ-
ství A na množství B. Nechť a e A, b=f(a). Pale a je vnitrním 
bodem množství B. 

D ů k a z . Když množství A (tedy také B) je kompaktní, pak' 
podle 16 (v. též II 2) a je vnitřním bodem množství A, když a jen 
když (3n (a, A) = 1. Zřejmě však (a, A) = (b, B). Když množství A 
je jakékoli, když a je vnitřním bodem množství A, existuje kompaktní 
GcA takové, že a je vnitřním bodem množství G, takže b je vnitřním 
bodem množství f(G)cB a tedy i vnitřním bodem množství B. 

18. Nechť a e (w = 1, 2, 3, . . . ) . Nechť p = 0, \, 2, .... Pak 
Yp(a,Sn)= 0. 

D ů k a z . Stačí dokázati (v. 4 a HIV 14(1)), že pro a e B n jest 
yp (a, Bn) = 0. Nechť U a F jsou okolí bodu a taková, že F c TI. Zřejmě 
existuje okolí Wc V bodu a takové; že W je homeomorfní s Tn. Stačí 
dokázati, že yP(W, U;Bn) = 0. Neboť Cp jest absolutní (p, #„)-cyklus 
ve ŤF; když p = 0, nechť J(G°) = 0. Máme dokázati, že O co 0 v Í7; 
podle 9 je dokonce O 00 0 ve W. 

* Zřejmě věta 17 zůstane v platnosti, když prostor SN nahradíme prostorem BN. 
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19. Nechť A jest uzavřené v Sn(n= 1, 2, 3, . . .). Nechť a e A. 
Pak yn (a, A) = 0. 

Důkaz . Nechť U jest okolí bodu a (v prostoru Sn). Podle 18 
jest yn (a, U; Sn) = O, takže existuje okolí F c U bodu a takové, že 
y, (V, U\ Sn) = 0. Stačí ukázati, že yn (F, U; A, Sn) = 0. Nechť C* je 
absolutní (n, $;i)-cyklus v A V. Máme dokázati, že Cn oo O v AU, Ježto 
yn (V, U; A, Sn) = 0, jest Gn cx> 0 v U Nechť IX je libovolná síť. Podle 8 
existuje síť 25 řádu <T n, která je zjemněním sítě IX; nechť ^ = Pr.(SS, U). 
Ježto <7ncx>0 v ~U} existuje (w + 1, ®)-řetěz B^1^)-^ Cn($$). Ježto 
® má řád < n, jest Dn+1(®) = 0, tedy g*(SB) = 0. Avšak it Gn (33) oo 
oj Gn(U) v AV, tedy Gn (IX) cx> 0 v AVc AU. 

VII. Rozklad prostoru SN uzavřeným množstvím. 

1. Nechť A a B jsou uzavřená v Sn (n = 1, 2, 3, . . .). Nechť G 
jest otevřené v Sn. Nechť 0=£ G c Sn—A. Nechť G— G c A. Nechť 
G — BdpO. Pak existuje (n, S^-cyklus mod A v (G + A), který není 
homologický s nulou mod (A + B). 

Důkaz . Podle VI 10 existuje absolutní (n, Sn)-cyklus Fn, který 
není oo 0. Ježto AG=0^ G — B, jest A + B + (Sn — G) 4= Sn. Podle 
VI 12 tedy není r» oo 0 mod [A + B + (Sn — G)]. Tedy existuje síť U0 
taková, že rw(U0) není cx> 0 mod [A + B + (Sn — G)\. Nechť Ut je 
zjemnění sítě 1X0 normální vzhledem k w-cyklům mod A v (G + A)', 
nechť Jtí0 = Pr. (Ui, 1I0). Určeme zjemnění Uj sítě 1IX a projekci 
Jt2í = Pr. (1X2, Ux) podle IV 2, kladouce cp = G + A, ty = Sn— G. [Ježto 
G—GcA, G + A jest uzavřené v Sn.] Nechť #20 = ^10^21- Ježto 
Sn = (G + A) +(Sn — 6r), mohu položiti Tn(U21 = Gn(U2) — Bn(XX2), 
kde Gn (U2) c G + A, Bn (U2) c Sn — G. Ježto FTn (U2) = 0 , F G n (li,) leží 
i v G + A i v Sn-G. Tedy F ?t21 Cn(U2) c A. Tedy 7t20Gn(]l2) je 
podstatný (n, U0)-cyklus mod A v (G + A), takže (H IV 6*1) existuje 
(n, £„)-cyklus En mod A v G + A takový, že En(1l0) = 7t2o Gn(U2). 
Nechť J?» 00 0 mod (A + B). Pak Tn (XX0) ~ V-(XX3) 00 7t2o [Gn (IX.») — 
— B" (1X2)] ~ En(Vl0) - a20Z>"(XXá) ~ 0 mod [A + B + (Sn—G)j, což 
je spor. 

2. Nechť A jest uzavřené v Sn(n = \,2,o, ...). Nechť G je sou-
vislé a otevřené v Sn. Nechť 0 =}= G c Sn — A. Nechť G — G c A. Pak 
Bn(G + A,A) = 1. 

Důkaz . Podle 1 (kde položíme B = 0) jest Bn(G + A, A) ¡> 1. 
Předpokládejme, že Bn (G + A, A) 2. Pak existují (n, £n)-cykly C^ a <V 
mod A v (Cr-f-4) takové, že rx Gf + r2 C2

n cx> 0 mod J. v (6r -f- 4) 
implikuje r± = r2 = 0. Zvolme bod a e ( ? ; pak čř jest okolí bodu a. 
Podle VI 16-1 jest 0n (a, G + Ay= 1, takže /?n (a, G + A, £„) <1 1. 
Tedy existuje okolí Uc G bodu a takové, že /?w (ř7, 6ř; $„)<! 1. 
Ježto <7̂  a G2

n jsou (n, £n)-cykly mod A = (G + A) — G v (G + A), 
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existují r17 r2 e SR (r± 4= O nebo r2 0) taková, že Cn = rx G^ r2 C2
n oo 0 

mod (G-\-A—TJ) v (G-\-A). Podle V 4 existuje v Sn uzavřené T 
takové, že V ACTCZG 4-A; 2° existuje (N, £n)-cyklus EN mod A v T 
homologický s GN mod A v (G^-A)] když TT jest uzavřené v SN> 
když ACT'CT,T'4ZT, pak GN není homologické mod A v (G + A) 
s žádným (n, Sn) - cyklem mod A v T\ Kdyby bylo T = A, bylo by 
GN cx> 0 mod A v (G + A), což je spor. Ježto GN cx> O mod (6r + -á— 17) 
V(G+A), pro každou síť Uexistuje 0,11)-cyklus DN( 11) mod A Y(G+A— TJ) 
takový, že CN (11) oo DN (U) mod A v (G + A). Podle HIV 5 soudíme 
snadno, že lze řetězy DN (11) voliti tak, že definují (n, £„)-cyklus DN mod A 
v (G + A— TJ). Ježto CN™DN mod A v ( 0 + A), jest T^Z G + A. 

Jest G = TG -f- (G — T) se sčítanci různými od nuly. Ježto G 
je souvislé a T G jest uzavřené v G, G — T není uzavřené v G, takže 
(v. M 6) existuje bod be GT. G — TcT. Sn — T. Podle VI 16'1 jest 

(b, T) = O, tedy /?n (b, G; T, 8n) = O, takže existuje okolí VcG bodu a 
takové, že /?n (V, G; T, Sn) = 0. Ježto je (n, Sn)-cyklus mod AcT—G 
v Ty jest CXÍ O mod (T — V) v T. Tedy pro každou síť U existuje 
(n, ll)-cyklus Ha (IX) mod A v (T — V) takový, že En (U) cx> En (U) 
mod A v T. Podle H IV 5 můžeme řetězy Hn (U) voliti tak, že definují 
(n, $n)-cyklus Hn mod Ay T. Jest En Hn mod Ay T,En co Cn mod A 
v (G -f A), tedy Hn ™ Gn mod A v (G + A). Podle definice T je tedy 
T— V=T, t. j. T V= O, což je spor, neboť b e T V. 

3. Nechť A jest uzavřené v 8n(n = 1, 2, 3, •. •). Nechť Sn — A = 
m 

= 27 P̂  (m = 1, 2, 3 , . . . ) s oddělenými sčítanci. Nechť W jest otevřené 
i= 1 

v Sn. Nechť WPi 4= O ^ro 1 i m. Paft existují (n, Sn)-cykly C{
n 

mod A(\^i<^m) takové, ie homologie 27 r* C\n cx> O mod [A + (Sn — W)] 
implikuje rt = ... = rm = 0. 1—1 

D ů k a z . Množství P, jsou (M 7) otevřená v Sn — A, tedy (M 5) 
1 v Sn• Množství Pí jsou také uzavřená v Sn — A, takže (v. M 6) P, — Pí C A. 
Tedy podle 1 (kde položíme B — Sn — WPi) existuje pro 1 (n,Sn)~ 
cyklus Gin mod A v (P{ + A), který není oo 0 mod [A + (Sn — WPi)]. 

m 
Nechť 27Ti Gin oo 0 mod | A -f- (Sn — W)\ a nechť na př. rx 0. Ježto pro 

i = 1 ' m 
2 £i < m jest Cin c P{ + A c Sn— WPly jest 27 r, C? oo modO [A + (Sn — 

m i = 1 

— W POJ, 27n Cf CX) o mod \A + (Sn — TTPt)], tedy rt €±
n oo 0 mod [A + 

i = 1 
+ (Sn — WPi)], tedy rL = 0, což je spor. 

4. Nechť A jest uzavřené v Sn (n = 1, 2, 3 , . • •). Nechť W jest otevřené 
v Sn• Nechť m = 1, 2, 3, • •.. Nechť C? (1 <^i<^m) jsou (n, Sn)-cykly mod A. 

m 
Nechť homologie Er{ Of <x> 0 m od[J. -f- (Sn — W)] implikuje r1= ... = 

» = 1 M 
= rm = 0. Pak existuje rozklad Sn — A = 27 Pť s oddělenými sčítanci 
takwý, že WPi 4= 0 pro 1 i 4=1 
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D ů k a z . Podle VI 18 a H IV 18*2 prostor Sn je lokálně souvislý. 
Tedy podle H IV 18'3 komponenty množství Sn— A jsou otevřené v Sn-
Nechť fi(= 1 ,2 ,3 , . . . nebo = oo ) je počet těch komponent množství Sn — A, 
které protnou W. Je-li nechť Pí (1 i < m — 1) jsou mezi sebou 
různé komponenty množství Sn—A protínající W a nechť Pm je součet všech 

m 
ostatních komponent množství Sn — A. Pak Sn — A = 2 P{ se sčítanci 

i = l 
otevřenými a vzájemně se neprotínajícími, tedy oddělenými. 

Nechť tedy fi < m. Nechť P{ (1 <T i ¡u). jsou ty komponenty 
množství 8n — A, které protnou W. Nechť P0 je součet ostatních kom-

M-
ponent množství Sn — A. Pak Sn — A = 2 Pk s oddělenými sčítanci a 

fe = o 
WP0 = 0, kdežto WPk 4= 0 proJL <Lk<L(i. Množství Pk jsou (M 7) uza-
vřená v Sn — A, takže Pk — Pkc A (v. M 6) pro 0 < k < ¡u. 

Jako na počátku důkazu věty IV 4 vidíme, že existuje síť tt0 ta-
m 

ková, že homologie 2 r{ G> (U2) ô 0 mod [A 4- (Sn — W)] implikuje 
i ~ 1 

r1= .. . = rm = 0. Nechť (v. H III 9'3 a 10) lXi je zjemnění sítě U0 nor-
mální vzhledem k w-cyklům mod A v Pk -j- A současně pro všecka 
k, 0<i[i<^k. Určeme postupně zjemnění Vik 4-2 sítě U^+i (0 <1 k ¡n) 

podle IV 2, kladouce (p = Pk + A, ip = 2 (Ph + A). Nechť rt10 = 
7i = 0 
»4= fc 

— Pr. (Uu Uq), 7t2l = Pr. (1I2, 110, • • • > ^20 = 1̂01*21, 
Pro 1 ^k^jj, množství Pk jest otevřené a souvislé a jest APk — 

= T\ — Pk. Tedy podle 2 jest Bn (Pk + A, A) = 1. Tedy pro 1 <Lk<LfJi 
existuje (n, £w)-cyklus Ek

n mod AvPk-j-A, který není 00 0 mod AvPk + A. ¡x 

Zřejmě Sn = 2 (Pk + A) se sčítanci uzavřenými v Sn> Tedy pro 1 i m 
k — O 

lze položití QfQJL+i) = 2Cik
n(VL»+2), kde Gik

n (Uu+2) c Pk + A. Jest 
fe = 0 

'FCa? (U^+2) c Pk +A, FG> (IXjj,-j-2) c A. Tedy F Gik
n (U^,) c2(Ph + 

h = o 
h-1-ft 

+ A) = Bk, takže k + 2 F Gik
n (11^+2) leží i v Pk + A i v BkJ takže 

4 + 1 FCik
n (IX^+g) c (Pk -{- A) Bk — A. Tedy x Gik

n (U^+2) 
(1 i < m, 0 ^ k jsou (w, U^-cykly mod 4 Y P í - | - 4 , takže podle 
H IV 6 existují (w, Sr

n)-cykly mod J. v P/c + A (1 < i < m, 0 < k < fi) 
takové, že Bik

n (U0) = 0 0»n OV+2). Pro 1 jest Bn (Pk + 
+ A, A) = O, takže pro 1 i l^k^/u existují čísla sik e 31 ta-
ková, že ffy+2,0 OV+2) ex? sik Ek

n (U0) mod A. Tedy při libovolných 
rlf.. .5rmeSř jest 

m m fJL 1 

ttv.+9,0Sri Oin ( l l ( i + 2) ~ it^+2,()Sri Ci0• (U,,+2) + ZtkEť (U0) mod 
i = 1 i = l fe = l 
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kde m 
th = 2ri sik pro 1 ^ i <1 fi. 

i — l 

Ježto [i < m, můžeme čísla ru . .., rm určití tak, že tí = ... = t^ = 0, 
avšak nikoli rx = . . . — rm = 0. Ježto Gio

n (lljx+2) c P0 - f 1 c i + 
+ (Sn — W), podle (1) bude 

771 771 

2? rt C? (lt0) ~ 0 O/" (U,x+2) 0» 0 mod A + (Sn — W), 
i= 1 i = 1 

což je spor. 
5. Nechť A jest uzavřené v 8n (n = 1, 2, 3 , . . . ) . Nechť 04= A n8 

Když n ̂  2 a B71-1 (A) < oc, jpalc množství Sn — A má B"—1 (A) + 1 
komponent. Když n= 1 nebo Bn~í(A) = oc, pak množství S„—A má 
Bn 1 (A) komponent. 

D ů k a z . Podle VI 13 máme ukázati, že počet komponent množ-
ství 8n — A je roven Bn {Sn, A). Nechť m = 1, 2, 3, •. Máme uká-
zati, že počet komponent množství Sn — A jest I>m, když a jen když 
Bn (Sm A) m. Když Sn — A má aspoň m komponent, podle M 18 a 19 

771 

jest Sn — A= 22 Pí s oddělenými sčítanci 0; podle 3 (kde položíme 
t = i 

W= Sn), jest Bn (Sny A) m. Když Bn (Sn, A) ^ tn, pak podle 4 (kde 
771 

položíme W — S n ) 7 jest S n — A=2P{ s oddělenými sčítanci, takže 
i = 1 

Sn — A má aspoň m komponent. 

VIII. Lokální rozklad prostoru Sn uzavřeným množstvím. 

1. Nechť B je prostor. Nechť A jest uzavřené v B. Nechť aeA. 
Litery U, F znamenají okolí bodu a v prostoru B. Když a je vnitřním 
bodem množství A vzhledem k B (v. V116), klademe a (a, A, B) = 0. 

• Nechť tedy ae A . B — A. 
Při daném Unechť a (a, TI; A} B) = B0° (V—A), kde F c U je voleno 

tak, aby B0° (V— A) bylo co nejmenší. [¡Tedy (v. HIV 8 a 9"1), exis-
tuje-li VcU takové, že množství V — A má konečný počet komponent 
a volíme-li F c ř7tak, aby tento počet byl co nejmenší, jest a (a, ř7; A, B) +1 
rovné počtu komponent množství F— A; když pro každé F c U množství 
F — A má nekonečný počet komponent, jest a (a, ř7; A, i?) = 00. 

Když F c V, zřejmě a (a, F; A,B)^a (a, U; A, B). Z toho násle-
duje snadno, že jsou tři možné případy: 

I. Existuje m (= 0,1, 2, . . . ) a U takové, že a (a, F; A, J?) = m 
pro všecka F c Í7. Tu klademe a(a,A,E) = m a pravíme, že A roz-
kládá B lokálně v bodě a na m 1 částí. Když m = 0, pravíme, že A 
v bodě a nerozkládá lokálně prostor R. 

II. Číslo a (a, F; Ay B) je konečné pro všecka F, ale při libo-
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volně daném m ( = 0,1, 2, . . . ) existuje U takové, že a (a, F; A,R)>m 
pro všecka VcU Tu klademe a(a,A,R) = o) a pravíme, že A roz-
kládá R lokálně v bodě a na rostoucí počet částí. 

III. Existuje U takové, že a (a, F; A,R) = oo pro všecka VcU. 
Tu klademe a (a, A, R) = oo a pravíme, že A rozkládá R lokálně v bodě a 
na nekonečně mnoho částí. 

Symbol co považujeme za menší než symbol oo, ale za větší, než 
každé m ( = 0,1, 2, . . . ) . 

2. Nechť R je lokálně souvislý prostor. Nechť A jest uzavřené v R. 
Nechť ae A . R — A. Nechť Ujest okolí bodu a. Nechť m = 0,1, 2, •. 
Jest a (a, U\ A,R)^>m, když a jen když každému okolí VcU bodu a 

m 
lze přiřaditi rozklad U — A = 2 P{ s oddělenými sčítanci takový, že 

, i = 0 
f p. z^z 0 pro 0<ii<^M. 

D ů k a z . I. Nechť a (a, ř7; A, R) m. Nechť F c U jest okolí 
bodu a. Nechť ¡i je počet těch komponent množství U—A, které pro-
tnou F Je-li fJL^m, něchť Kk (1 <1 k fi) jsou všecky ty komponenty 

a nechť TF = 2Kk. Jest F — Ac Wc U] W jest otevřené podle H IV 
k — l 

18"3. Tedy a e F + Wc U, takže ( F + W) — A má aspoň m + 1 kom-
ponent. To je spor, neboť (F-j- W)— A = W má komponent. 
Tedy 1. Nechť P1? . . .,PTO jsou různé komponenty množství 
U— A protínající F a nechť P0 je součet ostatních komponent množ-
ství U—A. Pak U — A= 2 P{ s oddělenými sčítanci (v. H IV 18"3) 
a VPi 0 pro 0 < i < m. 

II. Nechť každému okolí VcU bodu a lze přiřaditi rozklad 
m 

U— A = 2 PÍ s oddělenými sčítanci takový, že FP ř 4 1 0 (1 ^ ^ w). 
i = 0 

Pak každé Pť obsahuje (v. M 11) aspoň jednu komponentu množství 
V—A. Tedy V—A má aspoň m+1 komponent. Tedy a (a, Í7; A, R)^>m., 

3. Nechť A jest uzavřené v Sn (w = 1, 2, 3, . . . ) ; nechť ae A. Pak 
jest a (a, A; S„) = (tn-i (a, A). 

D ů k a z . Když a je vnitřním bodem množství A, jest a (a, A; Sn) = 0; 
avšak podle VI10 a H IV 10 (1) jest (3n-i (a, A) = (a, Sn) = 0. 
Nechť tedy ae A . Sn — A. 

I. Dokažme, že a (a, A, Sn)<LPn-1 (a, A). Nechť ř7jest okolí bodu a; 
nechť a (a, ET; A, Sn) ^ ( = 1, 2, 3, . . . ) . Stačí dokázati, že (3n-i (V, Z7; 
A, Sn)^>m pro každé okolí F c f7bodu a. Podle V110 jest /?„ (a, F;£„) <¡1; 
tedy existuje okolí TFc F bodu a takové, že /?„ (TP, F, $n)<Ll. Ježto 
a e Sn — Ay jest W— A+^0. Podle V110 a 12 existuje absolutní (n, Sn)-
cyklus Tny který není cx>0mod (Sn — W). Prostor Sn je lokálně souvislý podle 

m 
VI 7 a 18 a H IV 18'2. Tedy podle 2 existuje rozklad U - A= 2 P{ 

i = 0 
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s oddělenými sčítanci takový, že WPi 0 pro 0 <ii<im. Podle VII 3 
(kde místo A vezmeme A -f- (Sn — TI)) existují (n, Sn)-cyMy Cf 

m 
mod [A -j- (8n — U)] (0<i<im) takové, že homologie 2 ^ C? cx> 0 

i = 0 

mod [A + (Sn — W)~] implikuje r0 = rx = . . . = rm = 0. Tedy existuje 
síť lli taková, že není Tn (UO ro 0 mod (Sn — W) a že homologie 
Til 
2 Ti Gin (Ui) oo 0 mod [A + (Sn — W)] implikuje r0 = r1 = ... =rn = 0. 

Nechť U2 je zjemnění sítě Ux normální vzhledem k w-cyklům mod (Sn — F). 
Nechť U3 je zjemnění sítě U2 normální vzhledem k (n — l)-cyklům 
mod (A — U) v A. Určeme zjemnění U4 sítě U3 a projekci = 
= Pr. (U4,113) podle IV 2, kladouce (p = A,ip = R—U. Nechť rt21 = 
= Pr. (U2,110, ^32 = Pr. (U3, U2), ^31 = ^21 ̂ 32, 

Ježto Cin jsou (n, S»)-cykly mod [A + (Sn — 17)], existují (w — 1, U4)-
řetězy Di

n~1(VL±)c.A, Ef-1 (U4) c Sn — U takové, že C/>(U4)-^ 
A71"1 (U4)—Ei»-1 (U4) (0 <: * < » . Jest FD^-1 (Uá)cA, FDi

n~1(Uá) = 
=FEi

n~1 (114) c Sn- U, tedy FjtéS B^1 (U4) c A- U. Tedy ^42 Df-1 (114) 
jsou podstatné (n — 1, U2>cykly mod (A—U) v J.. Tedy (H IV 5) 
existují (w—1, Snycjk\j Gin~1 mod (A —TI) takové, že 

m 
Gin~1 (U2) = ?r42 Dn~1 (114). Máme dokázati, že homologie 2 r{ Gf-1 ™ 0 

i = 0 

mod (A — F) v A jednoznačně určuje poměry r0: r±: . .. : rm. Když 
m m 
2 n G*-1 cx> 0 mod (A-V) v A, jest jtá2 2 n Df-1 (U4)~0 mod (A—V) 

¿=o i=o m 

v A. Tedy existuje (n, U2)-řetěz Hn (U2) c A} Hn (112) rt42 2 n A n _ 1 (U4) 
i = 0 

m 
m o d ( J - F ) . Ježto Oť" (U4) (114) mod ( i ž - ř7),jest^42 27 rf C fQl t ) -

i = 0 
— En(U2)-^0 mod (B — V). Tedy (v. H IV 5) existuje (», £B>cyklus 

m 
Kn mod (B — V) takový, že Kn (UO = 27 n (114) — *tn Hn (U2). 

ir=0 

Ježto (3n (W, F, Sn) <: 1, existuje 5 e SR takové, že Kn^srn mod (Sn -1F) . 
m 

Tedy vt^ 2 n C? (U4) — *r81 Hn (112) — sT* ( U 0 ~ 0 mod (Sn —W). Ježto 

*4i Oin (U4)cv Gi- (HO mod [A 4- (Sn — W)],H" (U2) c A} jest 2 rt G? (UO ~ 

<^sTn (UO mod [A + (Sn-W)]. Ježto homologie 2 n G?QlJcvO mod [A + 
i = 0 

+ (Sn— W)], jsou poměry r0 : rL: . . . rm jednoznačně určeny. 
II. Dokažme, že a (a, A, Sn) (3n-i (a, A). Nechť TI jest okolí 

bodu a; nechť /?„_! (a, ~U\ A, Sn) ^ m ( = 1 , 2 , 3 . . . . ) . Stačí dokázati, 
že existuje okolí F c J7 bodu a takové, že a (a, F; A, Sn) m. Podle 
V110 jest pn-1 (a, U; Sn) = 0, takže V lze voliti tak, že (F, U; Sn) = 0. 
Nechť WcV jest okolí bodu a. Podle VI 10 a 12 existuje absolutní 
(w, £ra)-cyklus r n , který není oj 0 mod [J. + (Sř

í—TF)]. Podle 2 máme 
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m 
ďokázati, že existuje rozklad V—A — 2P{ s oddělenými sčítanci, 

i = 0 
WPi± 0. Podle VII 4 (kde místo A vezmeme J . + (£n— V)) stačí 
ukázati, že existují (w, Sn) - cykly G? mod A (1 i m) takové, že 

m 
homologie rQ Tn 2 n G\n 0 mod [A -j- (Sn — W)J implikuje r0 = r1 = 

i = l 

= ... = rm = 0. Ježto (a, U; A, Sn) ^ m, jest /?„_! (W, Č7; A, S„) ̂  m. 
Tedy existují \{n — 1, Sn) - cykly G f 1 mod (A—U) v A (1 < Í ni) 

m 
takové, že homologie 2riGin~1

 00 0 mod (A — W) v A implikuje 
i = 1 m 

rt = ... —rm = 0. Nechť Urje síť taková, že homologie 2 rt G?"1 (Ui) OJ 0 
1=1 

mod (A W) v A implikuje r1 = ... = rm = 0. Určeme zjemnění U2 

sítě Ui a projekci it%1 = Pr. (U2, U1), kladouce cp = A, ip = Sn — TF. 
Nechť 113 je zjemnění sítě U2 normální vzhledem k w-cyklům mod \A + 
+ (Sn — V)]. Nechť = Pr. (U3, U2), = 

Ježto G^"1 jsou (w-l,S„)-cykly mod (Sn-Č7)a ježto V(;Sn)=0, 
existují («, U3)-řetězy (U3) ^Gin~l (U3) mod (Sn—V) (1 m). Ježto 
G^"1 c A, podle H IV 5 existují (n, £„)-cykly C? mod [A + (Sn — V)] 

m 
(1 < i < m) takové, že C> (U2) = rt88 D? (U8). Nechť r0 Tn + 2 n C? 00 0 

i = l 
mod [A + (Sn— W)\ (Máme dokázati, že r0 = rt = . . . =rm = 0.) Pak 

m 

existuje (n, ll2)-řetěz Hn (1I2) c A takový, že r0 Tn (U2)+ jtS2 2 r{ D? (113) — 

— Hn(VL2)-^0 mod (8n — W). Řetěz ?tZ2 2 rt G*-1 (U3) — FHn (U2) leží 
i = 1 m 

tedy v (Sn- W); týž řetěz leží však v A. Tedy rt21 Hn (U 2 )^ ?t312r { G^Ql^) 
m m »=1 

mod (A—W), tedy 2r{ Gin~l (Ui) 2^ G^"1 (U8) 0 mo d (A— W) v A, 
i = 1 i = 1 

takže r± = ... = rm — 0. Tedy r o r n ™ 0 mod [A + (Sn — W)\ takže 
také r0 = 0. 



APPLICATIONS DE LA THEORIE DE L'HOMOLOGIE 
À LA THÉORIE DE LA CONNEXITÉ. I. 

PAR 

EDUARD CECH. 

IF (RÉSUMÉ.) 

Au Mémoire Introduction à la théorie de Vhomologie (ces Publi-
cations, n° 184) j'ai donné un exposé élémentaire de la théorie de 
Phomologie dans les espaces topologiques. J'y ai omis toutes les appli-
cations. Ce sont les applications à la théorie de la connexité dont je 
m'occupe dans le Mémoire présent, ainsi que dans un autre qui en fera 
la suite. 

Au Chap. I—III je rappelle des faits connus sur les espaces métriques 
et compacts ainsi que sur le produit combinatoire de deux espaces. 
Dans III8, je démontre que, si le sous-ensemble fermé S(t) d'un espace 
métrique et compact B varie d'une manière continue avec t (0 t 1), 
chaque cycle dans S (0) est homologue dans U S (t) (0 <11 ^ 1) à un 
cycle dans S ( l ) . Ce théorème, d'ailleurs très simple, me permet plus 
tard d'éviter complètement l'usage des polyèdres. 

Le Chap. IV est consacré au théorèmes d'addition (au sens de 
M. Alexandroff). On y suppose que B = A + B, où B est un espace 
topologique normal et les ensembles A et B sont fermés dans B. Il 
s'agit de trois couples de théorèmes. Dans le premier couple, on com-
pare les (p -(- l)-cycles dans B avec les ^-cycles dans A B. J'ai donné 
ces théorèmes déjà [mais sans les formuler explicitement] au Mémoire 
Théorie générale de Vhomologie dans un espace quelconque (Fund. Math. 
XIX, formule (1) au bas de la page 176). La présente démonstration 
est nouvelle et plus simple; en outre, j'avais supposé 1. c. que B soit 
un espace complètement normal, tandisque cette fois je suppose seulement 
c|ue B soit normal. Le deuxième et le troisième couple de théorèmes 
d'addition donnent des résultats analogues pour les nombres de Betti 
locaux et pour Vacyclicité locale des espaces A -f- B, A,B et AB. 

Au Chap. V je démontre que, dans un espace B métrique et com-
pact à n dimensions, on peut attacher à chaque w-cycle Cn un sous-
ensemble fermé T0 tel que Gn est homologue à un w-cycle situé dans 
TcB si et seulement si TDT0. 

Au Chap. VI je considère l'espace euclidien à n dimensions Bn, 
l'espace sphérique à n dimensions Sn, et la cellule à n dimensions Tn-
Je détermine les nombres de Betti et les nombres de Betti locaux de ces 
ensembles, en m'appuyant sur les théorèmes d'addition; je ne fais aucun 
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usage de la structure polyédrale des ensembles considérés. Comme appli-
cation, je détermine la dimension de Rn et je prouve l'invariance topo-
logique des points intérieurs. 

Au Chap. VII je démontre que, A étant un sous-ensemble fermé 
de Sn, le nombre des composantes de Sn — A est égal au (n—l)ème 
nombre de Betti de A augmenté d'une unité. La présente démonstration 
a l'avantage de ne faire usage que des propriétés de 8n qui semblent 
indispensables pour la validité du théorème de manière que, en réalité, 
je prouve un théorème beaucoup plus général, sans le formuler expli-
citement. Je reviendrai ailleurs sur ce point. 

Au Chap. VIII je démontre que, a étant un point d'un sous-
ensemble fermé A de Sn> A coupe localement 1' espace Sn au point a 
en fin — i (a? A) + 1 régions (au sens de M. Zarankiewicz), où (a. A) 
désigne le nème nombre de Betti local de A au point a. 
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