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A N N A L S OF M A T H E M A T I C S 

Vol. 35, N o . 3, J u l y , 1934 

SUR LES NOMBRES DE BETTI LOCAUX* 

P A R EDUARD C E C H 

(Received November 23, 1933) 

Soit R un espace topologique arbitraire; soit a un point donné de R; soit 
k = 0, 1, 2, • * . . Au Chap. I, je définis le kième nombre de Betti local de R au 
point a, désigné par Pk(a, R). La signification du nombre /30(a, R) est très 
simple (v. n°3). Si k = 1 et si l'espace R est un polyèdre, le nombre Pk(a, R) 
coïncide, comme on pourrait le démontrer sans peine, avec le nombre maximum 
des (k —• l)-cycles en a lin. indépendants, au sens de M. E. R. van Kampen.2 

Au Chap. II, je prouve deux théorèmes d'addition pour les nombres de Betti 
locaux. Ces théorèmes pourraient être sans peine généralisés. 

Au Chap. III, je donne une nouvelle forme aux axiomes de ma théorie des 
variétés, exposée récemment dans ce Journal.3 Dans la nouvelle forme, ces 
axiomes reposent sur la notion des nombres de Betti locaux et sur celle de la 
connexité locale d'ordre supérieur que j'étudie dans un autre Mémoire (cité au 
n°4). En se basant sur les nouveaux axiomes, on pourrait un peu simplifier 
quelques démonstrations dans Variétés. 

Soit R un espace topologique arbitraire; soit S un sous-ensemble fermé de R; 
soit a un point donné de S; soit k = 0, 1, 2, 3, • • • . Au Chap. IV, je définis 
ce qu'on pourrait appeler le kième nombre de Betti extérieur de S au point a, 
désigné par ak(a, R — S). Si l'espace R est régulier et localement connexe, 
l'ensemble S coupe l'espace R au point a localement en ao(R — S) + 1 régions 
(v. n°25); autrement dit S détermine en a une "lokale Zerschneidung" de R 
d'ordre ao(R — S) + 1 au sens de M. K. Zarankiewicz.4 

Au Chap. V, je donne une localisation du théorème de dualité: Si S est un 
sous-ensemble fermé de Vespace euclidien Rn à n dimensions,5 on a en chaque point 

1 J 'a i exposé quelques résul ta ts de ce Mémoire dans une conférence que j ' a i faite le 
5 juillet 1933 dans le Math . Kolloquium de M. Menger. 

Après avoir terminé ce t ravai l j ' a i pris connaissance de deux notes de M. P . Alexandrofï: 
Sur les propriétés locales des ensembles fermés (C. R. Paris 198, p. 227, 15 janvier 1934) et 
Les groupes de Betti en un point (ibidem, p. 315, 22 janvier 1934) qui semblent avoir beaucoup 
de poin ts de con tac t avec mes recherches. 

(Note de la rédac t ion: Un mémoire é tendu de M. P. Alexandrofï sur ces questions 
para î t ra dans le numéro d'oc tobre des Annals of Ma thema t ics .) 

2 Die kombinatorische Topologie und die Dualitâtssâtze, den Haag 1929, p . 26. 
3 Théorie générale des variétés et de leurs théorèmes de dualité, Annals of Ma th. , t. 34, 1933, 

p. 621-730. Ci té: Variétés. 
4 Vber die lokale Zerschneidung der Ebene, Monatshefte f. Ma th. u. Phys. , t. 39, 1932, 

p. 371. 
5 Le théorème est même démon tré pour des espaces plus généraux que Rn. 
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a de S: (3r(a, S) = aq(a, R —• S), 0 ^ p ^ n — 1, a = n — P — 1. En particu
lier Tordre de coupure locale est un invariant topologique (local) de S. 

Soit S un sous-ensemble fermé de Rn-\) soit a un point de S. Si a est un 
point intérieur de S, on a /3n-i(a, S) = 1; si a est un point frontière de S, on a 
fin-i(ei, S) = 0 (Cf. n°7, 6° et 7°). Donc, si Von immerge S dans un Rn, a est 
un point de coupure locale si et seulement si cJest un point intérieur de S, et Vordre 
de coupure locale est alors égal à deux. 

Un cas particulier (R = Rn, k = n — 1) du théorème du n°5 est: Soient A 
et B deux sous-ensembles fermés de Rn; soit a un point de AB; Supposons que a soit 
un point intérieur de A -f- B, mais un point frontière de A et de B. Alors AB coupe 
Rn localement en a. 

Un cas particulier (R = Rn, k — n — 1) du théorème du n°6 est: Soient A 
et B deux sous-ensembles fermés de Rn; soit a un point de AB. Si AB coupe Rn 

localement en a, tandis que ni A ni B ne coupe Rn localement en a, alors a est un 
point intérieur de A. -f- B. 

Un cas particulier (R = R2, k = 0) du théorème du n°5 est: Soient A et B 
deux sous-ensemblés fermés du plan; soit a un point de AB. Si ni A ni B ne coupent 
localement le plan en a, tandis que A -f- B coupe localement le plan en a, alors ou bien 
a est un point isolé de AB (et alors A -f- B coupe le plan localement en a en deux 
régions), ou bien chaque entourage de a contient une infinité de composantes de AB. 

Un cas particulier (R = R2j k = 0) du théorème du n°5 est: Soient A et B 
deux sous-continus du plan; soit a un point de AB. Si a est un point isolé de AB, 
alors A -f- B coupe le plan localement en a. Si chaque entourage de a contient une 
infinité de composantes de AB, alors a est un point de coupure locale du plan d'ordre 
infini pour A -f- B. 

Les deux derniers théorèmes constituent dans un certain sens une localisation 
des deux théorèmes classiques de Janiszewski* Une localisation entièrement 
différente de ces théorèmes de Janiszewski se t rouve au Mémoire cité au n°4. 

Je suppose dans tous ce Mémoire que les coefficients des cycles et des homo-
logies appart iennent à 9î, où 9î signifie ou bien l'ensemble de tous les nombres 
rationnels ou bien l'ensemble de tous les entiers réduits mod p, p é tant un 
nombre premier donné d 'avance. 

Pour les domaines 3i ici considérés, les théorèmes locaux de dualité constitu
ent une généralisation du allgemeiner dimensionstheorctischer Rechtfertigungssatz 
de M. P. AlexandroJÏ.1 

Quant à la théorie de Phomologie, je m'appuie sur mon Mémoire Théorie géné
rale de Vhomologic dans un espace quelconque* cité: Ilomologie. Comme dans 
Variétés (p. 622, I) , j 'écr i t Cp(p. ex.) au lieu de }C7,(U)} (Homologie, I I , 20). 
Donc Cp est l 'ensemble de tous les Cp(l\), U parcourant les réseaux'' dans R. 

6 Sur les coupures locales faites par les continus, Praee mat .-nz., t. 29. 1913, pp. 11-03. 
7 Dimcnsionslhcorie, Math. Annalen, t. 106, pp. 161-238 (v. p. 208). 
8 Fund. Math. , t. 19, 1932, pp. 149-183. 
9 La famille fondamentale de réseaux (Homologie, I I , 1) est dans tou t ce Mémoire celle 

de tous les réseaux ouverts (Homologie, I I I , 2). 
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Soit U un réseau; soit C°(U) = y , r,J/;(/V e 9Î, Ui e il) un (0, il)-cycle. Je pose 
i = i 

ero 

J[C°(VL)] = 2 >- S i c° e s t l m (°> #)-cycle absolu, le nombre J[C°(U)] est, 

comme on le voit sans peine, indépendant du réseau U; je désigne ce nombre 
par J(Cyo). 

I. 

1. Soit R un espace topologique (Homologie, III, 1). Soit S un sous-ensemble 
fermé de R. Soit a un point donné de S. Soit k = 0, 1, 2, • • • . Les lettres 
U', V, IV désignent des entourages10 de a dans 22. 

Soit U Z> V. Soit 33&(V, U; S) l'ensemble de tous les (k, /^-cycles mod 
(S — U) dans ASY; deux éléments Ck et Dfc de S8/C(V, U; S) seront considérés comme 
égaux si et seulement si Ck ~ Dk mod (S — V) dans S. L'ensemble -8*(F. U; /S) 
est un module (Homologie, I, 1). Désignons par /^(V, U; .S) le rang (Homologie, 
1,3) de ce module si ce rang est fini; dans le cas contraire posons f3k(V, U ; S) = °o . 

Pour IV C V C U on a évidemment /3/c(TV, U; S) S Pk(V, U; S). 
Il en résulte que, l'entourage U de a étant donné, le nombre Pk(V, U; S) a une 

valeur fixe (indépendante de V) pour tous les voisinages V C U de a suffisam
ment petits; désignons par Pk(a, U; S) cette valeur fixe. 

Pour IV C V C ! 7 o n a évidemment 0h(W, V; S) à Pk(W, U; S). On en 
déduit sans peine que /3^(a, V; S) ^ /3&(a, U; S) pour V CI U. Par suite trois 
cas sont à distinguer: 

1°. Il existe un nombre fini m (= 0, 1, 2, • - •) tel que ^ ( a , U; S) = m pour 
tous les entourages U de a suffisamment petits; dans ce cas on pose /3k(a, S) = m. 

2°. Le nombre Pk(a, U; S) est fini pour tous les entourages U de a, mais si 
m est un nombre fini arbitrairement donné, on a Pk(a, U; S) > m pour tous les 
entourages U de a suffisamment petits; dans ce cas on pose /^(a, S) = œ. 

3°. On a /3*(a, U; S) = °o pour tous les entourages U de a suffisamment 
petits; dans ce cas on pose /^(a, S) = <». 

2. De Homologie, III, 3-11 on déduit sans peine que le nombre jS&(a, /S) ne 
dépend nullement de Fespace R, mais seulement du nombre k, du point a et 
(localement) de l'espace S. 

3. Si Vespace R est régulier au point a,11 le nombre /3o(a, S) a toujours une des 
trois valeurs 0, 1, oo : On a $o(a, S) = 0 si et seulement s1 il existe un entourage U 
de a tel que chaque composante de S a un point commun avec R — U. On a 

10 Entourage d 'un point ou d 'un sous-ensemble est un ensemble ouvert con tenan t le 
point ou le sous-ensemble considéré. 

11 Cela signifie, comme on sait , que chaque en tourage U de a con t ien t un en tourage V 
de a tel que V C U. 
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flo(a, S) = 1 si et seulement si a est un point isolé de Vespace S. On a j3o(a, S) = °° 
si et seulement si, pour chaque entourage U de a, une infinité de composantes de S 
soyit contenues dans SU. 

DÉMONSTRATION. Si a est un point isolé de S, on a évidemment (3o(a, S) = 1, 
car Po(Vf U; S) = 1 si U est tel que SU = (a). S'il existe un entourage U de 
a tel que chaque composante de S rencontre R — U, d'après Homologie, III , 
16 on a /30(TV, V; S) = 0 si V C U, d'où pQ(a, S) = 0. Ces deux cas étant 
exclus, pour chaque entourage U de a l'ensemble US contient une infinité de 
composantes de S et donc aussi une infinité de quasicomposantes de S. 
L'espace R étant régulier au point a, il existe un entourage V de a tel que 
V C £7. L'ensemble VS contient une infinité de quasicomposantes de S; 
chaque telle quasicomposante est évidemment essentielle mod (S — U) au sens 
de Homologie, III , 15, d'où /30(V, U ; S) = °o d'après Homologie, III , 17. Donc 
j80(a, S) = oo. 

IL 

4. LEMME. Soit R un espace complètement normal (Homologie, III, 19). 
Soient <p et x deux sous-ensembles fermés de R. Soit U un réseau donné dans R. 
Il existe un affinement 35 de U tel que, si une (p, ^-chaîne est contenue dans<p et 
dans x (Homologie, II, 5), elle est aussi contenue dans <px-

La démonstration se trouve au n°12 de mon Mémoire Sur la connexité locale 
d'ordre supérieur (à paraître dans Compositio Mathematica). 

5. Soit R un espace complèteme%it normal. Soit R = A -\- B, A et B étant des 
sous-ensembles fermés de R. Soit k = 0, 1, 2, • • • . Soit a e AB. Soit fik+i 
(a, A) = $k+1(a, B) = 0. Alors 0k(a, AB) è j8*+i(a, R). 

DÉMONSTRATION. On voit sans peine qu'il suffit de prouver que, U étant 
un entourage donné de a, l'inégalité (3k+1(a, U; R) ^ m (= 0, 1, 2, • • • ) 
entraîne que fik(a, U ; AB) — m. Soit donc fik+1(a, U ; R) ^ m et soit V C U 
un entourage de a. Evidemment, il suffit d'en déduire que fik(V, U ;AB) — m. 

Puisque pk+1(a, A) = 0, on a t3k+i(a, V; A) = 0. Donc il existe un entourage 
TVi C F de a tel que /3A+i(Li, V; A) = 0 pour chaque entourage Li C TVi de a. 
Pareillement on voit qu'il existe un entourage TV2 C V de a tel que 
&k+i(W[, V; B) = 0 pour chaque entourage TVg C TV2 de a. Posons TV = TViTV2 

de manière que !3k+1(W, V;A) = fik+1(W, V ; B) = 0. 
Puisque (3k+1(a, U ; R) = m, on a fik+1(W, U; R) = m. Donc il existe des 

(k -f 1, Iï^-cycles C^1 mod (R — U) (1 S i = m) tels que Thomologie 
m 

2 7'i Cl+1 ~ ° m o d (R - W) (>'i € 9Î) entraîne que r, = . . . = rm = 0. 
t - = i 

m 

Donc il existe un réseau Ui tel que l'homologie y . i\ C*+1(Ui) ~ 0 mod 
i = i 

(R — TV) entraîne que i\ = • • • = rm = 0. 
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Soit U2 un affinement de Ui normal (Homologie, I I . 15 et 16) rel. aux cycles 
mod (B — V) dans B. Déterminons un affinement U3 de U2 d'après 4. en y 
posant ip = B, x = H — V. Soit U4 un affinement de ll3 normal rel. aux cycles 
mod (A — V) dans A. Déterminons un affinement ils de il4 d'après 4. en y 
posant (p = A, x -= H — V• Soit lie un affinement de 115 normal rel. aux cycles 
mod (AB — V) dans AB. Déterminons un affinement U7 de il6 d'après 4, en 
y posant (p = AB, x = H — £/ ainsi qu'un affinement Us de il? de nouveau 
d'après 4, mais en y posant <p = A, x = B. Soit 7r2i -= Pr. (U21 Ui), • • • , 
7T87 = P r . ( U s , U T ) I S"3l — 7T21 7T321 * ' * • 

Comme A + B = R, on peut poser CÎ+1(U8) - 0*1* (Us) - C*tl(\ls) 
(1 g i â w), où Cîî l(U8) C A, CÎVdh) C B. Soit l i( t t8) cette partie de 
la (k, tl8)-chaîne .PC*!1 (Us) dont les simplexes sont ?- 0 mod (R — (/). 
Comme C ^ d U ) > 0 mod (/i - U), on a FC^Hils) - FC^V (Vis) mod 
(/*" — (7); donc F; (Us) est aussi cette partie de la chaîne FCk

t\
l (\\s) dont les 

simplexes sont ^ 0 mod (R - U). Comme Cîîl(U8) CI A, on a F*(U8) C A. 
Comme CkiV(\h) C J>? on a F7;-(Us) CI B. D'après la définition de Us il en 
résulte que"rî(U8) C AB, d'où Fl1(U8) C AB. Comme rJ(lU) = FC^I1 

(Us) mod (7i - U), on a Fli(tt8) CZ R - U. Donc ^V87li(U8) C AB, FirH7 

rk(\h) CZ H - U, d'où F7r87 Ft-(Us) C AJS - U d'après la définition de U8. 
Donc 7T86 F* (Us) est un (k, UÔ)-cycle mod (AB — U) dans AB. D'après la 
définition de lie, 7r85 F* (Us) est un (k, U5)-cycle essentiel mod (AB — U) 
dans AJ1. 

Il ne reste qu'à démontrer que les (k, U5)-cycles 7rSr, F* (Us) (1 S i S w) ne 
sont liés par aucune homologie mod (AB — V) dans A B, car alors (Homologie, 
II, 28) pk(V, U; AB) = m, c. g. f. d. 

Soit donc T } rz TT85 F*(U8) ~ 0 mod (AS - V) dans ,417 (rt- € ;)î); on doit 
i = i 

prouver que Ti == • • • = rm = 0. L'homologie qui vient d'être écrite signifie 
qu'il existe une (k -f- 1. tl5)-chame /)A:+l(U5) dans / !# telle que 

m m 

(1) /'7>'H(U5) = wu 2 r. r t ( U g ) m o d (AB _ yy ( ) r 2 r, Ctî'dW -» 
t = 1 i = 1 

m m 

2 *". Il(U8) mod (R - U). Donc la (k + 1, U5)-chaîne TT85 ^ >\ C ^ d U ) -
z = 1 i = 1 

/>"+1(tl5) es^ située dans .4 et sa frontière est située dans (R — Y). 
m 

D'après la définition de tl5. on a donc F7r85 ^ r* C l l^ lU) - / ^ - " ( U s ) C 
i"=i 

m 

.I - V. Donc TT84 2
 r- C î i ' (Us) - 7TB4 />cK(iU) est un (k + 1, U4)-cycle 

i = 1 
ni 

mod (/l — V) dans ^i. D'après la définition de tU, 7r83 / , ?v Ctî^dts) — 
i = i 

7T53 Z^+^Us) est un (k -f 1. lUj-cycle essentiel mod (A — V) dans .4 et par suite 
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(2) 7r8i 2 r, C*! 1 (Us) - ""s, Z)*+'(US) est un (A; + 1, C,)-cycle essentiel 
i = 1 

m m 

mod (A - V) dans _4. De plus ^ r* ^ ' ( U s ) — 2 n r ^ U s ) m o d 

i = 1 t = l 

(R — [/). On voit donc, en tenant compte aussi de (1). que la (k -f- 1 . U3)-
m 

chaîne 7T83 / , r,- C ^ ^ U g ) — ^53 Dk+](\lb) est située dans F> et que sa fron

tière est située dans (R — V). D'après la définition de U3, on a donc F7r83 

m m 

2 ?> ^ ( U g ) - /'V53 _)-+1(U5) C 7i - V. Donc TT82 J J r. C , + I (U 8 ) -
ï = 1 i = l 

7T52 -Dfc+1(UB) est un (k + 1, U2)-cycle mod (fi - F) dans B. D'après la 
définition de U2 

m 

(3) TT81 2 r, C*+1(U8) - TT61 D*+'(UB) est un (A + 1, U,)-cycle essentiel 
.: = i 

mod (B - V) dans B. 
Comme /3;,_i(ir, F ; / l ) = 0, il résulte de (2) (en vertu de FI ontologie, I I , 28) 

m 

que 7T81 2 ''i C . t 1 (Us) - *T6i/>*+,(UB) ~ 0 mod (A - W) dans .4. Comme j8t+i 
i = 1 

m 

(1T, F ; B) = 0, il résulte de (3) que TT81 J_) r tC*+j (Ug) - 7r51/>+l(U6) ~ 0 mod 
i = 1 

(B - W) dans B. Donc il existe des (k + 2, Ui)-chaînes Ji'î + ' d l , ) C A et 
# J + 2 ( U i ) C 7i telles que 

£î+2(Ui) -> TT81 2 J r.-CÎÎ'UU) - -•HD'+KUS) mod (A - W), 
i = 1 

m 

I^+ 2 (Ui ) - » 7T8I 2 r .CÎ + 1 (U 8 ) - TTHD^+HUB) mod (73 - F ) . 
i = 1 

m 

Donc Ef+2(Ui) - Ek
2

+2(\W -> TT81 2 '•ie 'î+1(Ug) mod (7* - W), d'où 
i = 1 

m 

Tsi 2 ''• c ' i 4 1 ( U 8 ) ~ 0 mod (R - W). Or, C'i+' é tan t un (/,- + 1, 7*)-cyclc 

mod (R - V), on a TT81 Cl+1 (U8) - C f H (U,) mod (/i1 - V) C (7* - W). Donc 

2 
ť = 1 

r t -C* + 1 (Ui) ~ 0 mod (Ii - W). D'après la définition de Ui, il en résulte 

qu '/'i = • • • = rw = 0, c.q.f.d. 
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6. Soit R un espace complètement normal. Soit R = A -f- B, A et B étant 
des sons-ensembles fermés de R. Soit a e AB. Soit k = 0, l, 2, • • • . Soit 
pk(a, A) = (3k(a, B) = 0. Alors pk(a, AB) S Pk+i(a, R). 

DÉMONSTRATION. On voit sans peine qu'il suffit de prouver que, U étant un 
entourage donné de a, il existe un entourage V (Z U de a tel que l'inégalité 
@k(a, U; AB) ^ m (= 0, l, 2, • • .) entraîne que Pk+i(a, V;R) ^ m. Soit donc 
fik(a, U; AB) ^ m. Comme pk(a, A) = pk(a, B) = 0, on a 

pk(a, U; A) = pk(a, U; B) = 0. 

Donc on peut choisir l'entourage V (Z U de a de manière que 

fa(V, U;A) = pk(V, U;B) = 0 

Il s'agit de prouver que, IV étant un entourage de a contenu dans V, on a 
0k+i(W, V; R) à m. 

Puisque pk(a, U; AB) ;> m, on a (3k(W, U; AB) ^ m. Donc il existe des 
(k, Jt)-cycles r* mod (̂ 415 — U) dans AB (1 g i ^ m) tels que l'homologie 

m 

/ j n F * ~ 0 mod (AB ~ W) dans AB (rt- € 9Î) entraîne que n = . . . = = rm = 0. 
» = i 

m 

Donc il existe un réseau Ui tel que l'homologie y . rt- r \ (Ui) ~ 0 mod (AB — IV) 
i==l 

dans AB entraîne que i\ = • • . = rm = 0. Déterminons d'après 4 d'abord un 
affinement Us de Ui et ensuite un affinement U3 de U2, en y posant dans le 
premier cas <p = AB, % = R — W et dans le second <p = A, % = B. Soit 
U4 un affinement de U3 normal rel. aux cycles mod (R •— V) dans R. Soit 
7T21 = P r . (Ul, U2), 7T32 = P r . (U3, U2), 7T43 = Pi*. (U4, U3), 7T42 = 7T32 7T43, * ' ' • 

Puisque les r* ( l ^ i S m) sont des (k, I?)-cycles mod (AB — U) dans AB, ce 
sont aussi des (k, R)-cycles mod (A — U) dans A. Or /3k(V, U; A) = 0, de 
manière que F* ~ 0 mod (A — V) dans A. Pareillement F* ~ 0 mod (I? — V) 
dans B, car pk(V, U ; B) = 0. Donc il existe des (k -f l, U4)-chaînes 
C^t1(U4) C A et C ^ ( U 4 ) C B telles que 

(1) Ck
i\

l(U,)-^Yk
i(]X,)moà(A - V), C]V(VLA) - r*(U4) mod (I? - F). 

Posons Crx(U4) = C^11(U4) - C^ 1 (U 4 ) . Alors C*+1(U4) -> 0 mod (# - V) 
de sorte que, d'après la définition de U4, 7r43C^+1(U4) est un (k + 1, Us)-cycle 
essentiel mod (R — V). 

Il ne reste qu'à démontrer que les 7r43O£+1(U4)(l ^ i S m) ne sont liés par 
aucune homologie mod (R — W), car alors (v. H ontologie, II, 28) on a 

,/3k+l(W, V;R) = m, c.q.f.d. 
m 

Soit donc 7r43 2
 r*C i+ 1(U4) ~ 0 mod (R - W)(rt- e 3Î); il s'agit d'en déduire 

i = i 

que Ti = • • • = rm = 0. L'homologie qui vient d'être écrite signifie qu'il existe 
une (k + 2, U3)-chaîne D*+2(U3) telle que 

in 

(2) /J>*+2(U3) - • 7T43 2 ^<?i+1(U4) mod (/e - W). 
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Puisque R. = A + B, on peut poser Dk+%lh) = oî+2(U3) - o2+2(U3), où 
Di+2(lh) C A, Dk+2(\h) C B. Il résulte de (1) et (2) que 

m m 

(3) TT.,3 2 ' - . C Î t ' d U ~ I/oÎ + 2 ( U 4 ) = 7T4., ^ r,.<7* + 1(U4) - FD^OXz) 
1 = 1 i = 1 

mod (Zi — IV). Désignons par Z^+^Us) cette partie d'un (et donc aussi de 
l'autre) membre de (3) dont les simplexes sont ^ 0 mod (R — IV). Alors 
K*+1(U3) C A, Ek+l(\\,) C B, d'où .E*+1(U3) C AB d'après la définition de U3. 
En outre 

m 

FDÎ+i(IW = 7T43 2 '•.•C*Î1(U4) - F-'+1(U3) mod (R - W), 
i= 1 

d'où T43 2 ^ ^ i l H U i ) - -E*+1(U3) -> 0 mod (iî - IV). En tenant compte de 
i = i 

VALU \^i.\^ x x_v \ W3y — /. 43 >* • I 

(k, U2)-chaîne 

(1), on en déduit que F#*+1(U3) - 7r43 2J r^ rt :(U4) C R - IV. Donc la 

(4) F7T32^+1(U3) - 7T42 2 r*"r*(U4) est située dans (72 - IV). Puisque 
t = i 

Z?fc+1(U3) C AB, rt(U4) C AB, la chaîne (4) est aussi située dans AB. D'après 
la définition de U2, la chaîne (4) est donc située dans AB — W. Donc 

m 

7T32 E
k+l(lh) -» 7T42 2 r ' r i ( U * ) m ° d ( ^ B - W ") ; d'0Ù 

•r»i2?-+1(U.) - , 7T.u 2 ^ rH(U4) mod (AB - W). 
1 = 1 

m 

Donc 7T4i ^ ) ViT^lU) ~ 0 mod (.4J3 - W) dans AB. Or, F* étant un 
i = 1 

(k, Z2)-cycle mod (.45 - U) dans A 5 , on a TT4I I^(U4) ~ F *(lti) mod (AB - (7) 
m 

dans AB. Comme W C U, il en résulte que / ^ rt rt(Ui) ^ 0 mod (AB - W) 
t = 1 

dans AB. D'après la définition de Ui, on en déduit que Ti = • • • = rm = 0, c.q.f.d. 

III. 

7. Soit n = 1, 2, 3, • • • . Soit R un espace topologique. Soit *S C R. Nous 
dirons que R est une variété à n dimensions mod S d'ordre 0, ou H,t/e FJ(5), si 
les axiomes suivants sont vérifiés : 

1°. R est un espace bicompact.12 

12 Cela signifie: 1° a et b étant deux points distincts de R, il existe des ensembles 
ouverts U et V tels que a e U, b e V, UV — 0; 2° de chaque famille d'ensembles ouverts 
recouvrant R on peut extraire une famille finie recouvrant R. 
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2°. Chaque sous-ensemble ouvert de R est un Fa dans R. 
3°. JJ ensemble S est fermé dans Ji. 
4°. dim Ji - S = n. 
5°. R est localement connexe d'ordre n rel. à :)î à chaque point x e Ji — .S.13 

6°. Pour x e Ji - S on a pH(x, Ji) = 1. 
7°. A étant un sous-ensemble fermé de R, on a (3n(x, A) = 0 pour chaque 

x eA, R - A - S. 

8. Soit S C T = T C Ji. Si Ji est une Vî(S), R est évidemment aussi une 

Vno(T). 

9. Soit R un espace topologique: soit S C R, R est une V^(S) si et seulement s'il 
satisfait aux axiomes A\, A2j A-s, AA, B, D\, D2, E énoncés dans Variétés, nos. 
1, 2, 3, 7, 9, 11, 12, 13. 

DÉMONSTRATION. Les axiomes A}, A2, A$, A4, B disent la même chose que 
les axiomes 1° — 5°. On doit donc déduire d'abord la validité de Dh D2, et E 
en supposant 1° — 7°, ce qui sera fait aux n° s 9.11 (pour D\), 9.12 (pour D2) et 
9.13 (pour E), et ensuite la validité de 6° et 7° en supposant Ah A2, A$, Aiy 

B, A , D2, E, ce qui sera fait aux n°8 9.21 (pour 6°) et 9.22 (pour 7°). 
9.11 Soit Tn~l un (n — 1, /?)-cycle du type t2 dans A (Variétés, 10). Soit / / le 

porteur de Thomologie F""1 ~ 0 (Variétés 10.3) de manière que H = H C R — S. 
On doit prouver (Variétés, 11) que l'ensemble H — A est ouvert . Supposons le 
contraire. Il existe donc un point a e (H — A) R — / / C / / • R — H — S. 
D'après l'axiome 7° on a f$n(a, H) = 0. Or soit Cn le cycle relatif correspondant 
à Yn"1 d 'après Variétés 10.L Donc Cn est un (n, /tî)-cycle mod .4 dans H et 
FCn(\\) ~ Fn~ ](U) dans A pour chaque réseau U. Soit U un entourage de a 
si peti t que UA = 0 Purisque pn(a, H) = 0. on a f}n(a, U ; H) = 0. Donc il 
existe un entourage V C U de a tel que pn(V, U; H) = 0. Or A Œ H — U, de 
sorte que Cn est un (n, Ji)-cyc\e mod (// — U) dans / / . Comme pn(V, U ; H) = 0, 
on a Cn ^ 0 mod (H — V) dans H. Donc il existe pour chaque réseau U une 
(n + 1, U)-chaîne M"+](\l) C H et une (n, U)-chaîne 2>(U) C H - V telles 
que Mn^(\\) -> CHU) - Dn(\\) --» 0, d'où FDn(\\) — Tn^(\\) dans .4. Or ceci 
signifie qu'il existe pour chaque U une (n, U)-chaîne En(\\) C .4 telle que 
Dn(\\) - En(\\) -> F"~ ](U), d'où r*-1 — 0 dans (H - U) + A C H. D'après 
la définition de II il en résulte que a e II — [7, ce qui est une contradiction. 

9.12. Soit a e R — S. On doit prouver (Variétés, 12) que le point a est situé 
à l 'intérieur d'un (n — 1, /?)-eycle du type t2. Soit P 2 un sommet du réseau 
gén. ^2 (Variétés, 9.2) contenant le point a. D 'après l'axiome 6° on a 
fin(af R) -- 1 d'où, comme on le voit sans peine. (3n(a, P2) = 1. Donc il existe 
un entourage U C P2 de a tel que @n(a, U ; P2) = 1. Donc il existe un entourage 
y C U de a tel que &n(W} U; P2) = 1 pour chaque entourage TV C V de a. 

13 Cela signifie (v. le n°18 du Mémoire cité au n ° 4 ) : Chaque entourage P de x contient 
un entourage Q de x tel que Tn ~ 0 dans P pour chaque (n, /Y)-eycle absolu Fn dans Q. 
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En particulier j8„(V, U ; P2) = 1 de sorte qu'il existe un(/i, 7i)-cycle Cn mod 
(P2 — U) dans P2 qui n'est pas ~ 0 mod (P2 — V) dans P2 , tandis que chaque 
(n, Iî)-cycle mod (P2 - U) dans P 2 est ~ rC"(r e 9?) mod (P2 - V) dans P 2 et 
par suite aussi mod (P2 — IV) dans P 2 pour chaque entourage W C V de a. 
Comme 0n(W> U; P2) = 1, il en résulte que Cn n'est ~ 0 mod (P2 - IV) dans 
F pour aucun choix de IV C V. Pour chaque réseau U soit Fn-1(U) = FCn(U). 
Cn étant un (•/?., Iï")-eycle mod (P2 ~~ U) dans P2 , on voit sans peine que Fn_1 est 
un (n — 1, I?)-cycle absolu dans (P2 — U). Evidemment rn _ 1 ~ 0 dans P 2 ; donc 
(Variétés, 10) Tu~l est un (n — 1, I?)-cycle du type /2 dans A = P2 — L7. Soit 
II le porteur de l'honiologie F""1 ^ 0. On doit prouver que a e H — A. Or 
pn-i ^ o dans P2, de sorte que (Variétés 10.3)II C P2 . Supposons par impos
sible que le point a. n'appartienne pas à II — .4. Alors il existe un entourage 
IV C V de a tel que IVII = 0, d'où II C P2 - IV. Or F - 1 - 0 dans II d'après 
la définition de II, de sorte que pour chaque réseau U il existe une (n, U)-chaîne 
Dn(\\) C II telle que FI>(U) ~ T"~l(\\) dans A = P2 ~- U, d'où 
F[C»(U) - I)n(U)] - 0 dans P2 - U. Donc il existe une (n, U)-chaîne 
En(\\) C P2 - U telle que C"(U) - Dn(\\) - E"(\\) -* 0. D'après Homologic, 
II, 21 on peut s'arranger de façon que |C?'(U) — Dn(\\) — ET'(\\)} soit un 
(n, Iï)-cycle dans P2 . Or P2 e f2, de sorte que C"(\\) - I>(U) - En(\\) ~ 0 
dans P2 d'après Variétés, 9.1-9.3. Donc il existe pour chaque U une (n + 1, 
U)-chaîne M"-](\\) C P2 telle que C"(U) - FM»+](U) + Dn(l\) + En(\\). Or 
I>(U) C II C f \ - IV, En(\\) C P 2 - U C P2 - TV, de sorte que Cn — Omod 
(P2 — IV) dans P2, ce qui est une contradiction. 

9.13. Soit a e R — S; soit Q un entourage de a. D'après l'axiome 6° on a 
ftn(a, R) = 1 et par suite aussi &n(a, Q) = 1. Donc il existe un entourage Q} C Q 
de a tel que p1t(a, Q2; Q) = 1 pour chaque entourage Q2 Cl Qi de a. On peut 
supposer que Q} fasse partie d'un sommet du réseau gén. ^2 (Variétés, 9.3). 
Soit Q2 un entourage de a. contenu dans Qx. Comme /3n(<7, Q2; Q) = 1, il existe 
un entourage Q;, de a tel que &((Q,,, Q2; (?) = 1. 

Soient r ï ~ \ Fî"1 deux (/? — 1, I£)-cycles absolus dans (Qi — Q2) qui soient 
^ 0 dans Q}. Il suffit de prouver (Variétés, 13) qu'il existe deux nombres 
H, n, € 9i, dont un au moins ^ 0, tels que riF'/"1 + r^Vlp1 ^- 0 dans (Q — Q3). 
Soient Cn, C2 les cycles relatifs correspondant a Tn~l, Yn~l d'après Variétés, 10.L 
Ce sont donc des (n, A^-cycles mod (Q, - Q2) dans & tels que FCn-(\\) ~ r ^ d t ) 
dans (Qi — Q2) pour / = 1, 2 et pour chaque réseau U. Les Cn étant des 
(n, I2)-cycles mod (QA — Q2) dans Qi, l'équation pu(Qz, Q2; Q) = 1 entraîne qu'il 
existe deux nombres rh r2 e 9î, dont un au moins ^ 0, tels que nC? -f r2C2 ~ 0 
mod (Q — Q3) dans Q. Donc il existe pour chaque réseau U une (n -f- 1, U)-chaîne 
Mn+1(U) C Q et une (n, U)-chaîne I>(U) C Q - Q3 telles que 

JI_T+1(U) -> r-Cî(ll) + r2C?(U) - I>(U) -> 0. 

OrFC^(U) ^ Vr'dD dans & - Q2 C Q - Ç3, de sorte qu'il existe deux 
(n,U)-chaînesI?^(U) C Q - Q3 (i = 1,2,) telles que FC^U) - V-'HU) + FEn(\\), 
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d'où r.rr'dD + ^Vr3(U) = F[Dn(M) - nEn(M) - r2E
n(\l)], donc nTnrl + 

r2rrl ~ 0 dans Q - Q3, c.q.f.d. 
9.21. Soit a e R — S. On doit prouver que /3n(a, /£) = !. Si Ton avait 

j3n(a} R) > 1, il existerait un entourage U de a tel que fin(V} U; R) > 1 pour 
chaque entourage V C U de a. Or c'est impossible d'après Variétés} 14.1. 
Donc il suffit de prouver que (3n(a} R) ^ 1. 

D'après l'axiome D2 il existe un (n — 1, ii)-cycle F""1 du type t2 dans .4 tel 
que le point a appartient à l'intérieur de rn_1. Soit / / le porteur de l'homologie 
Vn-i ^ g de sorte que a e H — A. D'après l'axiome D1} l'ensemble / / — A 
est un entourage de a. Evidemment $n(a, R) = pn(a, / / ) . Il suffit donc de 
prouver que /3„(a, / / ) = 1. Supposons au contraire que ($n(a} H) = 0, d'où 
f3n(a} H — A; H) = 0. Donc il existe un entourage V C / / — A de a tel que 
(3n(V} / / — A; H) = 0. Soit Cn le cycle relatif correspondant à Fn~l d'après 
Variétés, 10.1. Donc Cn est un (n} B^-cycle mod A dans / / tel que FCn(M) ~ 
Vn~](M) dans A pour chaque réseau U. Comme j3n(V, H — A; H) = 0, on a 
Cn ~ 0 mod (H — V) dans / / . Donc il existe pour chaque II une (« + 1, U)-
chaîne A/n+1(U) C / / et une (n} U)-chaîne Dn(M) C H - V telles que 
ilf»+1(U) — Cn(U) - /)n(U) -> 0. Or FCn(U) - r»- l(U) dans A de sorte qu'il 
existe une (n, U)-chaîne En(M) C A telle que Tn~l(M) = F[C"(U) - />(U)]. 
Donc Dn(M) + -Bn(U) -> Tn-l(VL), d'où F""1 ~ 0 dans A + (H - U), donc 
H = A + (// — U) d'après la définition de H, d'où la contradiction a <. A -f 
(H - U). 

9.22. Soit A un sous-ensemble fermé de R et soit a e A R — A — S. On doit 
prouver que /3„(a, -A) = 0. Supposons au contraire que pn(a} i ) ^ 1. Il en 
résulte que (in(a, U; A) ^ 1 pour chaque entourage U de a suffisamment petit. 
D'après Variétés 12.1 on peut choisir cet entourage U de manière qu'il existe 
un (n — 1, R) -cycle absolu An_1 dans U — U tel que A71""1 ~ 0 dans U} mais 
non pas An~l ~ 0 dans un vrai sous-ensemble fermé de U. D'après Variétés, 
14.1 il existe un entourage V Cl U de a tel qu'à chaque couple Cn

} Dn de (n, R)-
cycles mod (R — U) on puisse attacher deux nombres r. « e 9î (r ^ 0 ou s ?-- 0) 
de manière que rCn -f sF>n ~ 0 mod (/i! — F). On peut supposer que 
V d R — S. Soit (Variétés, 1.2) TV un entourage de a tel que IV C V. 
Comme /3n (a, U; A) ^ 1, on a fin (TV, U; A) ^ 1. Comme a e R — A, il existe 
un ensemble ouvert Q ^ 0 tel que AQ = 0, Q C V. Soit <ï> la famille de tous 
les réseaux il d'ordre mod S g n (Variétés, 7.2) et tels que 1° u e M, uS ^ 0 
entraîne que ud R — V; 2° w € U, u — F ^ 0 entraîne que w(Q + TV) = 0,3° 
u 6 U, w4 ^ 0 entraîne que uQ = 0. On voit sans peine (v. Variétés, 7.4) que 
la famille <£ est complète (rel. à la famille fondamentale de tous les réseaux 
ouverts; v. Homologie, II, 30 et III, 2). Comme /3n (IV, U; A) ^ 1, il existe un 
(n, jR)-cycle O mod (A ~- U) dans .4 qui n'est pas ~ 0 mod (A —• TV) dans A. 
Comme An_1 ~ 0 dans [/, il existe pour chaque réseau U une (n, U)-chaîne 
Dn(M) C U telle que FDn(M) ~ A^KU) dans 17 - U. D'après Homologie, 
II, 21 on peut s'arranger de façon que Dn = \Dn(M) \ soit un (n, It!)-cycle mod 
(Ê7 — U) dans Ï7. Donc Cn et Dn sont deux (n, R)-cycles mod (I? — U) de 
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manière qu'il existe deux nembres r, s e 9x (r T^ 0 ou .s ̂  0) tels que rCn + sDn ~ 0 
mod (R — V). Donc il existe pour chaque réseau U une (n + 1, U)-chaîne 
Mn+l(Vl) et une (n, U)-chaîne En(VL) C R - V telles que FMn+l(Vl) = rCn(Vi) 
+ sDn(VL) - En(\X). Soit U e $. L'ordre mod S de U étant g n, chaque 
simplexe de Mn+l(VL) contient un sommet u tel que uS 9^ 0, d'où u Œ R — V; 
il en résulte que Afn+1(U) Œ R — V. Donc rO(U) + sI>(U) C « - V pour 
chaque U e $. 

Soit d'abord .s = 0, d'où r ?- 0 et par suite O(U) Œ R — V pour U € <ï>. 
Comme O(U) C A et comme aucun sommet de U e <$ ne peut rencontrer 
simultanément TV et R — V, on a O(U) C A — TV pour U € <ï>. La famille $ 
étant complète, on arrive à la contradiction que O ^ 0 mod (A — TV) dans A . 

Passons au cas s ?-- 0. Pour U e $ on a C/f(tl) C i , rO(U) + sZ>(U) C 
R — V, s 5̂  0, d'autre part un sommet de U ne peut rencontrer simultanément 
ni A et Q, ni R — V et Q. Il en résulte que pour U e $ aucun sommet d'un 
simplexe de Dn(VL) ne peut rencontrer Q. Comme Dn(l\) C U, on a />(U) C 
17 - Q pour U e <ï>. Or_FDn(U) — An~l(U) dans ÏÏ-UCZÏÏ-Qde manière 
que A"1"1 (II) ~ 0 dans (U — Q) pour U e <ï>. La famille <F étant complète, on 
arrive à la contradiction que A n l ~ 0 dans ([/ — Q). 

10. Soit Bî une Vn (S). On dit que R est orientable mod $ s'il existe un 
(n, JS)-cycle O mod S tel que, pour A = Â Œ R, R - (A + S) ^ 0, O n'est ~ 
mod S à aucun (n, 72)-cycle mod S dans (A -(- $). Un tel cycle O s'appelle 
alors un (n, R)-cycle principal mod S. Orienter R mod S signifie que l'on choisit 
un (n, R)-cycle principal mod S bien déterminé. 

11. O est un (n, R)-cycle principal mod S si d seulement si pour A = A C /2, 
72 — (A + S) r* 0 On ri a jamais O ~ 0 mod (A + ;S). 

DÉMONSTRATION. I. Supposons que O ~ 0 mod (A + >$)• On doit prou
ver que O ~ Hn mod /S, 7/n étant un (n, /2)-cycle mod S dans (AL + S). Or 
pour chaque réseau U il existe une (n + 1, U)-chaîne Mn+1(U) et une (n, U)-
chaîne Hn(U) C A + S telles que Mn+l(U) -> O(U) - Hn(VL) mod S, d'où 
//n(U) —> 0 mod S, car O(U) —•* 0 mod S. D'après Homologie, II, 21 on peut 
s'arranger de façon que Hn = {//n(U)} soit un (n, li)-cyclc mod S dans (A + S). 
Evidemment O ~ J/n mod #. 

IL Supposons que O ~ / / n mod /S, Hn étant un (n, /^)-cycle mod S dans 
(A + S). Alors évidemment O ~ 0 mod (A + S). 

12. Soit S C F == T Cl R. Evidemment, si /£ est une Vn(S) orientable mod 
S, R est aussi une Vn(T) orientable mod T. 

13. Soit R une Vn(S). R est orientable mod S si et seulement si Vaxiome F 
(Variétés, 16) est satisfait. 

DÉMONSTRATION. I. Supposons que l'axiome F soit vérifié. Nous avons 
construit un (n, Bî)-cycle principal mod S dans Variétés 17-17.5. 
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Soit Gn un (n, fi)-cycle principal mod S. Pour chaque x e R — S, soit 
(v. Variétés, 15) Q2(x) la famille de tous les (n — l, fi)-cycles du type t2 dans .A, 
A é tan t assujetti à la condition de ne pas contenir x. On doit (Variétés, 15 et 
16) a t tacher à chaque a e R — S, Tn"~~l e 62(a) un nombre co(a, r n _ 1 ) e 9t selon 
les conditions suivantes: l°co(a, F" -1) = 0 si et seulement si le porteur de 
l'homologie r n - 1 ~ 0 ne contient pas le point a, 2° pour Tn~~l e 92(a), r e 9? on 
doit avoir co(a, r Tn~~l) = r co(a, Tn~l); 3° pour r?""1 , r ; ~ 2 , P?""1 + T ? " 1 c ^ ( a ) 
on doit avoir co(a, Tn~l + rj""1) = «(«, I T " 1 ) + «(a, F ? " 1 ) , 4° a e R - S 
et F n _ 1 e 02(a) é tan t donnés, il doit exister un entourage I7 de a tel que x e V 
entra îne que r n _ 1 e 62(x) et que co(x, Fn~x) = co(a, F71-1). 

Soit donc a e R — S et soit F n _ 1 ~ 62(a) un (n — 1, fi)-cycle du type l2 dans 
A. Soit II le porteur de l'homologie F n L ~ 0. Lorsque a e R — II, soit 

co(a, F n _ r ) = 0. Supposons donc que a e II. Soit Cn le (n, fi)-cycle mod A 
dans II déduit de Fn~ ] d 'après Variétés, 10.1. D'après Variétés, 11, l 'ensemble 
II — A est un entourage de a. Evidemment Cn et Gn sont deux (n, fi)-eycles 
mod R — (II — A) dans I?. D'après Variétés, 14.1 il existe un entourage 
y C II — A de a et deux nombres r, s e 9x (r ^ 0 ou s ?-- 0) tels que r(7n + s(?n ~ 0 
mod (It1 — y ) . D'après 11 on a r ^ 0. Posons œ(a, r n _ 1 ) = — s/V. 

On vérifie sans peine que les propriétés 1° — 4° sont vérifiées. 

14. Soit R un Vn(S). Soit a e R — S. Il existe un entourage V Cl R — S de 
a tel que R — S est orientable mod (R — V). 

DÉMONSTRATION. D'après 8,6° on a /3n(a, R) = 1. Donc il existe un 
entourage L7 CZ R — S dea tel que /3n(a, U; R) = 1. Donc il existe un entourage 
y C U de a tel que (3n(V, U; R) = 1. Donc il existe un (n, fi)-cycle Gn mod 
(R — U) qui n 'est pas ^ 0 mod (R — V). Soit W un ensemble ouvert tel 
que 0 T* W CL V. Soit h e IV. On voit sans peine que 

1 ^ j8n(6, [/; B) g /3n(lV, U; R) ^ j8„(F, Î7; fi) = 1, 

d'où /3n(iy, U; R) = 1. On en déduit sans peine en premier lieu qu'il existe un 
(n, fi)-eycle Cn mod (fi — U) qui n'est pas ^ 0 mod (fi — IV) et en second 
lieu qu'il existe un nombre r e 9î tel que Gn ~ r O mod (fi — IV) et donc aussi 
mod (R — V). Puisque Gn n 'est pas ~ 0 mod (R — V), o n a r ^ 0. Donc 
Gn n 'est ~ 0 mod (R — IV) pour aucun choix de l 'ensemble IV ouvert et tel 
que 0 7̂  IV CZ V. D 'après 11 Gn est un (n, fi)~cyele principal mod (R — V). 

15. Soit R une Vn(S). Pour 0 S k ^ n — 1 nous allons considérer les deux 
axiomes suivants: 

P . R est localement connexe d'ordre k rel. à 9Î à chaque point x e R — S. 
I P . Pour x e R - S on a pk(x, R) = 0. 

On dit que R est une variété à n dimensions d'ordre p (1 S V = n) mod S, ou 
une Vp(S), si c'est une VTn(£) vérifiant les axiomes P et I P pour 
n — p S k S n — 1. 
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16. Soit S (Z T = T a R, 1 ^ p g 7i. Si R est une V%(S), R est évidemment 
aussi une V%(T). 

17. Soit 0 ^ v = q = n- Evidemment une Vn(S) est aussi une V%(S). 

18. Soit 0 ^ k g n — 1. Les deux axiomes P et llk sont équivalents aux 
axiomes Gk (Variétés, 21) et Hk l (Variétés 27; pour k = 0 Faxiome / / _ 1 doit 
signifier que Vensemble R — ASY est dense en soi).14 

DÉMONSTRATION. L'axiome P est identique à l'axiome Gk. Soit d'abord 
k = 0. On doit prouver que si l'ensemble R — S est localement connexe (au 
sens classique), l'axiome 11° est équivalent à l'axiome / / l. Or c'est une consé
quence immédiate du théorème du n°3. 

Passons au cas 1 ^ k rg n — 1. Il suffit de déduire d'abord l'axiome Hk~l de 
l'axiome IIk, ce qui sera fait au n°18.1, et ensuite l'axiome IP des axiomes Gk 

et Hk~l, ce qui sera fait au n°18.2. 
18.1. Supposons la validité de IP . Soit a e R — S et soit P un entourage 

donné de a. On a Pi,-(a, R) = 0, d'où /3/,(a, P) = 0. Soient Pi et P2 deux en
tourages de a tels que P2 CI / \ d P. Puisque fit(a, P) = 0, on a /5/c(a, P2 ; P) = 0. 
Donc il existe un entourage P., C P2 de a tel que /^(P.., P2; P) = 0. Soit F*-1 

un (k - 1, P)-cycle absolu dans (P, - P2); soit F*"1 - 0 dans Pi. Il suffit 
(Variétés 21) d'en déduire que F*-1 ~ 0 dans (P — P3). 

Comme Iu _ 1 ^ 0 dans Pi, il existe pour chaque réseau 11 une (k, tl)~chaîne 
Ck(VL) C Pi telle que FCk(ll) - Vk"l(\\) dans T\ - P2. D'après Homoloqie, II, 21 
on peut s'arranger de façon que Ck = \Ck(\\) j soit un (k, I£)-cycle mod (Pi — P2) 
dans T\. Comme Pi C P, /3,,(P3, P2;P) = 0, on a C* ~ 0 mod (P - P3) dans P. 
Donc il existe pour chaque réseau 11 une (k -f î, ll)-chaîne ilP'+1(ll) CI P et une 
(k, U)-ehaîne Dk(\\) C P - P 3 telles que AP+'Ql) -* C*(U) - />(U) -> 0. 
Comme FC_k(\l) ~ F ^ l l ) dans (P, - J \ ) , il existe une (k, U)-chaîne 
Ek(\l) C T\ - P2 e P - P 3 telle (pie C*(U)_- tf*(U) > rk~l(VL). Donc 
Dk(\\) - #*(U) - - r^-'Qt), d'où r*~l - 0 dans (P - P3), c.q.f.d. 

18.2. Supposons la validité des axiomes Gk et IIk \ Soit O e /i* — />. On doit 
prouver (pie /3/-(a, P) = 0. D'après l'axiome Gk, chaque entourage P suffisam
ment petit de a possède la propriété suivantes: chaque (k, R)-cycle absolu dans 
P est ~ 0 dans R. Il suffit de prouver que Pk(a, P; R) = 0 pour chaque 
tel entourage P. Soit 1\ un entourage de P tel que Pi CI P. D'après l'axiome 
/ P l, chaque entourage P 3 suffisamment petit de a possède la propriété sui
vante: Sir*-1 est un (k — 1, P)-cycle absolu dans (Pi — Pi) et si rk~l ~ 0 dans 
Pi, on a VA ] ~ 0 dans (P - P,). Il suffit de prouver que $k(Pz, P; R) = 0 
pour chaque tel entourage P3. Soit Ck\m (k, R)-cyc\e mod (R — P). On doit 
prouver que Ck ^ 0 mod (/r* — P3). 

Soit <V la famille complète de réseaux qui se déduit de la famille N définie 

14 On doit remarquer que, si R est une Vo(S)? R vérifie toujours Faxiome H l, ce qui 
résulte p. ex. de Variétés, 12.2. 
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dans H ontologie, IV, 2 en y remplaçant Rh R2, P3, a, ah a2, o.3, resp. par Ph 

R — Ph Pi — Pi, R — P, 0, R — P, 0. Pour chaque U e <ï> on peut poser 
(v. H ontologie, IV, 6, où on remplace n par k — 1) C*(U) = Cj(U) — C*(U), où 
CJ(U) C Pi, Cj(U) C P - Pi. Posons POÎ(U) = r ^ ( U ) . LesT^KU) définis
sent (Homologie, IV, 12) un (k — 1, P)-cycle absolu T*"1 dans (Px — Pi) tel que 
Ci (U) -> F*"1 (U) pour chaque U e <i>, d'où Tk~l ~ 0 dans Pi. On a donc T*"1 ~ 0 
dans (P — P3). Donc il existe pour chaque U e $ une (k, U)-chaîne Dk(U) dans 
(P - P3) telle que Dk(U) -> r M ( U ) , d'où Cj(U) - D*(U) -> 0. Soit U e *; la 
famille $ étant complète, il existe un afïinement 33 e $ de U normal rel. aux 
cycles absolus dans P ; soit TT = Pr(33, U). On a 

CÎ(SB) C Pi e P, Z)*(SB) C P - P 3 C P, Cî(-B) - Dk(%) -> 0. 

Donc 7rCi(33) — 7rI)fc(33) est un (k, U)-cycle absolu essentiel dans P, d'où 
TTCÎ(S3) - 7rI>(23) — 0. Donc il existe une (k + 1, U)-chaîne AP+1(U) telle 
que Mk^(ll) -* irCk(%) - 7rDk(%). Comme Ck(%) = Cî(-B) - Cj(SB), on a 

M*+1(») -> r̂C*(SB) + TTCÎ(JB) - 7rI>(23). 

Or C|(SB) e R - Pi CZ"P - P3, D*(SB) C P - P 3 C P - P3 . Par suite 
7rC*(SB) — 0 mod (R - P3). D'autre part wCk(^) ~ C*(U) mod (R - P) C 
P — P3. Donc Cfc(U) ~ 0 mod (R — P3) pour chaque l l e $ . La famille <ï> 
étant complète, on a C f c ^ 0 mod (R — P3). c.q.f.d. 

19. En t enan t compte de 14, on déduit de 9, 13 et 18 d'après Variétés, 65 et 
66 les théorèmes suivants . 

n — 1 
~2~ 

0 ^ k ^ p. 
19.2. Soit 0 S p ^ n/2 — 1. Une V^(S) vérifie les axiomes IP(n°15) pour 

0 ^ k g p - 1. 

19.3. /jofl " ^ ^ ^ p g n. l/ne V*(S) est une Vn
n(S). 

20. Soient ilFi et M2 deux modules (Homologie, I, 1). D'après M. Pontra-
gin,lb) nous dirons que Mi et ikf2 sont duels (primitifs) si l'on a défini le produit 
«, /3 e 9x pour a e M\ et /3 e Af2 jouissant des propriétés suivantes: 1° (ai + a2)P 
= aij8 + a2/3 pour «i e Mh a2 e Mi, p e M2; 2° «(ft + j82) = aft + a/32 pour 
a e Mh j8i e M2, f$2 e M2; 3° (ra)/3 = a(r/3) = r(a/3) pour r e % a e ilfi, 0 e M2; 
4° si a e Mi et si an = 0 pour chaque n e M2, on a a = 0; 5° si /3 e ilf2 et si £/3 = 0 
pour chaque £ e Mh on a /3 = 0. 

20.1. Soient Mi et M2 deux modules duels. Soient ah a2, • • • , am des éléments 
rn 

de Mi en nombre fini tels que / i\ai = 0 (r,- e 9Î) entraîne que i\ = • • • = rm = 0. 

19.1. ASYOZ7 0 S p = — - - — • f/ne T™(S) vérifie les axiomes P(n°15) pour 

15 Math. Annalen. t. 105, 1931. pp. 165-205. V. Varietes, 61. 
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Il existe des éléments &, /32, • • • , $m de M2 tels que a$j = bu pour 1 _ i _ m} 

1 _ j _ m} ôij étant le symbole de Kronecker: ou = 1, ôa = 0 pour i ^ j . 
DÉMONSTRATION. I. Soit d'abord m = 1. On a ai e M, ax ^ 0. D'après 

20, 4° il existe un élément 77 e M2 tel que ai rj = r ^ 0. Posons ft = 1/r 77. 
Alors «i/3i = 1 d'après 20,3°. 

II. Soit m _ 2 et supposons que le théorème soit vrai pour m — 1. Donc il 
existe des éléments ply • • • ,$m-i de M 2 tels que a,-, fy = ô\ypour 1 _ i _ /H — 1, 

w— 1 

1 _ j ^ w — 1. Soit amp'i = i\(l _ i _ m — 1). Comme am — / , /\ai 7- 0, 
t = 1 

m— 1 

d'après I il existe un élément fim de M2 tel que («,„ — / , Viaï)&'m = 1- Posons 
t = 1 

a i / 3 w = 8t(l _ i _ m — 1) Il suffit de poser 

m—1 m—1 

ft = j8; - r-f/3̂  + n 2 «;/8/(l _ i _ w - 1), ft» - /3,I - T} ^ 
i -1 y -= 1 

pour que l'on ait a»ft = ô2; (1 _ z _ m, 1 _ j _ m). 

21. Rappelons encore le théorème de dualité sous la forme dont nous allons 
nous servir au Chap. V (Variétés, 64): 

Soit 0 _ p _ n. Soit t = min (p, ?i — p). Soit R une Vn
t(S) orientable mod *>. 

Le pème groupe de Betti &p de Vespace R mod S est duel au (n — p)ème groupe de 
Betti bicompact tQn-P de Vespace R — S. 

Les éléments de &p sont les (p, I^-cycles mod S, deux tels cycles Cp et I> 
étant considérés comme égaux si et seulement si O ^ Dp mod S. Les élé
ments de $n-p sont les (n — p, #)-cycles absolus situés dans un sous-ensemble 
bicompact arbitraire de R — S, deux tels cycles Yn~p et An~p étant considérés 
comme égaux si et seulement s'il existe un sous-ensemble bicompact A de 
R — S tel que rn-*> ~ An~p dans „.. 

IV. 

22. Soit R un espace topologique. Soit B un sous-ensemble ouvert de R. 
Soit C* un (k, R)-cycle absolu (k = 0, 1, 2, • • • ). Nous disons que Ck est 
situé à Vintérieur de B s'il existe un ensemble F CZ B fermé dans R et tel que 
Ck C F; nous disons que Ck ~ 0 d Vintérieur de B s'il existe un ensemble F fermé 
dans R et tel que Cfc ^ 0 dans F. 

23. Soit R un espace topologique. Soit A un sous-ensemble fermé de R. 
Soit a un point donné de A. Soit k = 0, 1, 2, • • • . Les lettres U, V, W 
désignent des entourages de a dans R. 

Soit U => V. Soit 9U(V, t/; /* - A) l'ensemble de tous les (k, It)-cycles 
absolus Yk situés à l'intérieur de V — A ; pour k = 0 il faut supposer encore 
que J(Yk) = 0. Deux éléments r* et Ak de îh.(V, U;R — A) seront considérés 
comme égaux si et seulement si r* ~ Ak à l'intérieur de V — A. L'ensemble 
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%k(V, U; R — A) est un module. Désignons par ak(V, U; R — A) le rang de ce 
module si ce rang est fini; dans le cas contraire posons ak(V, U; R — A) = oo. 

Pour W Œ V CZ U on a évidemment ak(W, U; R — A) ^ ak(V, U; R — A). 
Il en résulte que, l 'entourage U de a é tan t donné, le nombre ak(V, U ; R — A) a 
une valeur fixe (indépendante de V) pour tous les voisinages V CI U de a suffi
samment pet i ts ; désignons par ak(a, U ; R — A) cette valeur fixe. 

Pour W e V C U on a évidemment ak(W, V; R - A) ^ ak(W, U; R - A). 
On en déduit sans peine que ak(a, V; R — A) g: a/,(a, f/; R — A) pour V (Z f/, 
Par suite trois cas sont à distinguer: 

1°. Il existe un nombre fini m (== 0, 1, 2, • • • ) tel que ak(a, U; R — A) = m 
pour tous les entourages U de a suffisamment pet i ts ; dans ce cas on pose 
ak(a, h' — A) = m. 

2°. Le nombre ak(a, U ; R — A) est fini pour les entourages U de a, mais si 
m est un nombre fini arbitrairement donné, on a ak(a, U ; R — A) > m pour tous 
les entourages U de a suffisamment peti ts ; dans ce cas on pose ak(a, R — A) = œ. 

3°. On a Q./.;(a, U; R — A) = <x> pour tous les entourages U de a suffisamment 
pet i ts ; dans ce cas on pose ak(a, R — A) = oo. 

24. En général, le nombre ak(a, R — A) n 'est pas complètement déterminé 
pa r Fespaee (R — A) + (^)? il faut connaître aussi l'espace R. Or on voit sans 
peine (v. Ilomotogie, I I I , 3-11) que, l'espace (Jt — A) -f- (a) et son point a é tan t 
donnés, pour connaître le nombre a/,(a, /£ — A) il suffit de savoir encore de 
chaque sous-ensemble de R — A s'il est ou non fermé dans R. En particulier 
si l'espace R est bicompact, le nombre ak(a, R — A) ne dépend que de l'espace 
(R — A) + (a) (localement) et de son point a; car un sous-ensemble de R — A 
est alors fermé dans R si et seulement s'il est bicompact. Il suffit même que 
l'espace R soit localement bicompact au point a, c'est-a-dire qu'il existe un 
entourage U de a tel que l 'ensemble soit bicompact. 

25. Les énoncés suivants sont faciles à vérifier:16 

U équation a()(a, R — A) = m ( = 0, 1, 2, • • • ) signifie que, si U est un entour
age de a suffisamment petit, le point a appartient à la, frontière de (m -\~ 1) consti
tuants11 de U — A, tandis que a n'appartient pas à la frontière de la somme de 
tous les autres constituants de U — A. Si Vespace R est régulier et localement 
connexe, Véquation ao(a, R — A) — m signifie quJil existe des entourages U de a 
•arbitrairement petits tels que Vensemble U — A ait m -f- 1 composantes tandis que, 
pour chaque entourage U de a suffisamment petit, Vensemble U — A a plus que m 
composantes. 

U équation a{)(a, R — A) — oo signifie: 1° si U est un entourage de a suffisamment 

16 lie cas banal où A contient tout un entourage de a dans ft y est taci tement exclu,. 
17 Un constituant d 'un sous-ensemble M de R est un sous-ensemble de M maxime (saturé) 

rel. à la propriété que chaque couple de ses points se laisse unir par un sous-ensemble de M 
connexe et fermé dans R. 
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petit, te point a appartient à ta frontière d'un nombre fini de constituants de U — A, 
tandis que a n'appartient pas à la frontière de la somme de tous les autres constit
uants de a, 2° m étant un nombre fini arbitrairement donné, le point a appartient à 
la frontière de plus que m constituants de Vensemble U — A pour chaque entourage 
de a suffisamment petit. Si Vespace R est régulier et localement connexe, Véquation 
an (a, R — A) = œ signifie: 1° il existe des entourages U de a arbitrairement petits 
tels que VensemMe U — A ait un nombre fini de composantes ; 2° m étant un nombre 
fini arbitrairement donné, Vensemble U — A a plus que m composantes pour chaque 
entourage U de a suffisamment petit. 

V. 

26. Soit R une VQ(S). Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soit a e A — S. 
Alors a{](a, R - A) = t3n^(a, A). 

DÉMONSTRATION. Le théorème est banal si a e A — R — Â, car alors 
«o(a, R — A) = 0. Supposons donc que a e R — À. On voit sans peine qu'il 
suffit de démontrer l'énoncé suivant : Soit m = 1, 2, 3, • • • ; soit U un entourage 
de a suffisamment pet i t ; soit aQ(a, U ; R — A) = m; alors f3n-\(a, U ; A) _ m. 

Soit [/ C R — S un entourage de a si peti t que (v. 14) R soit orientable mod 
(R — U). Soit a{](a, U; R — A) = m. On doit prouver que pn^(V, U;A) = m 
pour chaque entourage V CI U de a. 

D'après 7, 6° on a pn(a, R) = 1, d'où /3n(O, V; R) = 1. Donc il existe un en
tourage IV CZ V de a tel que t3n(W, V; R) g 1. Comme a e R — A, on a 
W - A ^ 0. 

Comme œ-\(a, U ; R — A) = m, on a a0(IV, U ; R — A) „ m. Donc il existe 
des (0, /?)-cycles absolus F"( l g i :§ m) situés à Vintérieur de TV — A, tels que 

m 

JiF*) = 0 et tels que î'homologie ^ r-F^ — 0 à l ' intérieur de U ~ A(rt e 3Î) 
i = 1 

entraîne que n = • • • = rm = 0. D'après 21 (v. aussi 20.1), où on pose p = n 
et où on remplace S par A + (R — U) (v. 8 et 12), il existe des (n, /i)-cycles 
En(l S i è m) mod A + (R - U) tels que # ?-F° = ô# pour 1 = i ^ m, 
1 = j ^ H?. Soit (7n un (/?,, Jt)-cycle principal mod (Jr* — U). 

m 

Supposons que rGn + ^ /;• #* — 0 mod .4 + (R - IV) (r e flî, r{ e W). Il en 
r = 1 

résulte (Variétés, 56, 4°) que (rG" + ]> ] r- /?;.). V" = 0 pour 1 = j g w. Or on 
i = 1 

afi» r». = 0, c a r J ( r 5 ) = 0. (V. Variétés, 19.1, 4° et 57.) Doue ^ >',• !'•-"" I"? = 0 
i = 1 

pour 1 g j ^ //?., d 'où r t = . . . . = r,„ = 0, donc r(P" ^ 0 mod A + (R — TV). 
Comme W - A ?* 0, le cycle r?" n'est pas - 0 mod .4 + (R - TV) (v. 11). 
Donc r = 0. 

Nous venons de prouver que les G", En, • • • , iïm ne sont liés par aucune 
homologie mod A + (R — W). Donc il existe un réseau IL tel que I'homologie 
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rO(Ui) + ^ r{E
n(lh) ~ 0 mod A + (R - W)(r e % rt e 9Î) entraîne que 

І = l 

r = Ti = . . . = rm = 0; d'après 11 on peut supposer que C7n(lti) n'est pas ^ 0 
mod (R — TV). Soit lt2 un affinement de th normal rel. aux cycles mod 
(22 — V). Soit lt3 un affinement de tt2 normal rel. aux cycles mod (A — U) 
dans A. Déterminons un affinement U4 de U3 d'après 4, en y posant <p = A, 
X = 22 — U. Soit 7r21 = Pr . (U2, tti), • • • , TS] = 7r21.7r32, • • • . 

Les En étant des (n, 22)-cycles mod A -f (R — U), il existe des (n — 1. l ib
ellâmes CrWU) C 4 e t 2)r1(U4) ŒR - U telles que En(\X,) -> C rP(U4) + 
2^r i(U4). Donc FCnrl(U,) = - F2>r1(U4) C 22 - U. D'autre part 
FCYr1(U4) C A. Donc FCT'\IU) Cl A - U d'après la définition de lt4. En 
vertu de la définition de tt3. les 7r42C7^~1(U4)(l ^ i ^ m) sont donc des (n — 1, 112)-
cycles essentiels mod (A — U) dans A. Reste à prouver que les TT^CT1^^)

 n e 

sont liés par aucune homologie mod (A — V) dans A, car alors (v. Homologie, 
II, 28) on a /3»_i(7, U) A) ^ m, c.q.f.d. 

m 

Soit donc ?r42 ^ rt- C
n-1(U4) ~ 0 mod (A — V) dans A fa e 9t) ; on doit prouver 

ï = i 

que ri = . . . = rm = 0. L'homologie qui vient d'être écrite signifie qu'il 
existe une (n, ll2)-chaîne ÏVn(U2) C A et une (n — 1, U2)-chaîne F71"1^) CI 

m 

A - V telles que N»(U-) -> TT42 ]>} r, crW + ï7»"'^). Comme E^(U4) -> 

CV(WÙ + DrW, on a 
m m 

** 2 ^ " t t W ™ N'W -> TT42 2 r ^ r W - r-^ll ,) C 22 - F. 

En vertu de la définition de il2, on en déduit que 7r41 / . r i£
,^(il4) —-* 7r2J Nn(U2) 

t = i 

est un (n, ili)-cycle essentiel mod (22 — V). Or nous savons d'une part que 
Gn(tti) n'est pas ~ 0 mod (R - TV), d'autre part que pn(W, V; R) ^ 1. On en 
déduit qu'il existe un nombre r e 9? tel que 

m 

rGn(UÙ + *„ S r<EnM ~ ^Nn(\X2) ~ 0 mod (R - W), 
i = l 

ce qui entraîne que 

m 

rCTOXÙ + T41 2 r.ElOX,) ~ 0 mod A + (R - W). 
i = l 

Or TT41È1(U4) ~ Eï(UÙ mod A + (R - V) Œ A + (R - W). Donc r(?"(Ui) + 
m 

^] r^FJ^lh) ~ 0 mod A + (R — W). D'après la définition de Ui, il en résulte 
* - i 
que n = • • • = rm = 0, c.q.f.d. 
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27. Soit 0 S p S n - 2. Soit q = n - p - 1. Soit t = min (p + 1, q). 
Soit R une Vn

t(S). Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soit a c R — S. Soit 
PP+i(a, R) = 0.1& Alors aq(a, R - ,4) g /3„(a, 4 ) . 

DÉMONSTRATION. On voit sans peine qu'il suffit de démontrer l'énoncé 
suivant: Soit m = 1, 2, • • • ; soit U un entourage de a suffisamment petit, soit 
aq(a, U; R — A) ^ m; alors f3p(a, U; R — A) ^ m. 

Soit U CZ R — S un entourage de a si petit que (v. 14) R soit orientable mod 
(It! — U). Soit aq(a, U;R — A) ^ m. On doit prouver que PP(V, U ; A) ^ m 
pour chaque entourage V CZ U de a. 

Puisque I3p+i(a, R) = 0, on a PP+i(a, V;R) = 0. Donc il existe un entourage 
If C 7 de a tel que fip+i(W, V; R) = 0. Comme aq(a, U ; R — A) ^ m, on 
a aq(W, U; R — A) ^ m. Donc il existe des (q, 7t>)-cycles absolus 
Tf(l g i ^ m) situés à l'intérieur de TV — A et tels que l'homologie 

m 

/j ri T\ ~ 0 à l'intérieur de A (r{ e dl) entraîne que rx = • • . = rm = 0. 

D'après 21 (v. aussi 20.1), où on remplace p par p + 1 et S par A + (R — U) 
(v. 12 et 16) il existe des (p + 1, ItO-cycles F^+1(l â i ^ m) mod A + 
(R - U) tels que E^1 r ? = ô*- (1 ^ i ^ m, 1 g j ^ m). 

m m 

Soit 2 r{ E
p+1 ~ 0 mod A + (R - W) (r,- € JR). Alors ^ r i #< + 1 r ? ~ 0 

(Tarifés, 56, 4°), d'où n = r2 = • • - = rm = 0. Donc les £?f+1, • • • , #£ + 1 

ne sont liés par aucune homologie mod A + (R — W). Donc il existe un réseau 
m 

Ui tel que Phomologie / , r* F^+1(tti) ~ 0 mod _A + (7£ — TV) entraîne que 

rx = . . . = rm = 0. Soit U2 un affinement de Ui normal rel. aux cycles mod 

(R - n 
Soit U3 un affinement de U2 normal rel. aux cycles mod (A — U) dans A. 

Déterminons un affinement U4 de U3 d'après 4, en y posant <p = A, % = R — U. 
Soi t 7T21 = P r . (U2 , Ul ) , • • • , 7T31 = 7T21-7T32, • • • . 

Les 7?*-+1 étant des (p + 1, 7i)-cycles mod A + (R — U), il existe des 
(p, UO-chaînes C?(U4) C A et 2)?(U4) C R - U telles que #^+1(U4) -» C?(U4) 
+ .D?(U4). Donc KC?(U4) - FDtQl*) CR-U. D'autre part FC?(U4) C .4. 
Donc FC?(U4) C A — [/ d'après la définition de U4. En vertu de la définition 
de U3, les 7r42 C^(U4) (1 ^ i ^ m) sont donc des (p, U2)-cycles essentiels mod 
(A — U) dans A. Reste à prouver que les TT42 C^(U0 ne sont liés par aucune 
homologie mod (A — V) dans A, car alors (v. Homologie, II, 28) on a 

m 

PP (V, U;A) ^ m, c.q.f.d. Soit donc TT42 2J
 Ti ^<(U4) ~ 0 mod (A — V) dans 

.A (ri e 9x); on doit prouver que n = • • * = rm = 0. L'homologie qui vient 
n — 1 18 Si p S cette hypothèse est une conséquence des—précédentes en vertu de 19.2. 
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d'être écrite signifie qu'il existe une (p + 1 . U2)-chaîne NP+1(U2) C A et une 
m 

(p, U2)-,chame 7'"(U2) C A - Y telles que iV+ 1(U 2) -» TT42 ^ >'• C - W O -

7'"(U2). Comme Ep+l (11,) - * C>(\U) + DP(IU), on a 
m m 

4̂2 2 »"• I^'4'(U4) - N'+'dtî) -> T42 2 ^ ^ W - T "(l U) C K - F. 
I - 1 i = 1 

m 

En vertu de la définition de U2, on en déduit que 7r4i y . ?%• Ep
i
i'l(U4) ~-> 

i = i 

7T2i N2,+I(U'2) est un (p + 1, U4)-cycle essentiel mod (R — V). Or on a 

j _ p + , (W, F ; /*) = 0. Donc T4 , ^ r> E i + ' (U , ) - ir21 .¥"-'(11,) - 0 mod 
i = l 

(R __ W), d'où 7T.U 2 ^ K,^l(l\,) - 0 mod A + (R ~ IV). Or TT.I tf?4 l (Ui) ~ 
i •--=•• i 

m 

/_ï+,(Ui) mod A + (« - r ) _ A + („ - IV). nonc ^ '••• # ?+1(Ui) - o 
i = i 

mod A + (Jt — IV). D'après la définition de tti, il en résulte que i\ = • • • = 
rm = 0, c.q.f.d. 

28. Soit R une V$(S). Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soit a e A — S. 
Soit pH-i(a, R) = 0. Alors a0(a, R - A) = pn-i(a, A). 

DÉMONSTRATION. Le théorème est banal si a e A — R — A, car alors 
j_?n_i (a, A) = fin-i (a, R) = 0. Supposons donc que a e R — A. On voit sans 
peine qu'il suffit de démontrer l 'énoncé suivant : soit m = 1.2, 3. • • • ; soit U 
un entourage de a suffisamment pet i t ; soit /3n_i (a, U ; A) ^ m; alors il existe un 
entourage V C U de a tel que „0 (a, V; fi — A) ^ m. 

Soit U C fi — AS un entourage de a si peti t que (v. 14) R soit orientable mod 
(R — U). Soit G" un (n, fi)-eycle principal mod (R — U). Soit pn-i(a, U;A) 
è m. Comme 0n-i(a, R) = 0, on a fin-i(a, U; R) = 0; donc il existe un 
entourage V C U de a tel que /3M_i(V. f/; fi) = 0. On doit prouver que 
ao(W, V; R — A) = m pour chaque entourage W C V de a. Comme 
a e R~~A, on a IV - A =?- 0. 

Puisque {$n-i(a, U ; A) ^ m, on a /3,,_i(IV, [/; A) ^ m. Donc il existe des 
(n — 1, fi)-cycles C ' - ^ O _=* t _s M) mod (.A — C/) dans A tels que l'homologie 

m 

/ ^ r , C;""1 ~ 0 mod (A — W) dans A (n e dl) ent ra îne que n = . . . = rm = 0. 
t' = i 

m 

Soit tti un réseau tel que l'homologie / , r , C^"1 (Iti) ^ 0 mod (A — IV) dans 
i = i 

A entraîne que r4 = . • • = rm = 0. Déterminons un affinement tt2 de UL 

d'après 4. en y posant <p = A, x = H — W. Puisque W — A ^ 0, on peut 
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supposer (v. 11) que Cn(U2) n'est pas ~ 0 mod A + (R — IV). Soit U3 un 
affinement de U2 normal rel. aux cycles mod A + (R — V). Soit 7r2! = Pr. 
(U2, Ui), 7F32 - Pr. (U3, Us), 7T3i - 7F21 - 7T32. Les Cn~l étant des (n - 1, R)-
cycles mod (R - U), on a CT1 ~ 0 mod (R - V), car fin^(V, U; R) = 0. 
Donc il existe des (n, U3)-chaînes En(\h) et des (n — 1, U3)-chaînes Dn~l (\h) 
C R - V telles que En(Vlz) -> CT'^h) - Dnrl(\\,), D'après la définition 
de U3, il en résulte que les 7r32 E

n(\h) sont des (?i, lÎ2)-eveles essentiels mod 
A + (R- V). 

m 

Si l'on a r(7"(U2) + TT32 ^
 rt #"(U;0 ^ « mod A. + (R - !!")(?• e iil, rt e.tf), 

« = i 

il existe des U2-chaînes ilf«+'(U2), N?(US) C /l et V2'jU2) ( = / . * - IV telles que 
m 

A/>+'(U2) -* rC»(U2) + TT32 2 n E'l(\h) - .Vï(lU) - AT?(U) -» 0. 

Comme E?(U3) -> CT^U») - I^OL), H <vn résulte que 

3̂2 2 '•iCr'aw = 3̂2 2 r-^r,(u3) - rFcnxw + FNÏW*) + FNUIW, 
r = l i = .1 

d'où on déduit que la chaîne 
m 

(1) FNÏdU) - TT32 2 »•< eT^Us) est située dans {R - IV). La, chaîne 
1 = 1 

(1) étant aussi située dans A, il résulte de la définition de U2 qu'elle est située 
m 

dans (A - IV). Donc 7732 2 ^ T ' O U ) - 0 mod (.4 - IV) dans A, d'où 
t = 1 

m 

7T3i 2 ' ' . • (T 'ai*) ~ 0 mod (A - W) dans ,1. Or - , , ^ - ' (11») ~ eT^Ui) 
t -* 1 

mod (.A — C) dans + . Comme [/ 3 IV, il en résulte que 2J ^ T H ^ O ~ 0 
i = i 

mod (A — IV) dans A, d'où r\ = • • • = rm = 0, d'après la définition de Ui. 
Donc rCn(\h) ^ 0 mod A + (R — TV), ce qui entraîne que r = 0. 

Nous venons de prouver que les 
(2) Gn(\h), wE'Kïïz), ••• , TTMEZ(\h) ne sont liés par aucune homologie 

mod A + (A' — TV). Or les (2) sont des (//, U2)-cycles essentiels mod A + 
(R - V). Soient 

(3) Gn, En, • • • , El des (n, jK)-cycles mod .1 + (R - V) attachés aux (2) 
selons Homologie, II, 28. Evidemment les (3) ne sont liés par aucune homo
logie mod A + (Ii — W). D'après 21 (v. aussi 20.1), où on pose p = n et où 
on remplace S par A + (R - TV) (v. 8 et 12), il existe des (0, Ii)-cycles 
F°(() S i è m) situés à l'intérieur de TV — A et tels que 

Gn F0° = 1, G T J - 0 (1 S i = m), En F° = ôa (1 g i ^ m, 1 = j ^ m). 
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Comme Gn F- = 0 (1 S i = m), on voit sans peine (v. Variétés, 19.1, 4° et 57) 
m 

que J(F °i) = 0 pour l ^ i <. m. Soit / / rt- F ? ~ 0 à l'intérieur de Tr — A (r» € ;}î). 
» = i 

Comme F7y (1 ^ j ^ m) est un (n, R)-cyc\e mod A -f (R — V), il résulte de Vari-
m 

étés, 56, 4° que E1) ^ ri r ? = ° > d ' o ù ri = * • • = rm = 0. Donc les F J (1 g i =" w) 
i = l 

sont des (0, Ii)-cycles absolus située à l'intérieur de TV — A, ils ne sont liés par 
aucune homologie à l'intérieur de TV — A, et on a J(T°) = 0 (1 g i ^ m). 
Donc a0(TV, V; i2 - A) = m, c.q.f.d. 

29. Soit 0 ^ p S n — 2. Soit q = n — p — 1. $O?L l = min (p -f 1, q). 
Soit R une Vn

t(S). Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soit a e i — S. Soit 
pp(a, R) = 0.19 Alors aq(a, R - A) = pp(a, A). 

DÉMONSTRATION. On voit sans peine qu'il suffit de démontrer l'énoncé sui
vant: Soit m = 1, 2, 3, • • • ; soit U un entourage de a suffisamment petit; 
soit 0p(a, U; A) _• m; alors il existe un entourage V d U de a tel que aq(a, 
F ; R - A) = m. 

Soit U CI R — S un entourage de a si petit que (v. 14) R soit orientable mod 
(R - U). Soit/3p(a, E/;.A) è m. Comme (3p(a, R) = 0, on a /3p(a, [/; .R) = 0; 
donc il existe un entourage V C U de a tel que /3P(F, U; R) — 0. On doit 
prouver que aq(W, V; R — A) ^ m pour chaque entourage TV CI V de a. 

Puisque 0p(a, U; A) ^ m on a /3P(TV, U; .A) ^ m. Donc il existe des 
(p, .R)-cycles Cp(l S i Hk m) mod (A — £/") dans A tels que F homologie 

m 

/ j i\ Cp ~ 0 mod (A — TV) dans A (r» € 9î) entraîne que rx = • . . = rm = 0. Soit 
» = i 

m 

Ui un réseau tel que Fhomologie / . rt- (7 ; (Ui) ~ 0 mod (A — TV) dans A entraîne 

que Ti = • • • = rm = 0. Déterminons un afîinement U2 de Ui d'après 4, en y 
posant cp = A, x = R — TV. Soit tU un afîinement de U2 normal rel. aux cycles 
mod A + (R — V). Soit TT2I = Pr. (U2, Ui), 7r32 = Pr. (U3, U2), TT3I = ir 21^2. 

Les Cp étant des (p, I^)-cycles mod (R — U), on a Cp ~ 0 mod (R — V), 
car Pp(V, U; R) = 0. Donc il existe des (p -f 1, U3)-chaînes F^+1(U3) et des 
(p, U3)-chaînes .D?(U3) CJB - V telles que .E?+1(U3) ~> C?(U3) - -D?(U8). 
D'après la définition de U3, il en résulte que les 7r32£^+1(U3) sont des 
(p -f- 1, U2) -cycles essentiels mod A -f (R — V). 

m 

Si l'on a TT32 2 J-.tf?+1(U.) ~ 0 mod A + (fi - W){vi e 3Î), il existe des 

Us-chaînes M>+2(U2), A
r?+1(U2) C A et iV?+1(U2) CZ R - W telles que 

Б 
i = 1 

м"«(u2) -> 7Г32 2 y ГІ^?+ 1(UO) - Nï+1(Uï) - m+lш - o. 

1 9 Si p S tt/2, cette hypothèse est une conséquence des précédentes en vertu de 19.2. 



SUK LES NOMBRES DE BETTI LOCAUX 701 

Comme tf?+1(Ug) -> C((U3) - Z)?(U.), il en résulte que 
m m 

TT32 2 r.C?(U,) = TT 2 riD'iOU) + FNÏ+1(U,) + /<W?+1(U2), 
i = 1 i = 1 

d'où on déduit que la chaîne 
m 

(1) FiVÏ+1(U2) - TT32 2 r»'C?(lU) est située dans (R - W). La chaîne (1) 
i = l 

étant aussi située dans A, il résulte de la définition de U2 qu'elle est située 
m 

dans (A — IV). Donc TT32 2J
 riCPi(Uz) ~ 0 mod (A — W) dans A} d'où 

i = i 
m 

7T 3 i2 ^ ( U 3 ) ~ 0 m o d ( . A - IV)dans.4. Or^ iC^Us) ~C?(Ui) mod (.4 - U) 
i = l 

m 

dans A. Comme U Z) IV, il en résulte que y , ?^C;(Ui) ^ 0 mod (A — IV) 
i = l 

dans A, d'où rx = • • • = rm = 0 d'après la définition de Fri. 
Nous venons de prouver que les 
(2) 7T32-E,I + 1 (U 3 ) ••• , 7r32£Tw+1(U3) ne sont liés par aucune homologie 

mod A + (R — W). Or les (2) sont des (p + 1, U2)-cycles essentiels 
mod A + (R - V). Soient 

(3) F/?+1, • • • , Em
+l des (p + 1, #)-cycles mod A + (R - V) attachés aux 

(2) selon Homologie, II, 28. Evidemment les (3) ne sont liés par aucune homo
logie mod A + (R — IV). D'après 21 (v. aussi 20.1), où on remplace p par 
p + 1 et S par A + (R — W) (v. 12 et 16), il existe des (q, R)-cycles absolus 
H (1 = i = ni) situés à l'intérieur de (W - A) et tels que E^lY) = ôiy 

m 

(1 = i = m, 1 = i = m). Soit ^ i\ F? - O à l'intérieur de V - 4(r< e 3f). 
i = 1 

Comme F/y+1(l = j = m) est un (/; + 1, #)-cycle mod A + (R — V), il résulte 
m 

de Fanétés, 56, 4° que Efl ^ ^ r ? = 0, d'où n = • • • = rm = 0. Donc 
i = i 

les F? (1 = i = m) sont des (g, J?) absolus situés à l'intérieur de IV — A et ne 
liés par aucune homologie à l'intérieur de V — A. Donc ag(IV, F ; R — 4 ) = m, 
c.q.f.d. 

BRNO, CZECHOSLOVAKIA. 
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