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Les groupes de Betti d'un complexe infini. 

Par 

E d u a r d C e c h (Brno). 

1. Soit un complexe infini K. Pour « = 0,1,2, . . . , désignons 
par aî (i = 1, 2, S,...) les w-simplexes de K , ces simplexes étant 
orientés d'une manière quelconque, mais fixe. 

Soit (5J un groupe abélien donné. La loi de composition dans & 
(et dans tous les autres groupes envisagés dans cette Note, qui sont 
tous abéliens) sera considérée comme addition. Appelons (M, ®)-chaîne 

chaque forme linéaire 

(1) C"=2giOÎ, gi6® 
i 

n'ayant qu'un nombre fini de coefficients gt différents de zéro x). 
En posant 

JPgtOi+^l 9i°? = ]£{9I + 9I)O?, 
i i i 

les (w, (Sf)-chaînes constituent un groupe abélien qui soit désigné 
par Cn. 

La lettre @ désigne le groupe abélien additif de tous les nombres 

entiers rationnels. Posons = C . Si C* = J5a/aí, est une 

(», (£)-chaîue et si g e Qfr, alors 2atg • rf est une (« , <$)-cliaîne dé-

signée par g G". 

La frontière F C° d'une (0, ©)-cliaîne est égale à zéro. Pour 
w > 0 , la frontière Fo? du. ?z-simplexe a? est une ( n — 1 , @)-chaîne 

Fo?=2!ytk<>r1. 
k 

J) En général, chaque somme considérée danB cette Note n'a qu'un nombre 
fini de termes différents de zéro. 
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34 K. (loch : 

Il est inutile (le rappeler ici la forme précis (IOH entier« tffo 
seulement, nous ferons usage du fait connu que l'on a pour 

(2) n'Iv'm1 = 0 

k 

Pour w > 0, la frontière F C" d e l à («, (#)-ehnîne (1) est la 

(n — 1, $)-chaîne 

FGh=J£ (Jt-Fo'l. 

i 

En vertu de (2) on a pour n ^ . 2 et pour chaque (y/., W)-chaîne ('•" 

(3) JPJF = 0, 

ce qui est évident pour n = 1. 

La (M, <$)-chaîne C" s'appelle un (M, W)-e.ye.k, Hi FCn = 0. Le* 
(M, (#)-cycles constituent un Bous-groupe C" qui «cru «léHÎgnô par 
P (<&).'Pour chaque C ^ e O " ^ ^ ) , est un («, (tfj-cyc.le on 
vertu de (3). Les (w, (Sf)-cyelea ayant la l'orme FOn+x nont dits 
homologues à zéro ( ~ 0 ) ; ils constituent un sous-groupe du groupe 
P (<$ ) qui sera désigné par /£'"((#). Le groupe-quotient (Faktor-
gruppe) 

sera désigné par c'est le n*me (/roupe de. Belti relatif au 

domaine de coefficients Posons 

p (<g) = p , M» ((£) = //«, Ji» ((£) = ir. 

Bn est le nlmc groupe de Belti ordinaire. Le.s éléments B" (le Ji'1 dont 
l'ordre est fini, c'est-à-dire ceux pour lesquels il existe un oe(& tel que 
c > U . cBn = 0, constituent un sous-groupe du groupe Iin, appelé le 
nime groupe de torsion; il sera désigné par T". On sait que T ° = 0 ; 
posons aussi T~1 = 0. Si la dimension m du complexe K est finie, 
on a Bn = 0 pour w > w et T n = 0 pour n ^ m . 

Si les groupes abéliens et sont isomorphes, les groupes 
e t 1® sont aussi. En particulier, si est un groupe 

cyclique d'ordre infini, le groupe .B"(&) est isomorphe à /*". Si 
le groupe abélien eBt somme directe de deux sous-groupes 
et <Sf2, alors le groupe B"((&) est isomorphe à la somme directe 
des deux groupes /*"((#,) et 
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2. M. A l e x a n d e r a considéré1) le cas où (1) le complexe K 

est fini, (2) & est un groupe cyclique d'ordre fini. I l a montré que, 
dans ces hypothèses, la structure *) du groupe JBn(&) est complètement 

déterminée par celles des trois groupes H" et Tn~l. Il est facile 
d'éliminer l'hypothèse (2) du raisonnement de M. A l e x a n d e r . Or, 
l'hypothèse (1) y est appliquée tout-à-fait essentiellement en faisant 
usage de la réduction d'une matrice à coefficients entiers à une 
forme canonique. Néanmoins, je vais montrer que le résultat de 
M. A l e x a n d e r est complètement général, toutes les deux hypo-
thèses (1) et (2) y étant superflues. 

Commençons par une définition. Si F? sont des (n. (£j-cycles 
(en nombre fini) et si g f€ alors 2 g t r ? est un (», (JJ)-cycle. 

Appelons pur chaque («, $)-cycle de la forme 

^ 9i r,n, r ? e H . 
i 

Les (n, ©)-cycles purs constituent un groupe abélien qui sera désigné 
par r { { @ ) . Evidemment 

Le groupe-quotient 
ri(W)/.//M>i) 

sera désigné par .#"((&) et appelé le ifmc groupe de Betti pur, relatif 

au domaine de coefficients 

Ceci étant, je démontre dans cette Note les trois théorèmes 
suivants: 

Théorème I. Il existe un sous groupe /*£((#) du groupe Hn{%) — 

appellons-le le nime groupe de Betti comph'mentaire relatif au domaine 

de coefficients — tel que le groupe JBn(Qd) est la somme directe 

des deux sous-groupes et Le groupe n'est pas 
univoquement déterminé, mais sa structure est déterminée sans 
ambiguïté, étant isomorphe au groupe quotient 

i) Combinatorial Analysis Situs, Trans. Amer. Math. 28, HOI—329 (1926). 
Cf. aussi A. W . T u c k e r , Modular homology characters, Proc. Nat. Acad. Sc. 18, 
467-471 (1932). 

*) Deux gronpeH >nt la même structure s'ils sont isomorphes. 

B* 



36 E. Ceoh: 

Réciproquement, In structure de /*"($) est enmplôtoment déterminée 
par celle des deux groupes /*?((#) ot /*£((#). 

Théorème II. La structura du. groupe lt'{{iSS) est complètement 

déterminée par celle, des deux groupes W et li". Plus précisément: 

Supposons que le groupe H" soit donné pur les éléments générateurs a 

(¿=1.2,3,..., éoent. ad inf.) et par les relations définissantes 

2aAai = 0 (k= 1,2,3,..., évent. ad inf.)1) oh utkei& et, pour 

chaque Je, il n'y a qu'un nombre fini du valeurs de i folles que flrt=|=0. 

On obtient un groupe X isomorphe au groupe /*"((#) de la manière, 

suivante. Attachons à chaque i un symbole xt. Les éléments de X 

sont les symboles ^ g ¡xt il'ayant quun nombre fini de coefficients gt e (M 

différents de zéro. L'addition dans AR est définie pur 

Ĵ  9i x( y't xi — £ (ffi + .'//) 
! I t 

et il y a des relations définissantes 

^ alkg-x, = 0 pour g e (h = 1, 2,3 ...). 
t 

Théorème I I I . La structure du groupe i (4J) est complètement 

déterminée par celle des deux, groupes (# cl .T"-1 Plus précisément. 

Supposons que le groupe Tn~x soit donné par les éléments générateurs ¡3t 

(¿=1,2,3,..., évent. ud inf.) et par Us relations définissantes 2btkp{=0 
t 

(k= 1,2,3,... , évent. ad inf), oit blke(& ety pour chaque le, il n'y 

a qu'un nombre fini de valeurs de i telles que 0. On obtient un 

groupe Y isomorphe au groupe B'i((&) de la manière suivante,. Attachons 

à chaque h un symbole yk. Les éléments de Y sont les symboles S gkyk 

n'ayant qu'un nombre fini de coefficients gke<£ différents de zéro, 

ces coefficients gh ne sont pas arbitraires, mais liés par les relations 

2h*9* = 0 ( ¿=1 ,2 ,3 , . . . ) . 
k 

») Cela veut dire que les éléments de B " ont la forme 2 c, en, où ceux d©H 

coefficients c/e(£ qui Bont 0 sont en nombre fini, que 2Cittt -4- 2 c/ = 
/ / 

= + c'I) a/, enfin que 2Q<XI = 0 si et seulement bMI existe dos entiers bu on 
i i 

nombre fini tels que et = 2bkaih pour » ' = 1 , 2 , 8,.,. DanH le CUH OÎI il n'y a aucune 

relation définissante, on dit que JOH éléments générateurs n/ sont Hn<!air6t)i6txt it%-
dépsndants. 
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L'addition dans Y est définie par 

k k k 

et il y a des relations définissantes 

2 CM g • Vk = 0 pour chaque g e (ë, 
k 

où ck sont des entiers (dont ceux qui sont 4=0 sont en nombre fini) 

tels que 

J > V * = 0 ( » = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 
k 

3. Les démonstrations sons fondées sur le 

Lerrvme. Supposons que le groupe abélien © possède un nombre 

fini ou dénombrable de générateurs linéairement indépendants. Soit Q 

un sous-groupe de (5V Alors § possède un système fini ou dénombrable 

de générateurs linéairement indépendants 

D é m o n s t r a t i o n . Soient gt ( ¿ = 1 , 2 , 3 , . . . , évent. ad inf.) les 
générateurs donnés linéairement indépendants du groupe Posons 

XI 

alvgv (alv e (£), 

v-ï 

en choisissant A, et alv de manière que (1) h^ (2) Xx = minimum, 
(3) aXv>> 0, 0 ^ , = minimum. Supposons que l'on, ait déjà déterminé 
les indices ^ < [ < . . . < ainsi que les éléments hXl ht 

de Alors posons 
1 

ht+1 at+i,v 9v (û/+i € ®)i 
v-l 

en choisissant et al+liV de manière que (1 ) hi+l e (2) 

X/+l = minimum, (3) a/+1(jl/+1 > 0, aJ+1fA/+1 = minimum. En procédant 
de cette manière, on obtient une suite finie ou dénombrable h2, A3)... 
Posons F(0) = 0; si helQ et h-j=0, soit h = 2bvgv\ le plus haut 
indice v tel que bv^> 0 a la forme v = Xt\ posons V(h) = i. 

i 

Les hi sont linéairement indépendants. En effet, si h=2cfih , 

et oq a h = 2bvgv et bve(£, bXl=CiatXl-{=0, d'où A=|=0. 



Chaque élément h (lu groupe & a la forme S e h v , <?„<?(*. C'est 
/r-1 

évident si V(h) = 0. Soit F(//) = i > 0 et supponoiiH que l'énoncé 
k 

soit vrai pour (iliaque h'eft tel que V{h')<,i. On a h — 2hvgv. 

Déterminons les entiers q et r de manière que tf + r > 
X, 

On H h — qh, = 2b'vgv, b've<&, 0 S*" \>'vt = r < a a 

d'où b'V[ = 0 d'après le choix de Donc V{h — qhi)<.i, d'où 

h —q ht = 2 c h^ h = gh{ 2r.fl /ifl. 

4. Démonstration du théorAuiu I. Pour n = 0 on a évi-
demment ,/<S(0J) = Itî ( ( « ) = (). Soit n>0. Le» (n- • 1, en-
chaînes l ' a " - 1 constituant évidemment, un système fini ou dénom-
brable d'éléments générateurs lin. indépendant»! du groupo (Jn~\ il 
résulte du lemme que le sous-groupe //"-1 du groupe Cn 1 possède 
un système fini ou dénombrable d'éléments générateurs hk(k=1,2,3,..., 
évent. ad inf.) lin. indépendants. Puisque hkelin~'i, il existe des 
.(M, @)-chaînes Dnk telles que FDl = hk. Les chaînes D% constituent 
un système de générateurs d'un sous-groupe — désignons-le par />" — 
du groupe Cn. 

Soit CneCn\ alors FCeH""1. Donc il existe des nombres 
aked (en nombre fini) tels que FCn — Sakhk, de manière que 

r n = C * — 2ahD'lef". D'autre part, soit FneP\ D"el>r"-|-/r=0. 

Il en résulte que FDn = F{rn -j- /)") = 0. Or on a Dn= 2a k i y i , 

d'où 2 ak hk = FDn = 0, donc ak = 0 et par suite Dn — 0 et 1™ = 0. 

Donc le groupe Cn est somme directe de Pl et de 1>\ On en dé-
duit sans peine que le groupe /""(($) est somme directe du groupe 
/"?(©) et du groupe /~2($), ce dernier étant défini comme l'en-
semble de tous les (w, <$)-cycles de la forme 2 g k D î , gk g Il en 

résulte aisément que le groupe Bn ( (&) est somme directe du groupe 
Jï?(@) et d'un groupe isomorphe au groupe /~2($). 

5. Démonstration du théorème II. Supposons que le groupe 
soit donné par les générateurs a, ( ¿ = 1 , 2 , 3,..., évent. ad inf.) et par 
les relations définissantes 2a t ka, = 0 ( ¿ = 1 , 2 , 3 , . . . , évent. ad inf.). 

Autrement dit: (1) il existe des (M, @)-cycles I7* tels que pour ohaquo 
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(n, (S)-cycle T " on ait une homologie de la forme T n — 2 b i r i n ~ 0, 

(2) on a 2biI'j'~0 si et seulement s'il existe des entiers ck (en 

nombre fini) tels que bt = 2 aikck. Il en résulte que les éléments 

du groupe ont la forme 2 g t T ^ <7,e®, et que l'on a 2 g i F ? ~ 0 

si et seulement s'il existe des g'k e (en nombre fini) tels que 
g{= 2 aikg'k. Or ceci implique la validité du théorème II. 

6. Démonstration du théorème III. Pour n = 0 on a 
JB£(®) = 0, T - ^ O . Soit n > 0. Supposons que le groupe Tn~l 

soit donné par les générateurs ( ¿ = 1 , 2 , 3 , . . . , évent. ad inf.) et 
par les relations définissantes 2 bik $¡ = 0 (k = 1, 2, 3,..., évent. ad 

inf.). Le théorème I I I déduit des générateurs et des relations 
Sbfrpi— 0 un groupe Y et affirme l'isomorphie des deux groupes 

et Y. Nous allons d'abord prouver que la structure du 
groupe Y est déterminée sans ambiguïté par celle des groupes © 
•et T"-1. 

Supposons d'abord que l'on ait choisi pour les générateurs 
le système de tous les éléments du groupe T"~\ Quant aux relations 
définissantes 2bat(3i = 0, supposons les choisies d'une manière quel-

i 

conque (mais fixe). Si l'on ajoute aux relations 2b,k§t = 0 toutes les 

autres relations qui existent entre les /?,, le groupe Y doit être 
remplacé par un nouveau groupe Y'. Les éléments de Y étaient 
de la forme 2gkykl les gke(& étant tels que 2 bagk= 0 pour 

¿=1,2,3,. . . ; on avait aussi les relations définissantes 2ckg'yk —0 

{ d e l © 8 ck étaient des entiers tels que 2bUt ck= 0 pour ¿=1,2,3,.... 

Les 2 blk (it = 0 constituant un système de relations définissantes 
i 

pour les générateurs §t du groupe T" - 1 , les autres relations qui 
existent entre les 8{ ont la forme 2vhkbik§i = 0, (pour une 

tk 
valeur donnée de A, les 0**4=0 sont en nombre fini). Le éléments 
de Y' ont la forme 2gt yk + 2 g'h y'h = 0, les gke<& et les gke® 

k h 

étant tels que 2blk{qk + 2vhkg'h) = 0; on a aussi les relations.dé-
k h 

finissantes 2 c.h g • yk - f 2 ch g • y'h = 0 {g e ©), où les entiers ck et c'k 
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sont tels que 2 bik{ck-\-2 v^cj,) = 0 pour ¿ = 1 , 2 , 3 , . . . . En posant 
k h 

<p vu + 2 y'" = 2 i9h Vkk 9h)Vk) 

k h k h 

on reconnaît sans peine que (p est une corsespondance biunivoqu<>. 
et isomorphe entre les deux groupes Y' et V. 

Supposons maintenant que leB générateurs et les relations 
définissantes 2blk(ii = 0 du grimpe Tn~l soient choisies arbitrairement. 

i 
Pour achever la démonstration du fait que la structure du groupe Y 
ne dépend que de celle de (S <;t de T"~\ il suffit (le prouver que, 
si l'on ajoute aux générateurs §t touH les autres éléments (ï/ — 2uij(}i 

du groupe T"~\ en ajoutant simultanément aux 2 b l k ( i / = { ) les nou-

velles relations — 2utjpi = {\ le groupe Y correspondant eHt iden-

tique à Y. Les éléments du groupe lr/ ont la forme 2gkyk-\- 2g'j y'j, 
A ./ 

les gke% et les étant tels que 2bihgk ~2uug'j = (), 0; 

on a aussi les relations définissantes 2ckg- yk-\~ 2c,g •yj = 0 (g e M), 
k j 

les entiers ck et c, étant tels que 2blkck— 2utjCj = 0, Cj= 0. Donc 

les éléments de Y' sont simplement 2gkyk, les gkeG& étant tels que 

2bikgk—0, et les relations définissantes sont 2chg>yk = 0 {g e 

les entiers ch étant telB que 2blkck = 0. Les groupes 1'' et ) r sont 
par conséquent identiques l'un à l'autre. 

Ceci étant, il suffit de prouver la validité du théorème I I I en 
choisissant d'une manière convenable les générateurs et les relations 
définissantes du groupe 

Comme les (n — 1, @)-chaînes 1 • o?-1 constituent un système 
fini ou dénombrable de générateurs lin. indépendants du groupe T n ~\ 
il résulte du lemme qu'il existe une suite finie ou infinie de 
générateurs Cp'1 lin. indépendants du groupe Ln~x Ç Cn~l, constitué 
par tous les (n — 1, (S)-cycles dont un certain multiple est homologue 
à zéro. L'indice k. parcourant les mêmes valeurs que l'indice i 

(1,2,3,..., évent. ad inf.), il existe pour chaque k des entiers bik 

tels que (1) blk = 0 pour t > k, (2) bkk > 0, (3) 2bthVrl~0. 

Choisissons les entiers b,k de manière que la valeur de bkk soit minima, 
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et posons hk = 2bik C?-1 de manière que hk€JIn~\ Or les hk ont été 

déduits des C/1-3 précisément de la même manière que les A, des g{ 

dans la démonstration du lemme : il suffit d'y remplacer les deux 
groupes © et § respectivement par Ln~x et par JT" -1 *). Il en ré-
sulte que les hk constituent un système de générateurs linéairement 
indépendants du groupe JT"-1. 

Comme 

aux G1/1-1 correspondent des générateurs du groupe Tn~\ les relations 
définissantes étant 2b,kp/= 0. Les éléments du groupe Y ont la 

forme 2gkyk, les gke& étant tels que 2bikgk = 0 pour chaque i. 
k k 

On n'a 2gkyk = 0 que si tous les gk sont = 0; en effet, les relations 

définisssantes du groupe Y sont S ck g • yk = 0 (g e les entiers ck 

étant tels que (1) cb = 0 à partir d'une certaine valeur de 
(2) 2 bik ck = 0 pour chaque i ; puisque blk = 0 pour k et bkk > 0, 

les conditions (1) et (2) entraînent que Î * = 0 pour chaque k. 

D'autre part, d'après la démonstration du théorème 1, le groupe 
B l (%) est isomorphe au groupe /~2 (©), constitué pas tous les («, ($)-
cycles de la forme 2gkBk1 les Dk e Cn étant choisis de manière 

que FDk = hk. Les hk étant lin. indépendants, les Dnk le sont aussi; 
il en résulte sans peine que l'on ne peut avoir 2ghDk = 0 que si 

gi==g2=... = o. Or, on a F2gkDl = 2gkhk = 2bibgkCr\ Les C?~l 

k k ik 
étant lin. indépendants, il en résulte que 2gkDl est un (n. ©)-cycle 

si et seulement si = 0 pour chaque i. Donc les deux groupes 

/~2 (© ) et Y sont isomorphes. Les deux groupes e t 2 
étant aussi isomorphes, le théorème I I I est démontré. 

7. Remarques. I. Supposons que le groupe JBN possède un système 
fini de générateurs (ce qui a lieu en particulier si le complexe K 

est fini). Pour f i e ® , 0 désignons par Q&((J>) le sous-groupe 
de © constitué par tous les éléments de la forme [ig {g e ©). On 
sait que le groupe Bn possède un nombre fini de générateurs a 

Dans le cas présent, on a évidemment Ai = i dan y la démonstration citée. 
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(1 i m) tels que les relations définissantes aient- la forme 
/ i ,a ,= U (1 «Oj o ù P i ^ ()> (-)n «^duit aisément du théo-
rème I I que le groupe /*?((#) est. somme directe do m groupa« Xt 

(1 où (1) si (it = 0, lu groupe X, out. isomorphe à W, 
(2) si tii > 0, le groupe X, est isomorphe à 

II. Supposons que le groupe TH~X possède un nombre fini do 
générateurs (ce qui u lieu en particulier si le complexe K est fini). 
Pour (.¿etë, ^ > 0 désignons par (tyl^j le sous-groupe de (SJ constitué 
par tous les éléments ge® tels que fig=0. On «ait que le groupe T" 

possède un nombre fini de générateur« /?, (1 ^ i ^ ni) tels que les 
relations définissantes aient la formé li/fr — 0 (1 ^ i ^ M ) /'</<• 
//,>0. On déduit aisément du théoriuno I I I que le groupe 
est somme directe de m groupes Yà (1 ^ i ni), le groupe 
étant isomorphe h 

II I . Suppoaons que. le groupe. M jouisse de la propriété suivante: 

g e (3 et (ie%) ¡i > 0 étant choisis arbitrairement, il existe toujours 

un g' €& tel que g = fi g'. Alors lu structure du groupe H" (W) est 

complètement déterminée par celles des deux groupes et Iin/T", 

Plus précisément, le groupe ayant la propriété énoncée, le groupe 

est isomorphe au groupe X* qui s'obtient du groupe ii"!T" de 

la même manière que le groupe X. a été obtenu du groupe lfa au 

théorème II. 

Le plus important exemple d'un groupe W jouissant de la 
propriété envisagée est le groupe additif de nombres réels réduits 
mod. 1, jouant un rôle important dans les derniers travaux do 
M. P o n t r j a g i n . 

D é m o n s t r a t i o n . On voit sans peine que l'on peut choisir un 
système de générateurs et de relations définissantes du groupe if" de 
la manière suivante: (1) les générateurs sont «¿ (¿=1,2,3, . . . , évent. 
ad inf.) et a}(j= 1,2,3,..., évent. ad inf.), (2) les relations définissantes 
sont Saadt+Safla^Q {k = 1, 2, évent. ad inf.) et 2uJha} = i) 

(l'indice k parcourant les mômes valeurs que l'indice g\ (3) les a, 

constituent un système de générateurs du groupe T n et les 2u J / t a }~ 0 

constituent les relations définissantes du groupe 7'", (4) uJh — 0 
pour j > h, uhh > 0. Evidemment, il existe un système do généra-
teurs af. du groupe Hn/T" tel que les relations définissantes sont 
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2aikaf = Qi. Les éléments du groupe X sont 2 gtx{ -f- 2 g'jXj 
' / y 
(g{e($, g'j€%) et les relations définissantes sont 2aikg'Xl-\-2aJkg'x'j = 0. 

2Uj/tg*Xj=0 (ge%). Les éléments du groupe X * sont 2gtiz] ( ^ e ® ) 

et les relations définissantes sont 2aikg • xf — 0 ig€&). 

Considérons les éléments X' de X ayant la forme particulière 
X'=2g'jXj {g'fe&). Posons f(X') — 0 si tous les g'j sont égaux 

j 
à zéro; dans le cas contraire, soit f{X') égal au plus grand indice j 

tel que g]-|=0. Nous allons prouver que X'= 0. C'est évident pour 
f(X') = 0; supposons le vrai pour f ( X ) < m et considérons un élé-
ment X' = 2g'jx'j tel que f(X') = m. Comme umm> 0, il existe un 
élément g e (S tel que g'n = ummg. Or on a 2 uJmg -Xj = Q, d'où 

X'= x" = 2gjxj—2ujmg>x'j. Puisque u^g^g'^ ujm = 0 pour 

j > m, f(X') — m, on a f(X") < m, d'où X' = X" = 0. 
Ceci étant, posons 

t y 

On vérifie sans peine que (p est une correspondance biunivoque 
et isomorphe entre les deux groupes X et X * . Or le groupe X est 
isomorphe au groupe en vertu du théorème II. 

IV. Le groupe abélien © étant arbitraire. désignons par le sous-

groupe constitué par tous les éléments de © dont Tordre est fini. Alors 

le groupe isomorphe au groupe B\{!Q). 

En particulier, si tous les éléments de ont l'ordre infini (p. ex. 
si © est un sous-groupe du groupe additif de tous les nombres 
complexes), on a (®) = 0. 

D é m o n s t r a t i o n . On peut supposer (voir la démonstration du 
théoreme III , p. 40) que le groupe TN~X soit donné par les générateurs § 
( ¿ = 1 , 2 , 3 , évent. ad inf.) tels que les relations définissantes 
aient la forme 2b i k f i l = 0 (l'indice A: parcourant les mêmes valeurs 

i 

que l'indice i), où > 0, bik = 0 pour i^>k. Nous avons vu 
que le groupe BîiQô) est isomorphe au groupe Y constitué par tous 
les formes linéaires 2gkyk dont les coefficients gke® sont tels que 

k 



te K. Cech. 

on n'a 2gkyk = 0 que si gk = 0 pour chaque k. On doit; Roulement 

prouver que c'est-à-dire que l'ordre de chaque gk est fini. 
Or ceci résulte sans peine par récurrence des équation» (4), on 
tenant compte des conditions blk — 0 pour 

V. Soit m e (£, m > 0. Supposons que le groupe soit tel que 

mg = 0 pour chaque g e Alors la structure du groupa /*"((#) est 

complètement déterminée par celle des trois groupes (JJ, /*"(<£„,) et 

J5n_1(@m), où (&nl désigne le groupe additif des nombres entiers réduits 

mod. m. En effet, si le groupe © jouit de la propriété énoncée, on 
voit sans peine que les théorèmes I, I I et I I I restent vrais (avec la 
démonstration essentiellement la même) en remplaçant ($ par ($',„, '). 

') On doit romplacer (£ par auHHi dans lu ddlinition du groupo ( ( $ ) . 
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