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EDUARD CECH 

DEFORMAZIONI PROIETTIVE 
NEL SENSO DI FUBINI E GENERALIZZAZIONI 

Conferenza tenuta il 9 febbraio 1955. 

PREMESSA: Tutte le funzioni si suppongono olomorfe. Non si studia che Tintorno di un 

punto generico. Si trascurano questioni di realty. 

1 — Due curve V, rf hanno nel punto comune a un contatto d'ordine k se 

esiste una corrispondenza C (r « - r'), con a= Ca, tale che per x' = Cx la distanza 

x x' sia infinitesima d'ordine k -f- / (almeno) rispetto ad ax. Se la scelta di C non 

importa, si ha contatto ordinario; se C 6 data, si ha contatto analitico. 

Due variety V, V di dimensioni d , d' (d ^ d') hanno nel punto comune a un 

contatto ordinario d'ordine k se per ogni curva r di V passante per a si ha una 

curva r ' di Vr che ha con r in a contatto ordinario d'ordine k . 

Sia d = d' e si consider) una corrispondenza C (V*+-V) con a = Ca. Se per 

ogni r si ha nel punto a contatto 

(1) ordinario, (2) analitico rispetto a C 

d'ordine k fra r e Y' = Gr , si dice che F e f hanno in a contatto 

(1) geometrico, (2) analitico 

d'ordine k rispetto a C. 

Per d = d' = 1 non c'6 differenza fra contatto ordinario e contatto geometrico. 

Un contatto qualsiasi si dirk di ordine esatto k se 6 d'ordine Tc, ma non 6 d'or­

dine k -f-1 . 

2 — Sia V una variety immersa in Sr 1 V una variety immersa in S'r (non 

importa se ST = S'T) . Sia H una corrispondenza Sr »*> S'T ; sia a un punto di 

V, a' = Ha. 



Si dice che H realizza nel punto a un contatto ordinario ďordine k, se v'è 

in aŕ contatto ordinario ďordine ћ fra V ed ИV. 

Sia ancora C una corrispondenza V**~V con a'=Ca (V e V hanno adesso 

la stessa dimensione d). 

Si dîce che H realizza ín a contatto geometrico o analitico ďordine h rispetto 

a C, se si ha in ap contatto geometrico, oppure analitico, ďordine h fra HV e 

V rispetto alla corrispondenza C* (HV^ V) tale che C*y = Cx per y = Hx ed 

ogni ж di 7 , 

3 — Nor siamo inteŕessati principalmente nel caso che sia data una superficie o di 

AS3 , una superficie o' di 5'3 (non importa se S 3 = S'3) ed una cQrrispondenza C 

(0*^0'). 

Se a è un punto di o , a'=Ca, allora x\ъ!omografia 

(1) tangente , (2) osculatrice 

a C nel punto a è una corrispondenza omografica H fra дS3 e S'3 che realizza in 

a contatto analiţico del 
(1) primo , (2) secondo 

ordine delle superficie o , o rispetto a C . 

Per ogni scelta di a, a', C e del punto a , esistono sempre omografie H tangentî 

a C in a e sono 00 ° ; le parti di Л relative ai piano tangente a o in a non 

sono che oo2 . 

4 — La corrispondenza C (o**~of) si chiama deformazione (0 applicabilità) proiet-

tiva di o se, per ogni punto a della supertìcie o, esiste almeno una omografia pscula-

trice a C nel punto a . Si ha allora, per ogni punto a , 00l di tali omografie H e, 

se H0 è una di esse, la più generale H è H=HQҺ, dove żг percorre, oltre ľiden* 

tità, tutte le omologie (speciali) dello spazio *S3 di centro a e piano ďomologia nel 

piano tangente a o in a . 

Escludiamo il caso banale che C sia una corrispondenza omografica fra le due su-

perficie o, o'. 

Dalla definìzione di deformazione proiettiva segue immediatamente che, in una defor-

mazione proiettiva ogni curva asintotica di o vsi trasforma in una asintotica di o' ed ogni 

retta situata su o iri una retta di o ' . 

Se o è un piano, allora ogni curva situata su o è asintotica; lo stesso vale per o'; 

sicchè anche o' è un piano; inoltre ogni rètta di o va in una retta di o'. Dunque il 
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piano è proгeШvamente indeformaЫle, cioè ogni deformazione proiettiva del piano è ba-

nale (è un'omografia). 

5 — Sia ora 0 una superficie sviluppabiłe, cioè o un cono o la superflcie generata 

dalle tangenti ad una curva sgheraba; i piani sono esclusi. Per un punto generico di ø 

passa un'asintotica sola (retta); lo stesso val per a'. Dunque ad una sviluppabile 0 cor-

risponde per appłicabiłità proieШva una sviluppabile 0', ed alle generatrici di 0 corri-

spondono łe generatrici di a'. 
Si può dimostrare che la corrispondenza fra la generatrice g di 0 e la generatrice 

gŕ di a' è proiettiva e che in tale proiettività al punto singolare di g (vertice del cono 

0 punto di contaţto con ło spigolo di regresso) corrisponde il punto singolare di g , 
Inversamente siano 0, 0' due superficie sviluppàbili arbitrarie (non importa se 

qualcheduna è un cono). Si scelga comunque una legge che fa corrispondere ad ogni 

generatrice g di a una generatrice g' di 0' e, per ogni g, si scelga una proiet-

tività ҡ fra le punteggiate g , g* soggetta solo alla condizione che il punto singolare 

di g si trasformi nel punto singolare di g'. La corrispondenza puntuale fra 0 e 0 

che nasce in tal modo è una deformazione proiettiva. 

Dunque le deformazioni proiettive fra due superficie sviluppabili 0, a' date, esistono 

e dipendono da tre funzioni arbitrarie di una variabile (una che fissa la corrispondenza 

fra le generatrici e due che fissano le proiettivitå ҡ). Rarnmentiamo di nuovo che i piani 

sono esclusi. 

6 — Sia 0 una quadrica non singolare. Pt r ogni suo punto a passano due rette di 

0 che si trasformano in due rette di a', la quale quindi è di nuovo una quadrica non 

singołare. 
Inversamente, siano 0 e 0' due quadriche non singolari e sia C una corrispon-

denza ø-^-ø' che fa passare ogni retta di 0 in una retta di a'. Alłora C è una 

deformazione proiettiva. 

Risulta che le deformazioni proiettive fra due quadriche non singołari date dipendono 
da due funzioni arbitrarie di una variabile. 

7 — Sia ora 0 una rigata sghemba; le quadriche sono escluse. Per ogni punto di 0 
passano due linee asintotiche di cui una soła è retta. Lo stesso vale per a'; sicchè anche 

0' è una rigata sghemba. Ma date due rîgate sghembe 0, 0' non esiste in generale nes-

suna deformazione proiettiva 0 *-+• 0'. 
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Mentre le rigate sghembe dipendono da tre funzioni arbitrarie di una variabile, le de-

formate proiettive di una rigata sghemba a data non dipendono che da una sola funzione 

arbitraria di una variabile. 

Se a possiede una retta direttrice, lo stesso vale per a', ma fra due rigate date con 

retta direttrice non esiste in générale nessuna deformazione proiettiva. 

Lo stesso stato di cose vi è se a appartiene ad un complesso lineare non spéciale. 

Se la rigata a appartiene ad una congruenza lineare, lo stesso vale per a'. 

Inversamente, se ciascuna délie due rigate date 0, a' appartiene ad una congruenza 

lineare, vi sono oo3 deformazioni proiettive o»*~of; non importa se qualcheduna délie 

due congruênze lineari sia spéciale. 

Torniamo al caso di una deformazione proiettiva C fra due rigate sghembe qualunque 

a , a' ; g , g' essendo la coppia generica di generatrici corrispondenti, si dica te la parte 

di C relativa aile punteggiate g, g'. Poniamoci la domanda se la corrispondenza. 

it (g*+*g') è proiettiva. 

La risposta è positiva se a (e quindi nemmeno of) non appartiene ad una con­

gruenza lineare. 

Se a appartiene alla congruenza lineare L, sicchè of appartiene ad una con­

gruenza lineare V , allora la risposta è necessariamente negativa nel caso che fra le due 

congruênze lineari L, IJ ve ne sia precisamente una spéciale. 

Invece la risposta è certamente positiva se L, L' sono arabedue speciali. 

Se nessuna délie L, L' è spéciale, allora la risposta puô essere positiva o negativa\ 

fra le oo3 deformazioni proiettive fra due tali 0, of date, ve ne sono 002 per cui la 

risposta è positiva. 

8 — Sia infinè a una superficie non rigata. Allora a è, in générale, proiettivamente 

indeformabile; cioè non ammette che deformazioni proiettive banalL Vi sono perô super­

ficie non rigate eccezionali, dipendenti da sei funzioni arbitrarie di una variabile, che sono 

proiettivamente deformabili. Se la superficie a appartiene a taie classe eccezionale^ pos-

siamo domandare quale sia la totalità délie sue deformate proiettive (se o~*~o è una 

deformazione proiettiva, a'^^o" una trasformazione omografica, allora anche 0 - ^ 0 " 

è una deformazione proiettiva che s'identifica con la 0 - ^ 0 ' ) . 

Una superficie non rigata proiettivamente deformabile ammette sempre almeno 004 

deformazioni proiettive, e generalmente non più che oo1 . Vi sono perô anche superficie 

non rigate proiettivamente deformabili in oo2 o in oo3 modi (non vi sono altre possibilità) ; 

a tali superficie ritorniamo più avanti (n. 12). 
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9 — Sia a una superficie non svilnppabile e siano u, v parametri asintotici di of, 

vale a dire coordinate curvilinee su 0 tali che u = cost, e v = cost, siano le asinto* 

tiché. Scegliendo arbitrariamente ii fattore arbitrario delle coordinate omogenee del punto 

x = x (u , v) di 0, si hanno equazioni della forma 

(1) 

ò2 x ò x л Ь x 
—~- — a ~- _L ß -_ L p X 

ò U2 д U l ^ ò V ' r 

Ьг x Ь x Ь x 

ò v2 ò u ò v ' •* 

e queste equazioni fissano 0 a meno della sua posizione nello spazio proiettivo S3 • La 

forma differenziale fratta 

ßdu* + ydvв 

(2) 
2dudv 

è ľelemento lineare proiettivo (Fuвшi) di 0; esso non dipende dal fattore arbitrario delle 

coordinate omogenee di x ed è invariante rispetto al cambiamento 

(3) U — yŁ(u) , V = ą>z(v) 

oppure 

(4) u = ą>2(v) , 7 = 9 ! (tt) 

dei parametri asintotici u , v . Escludendo (4), lo stesso vale anche per le forme elemen-

tari (BOMPIANI) 

л d u2 dv2 

che si scambiano ľuna con ľaltra applicando le (4). Dalle (1) discende immediatamente che 
ß = Ţ = 0 per quadriche, ß ^- 0 = ү per rigate se u .= cost. lungo le generatrici 

(ß = 0 ^ ү se v = cost. lungo le generatrici),. j б ^ O ^ - y per superficie non rigate. 

Nel campo delle superficie non sviluppabili, condizione necessaria e sufflciente per 

ľapplicabilità proiettiva è ľuguaglianza degli elementi lineari proiettivi (0 dełle due torme 

èlementari) dełle due superficie. 

La necessità di tale condizione risułta subito dalla seguente interpretazione geometrica 

delle forme (2) e (5). Sia x = x (u , v) un punto di una superficie 0 non rigata, t il 

piano tangente a 0 neł punto x, Tt ľasintotica v = cost. e Г2 ľasintotica u = cost., 

ambedue Г4 , Г2 passando per x; ti9tt siano le tangenti a Гd Г2 nel punto x. Шì 

piano т si scelga una retta g che non passi per x; sia ck(ct) la conica del piano 



т che ha in x contatto ordinario del secondo ordine con Гd (Гt) e che toeea la retta 

g nel suo punto ďintersezione con i2 (tt). Sia ancora c3 *a cubica deł piano т con 

punto doppio x i cui due rami in x hanno quivi contatto ordinario del secondo ordine 

con Гt e Г2 rispettivaraente ed i cui tre flessi stanno sulla retta g. Infine sia 

/ Ь x , Ь x ^ 
x — x + - r — du Ą—r— dv 

1 \ ò u ' ð v 

un punto di o infinitaraente vicino ad x , il quale, trascurando infinitesirai del secondo 

ordine, sta nel piano т e siano y0 , y Ł , y2, yъ le intersezioni (^ x) della retta 

(æxř) con le" linee g , cìђ c%, cъ. Allora i birapporti 

(xy*x'y0) , (xyiX^jo) , (xy2x'y0) 

sono rispettivaraente uguali a 

Џdu3 '+ ydv* l^ Џdu* 1_ ydv* 
~ 2dudv ' ~~ 2 dv ' ~~~ 2 dv 

Se per es. ß ?£ 0 = 7 , delle ci , c2 , c 3 riraane solo la conica c t ed il significato 

georaetrico della priraa delłe (5) resta inalterato, 

Sia o una superficie non sviluppaЫle dello spazio 5 3 . Si dica # 3 * lo spazio 

duale; i piani tangenti a o sono punti di una superficie o* dello spazio S3* . Se (2) è 

ľelemento lineare proiettivo di o, allora quello di o* è 

ßdu3 + ydv3 

2dudv 

Quindi ogni deformazione proiettivadi o è simultaneamente deforraazione della o* duałe. 

Si ha di più: Se a»~*~aŕ è una deformazione proiettiva, se a è un punto di o e a* 

è ił piano tangente a o in a ossia il punto corrispondente delia o* duale, ałlora le omo-

grafie oscułatrici alla deformazione proiettiva a^-ał sono identiche alle oraografie oscu-

latrici alla deforraazione proiettiva duale 0**^0'* . 

Intuitivamente si può dire che ľomografia che porta tre punti infinitamente vicini di 

o nelle loro imraagini rispetto alla deformazione proiettiva a~*-a' porta necessariamente 

anche tre piani tangenti a o infinitamente vicini nei piani corrispondenti. 

Per una superflcie svìluppaЫle a tale enunciato è in generale falso; v. ił mio 

articolo Sur la dêformation projective des surfaces dèveloppables che uscirà nel Czecho-

slovak Mathematгcal JoгirnaL . 
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10 — Sia C una deformazione proiettiva a**~ał; sia H uďomogr 
a C in un punto a ái a (sappiamo che di tali H ve ne sono oo1), Una curva Г 

tracciata su a e passante per a si dica, anzitutto, geometricaшente (analiticamente) 

distinta. se H realizza nel punto a un contatto ordinario (analitico) del terzo ordine 

di г e Cт rispetto a C. Se ogni Г passante per a fosse geometricamcnte distinta, 

allora H realizzerebbe in a un contatto geometrico del terzo ordine di a e af rispetto a 

C; noi escludiamo tale caso perchè, eccettuate le deformazioni proiettive banali, esso non 

può aver luogo in un þunto generico di a . 

Se г tocca in a una tangente asintotica a 0, allora Г ò necessariamente geome-

tricamente distinta per ogni scelta di # . Se t ò una tangente asintotica a 0 in a 

e se, per una scelta particolare delľomogratìa osculatrice II c per una curva particolare 

Г di 0 che tocca t in a , Г è analiticamente distinta, allora ogni curva di 0 ch 

tocca t in a è analiticamente distinta per ogni scelta delľomogratìa osculatrice; la tan* 

gente asintotica t sarà detta in tal caso ťangente ili Cartan rispetto a C. 

La tangente non asintotica t di 0 in a si dice tangente di CARTAN rispetto a . C 
se, per una scelta particolare delľomogratìa osculatrice Я , vi ò su 0 una curva parti-

colare г che tocca t in a e che è geometricamente ciistinta rispetto a U; ailora 

ogni curva di 0 che toccä / in a è geometricamente distinta rispetto ad ogni scelta 

delľomograña osculatrice. Inoltre, in tal caso vi è un'omografia osculatrice ben determinata 

rispetto alla quale ogni curva Г di 0 che tocca t in a è analiticamente distinta, 

mentre per altre scelte delľomografia osculatrice nessuna di tali Г può essere analitica-

mente distinta. 

Escludiamo il caso che ø (e quindi anche 0') sia una sviluppabile, rimandando al-

ľarticolo citato nel n. 9. Vi sono due casi (oltre il caso banale già escluso): deformazioni 

proiettive del tipo i?0 e quelle del tipo R . Nel primo caso si ha, in ogní punto a di 

0, una sola tangente di CARTAN t che ò necessariamente una tangente asintotica. Nel 

secondo caso si hanno, in ogni punto a di 0 , due tangenti distinte di CARTAN che sono 

coniugate ľuna alľaltra. 

11 — Ogni rigata sghemba ø ammette deformazioni proiettive del tipo R0 per cui le 

generatrici sono tangenti di CARTAN e, se 0 non appartiene ad una congruenza lineare, 

essa non può ammettere altre deformazioni proiettive. 

Si dírà superficie RQ una superficie non rigata che ammette deformazioni proiettive 

dei tipo R0 . 

Se u, v sono parametri asintotici e se Іe tangenti di CARTAN toccano le asintotiche 
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v — cost. allora nella notazione (1) condizione necessaria e sufficiente per una superficie 

Җ è 

дЧogß 
ђu ђ V = 0 (ß**0)- 5 

le deformazioni proiettive corrispondenti sono co1 (astraendo dalla posizione della trasfor-

mata nello spazio proiettivo). Le superfici RQ dipendono da cinque funzioni arbitrarie di 

una variabile. 

12 — Passiamo alla considerazione di una deformazione proiettiva C(<s**~ď) deł tipo 

R . Le tangenti di CARTAN di C inviluppano sułla superficie o una rete coniugata che 

sarà detta rete di Caгtan di C . Una rete coniugata tracciata su una superficie o si dirà 

rete R se ciascuna delle due congruenze rettilinee di cui essa è una rete focale o è una 

congruenza W (le falde focałi stanno in corrispondenza asintotica) o ła seconda falda fo-

cale degenera in una retta. Si prova che la rete di CARTAN di una deformazione proiettiva 

del tipo R è una rete R . Inversamente, data su una superficie o una rete R , esi-

stono sempre precisamente co1 deformaźioni proiettive di o per cui ła rete data è la 

rete di CARTAN (SІ astrae dalla posizione della trasformata di o nełlo spazio proiettivo), 

Una rete R è sempre isotermoconiugata, vale a dire i parametri asintotici u} v 

di o possono esser scełti in modo che ľequazione diffeťenziale della rete sia 

(6) du2 — dvz = 0 . " 

Nella notazione (1), la rete (6) è una rete R se e soltanto se 

ò ß ђ_y 

ђ V ђ u 

Su una quadrica, ognî rete isotermoconiugata è R; sicchè le reti R su una quadrica 

dipendono da due funzioni arbitrarie di una variabile. Su una rigata sghemba o che non 

appartiene ad una eongruenza lineare non vi è nessuna rete R: se invece o appartiene 

ad una congruenza lineare, allora le reti R su o dipendono da una funzione arbitraria 

di una variabile. 

Una superficie non rigata che contiene una rete R si dirà supeгficie R; tali su-

perficie dipendono da sei funzioni arbitrarie di una variabile. 

In generale, una superficie R non contiene che una sola rete R; essa è allora pror 

iettivamente deformabile in oo1 modi. Se una superficie R contiene più di una rete R , 
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essa ne contiene o oo* (ed è proiettivamente deformabile in oo8 modi) oppure oo* (eđ è 

proiettivamente deformabile in oo3 nlodi). 

Alla classe di superficie R con oo2 reti R appartengono tutte le superficie non 

rigate di cui tutte le asintotiche stanno in complessi líneari; tali superficie dipendono da 

due funzioni arbitrarie di una variabile. 

Vi sono altre superficie R con oo2 reti R che son tutte note, ma dipendono solo 

da costanti arbitrarie. Anche le superficie R con oo* reti R dipendono solo da costanti 

arbitrarie. II problema di determinarle tutie non è ancora risolto; ho trovato i primi esempi 

nel 1924 e più tardi (1931) ho determinato tutte quelle per cui una delle reti R è ad inva-

rianti uguali. 

Sia C una deformazione proiettiva a *+- a'; ci limitiamo al caso che la superficíe a 

sia non sviluppabile. In ogni punto a scegliamo una delle due tangenti di CARTAN, sia t, 

(ma non si esclude il caso RQ in cui si ha una sola tangente di CARTÀN); il luogo di tali 

tangenti è una congruenza rettilinea L. Tutte le ool omografie osculatrici a C in 

a trasformano la punteggiata t mediante la stessa proiettività те. Le oo2 proietti-

vità ҡ prese insieme formano una trasformazione T (S,Ă -^ £ř'3) che porta la congruenгa 

L in una congruenza Ľ . 
La trasformazione T è totaimente asintotica nel senso che, essendo R una rigata 

qualunque della congruenza R ed R' ľimmagine di R mediante T, ad ogni curva 
asintotica di R corrisponde una curva asintotica di R'. Inoltre, se R tocca a lungo 
un'asintotiea, allora R*+~R' è una deformazione proiettiva. 

13 — II concetto di deformazione proiettiva di una superficie non sviluppabile è stret-

tamente connesso con quello di deformazione proiettiva di una rete piana. Una rete piana 

consta di due sistemi ool di curve piane. Sia data una rete p nel piano S t , una 

rete p' nel piano дS2

ł, e una corrispondenza C(SZ*+~S'2) che porta p in p ' . 
Ć si dirà deformazione proiettiva delła rete p se per ogni punto a di Ä2 esiste 
шťomografia Я ( A S 2 - ^ / S ' 8 ) tangente nel punto a alla corrispondenza C ed inoltre 

oscuìatrice nel purito a alle corrispondenze parziali reiative alle due curve di p che 

passano per a. 

La connessione fra la deformazione proiettiva delle superficie e quełla delle reti 
piнne è come segue. 

Sia C una corrispondenza asintotica a*~*~af, a e a' essendo due supertìcie non svi-

luppabili. Pröiettiamo a da un punto 0 scelto ad arbitrio ín un piano 5 2 e af da un 

punto 0' pure arbitrario in un piano Я't . Le proiezîoni delle asintotiche xformano due 
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reti, p in *S2 e p' in S\ e la corrispondenza C determina una corrispondenza 

C fra /S2 ed S'2 , la quale è una deformazione proiettiva di p se e soltanto se C è 

deformazione proiettiva di ø . 

Anche per reti piane si può definire un ełemento łineare proiettivo, ľinvąrianza đel 
quale è condizione necessaria e sufflciente per deíormazione proiettiva. Introducendo nel 

piano дSг coordinate curvilinee гi, v in modo che гt — cost. e v — cost. siano le 

curve di p , ed analogamente per S'%, si ha che ľelemento lineare proiettivo di p ha 
la forma (2), dove ß , ү son certe funzioni di uf v. Scegliendo tali funzioni ß7 7 ad 

arbitrio, si dimostra che le reti p corrispondenti esistono sempre e dipendono da quattro 

funzioni di una variabile (il caso /3 = ү = 0 fòrma шťeceezione piuttosto apparente). Se la 
proiezione dełle asintotiche di una superficie o è l a rete p , allora 0 e p hanno lo 

stesso elemento lineare proiettivo. 

14 — Un siśtema 00 l đi superficie dełlo spazio tf3 SІ dirà strato di superficie. Sia 

C una corrispondenza S3 -**- S'3 che trasforma uno strato E di S3 in uno strato E' 

di <S'3 . La corrispondenza C si dirà deformazione proiettiva Uello strato E , se per 

ogтii punto a di # 3 esiste un'omografia н tangentę in a alla corrispondenza C 

che sia simultaneamente osculatrice in a alla corrispondenza parziale relativa a quella 
superficie dello strato E che passa per a . 

Escludiamo il caso banale che C sia una corrisponđenza omografica fra 6\ e S'3 . 
Esistono eoiтispondenze CҶ/S3-^S'3) che sono deíormazioni proiettive di due (ma non 

cli più di due) strati; ò nota la descrizione geometrica di tali corrispondenze. 

Se lo strato E è composto di piani, alłora ogni corrispondenza S 3 -^- S'3 che cambia 
tutci i piani di E îп piani è una deformazione proiettiva di E . 

È possibile (VAONГA) dare la descrizione geometriea delle deformazioni proiettive di 

strati composti di superficie sviluppabili. Esistono però anche deformazioni proiettive di 

strati composti di superficie non sviluppabili che possono essere divise in due classi secondo 

il tipo (R o Ä0) di deformazioni dełle singole superficie di cui lo strato è composto. 

Per brevità non ritengo opportuno di descrivere qui altre interessanti generalizzazioni 

della deformazione proiettiva di superficie. 
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