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B.Cech 

3EK)BHA¿IQKI ^BOIETTÍYB. fll fiQHCRIIffl^ B QUBSTIONI 
GQOTESSB 

Nello spazlo S^ consideriamo una ret ta 

( D g = [ v A í ¡ 

dipendente da due parametri u , v , s lcché g genera una con-
gruenza che aupponiamo non, parabólica» Facciamo uso s i s t e -
mático di un riferimento mobile 

(2) Â  ,A2» 

ta le che valga l a (1) e che l e trasformate di Laplace de l la 
di partenza (che possono esser degeneri) siano generate 

dal le re t t e 

(3) g l = [A, A3] , g 2 = [A2 AJ . 

Conviene ino l tre supporre 

(4) fA1A2A3A4] = 1 > 

sicchk i l riferimento (2) dipende, o l tre dai parametri pr inci -
pal i u,v da a l t r i 5 parametri secondari che saranno spec ia l i z -
zati solo oocasionalmente quando occorre. Posto come al s o l i t o 

(5) d A. = C«i1A1 + OJi2A2+ U^Af tí>uA4(i=1,2,3,4) 

ed ino l t re , per convenianza, 

(6) = Co24 = 0>2, 

l a (4) implica 

(7) ^11+W22+ W33+ (V44 = 0 

e l e condizioni (3) sono espresse analíticamente dalle 
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(8) ( O u = O, CO23=0 

(9) [ t o 1 2 6o2J =0, j¿ü21 fr^j =0. 

Si ha ino l tre 

(10) [ ^ 1 ^ 2 ] 

giacchè la, retta (1) dipende in modo essehziale da due parame-
t i l , Difffixenziando anteriormente l e (8) s i arriva a l i e equa-
zioni 

[ to 3 4 =0 , [0^43 W2J = O 

l e quali insieme oo i l e (9) s i permettono di porre 

(11 > ^ 2 = 0 ( 1 u 2 ' 

¿>43® 0 i û) g » 

Le (5) di.vaD.tanQ quindi 

d a» l1A1+ot1 W2A2+ 

2 W2 2A2 + í í)2A4 , 
( 1 2 ) . 

A3 = W31A1+ W 3 2A 2 + 2 W i A 4 , 

d A4 = " 4 1 V « 4 2 V " z V W 
Insieme col riferimento puntual e (2) conviene considerare anche 
i l riferimento duale con piani base 

(13) B1f B2 , E 3 , S 4 ; 

dove 

(14) E1 = [A2A3A4] , E2=- [ V 3 A 4 ] , E3= [ A i A 2 A , B 4 - [ A ^ j 

Alie (12) corrispondono l e equazioni duali 

( 1 5 )
 d V S l V 2 " 3 1 V V41E4 = 0 

dE2+ « 1 íü2S1+ 0 2 2 E 2 + *> E + W 4 2 E 4 = 0 
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4E3+ C01E1-(- ^ Ü2E4=0 

d V W 2 3 2 + P>2 " W ° 4 4 3 4 = 0 

occorre anche notaje l e equazioni re la t ive al riferimento r iga-
to associato a l io (2)^ che s i ricavano fáci lmente da l l e Í12) e 
60X10 

d[A1A¿) = <*11+ ^ M + Í J 2 [ A l \ ] [ A 2 A } , 

d [ A 1 A 4 ] = t ó * 2 [ A 1 A
2 ] + P l ^ 2 [ V ^ I I + ^ h ^ M ^ V 

a [ a 2 a 3 ] o>31 [ A l A 2 J +«< 2 W 1 [ A l A j + ( w 2 2 + o 3 3 ) ¡ a 2 a 3 ] + • 

(16) , [ A 2 A 4 j - * 2 | Á 3 A 4 j , 

d C V * l - t o 4 1 l V 2 ] + * 2 W 1 [ A 1 A 4 ] + ^ 1 í J 2 [ A 2 A j + ( C J 2 2 + H 4 ) M 
d £ A 3 A 4 > - % 1 [A1A3l+ ( 031 [ A 1 A 4]- W 42 ^ A 3 J ^ 3 2 [ A 2 A 4 ] + ( W 3 3 + W 4 4 ) . 

• [ V I L • 

Importanza fondamentale per i l seguit© hanno anche l e equazioni 
che s i ottengono differenziando esteriormente l e (11) 

frz 6>l] + 1+ *1 " 2 2 - 1 - tC44 ) W
2 ] = 0 ' 

( 1 7 ) - [ u 4 1 o > 2 ] = 0 , 

Di spesso uso sono anche l e 

(18) - m ] - [ « , , - « 3 3 ^ ] , [ d « J - f ^ 2 2 - C 0 4 4 « 2 ] 

La congruenza studiata pu6 essere decomposta in due modi d i -
1 

vers i in una famigpLia GD di svilxippabili che difcstinguiamo corne 
prima e seconda famiglia, l a prima essendo data dall'equazione 
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di f ferenz ia le e l a seconda dalla 6U2=0. Alla prima fa -
mi g l ia di svi luppabil i corrisponde i l primo fuoco Â  ed i l pri -
mo piano focale E^, a l la seconda invece i l secondo fuoco A0 

ed i l secondo pia.no focale E^. La dist inzione fra. l a prima e 
seconda famiglia di sviluppabili^L fra i l primo e secondo fuoco, 
fra i l primo e secondo piano focale sarà denominata orientazio-
ne dél ia congruenza cif . Occorre E B o t a r e che al cambiamento d i 

orientazione corrisponde la .sostituzione 

A1 A2 à 3 A4 E2 E 3 V ^ l r j j 2 M 

(19) 1 A2 A1 A4 A3 E2 E1 E4 E3co2 o ^ ^ ^ / 
Notiamo anche che la dualità (se non s i cambia 11 orientaziono) 
puo essere espressa dalla sost i tuzione 

/ A 1 A2 'S A4 E1 E2 E3 S 4 w 2 h H \ 
(20) ' 

\ E 3 J 4 31 â3A4 A1 A2 r W 2 h ? 2 « 1 , ' 
Nel nostro trattamento s i farà poco esjplicito uso dei parametri 
u ,v , l a cui sce l ta non ha dunque per noi mo3Lta importanza. No-
tiamo perb che nei problemi che ci interessano è bon natural o 
far uso di parametri u,v sv i luppabi l i , t a l i cioè che l e svilup-
pabi l i dél ia congruenza ¿P siano date da v=cost. e da u=cost. 
Se la<^ è orientata, possiamo supporre che v=cost. per la pri-
ma famiglia di svi luppabil i dimodochè 

(21) j jO^ <Jvj =0 ; d u] =0. 

Abbiamo già notato chc i l riferimento (2) non dipende 
solo dai parametri principal i u,v, ma anche da 5 parametri se-
condari. Seguendo E.Cartan, indichiamo con ^ i l simbolo di dif-
ferenziazioi^e estesa solo ai parametri secondari dimodochè 

S )='^p( S )=0 e poniamo CJ . . (§ )= . . s icchè, secondo • ^ i «1 i «i 
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(7) , (8) , (11) e (17) 

e H = e 23 = ° ' « 1 1 + * 2 2 + € 3 3 + € 4 4 = °-

¿12=^21 = % 3 = 0 ' e 32= e 4 1 = 0 -
Ora dal le (17) s i ricava 

(23) 

fy i s - (en i- e» - 4 i . = - (eH + e4S - Ž e „ ) j i t 

e da l le (18) 

(24) L ^ ^ - e , , ) « , , 
Ne consegue che l e forme d i f f c r e n z i a l i 

* Cj3 C /̂ 
(25) if = ^ p i » * . ^ J . J f " , » , ; Ç ^ M 1 ^ 

légate d a l l 1 i d e n t i t à 

(26) < f - < f * = i ^ 
i 

sono invarianti p r o i e t t i v i d i f f e r e n z i a l i dé l ia congruenza 
e che invarianti sono pure l e equazioni 
(27) * c/t = ; o/j ̂  + ^ = ^ ' 

L'insieme de l le forme d i f f e r e n z i a l i (25) e de l l e equazioni d i f -
f e r e n z i a l i (27) s ia detto elemento l ineare proiett ivo dé l ia 
congruenza . Noi non avremo occasione d'introdurre qui a l t r i 
invarianti pro i e t t i v i dé l ia ; notiamo solo che i l c lass ico 
invariante di Waelsfcbdi una congruenza h idéntico al rapporto 
ip i tp • Dalla (19) s i ricava che a l camhiamento d'orienta-

zione corrisponde la sost i tuzione 

(28) 
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invece la. (20) mostra che a l l a dualità corrisponde l a sostitu-
zione 

< 2 9 , I * / U 

<f* <? ' i 

Alla forma tf daremo i l nome forma puntuale dé l ia congruenza 
V 

Jf , a l l a y quello di forma planare; l e e chiameremo 
rispettivamente l a prima e l a seconda forma focale . La consi-
derazione dé l ia forma puntuale e planare equivale in eostanza 
a quella dei c l a s s i c i "invarianti" di Laplace-Darboux. Un s ign i -
f i c a t o geometrico semplice délia forma puntuale e planare fu 
fiato da A.Terracini in 1927. Ssso consegue fácilmente dal le (12); 
i n f a t t i s i vede subito che negligendo g l i in f in i t e s imi d'ordine 
superiore s i ha 

<Vd Vco^O = V ^ î î V (A2+âA2)co2=0=A2+ai2CO1AT 
eosicchè i l birapporto dél ia quatema di punti 

V V < V d A i l f 0 ' ( V á V u ) 2 = o 
è uguale a l la forma puntuale ip e dualmente quello dél ia qua-
terna di piani 

B y E4 , (E3+d E 3 ) 0 i = 0 , (E4+d S ^ 

e uguale a l la forma planare yfi . Pare che l e forme f o c a l i compa-
i 

iano solo in qualche mia recente conferenza. Non ho cercato la 
loro interpretazione geometrica; più importante mi pare d 1 indi -
care i l s i g n i f i c a t o geometrico di trasformazioni che lasciano 
inalterata la F o F^, i l che sarà f a t t o nel seguito, spfegandosi 
cosi anche l e denominazioni. 

Benchè l e espressioni o/^, o^* ^ n o n s i a n ° inva-
r i a n t i , l e (23) mostrano che i l loro annullamento ha un s i g n i f i -
cato geometrico. 
Negligendo 1 !orieñtazione v i sono d iec i t i p i di congruenze non 
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para bol i che: Tipo I : cy ̂  oí 2 • J!> ^ • ji> 2 ¿0 di congruenze con due 
superf ic ie focaLi non sv i luppabi l i . Tipo I I : of^ ? 1 2 ^ = 2 
oppure g ^ f 1 ^ c o n ë r u e n z e c o n u n a superf ic ie 
f ocale non sviluppabile ed una curva d ire t t r i ce non r e t t i l i -

nea. Tipo II*: ot ^ d 2 °PPu r e j V 0 = ' 
duale al t ipo II . Tipo I I I : o ^ - ^ ^ O , °<^ JJ-pO oppure 
0(2 ^ 2 ^ c o n ë r u e n z e c o n u n a superf ic ie focale 
non sviluppabile ed una re t ta d i re t t r i ce . Tipo IV: 

' fz1*0; ^ r J^-T0 °PPure ^2=0 d i conS ruenze 

con una superf ic ie focale sviluppabile ed una curva d ire t tr i ce 
non r e t t i l i n e a . Tipo V: jĴ  * ^ c o n & r u e n z ; e 

con due curve, d i r e t t r i c i non r e t t i l i ñ e e . Tipo V : o/^oc 
J ^ ^ 2 = 0 duale 81 t i p o Tipo 71 : f 2^°* 0Í?2= ^ 1 = 0 

oppure congruenze con una re t ta d ire t -
t r i c e ed una curva d ire t t r i ce non r e t t i l i n e a . Tipo VI*: 

^ 2 = 0 °PP u r e f 1 = ^ 2 = 0 d u a l e a l 

tipo VI. Tipo VII: (3 .|= ^ 2 = 0 ^ congruenze l inear i 
non paraboliche. ^ 

Se (S 2^0» i l primo fuoco Â  genera una superf ic ie 
(A«| ) non svi luppabile , detta prima superf ic ie foca le , e s i ve-
de facilmenté che l a prima del le (27) dà l e as intot iche di 
(A^). Similmente per s e c o n d - ° f u o c o A2 genera l a 
seconda superf ic ie focale (k^) che è non sviluppabile e le cui 
asintotiche son àate d a l l s seeonda de l l e (27). Si badi che i l 
piano tangente a l i a prima superf ic ie focale (A^) h i l secondo 
piano focale E^ e similmente per (Ag). 

Ef ben noto che l e re t t e di S^ possono essere rappresen-
tate coi punti di una ipersuperf ic ie quadrica M di S^. Indichia 
mo con g l(immagine su M de l la retta g. Le immagini g di tut te 
l e re t te g del la congruenza formano una s u p e r f i c i e ^ conte-
nuta in H. La prima de l le (16) mostra che i l piano tangente a 
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in g congiunge i punti 

(30) f v 2 ] ' C V ¡ ) ' P ? 3 ] j 

Le (16) mostrano ino l tre che lo spazio 2-tangente a £ BBI 

punto g e determin^to dal punti (30) insieme coi punti 

(31) i r v j ' 

Íx ^ 

f 2 o ss ia tp í¿ Lp , lo spazio uQ, ha dimensione 5> coincide quindi col tu t to S^, Se 
invece o( 2= ^ ^ ^ ^ o s s i a 

(32) Cp* = ip , 

l a dimensione di é minore di 5. S e ^ e una congruenza l i -
neare (del t ipo VII), t a l e dimensione é uguale a 3, l o spazio 
tSlt e f i s s o ed e una superf ic ie quadrica, con^é ben noto. 
Esclusa i l t ipo VII, se vale l a (32) l a dimensione di SL H 
uguale a 4, é dunque l'immagine di un cdiihplesso l ineare Sh 
di re t t e di S^, detto complesso line.are .osculátore a otf (nel la 
re t ta g cónsiderata)i La (32) e v e r i f i c a t a per t u t t e l e congruen 

* 
ze dei t i p i III-9 IV, VI e VI e non e v e r i f i c a t a per nessuna 

* v 
congruenza dei t i p i I I , I I , V e V * Le congruenze dei t i p i 
I I I , VI e VI posseggono una ret ta d i r e t t r i c e d, i l .complesso 
. a 

e speciale e cons i s te de l le r e t t e inc ident i a d? per l e 
congruenze del t ipo IV, i l complesso XI non e spec ia le . Le con-
gruenze del t ipo I soddisfacent i l a (32) formano una so t toc la s -
se beñ nota di congruenze del t ipo I , l a c las se de l l e congruenze 
W d e f i n i b i l e dal la proprietá che l e ret te di determinano 
una corrispondenza as in to t i ca fra l e due super f i c i e f o c a l i ; i l 
complesso l ineare osculátore »íl non h spes ia l e . E! chiaro "Che 
sce l to comunque ne l lo spazio S^ un complesso l ineare f i s s o iQ. 
(speciale o non s p e c i a l e ) , a l lora ogni congruenza^ contenuta 
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i n sSh soddisfa l a (32) e i l compleaso l ineara ^sculatore re la -
t ivo ad ogni re t ta g di & coincide con XI* • Viceversa, se una 
congruenza jf i soddisfa l a (32) e se i l suo complesso l ineare 
osculatore. S i é f i s s o (indipendente dal la re t ta g di«C ), a l -
lora l a congruenza é contenuta in S h . Ció accade per 

y 
t u t t e l e congruenze dei t i p i I I I , VI e VI (contenute in un 

complesso l ineare f i s s o s p e c i a l e ) , perb fra l e congruenze W e 
l e congruenze del t ipo IV soddis facent i l a (32) quelle che 
son contenute in un complesso l ineare f i s s ó (necessariamente 
non spec ia le ) formano solo un caso part ico lare . 

Ora consideriamo, insieme c o l l a congruenza , un'altra 
congruenza , pure non parabólica, contenuta in S^ ( la pos i -
zione re la t iva degl i spazi S^, S^ non importa per i problemi che 
ci interessano) . Per introduciamo notazioni a f fa t to analo-
ghe a quelle introdotte per a t $ indicando Con apici l e espresi 
s ioni r e l a t i v e ad l¿ 1 . Sara pure conveniente di porre 

(33) fr. = J . . _ co . . 
«J LS lJ 

sicchfe p. es. [ v . (7) e (8)] 

(34) + ?it + - 0 

(35) . 

Consideriamo una trasformazione T (ret ta — r e t t a ) fra ed 
vf * In queste conferenae c i limiteremo a l i o studio di cor-

rispondenze sv i luppabi l i nel senso di portare l e r igate sv i lup-
PabiXi contenute i n ne l l e sv i luppabi l i di , Si pub 
quindi supporre che per qualunque re t ta g di <(¡ , l e due r e t t e 
g e g1 = T corrispondono a g l i s t e s s i va lor i di u ,v , i parame-
t r i uj.v essendo sv i luppabi l i per ambedue l e congruenze. II r i -
ferimento 
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(36) A«, A¿, A» 

s i pub a l lora , come ei vede fáci lmente , assoggettare a l l a con-
' s I ^ dizióne o s s i a 

(37) 1 
Notiamo esplioitámente l e equazioni 

(38) 
- • z 

che corrispondono a i l e (11)» Differenzianâo esteriormente l e 

(37) s i o t t i ene 

(39) [ z ¡ « - * n < " i ] = 0 , = 0 . 

Sce l te comunque l e u ,v , un!omografia S^) s i dirà 
tangente, rispettivamente osculatrice^aTÜa tra&formazione T 
(nel la re t ta g di eíf corrispondente ai v a l o r l s c e l t i di u , v ) , 
se H rea l i zza un contatto ana l i t i co del prims, rispettivamente 
secondo ordine^ fra l e du^. congruenze (nel senso d e l l g geome-
t r í a r igata , c ioè nell fS,_ rappresentativo H rea l i zza contatto 

D 
anal i t i co puntuale del primo, rispettivamente secondo ordine 
fra t e superf ic ie , J? ). Oondizioni anal i t iche per un1 orno-
graf ia tangente H sono (scegliendo convenientemente i l fa t tore 
scalare) 

(40) H [ a a H M ] , 

per un'omografia osculatr ice "bisogna aggiungere l a condizione 
u l t er iore 

(41) Al] = ̂ [ K 4 ] + frolfi A*] . 

Facendo uso del la prima de l l e (16) e ricordando l e (37)» pos-
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siamo dare a l l a condizione (4©) l a forma 

(42) H [ ^ ^ - - [ A ^ ^ . H l M i l - ^ X ^ / , ] , 

dove 

(43) fr 2 -

Vediamo che omograřie tangentl H esistono per ogni T sviluppa-
b i l e (invece non esisterebbero se T non fosse sviluppabile) e 
sono 

H A i = fk\ 
H A2 = 

( 4 4 ) H A3 = f A ! pA« , 

H A4 = f*<A4+ W * M \ ' 

dove j i ^ possono s ceg l i e r s i a piacere 
sicchě per dati i a l o r i di u,v s i hanno omografié tangenti 
H. Notiamo che i l cambiamento del segno di ^ ha solo \m signi-
f i c a t o formale giacche la sost i tuz ione 

(45) / ? k h fr^t^ 

l - ř h Ax 

noií oaatiá che í l fa t toré scalare di H. L'aspressione di H in 
coordinate di piani e 

-i 
H E , 1 B3 )-/*-2B4 ! 

H E 2 = f (E«-;\2EJ)- J ^ E ' 

H E, = p"* E1 
(46) 

'3 " f E3 
H E4 = f E; 
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e in coordinate di ret ta 

H ^ A g ] = 

h m = f i t A í A { i + M 
H [ A l A j = [A-A-] + \ 2 [A.A¿] 

(47) H [ A 2 A 3 J = [A¿A.~]- ^ [ A ^ A . ] 

H [A2A4] = f 1 ^ ] - ^ ^ [A'A.] 

H [A3A4] = [A3A0 + V A h] ík¡kÚ + 

+ ^ [ A i A ; ] - >2[A2Aal-fr2[AíAD+fVi [ V i l 
E1 chiaro che cambiando l 'or ientazione di ¿L s i deve cambiare 
anche quella di ^ ; per t a l e cambiainento d'orientazione s i ha, 
o l t re (19) e l 'analoga re lat iva a , ancora l a 

(48) l f A, k \ 
( ť it h ) 

espressa dalla (20) ins i eme co l la 

(49 f l ~ y~i. - / h / 

I»a nozione dell lomografia tangente non dipende dall 'orientazione 
ed b autoduale. Dalle (16) segue 

d C l \ » - (d + + u^ , UJj + £ ÍS fs j,] f 

t ( d o ^ * % f t j > < . A ^ U J ^ C J ^ o j t f ^ [ A ^ 
(50) 

e relazione analoga s i ha anche per X . Osservando (43) e (47) 
s i ot t iene 
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H4* L M J ^ L M ; . ] ^ + CA\ Ail -

+{{<- - W - f A K - * ř ^ ^ i [ a ; ftU + 
•fft- f*A) - W- fV* "i ̂  & 

l e (39) p«r»ettono di porre 

(52) * - i " » -

I I confronto di (50) con (4*1) prova che H | im'oniograíia oscula-
t r i c e se e solo se 

(53) , Pi~rlh, 

(54) 
1 \ T A " 0 ' -

Una traaformazione T (necessariamente svi luppabile) d e l l a congrue^ 
za s i dice deformazione pro ie t t iva , se per ogni a c e i t a di 
parametri u ,v e s i s t e un !omografia oscu la tr ice . Abbiamo quindi 
provato che condizione necessaria e s u f f i c i e n t e per deformazione 
pro ie t t iva di una congruenza non parabólica h l ' e s i s t e n a a di un 

Y 4 0 t a l e che valgamo l e (53). Segue che i l t ipo (v.pag.6) 
di una congruenza non cambia |>er deformazioni pro ie t t ive , Se 

sono congruenze l i n e a r i (t ipo VII), l e (53) sono ident ica-
' cp a?t 

mente soddiefatte s icché ogni trasformazione svi luppabile 
& a l lora una deformazione pro ie t t iva , e date l e u ,v , v i é ancora 
nel l 'omografia osculatr ice un parametro arbitrario f 2 ¡¿0. Per tut 
t i g l i a l t r i t i p i s i ha invece che l e equazioni (53) (supposte 
r i s o l u b i l i ) determinano unívocamente ^ s icché, date l e u*v 
l 'omografia osculatr ice & única. Si vede che nel caso dei t i p i 
VI e VI di nuovo ogni trasformazione sviluppabile 
deformazione pro ie t t iva , i l che non b piü vero per g l i a l t r i t i p i . 
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Notiamo ancora che, secondo (44) e (54), 1'omografia osoulatrice» 
che indi oh lamo con H^, -h data da 

H ^ = 

H0A2
 = f k 2 

( 5 5 > H 0 A 3 = f (A- + f f l A . ) 

HoA
4 = f V + Î f

2 

dove y soddisfa l e (53). 
Tomiamo al caso generale di una trasformazione sviluppabi-

l e quals ias i e indichiamo con H una qualunque omografia tangente. 
Se cU ¿O al lora per £0^=0 i l punto Â  descrive una curva 

C1 ed i l punto AJj descrive una curva C|j. Si vede súbito che l e 
due curve H Ĉ  e C| hanno nel punto comune AJJ contatto geométri-
co del primo ordine e lo s tesso piano osculatore^ sicchè s i pub 
calcolare l ' invar iante di contatto (v.p. es . Fubini-Cech, Introduc-
t ion à la géométrie projective d i f f é r e n t i e l l e des surfaces p.32) 
che indichiamo co# Avendosi 

H Al - f ti\ J Hdv A4 £ j ^ j Aj ^ f i ^ z h[}cKfa(ùJtftH)A* Ô A* ( ^ c ^ 

s i ot t iene 

A - ¿d'i • 

similmente se Olg^O 0̂ 1*2» P e r ^ ^2 d e s c r ^ v e 122181 

curva Cg e i l punto A£ descrive una curva e l'omografia H 
real izza contatto geométrico del primo ordine di Ĉ  e con 
invariante di contatto 

i . cki 
w ¿ c y r , 

Dualmente: se j i O jS ^, a l lora H rea l izza contatto geométrico 
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del primo ordine fra l e curve duali d e s c r i t t e per -0.^=0 dai 
Bianl © E'^ e l 1 invariante di t a l e c o n t a t t o h 

( 5 8 ) fi'-fiv 

se a l lora H real izza contatto geométrico del . prima 
ordine frá l e curve duali descr i t te per dai piani E^ e 
E». e l 1 invariante di t a l e contatto h 4 

;* fiL 
(59) fr s 

E1 notevole che g l i invarianti di contatto che abbiamo indotto 
dipendono solo da ^ e non da ^ , ^ f , y ^ M Ora H 
traeforma l a punteggiata jj^A^^ ne l la puiLteggi&ta ^Ajj A,Q me-
diante una p r o i e t t i v i t á IT : 

T T M f t f t , 7 r M (60) 

ed i l fasc io di piani d'asse [A.¡A„j ne l faaoio di piani d* 
r i " — * 
¡A!A£ l mediante una p r o i e t t i v i t a >¡ : 

aese 

(61) 1 r t r f ť ^ t í ' E ^ . j í ; 

La p r o i e t t i v i t á 71 porta i l primo fuoco Â  nel primo fuoco A*, 
i l secondo fuoco A^ nel secondo fuoco A£; l a proiett ivi-tá T¡ 
porta i l primo piano fócale E. nel primo piano fóca le E!, i l 

l 
secondo piano fócale E^ nel aecondo piano fócale Sce l to f , 
l e due pro ie t t i v i tk J) , TI1* son ben determínate; viceversa la 
s c e l t a dell»una de l l e due proiett ivi i tá 7T , 7)* determina e 
quindi anche l ' a l t r a . E1 f a c i l e di descrivere geométricamente 
l a relazione fra l e Tj , jJ* . Se e s l i endo ^ , son date l e 
p r o i e t t i v i t á $ i n conseguenza possiamo estendere l a 
trasformazione T ( t t — ^ ^ , ret ta —? re t ta ) da una parte 
in una trasformazione puntual© S ^ — c h e indicheremo con T( Tí) 
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¥ * 
e d a l l ' a l t r a in una trasformazione planare S- —^SI (essendo 

w J^ ^ * 

ST . S' a l i snazi duali -ciaDe-t-to ad a y, s ' ) , cVi© indichererio 
con T( U* ) . Si lia 

(62) T t * ) ( * t V ^ ' , 

<«) Tin») (x, f 

Ponendo l e u,v uguali a funzioni di un parametro t s c e l t o co-
munque purché {ou^t^j ¿0 4 [oJ^d, tQ 9 s i o"^*6310 r igata 
sghemba B<6antenuta i n cui oorrispende i n una r igata 
sghemba R1. Ora l e (12) danno 

Chi iAI 

sicchk secondo (14) i l piano tangente a R ne l punto 

h 
• * c 

Símilmente i l piano tangente a R nel punto, 

» .» 

V * 

che coincide col piano ' , c io che dà l a descrizione geo-
metrica r i c h i e s t a dé l ia relazione fra i e dpe p r o i e t t i v i t à T> t ïj\ 

Consideriamo in hrevità l e as intot iche curve de l le rigfcte 
R,R», Dalle (12)s i deduce 

- * 
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f A ^ d ^ x ^ + X g A g ^ i = 

Bicché Hequazione d i f f erenz ia l e de l l e asinto t iché del la r igata 
R h 

ZviU\ fatJtx^Xidx^M ^ i ^ & ^ D t 
(64) ' 

Símilmente l faguazione d i f ferenz ia le d e l l e as intot iche de l la riga 
ta Rf h 

Sottraendo s i ricava 

^ T t t C l t , r ^ r ^ K ^ ' 0 

In queste conferenze non discuterb l'equazione (65) per tras for-
jnazioni svi luppabil i generali , limitandomi a considerare piíi 
tardi i l caso di defoimazioni pro ie t t ive . 

Per mancanza di tempo mi l imiterb nel seguito a considerare 
solo i l caso di corrispondenze sv i luppabi l i fra due coxigruenze 
non parabcliche del tipo I: 
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(66) ^ d t f a p t t O Í ^ t í f a , 

possiôde Aunque du© superf ic ie f o c a l i non svi luppabi l i (A^), 
(Ag) e símilmente anche . 

La condizione (53) de l la deformazione proiet t iva b una con-
dizione t r ip la . Ora l a congruenza s e dipende da due funzioni ar-
bi trar io di due v a r i a b i l i e l a s t e s sa general i tà ha ancha Se : 
perché una corrispondenza svi luppabile f S t s e date non 
dipende ôhe da (du-e) funzioni di una var iab i l e , s i vede che l a 
I piu grande dipencte da Quattro funzioni arbitrarle di due  
v a r i a b i l i . Si pub quindi aepettare che una generica è pro i et t i 
vámente indeformabile. vale a dire che ogni sua deformazione 
Bj^ô^'Wtva è una traaformazione omografica — , e che 
l e congru enze proiettivamente deformabili dipendo no da una 
funzione arbitraria di due v a r i a b i l i . Che proprio è c o s i , consta 
tb già E.Cartan nel 1924 ne l la sua comunicazione al Congresso di 
Strassburgo, che contiene i primi. r i s u l t a t i p o s i t i v i ne l l a teor ia 
piuttosto complicata del la deformazione proiet t iva di congruenze 
r e t t i l i n s e . Si pub anche aspettare che una de l l e due superf ic ie 
f o c a l i , s i a (A^), pub s c e g l i e r s i ad arbitr io e che l e congruenze 

proiettivamente deformabili con una superf ic ie foca le (A^) 
data dipendono da un certo numero di funzioni arbitrarle di una 
var iabi le . Ma una dimostrazione rigorosa e l a preci-sazione neces-
èaria non fu data che recentemente da Bam-Zelikovic nel seminario 
de l l 'un ivers i tà di Mosca condotto dal Prof. Finikox (v.S.Í.Pinikov 
Teorija kongruencij, 1950, p. 497/9» 506); l e congruenze pro-
iettivamente deformabili a superf ic ie foca le (A^) data dipendono 
da se t te funzioni arbitrarle di una var iab i l e . 

lo trovai indipendentemente qualche anno fa l o stesso 
r i su l ta to mediante c a l c o l i un po ! lunghi che perb promettono 
r i s u l t a t i u l t e r i o r i più general i . 

E1 naturale l a domanda sul la caratterizzazione geométrica 
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de l l e trasformazioni svi luppabi l i T che soddisfano solo una  
de l l e quattro condizioni (53). A ta l e uopo s i osservi che i n 
v i r tù dél ia supposizione (66) son d é f i n i t i e d ivers i da zéro 
t u t t i e quattro invariant! di contatto j ^ j g , D^jJ' e l ' a r b i t r a -
r i e t à dél ia acei ta di f^^O permette di prescrivere ad arbitrio 
i l va lore , purché diverso da zero> di uno di. e s s i . Ora é 
l a condizione perché H r e a l i z z i per 0^=0 contatto anal i t ico 
(del primo ordine) A , . — j 2 = 1 é l a condizione perché H r e a l i z -
zi per 6l>2=0 contatto anal i t i co A g — é la condizione 
perché H rea l i zz i per 6 ^ = 0 contatto anal i t ico A^—^ 3^=1 
é la condizione perché H r e a l i z z i per ¿0^=0 contatto analitico) 

M a d a l l e e í 1 4 ^ 3 Q g u e 

« A i - f h t f l i h i * ¿ ( f h \ p > t + o>,) 

e símilmente per A ^ D u n q u e (senza l e l imi taz ioni CJ^=0 
O Oí2=0): 

V 1 » 
¡2=19 l é l a condizione perché 
j*=1 f jag=0 I H r e a l i z z i contatto 1 E^ —^ E^ 
^ = 1 , ^ = 0 J anal i t ico del primo f E^ — 

ordine \ 

A1 Â  
A, 

Si ott iene cosí i l s i g n i f í c a t e geométrico di t a l i trasfór 
mazioni svi luppabil i ^ — ^ ^ f ! che lasciano inal terata une del -
l e quattro forme d i f f e r e n z i a l i (25)¿ Vediamo in primo luogo che 
<j) = (j>1 (uguaglianza de l le forme puntuali) se e solo se $er 
qualunque sce l ta di u,v e s i s t e un'omografia H(S^—^S^) che rea l i z 
za contatto anal i t ico del primo ordine tanto per Â  quanto 
per A g — ( s i v e r i f i c a fácilmente che una ta le H % necessa-
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riamente tangente per T, val.e a diré che essa rea l izza anche con 
tat to anal í t i co ( j^A^ —* 6 o l i e (iua;:iLmen'be í11^"* 
glianza de l l e forme pihanari) se e solo se per qualunque u,v 
e s i s t e un^mografia H ( S ^ — c h e rea l i z za contatto anal í t i co 
del primo ordine tanto per E ^ — q u a n t o per E ^ — . $utto 
c i6 h evidentemente conseguenza del la caárairt;er.izzgzione geomé-
t r i c a data dal Terracini (v.pag.6) de l la forma (é de l l a 
forma duale ) e non dá quindi niente essenzialmente nuovo. Ef 

invece nuovo che (uguaglianza del le prime forme f o c a l i ) se 
e solo se per qualunque u,v e s i s t e un'omografia H ( S ^ — c h e 
réa l izza contatto anal i t ico del primo ordine simultáneamente per 
Â  — t per E^ e per ¡A^^-^jA^A»]; símilmente F2=F¿ 
(uguaglianza de l le secondo forme f o c a l i ) se e solo se per qualun-
que u,v e s i s t e un'omografia ^ S p che rea l izza contatto ana-
l i t i c o del primo ordine simultáneamente per A^ , per 
E4 E4 e p e r CA1A2} —^ D̂unque l a condizione ^ = 

Biguarda solo i fuochi Â  e A^, la condizione solo 
i pian i f o c a l i E^ e E^, l a condizione P^Pjj solo i l primo fuoco 
Â  ed i l primo piano fócale E y l a condizione ^ s e c o £ 
do fuoco Ag ed i l secondo piano fócale E^. Son quindi ormai chia-
re l e ragioni per l~e denominazioni forma puntuale ^ , forma 
planare CJ>* f prima e seóonda forma fóca le e E^ed h naturale 
chiamare deformazioni puntual! l e trasformazioni sv i luppabi l i 
T che conservano ^ > deformazioni planari quelle che conser-
vano cp* , deformazioni f o c a l i di prima e di seconda specie 
quelle che conservano , r iep. E* puré opportuno di chiama-
re deformazioni as intot iche di prima specie l e trasformazioni.svi 
luppabi l i che determinano una corrispondenza as into t i ca fra l e 
prime superf ic ie f o c a l i (A^) e (A.j) e deformazioni asintotiche 
di seconda specie quelle che determinano una corrispondenzaasin 
t o t i c a fra l e seoonde superf ic ie f o c a l i (A^) e (A£). Eutte queste 
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sono insomma 6 specie part i co lar i di trasformazioni svi luppabil i 
T e l e deformazioni pro i e t t i ve son quelle che appartengono simul-
táneamente a tu t t e l e s e i specie; v iceversa Qsotto l a condicione 

le . trasformazioni svilüLppahili che appartengono a tre 
qualunque fra l e s e i specie appartengono necessariámente a l i e 
a l t r e tre e son quindi deformazioni pro ie t t i ve . E1 ctfero che 
per qualunque de l l e s e i specid di deformazioni che abbiam introdoj; 
t e l a prima congruenza (de i t ipo I ) pub sce£Liersi ad arbitr io 
e l a seconda (puré del t ipo I) dipende poi da una funzione 
arbitraria di due v a r i a b i l i , 

Siccome una congruenza non parabólica dipende da due 
ftfnzioni arbi trarle di due v a r i a b i l i , non s i possono sceg l i ere 
arbitrariamente tre de l le quattro forme (25) ( i l che determinereb 
be, facendo uso de l l »identité. (26), anche l a quarta), ma put> aspet 
t a r s i che due re laz ion i fra l e quattro foime (25) possono pre-
scr iverai a* c^-t^rr*, • 0r:.o s i conf erina c o l calcolo che segue. Si 
vede fácilmente che é sempre poss ib i l e di scegpLiere i l riferimen 
to (2) i n modo she s i abbia 

a l lora 

Cerchiamo l e congruenze c£> (del t ipo I) t a l i che 

dove § ( | , ^ , u , v ) , Y ( ^ , ^ , , u , v ) son date 
funzioni di cinque v a r i a b i l i sottoposte a l i a condizione che i l 
tango de l la matrice 



- 22 -

¡2±- a t 

/ H 

, 3 Y W 

H M z 

E* Cech 

M . \ 
A L , * 

Sjü 
3U / 

è uguflle a 2 anche p e r ^ - =0* Dobbiamo integrare i l s i s t e -
ma d i Pfaff (Sl+CI^Í+ÍOT) sotto l a c«"***«*0116 CWcLa cul s i r i -
c&yeno per dif ferenziazione due equazioni dé l ia forma 

<69) 

dove ^ , s o n funzioni conosciute di 5 v § r i a b i l i CÍ ̂  OÉg' 

0 1 ^2* oí 1 fi 1 ' ^^^ c h e ^ rango dé l ia matrice 

/ h 2 h 3 

k 2 k 3 / 
è uguale a 2 anche se valgono l e (68); La differenziazione es te -
riore del nostro sistema di Pfaff dà l e re laz ioni 

(70) [ c o ^ c o ^ A v ] : ô , O ^ u " 0 ^ ^ u 3 - O 

e l e re laz ioni (17), in cui l e quantità «¿^ e( jj^, ^ 
e i loro d i f f e r e n z i a l i sono l ega t i dal le (68) e (69). Ponendo 

l e equazioni (69) assumono) l a foima 
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)+fyftDfr* fit Dk Hj, Mft+fc a. trzO, 

e l e (17.) l a foima 

^ l ^ l D ^ W w ^ « V í M { P f r M ^ i l ^ u ) « o J - g j j j OJjQ-O 

Siccoqte ¿1 ¿»¿axmiimivte 

i 
0 0 _ CO 

2 
0 0 

0 OJl 0 0 0 

0 0 0 

0 OJi 0 0 

0 0 CO*. 0 

0 0 0 « i Ixh 

non h uguale a zero idénticamente in CO ,̂ CJg' ^ s i s i ; e i a a 

Pfaff considerato h i n involuzione con soluzioni dipendentl da 
se i funzioni arbitrario di una variabiles 

Jé 
Gli invarianti di contatto j^, f dipendono dal-

l a ace i ta di ^ f ma l e loro combinazioni 
(71) j 

ne sono indipendenti ed i l nostro r i su l ta to s i pub enunciare 
dicendo che, data la congruenza f se per ogni sua ret ta g son 
prescr i t te due re laz ioni fra l e (71) ( in modo che pub dipende-
re dalla ret ta g) , al lpra l e trasformazioni svi luppabil i T sod-
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d i s facent i l e relazioni prescr i t te esistono e dipendono da sei 
funzioni arbitrarle di una var iabi le . 

Vi aonq casi part icolari notevol i del teorema generale 
a t t a w t o . Se domandiamo che esi.sta un valore di f ^ che sjaddiflfi 
t re re laz ioni s ce l t e fra l e (53')% otteniamo t a l i deformazioni 
puntuali o planari del la congruenza che determinano una 
trasformazione as intot ica di una superf ic ie fócale; i l teorema 
generale c i insegna che, data ad arbi tr io , l e defonaazioni 
r i ch ie s te dipendono da se i funzioni di una variabi le , Possiamo 
anche demandare che e s i s ta un valore di ^ soddisfacente due 
fra l e (53)» ed un altro valore di ^ soddisfacente l e rimanen-
t i due. Si ottengono cosí tre t i p i part ico lar i di trasformazioni 
sv i luppabi l i : (1) t a l i che sono simultanemnnrmte defoimazioni 
puntuali e planari; (2) t a l i che sono deformazioni f o ca l i simul-
táneamente di prima e di seconda specie; (3) t a l i che determina-
no una trasformazione as intot ica di ciascuna de l le due superficie 
f o c a l i . Di nuavo, sce l ta ad arbi tr io , l e deformazioni r i -

chieste dipendono da se i funeioni di una variabile* 
Ritornando a l io studio di una trasformazione sviluppabile 

T arbitraria, scogliamo ^ o, c ió che é l o s tesso , scegliamo 
l e p r o i e t t i v i t á y í S O ) . Essendo H=H( "JT ) un-omografia tangente 
(44) appartenente al valore sce l to di , csaminiamola in con-
neasione co l la trasformazione puntuale ÍP( TT ) introdotta a 

pag«15. All'uopo osserviamo che, secondo (12) e (44), 

' ^ 

+ [ * < ( > , < o , T p f f f 1 i-zí'-f-+ " V h ^ i ) ) ' 

Dalle (72) s i deduce fácilmente che se i l punto 
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(73) X = x1A1 + x2A2 

deecrive ne l lo apazio S^ una l inea qualunque C, cui corresponde 
« M & I O S' l a l inea c« doscritta dal punto 

a l lora nel punto X1 corrispondente a i valori i n i z i a l i di u f v l e 
tangent! a i l e due curve C1 e HC stanno in un piano cho passa 
per l a re t ta g1 «= Âjj e questa è una proprietà caratterist i« 
ca di quelle omografie tangenti che appartengono a l valore acei-
to di ^ . Domandiamoci quand'è che nal punto X1 s i ha contatto 
anal i t ico de i ie due l inee C* e HO. La condizione h 

/¿Ç  

fy W+PÀr f * i ^ O ^ f 

ossia 
3 . \ 

(75) i 
X i fcy-* = 0 

Se s i s ceg l i e e se s i determinano l e X«j> ^all 'e-
quasi one 

(76) ^ 

l a (75) assume l a forma £v¿(56) e (57)J 

( 7 7 > *)*» " ^ * t " 0 

Si Ottiene cos l un1 omografia tangente ben determina ta dal la 
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ace i t a d i f * , che indichiamo con I T )• Si ha dunque 

K(1T ) k f f K(7T) Ag» 

K(7T)A3= f (A'+ A 1 A p ; K(70A 4 - J (A»+ / 2 A¿) 

con , ^ sodd is facen t i l a (76), P ropr i e t á geometriche c a r a t -
t e r i s t i c h e de l l 'omogra í ia K( 7T ) sonó l e seguen t i : Per quel le 
UAse c , por cui CJ^=0 s i ha nel punto (74) con ta t to a n a l i t i c o 
del primo ordine f r a l e curve C1 e K(U) C o (se e aempre 
oppure (se & se e solo se C passa per A1 (se cioé 1); 
per quel le l i n e e Cf per cui C ^ =o, s i ha nel punto (74) c o n t a t -
to a n a l i t i c o del primo ordine f r a l e curve C1 e K(TT )C o (se h 
3 ^ 1 ) aeapre oppure (se h j ^ l ) se e solo se C passa per Ag (se 
ciofc x^=1). Nel caso 1 di una deformazione puntual e v i e 
un 'unica s c e l t a di ^ per cui t ^ i z ^ i l ! omograf ia K (TJ* ) 
corr ispondente s i a d e t t a puntualmente assoc ia ta a l i a deformazio-
ne puntuale T e s i i nd ich i con K • La t rasformazione puntuale 

o 1 
7T) corrispondente a l Calore sce l to di J (ricordiamo che 

« f f = ) h 1 1 inviluppo d e l l e 00^ omografie 

9 ^ 
la a ce i t a di f detennina anche le p r o i e t t i v i t l i IT (61) 

che generano l a "trasformazione p lanare T (IT*) (s* — ^ s p . Si han-
no formole dua l i a l i e (72)t 

A 

(79) 

p j l\+f ^i, * H ( y j í¿* x¿ £«) , 

e i ) - H <1 (>4 V i -

* 
AlVomografia Z( <JJ") h duale l ^ m o g r a f i a K( J? ) : 
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K<tt*) A ^ A ' ^ A ' , ) , Kfr*) A » f H ^ t A] j 

con Xf * soddisfacenti l a relacione 

(81) ¿ y - + V ? « * £ A* 

a l l 1 equazione (77) é duale l a 

(82) ^ ** -
* * 

Nel caso jg = 1 di una deformazione planare v i é un1 única 
s ce l ta di ^ per cui j * « j* = 1; l a K(1?*) correspondente 
s i dirá, ulanarmente associata a l i a deformazione planare T e 
s ' indicherá con K l̂ l a trasformazione planare 

corrispon 
dente al valore aceito di (per cui f i ^ ^ f a , ¡ f^f í . ) 
h l ' invi luppo del l e oo^ omografie K* . 

Le due omografie E( ) f £( lt ) corrispondenti a l i o 
stesao valore di sono i n generale diverse l 'una d a l l f a l t r a , 
Esse coincidono ee e solo se 

. J p 
(83) T r t - T ^ + r » ^ 

Si calcóla fácilmente che, perché l a (83) s ia completamente 
integrabi le , occorre e basta 

oss ia 

(84) <¿5- rr* _ f c l - m*J 

f - f ' - i 
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ret ta g di X PUQ ©ce©Lie*cÍ ad arbi tr io poarti i fuoohi 
Â  rispettivamente nei fuochi Ajj, A£); l a (83) determina poi 
unívocamente tutte l e p r o i e t t i v i t á "7J • 

Con ció lasciamo l e considerazioni frammentarie su l l e 
trasformazioni sv i luppabi l i generali per volgerci a l i o studio 
de l l e deformazioni proiett ive* Per ragioni di brevitá , continuia 
mo a l imi tarc i a l caso (66) di congruenze del t ipo I . E1 chiaro 
che i l riferimento (36) pub essere spec ia l izzato i n modo che 
Nomografía osculatrice (55) abbia l 1 espress ione ana l i t i ca sem-
pl i ce 

(85) H ^ A - , HOA2=A¿, HOA3=A., HA4=A« • Al A -» —ft- -v « XI A i - A i 
o 2 2 o 3 3 o 4 4 

oss ia 

(86) 

e d 'a l t ra 

(87) Jt 

Differenziando es ter iomente otteiiiamo d a l l e (86) 

c u . ] í ^ r % H } - o , 

A ~ O j 
(88) 



JU'fllH»* 

e da l l e (87) 

(89) 

Le X88) peimettono di porre 

(90) ^ U ^ ^ i á -

©sserviamo che 

(91) 

gosicché 

(92) C i i O i ^ } • 

h un d i f f e r e n z i a l e esat to . 
Una deformazione pro i e t t i va h simultáneamente deformazio-

ne puntuale e planare; possiamo quindi considerare, o l t r e 1*01110-
graf ia oscu la tr i ce H^, anche l f omograf ia puntualmente as soc ia ta 
£ e 1 ^mograf ia-planamente assoc ia ta k* • Le e spress ion i ana-
l i t i c h e di Kq e K * s i ottengono da ( 7 6 ) , ( 7 8 ) , ( 8 0 ) e (81) po-
nendo j* =1 e sono 

(93) K e A d = A ; M ^ - c ^ Á -

(94) K ? ^ , L A ^ - A ; tfÍA^+c,*, R o A r A V A ' v . 

Le t re omografie H , K , oo incido no s u l l a punteggiata [ a , ^ 
ma l e t re immagini di un punto di S^ s i tuato fuor i sono 

i n generale mutualmente d iverse . SÉ coincidono (due e quindi . 
t u t t e ) l e t re omografie H ,K 

, l a deformazione p r o i e t t i v a 
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f b singóla re . La oondizlone ana l i t i ca per una deformazione pró-
Aattiva s ingalare b 0^=0^=0 tx&sia 

(95) T a - T t x - 0 

Se T non b s ingolare, pu6 darei nondimeno che anche fuori di 
e s * s ^ o n o P131^» l e c u i immagini ne l l e tre omografie 

H
0fE0» coincidono; l a T s i dice a l lora semisingolare e t a l i 

punti riempiono necessariamente uno dei due piani focal i . La 
condizione anal í t i ca per una deformazione semisingolare b 0^=0 
ossia 

(96) C í a * t i l t i l - ° 

se coincidono l e tre immagini dei punti s i t u a t i ne l primo piano 
fócale E~t e c4=0 oss ia 3 1 

(97) C V 

se coincidono quelle dei punti s i t u a t i nel secondo piano fóca le 

V 
Si ottengono proprAetá geometriche carat ter i s t iche del 

caso s ingolare, e semisingolare esaminando l e trasfoimazioni 
puntuali A -̂̂ A^ e k ^ k ^ fra superf ic ie f o c a l i che ñas cono dalla 
trasformazione r igata I . Osserviamo prima di tut to che dalle 
(88) e (90) »i ricava 

(98) cjs-¥<ÍíCaOJí¡ T í , , * C Ü x 

Ora da (87), (90) e (98) segue 

(99) 

d ^ H J V í f - í í j i d A^cZ€¿s>téicicoiu>i-4Aclc/Jl!i+ tí A} , 
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HOA2/ cl A i ^ H o d ^ , 

(too) 
eT A ^ t t d 2 k^ 17lt d (-ot2 Cj s*áC¿u>iu>¿r.ptCt s 

Nel caso de l la deformazione proie t t iva T singolare l'omo-
graf ia Ĥ  osculatrice per T è osculatr ice anche per l e corr i -
spondenze puntuali A . j — A ^ — s i c c h è l a deformazione 
proiet t iva singolare di -una congruenza non parabólica m deter-
mina una deformazione proiett iva di ambedue superf ic ie f o c a l i , 
Viceversa| se l a deformazione proiet t iva T de l la congruenza S B 
determina una dteformazione proiet t iva di almeno una superf ic ie 

CP 
foca le di , a l lora T h necessariamente singolare, Eccettuato 
i l caso singolare» l'omografia Hq è soltanto tangente a l i e cor-
rispondenze puntuali A -̂̂ Aij e A -̂̂ A^ e su ciascuna de l l e due 
superf ic ie f o c a l i v i sono due direzioni carat ter i s t i che nel 
seneo che Ĥ  h osculatrice r i spet to a Á^-í A| per quelle curve 
tracc ia te su (A^ ) [suÍA^)^] che toccano i n Â  ( in A )̂ una 
direzione carat ter i s t i ca . Le direzioni carat ter is t iche su (A^) 
so no 

( 1 0 1 > Ct Cof + ïoli CiCüt COi* - O 

e su (Ag) 

(102) t C ^ C ^ + i ^ w ^ ' O 

Ricordando che l e direzioni (27) sono asintotiche sul la super-
f i c i e f o c a l i , s i riconosce subito che su ognuna d e l l e due su-
p e r f i c i e f o c a l i l e direzioni carat ter is t iche son coniugate. Si 
vede pure che nel caso semisingolare (96) su (A^) l e due d ire-
zioni cJj=0 e .C0j.=0 son carat ter i s t iche) mentre su (A^) l e 
direzioni OJ¿ =0 e u*2, =0 separano armónicamente l e direzioni 
caratter is t iche; similmente s i dica peí caso semisingolare (97). 
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E1 "bexi noto che l e défoimazioni pro ie t t ive eingolari di 
cohgruenze non paraboliche dipendono da se l funzioni arbitrarle 
di una vari ahi le ; a pag» s i vedrk che questo r i su l tato s i 

come caso particolare del teorema generale enun-
oiato a pag» 21. Per determinare l a generalitá, de l l e defoimazio-
ni pro ie t t ive sémisingolari , basta esaminare Al oaso (96), Si 
vede fácilmente che una sce l ta conveniente del crfcstejjia di rife-* 
rimento (2) permette di supporre crti = mentre c2=0. 
Si de ve a l lora esaminare i l sistema di IBfaff 

(103) 

La dif ferenziazioae esteriore foraiaoe l e re laaioni 

L ^ í i ^ i j - p i t + s o , 

j>ltu/4] = o , [ t v l w*) - ^j"] - O) 

fo^r-^ti+^n « 

II eistema (103) & im involuzione ed arrvismo al r i s u l t a -
to che l a defonaazioni proie t t ive semialngolari di congruenze 
non paraboliehe eaiatono e dipendono Aa nove funzioni arbitrarle 
di una yar iabi le . 
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Ssseirto T una deformazione pro ie t t iva arbitraria dél ia 
congruenza non parabólica à ^ a consideriamo l a trasformazione 
puntúale ) X^^ S^) dove TM^A*, Tr.Ag=A^ d'accordo 
con (85)-. Avendosi attualmente * o/g = , J\L * 
jij, = ji^ , l a (65) assume, tenendo conto di (87) f l a 
forma s empli ce 

Ricordando i l s i g n i f i c a t o dél ia (65) otteniamo i n primo luogo 
i l r i su l ta to noto che se T è s ingolare, l a corrispondenza puntua 
l e £(TT ) è totalmente as intot ica nel senso che per una quai vol-
que r i gata sghemba H contenuta in<^f , l a corrisp©ndenza R —* R1 

subordinata a T( TT ) è as intot ica . Se invece l a deformazione 
pro ie t t iva T non è nb singolare nè semisingolare, a l lora â i vede 
che 

(104) c = cost• 

è una decomposizione di ¿f i n una famiglia œ di r i -
gate sghembe che chiainiamo decomposizione as in to t i ca di c)f (re-
l a t i v a a l la deformazione proiet t iva T) perche tu t te l e superf ic ie 
r igate dé l ia decompo>s±zione son trasformate asint o t i c ámente dal -
l a ï (Tf ) , i l che non h più vero per l e a l t re r igate sghembe 
contenute in 

Se T è s ingolare, l a decomposizione as intot ica di câ d i -
venta indeterminata, Se invece T è semisingolare, a l lora (104) 
h una decomposizione di o¡f i n oo1 r igate sv i luppabi l i che 
continuiamo a chiamare decomposizione as in to t i ca , ma l ' i n t e r p r e -
tazione géométrie a data sopra non vale più ed oc corre cercarne 
u ^ a l t r a , All'uopo ricordiamo i l concetto dél ia deformazione 
proiet t iva di una superf ic ie , Se D( ) h una ta le de-
formazione e se A è un punto sce l to comunque su 6" , a l lora per 
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def in iz ione esiatono omografie H oscu la tr i c i ( in i n f i n i t à oo ) 
che realizzano contatto anal í t i co del secondo fraraine fra a e 
i n a l t re parole, t a l i che l e immagini di punti di » f i n i t a -
meute v i c i n i ad A rispettiveinente per D e per H di f fer i scono 
1*1103 dai l»a l tra solo per quantità inf in i tés imo del terzo ordi -
ne. Ora tr non è svi luppabile , a l lora l e H poaseggono anche 
l a proprietà duale P che dice che l e immagini di piani tangen-
t i a 0* nei punti infinitamente v i c i n i ad A rispettivamente 
per L e per H di f fer i scono l 'una d a l N a l t r a solo per quantità 
in f in i tes ime del terzo ordine. Se invece 9* h svi luppabile , 
a l lora l a proprietà P non vale i n generale per nessuna d e l l e 
oo omografie H; ma se ( in un punto generico A di 9* ) l a pro-
prietà P vale per una de l l e oo 1 H, essa vale per t u t t e . Sia 
adeaso T( c/P —i> ^ ) una deformazione pro ie t t iva qualunque 
e s i a R una rigata sviluppabile contenuta i n . Allora l a 
ttasformazione di R subordinata a l i a trasformazione puntuale 
TílT ) d i S^ è sempre una deformazione pro ie t t iva , ma essa 
pôssiede l a proprietà P se e solo se R f a parte de l la decompo-
s iz ione as in to t i ca di ; I è a l lora semisingolare. (Se T 
h s ingolare, l a proprietà P vale per ambedúe i s is temi di s v i -
luppabi l i contenute i n o £ ) . 

, La decomposizione (104) di s i pu6 anche interpretare 
senza far uso de l l e as intot iche di r igate contenute i n A? . 
Basta considerare l a decomposizione corrispondente di una de l l e 
due superf ic ie f o c a l i , s i a (A^), i n oo curve. I n f a t t i s i ve -
de subito che l a tangente, i n un punto qualunque Â  di (A^), al-* 
l a curva di decomposizione che v i passa, h l a coniugata amo-
nica di (^.jAgj r i spet to a l i a coppia (101) di tangenti oarat ter i -
s t iche di (A^)• 

Abbiamo già oecasionalmente considerato, insieme eol io 
epazio S y anche l o spazio duale S^ i cui punti sono i piani 
di S ^ ttoa r e t t a g di S. consideriamo come un'insieme di punti; 
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ad ogni re t ta g cli S. corrisponde a l lora -una retira "ben determina 
ÂL . j f - ift* 

ta g di S^ che chiamiamo dualizzazione d é l i a re t ta g; g è 
quindi i l fasc io di piani di S^ passant!, per g. i)ata una congrue» 
sa oC di S*, ae sostituiamo ogni re t ta g di per l a sua 

* * -S* ¥ dualizzazione g , otteniamo una congruenza di S^ • I l pas-
aaggio g — g ^ considerato corne relazione biunivoca fra ^f ed 

s i a detto dualizzazione dé l ia c o n g r u e n z a • La dualizza-
zione di una congruenza 

è un caso particolare notevole di 
trasfoimazione svi luppabile. Per studiarla , possiamo porre 

(105) Â  = E3 , A¿=-E4, A»—B1f A»=E2 

dopodichè 
• / ^ / > fi*'* ' f l * > 

(106) = ^ = 

~ O , -t«e, = 0. 
Ci limiteremo al caso parti col armen t e intéressante di congruenze 
W l a cui dualizzazione è una deformazione proie t t iva . Si h§ 

2= f 1 ) 2 6 ^ « t o m t o (2) pu6 spec ia l i zzars i in mo-
do da avere 

(107) ofd - ; 

oss ia 

(108) * y ^ n = 

Ormai s i ha 

(109) tlt = = ^ = 0, 
cioè son soddisfatte l e (86) e (97) 5 sicchè l'omografia oscula-
t r i c e re la t iva a l la dualizzazione ha l a foima semplice (85) ov-
vero, v i s to (105), l a forma 

V l = E 3 ' HoA2=-E4 ' HOS3=-E1 ' H O V E 2 ' 



« M * l í S i f H 

H è dunque l a polayá.+A rispet^o ¡̂1. o-omslesso l iuea^-oaculato-* o 
re «¿2,, : 

( 1 1 0 ) [ A l A 3 ] - [ V ^ l • 

Dalle (106) s i ha = - ^ s , - , sicchè 
l a dualizzazione dél ia congruenza W, pensata come- una defonna-
zione proiet t iva , e singolare se ¿cfo- ^ n + - =0 ed è 
semisingolare se / - + = 0 oppure ^ ^ -

- ~ ^ i j j =0. Ora dal le (16) s i ha 

( n o d f e f o y i ^ } ) * + 

t K + - K r ^ M 

e differenziando esteriormente l e (108) s i ot t iene 

Bisulta che nel caso C A . + ^ ^ - ^ t , =0 s i ha anche 
^ + =0 ed i l complesso i f b 0 h f i s s o . Quindi l a dual izzazio-
ne di una congruenza W 0$ non pu6 essere una deformazione proiet 
t i va singolare che se sta in un complesso l ineare 

f i s s o s 
l a deformazione è al lora una semplice omografia. 

La special izzazione (107), che dice che i l complesso l i n e a -
re osculatore 

a , 
ha la forma (110), pub completarsi co l l a 

epesial&zzazione 
^ r j t = 0 , ^ + J 3 4 ) 

che dice che l e asintotiche su l l e superf ic ie f o c a l i son date 
dal l 1 equazione 
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<112> *//- OJÍ - o 

Si t ševe faci la#a*# qga auova spee la l i zsas ione permette d i 
siochè inaoama 

una ap tc ia l i s saz ione u l t e r i o r e dá ancora 

(1H) OJít - - e+J^ -t ^ ¿ » 

Differenr iando • ta r iorment« l e (113) a 'ottengona l e (17) dove 
adessd 

(115) 4 i r ¿ , rf.r-d, 1 , 

eicchè «A pub porr t 

(116) = * * h > 

««il • ^ t * - "Vv = ^ % ^ / 

"VI = - A ^ i ) « « ^ - ¿ v - M • 

S a l l e (116) o (117) a i o t t i e n e per difierehzift&Lone e s t e r i o r e 

(118) [^a «*»] - [ ^ t w î J - 2 f** «"»] ® 0 > 

^ • • « V ^ + P v u U C ü l l *= 0 ; 
( 1 1 9 ) J 

< 120 ) f d f ^ ^ ~ ^ ^ J h ^ l l " ° > 

( 1 2 1 ) 
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(1 tz) [ d 1 ' ^ J a V " n * " i ] * 0 • 

II riferimento motile (2) re lat ivo ad una congruenza W é oasnai 
completamente spec ia l izzato (non vi sono piü parametii Beoonda-
r i ) bensl solo irrazionataente % a l posto di (2) a i . pufc,ancora 
mettere 

0 2 3 ) i A , 4 - K f A U 
t £ 1 

dove 

(124) - • 

Giova no ta re l e formoie 

(125) f « K ] ^ ¿ f ^ í ] 

ed osservare che 

(126) = 0 , 

che cio& t^ u/ ^ 1:111 asatto* L'equazione 

t^w^+t^CAí 2=0 def in i sce l a decomposizione as intot ica di ¿(f re -
l a t i v a a l ia dualizzazione. E1 t ^ t ^ ^ o per congruenze appartenen-
t i ad un complesso l ineare f i s s o . 

Conáizione perché l a dualizzazione di s ia semisingolare 
(ma non singolare) & che s ia 

(127) t 2 = 0 4 t 1 

oppure tg^Ost^, l e due p o s s i b i l i t á differendo solo n e l l f o r i e n t a -
zione di oJf t Sia dunque (127). Allora l e (120) e (121) dánno 

(128) <¿t t + — O 

donde r i eu l ta per differenziazione ester iore 
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(129) V ^ i - f j --SZihl^i^i] ~ 0 

II sistema di Pfaf f (8)+(113)+(H6)+(117)+(128) ha n e l l 1 i p o t e s i 
(127) condizioni d l l n t e g r a b i l i t à (118)+(119)+(122H(129), n e l l e 
guali compiano o l tre , ^ quattro forme .dz^jjclzg, ^ 4 2 
con determinante 

0 UJi 3 

0 
Cu^ 

S 
-OO^ 0 

0 

3 
— OJcr 0 

Quindi l e congruenze W con dualizzazioni semisinpolari (ma non 
s ingolar i ) dipendono da quattro funzioni arb i t rar i e di una var ia -
b i l e ; 

Una c lasse notevolissima di congruenze W s i o t t iene suppo-
nendo che l a decomposizione as in to t i ca r e l a t i v a a l l a dualizzazio 
ne corrispónda ad una famiglia d 'as in to t i che d e l l e superf ic ie 
f o c a l i . Per brevita chiamiamo congruenze W con dualizzazlone 
as in to t i ca l e congruenze t e s t é introdotte . La decomposizione 
as in to t i ca è espressa o da w o=0 o da Cu - i/J o=0 e s i ha 

1 2 1 2 

nel primo caso 

(130) t 1 = t 2 

e nel secondo 
(131) = - t 2 

con t ^ O ; i due casi non d i f fer i scono che formalmente l f uno dal-
1»altro, 

N e l l ' i p o t e s i (130) (con t ^ O ) s i ôèduce dal le (120) e (121) 
che 
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(132) 

ed i n o l t r e 

(133) ÍWj + O* 2 ] -
I I sistema di Pfaff (8)+(Í13)+(l16)+(l17> ha n e l l e ipotes i 
(130) e (132), se t ^ O , l e condizioni d ' i n t e g r a b i l i t á (118)+(11£)+ 
+ (122)^123) n e l l e quaii compaiono o l tre oo quattro forme 
d z l > d t 1 , CuL., uJ A 0 con deteminante 

sicché l e congruenze W con dualizzazione a s i n t o t i c a dipendono da 
quattro funzioni arbitrarle di una var iab i l e . Si trova f á c i l -
mente che g l i element i l i n e a r i p r o i e t t i v i de l l e congruenze W con 
duaHizzazione as in to t i ca dipendono da tre funzioni arbitrarie 
di una var iabi le s i oche ogni congruenza Sí con dualizzazione as in-
t o t i a a ammetté deformazioni dipendenti da una funzione arbitra-
r ia di una variabi les Si dimostra pure che, se l a congruenza del 
t ipo esaminato non h R, a l l o r a l e forme , s o n o u*"-"70"* 
camente determinate dall 'elemento l ineare proiefctivó* mentre i a 
quantity t^ resta arbitraria eccetto che essa deve essere costan 
t e lungo l e as intot iche C O P e r l a congruenze R a dua-
l i zzaz ione h poss ib i l e indicare formole e s p l i c i t e : 

(134) - - j í -

c 
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dove f̂ O e g sono. íunzioni .^rhitrari© cLella sola- ULAW & o h una 
eojstante ar^hi-traria. 

Le congruenze W con dualizzazione as intot ica appaino* come 
s*é v i s t o t e s t é , ne l la riceroa importante di congruenze che am~ 
mettono "molte" defórmate pro ie t t ive . Pero noi qui non prosegui-
remo t a l e ricerca. Un altro problema importante di cui peré non 
ho ancora f i n i t o lo studio é quello de l le congruenze che ammetto-
no un gruppo continuo di deformazioni proiet t ive i n sé. Mi l i m i -
to qui ad indicare che per congruenze del t ipo I t a l e gruppo ha 
&1 piü due parametri e che, se é cos i , l1elemento l ineare proiet -
t ivo ha (in parametri svi luppabil i .a ,v convenientemente s c e l -
t i ) una de l l e tre forme 

con c^, Cg, c 0 , c^ costanti . 
Passiamo a l ia considerazione di congruenze paraboliche. Qui 

mi l imito ad un breve elenco di r i s u l t a t i r e l a t i v i silla loro de-
foimazione proiet t iva . Come nel caso non parabólico, c 'é anche qui 
i l caso di deformazioni proiet t ive s ingolari e semisingolari , e 
s i trasporta al caso parabólico anche l a nozione di decomposizio-
ne as intot ica di una congruenza c£ re la t iva ad una sua deforma-
zione proiettiva„ 

Le congruenze paraboliche possono esser d i v i s i in quattBO 
t i p i . 

Tipo I di caangruenze paraboliche con una superf ic ie 
fócale . La 6-1 non h sviluppabile ed consiste di una f a -

F f 
' r Ar"> luT ' 

p- da3 p ^ 
f í dv } l (u+tx)3 ata 
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mi¿Li.a d¿. tangenti as intot iche di 
Tipo II di congruenze con una curva-direttr ice D non 

r e t t i l i n e a ; cons is te di oo í a s c i di r e t t e i cui c-entri stan 
fio nei punti di D ed i l piano del fasc io h tangente, ma non 
osculatore, a D. 

Tipo I I I di congruenze con una curva d i r e t t r i c e D con 
r e t t i l i n e a né piaña; $ consiste di oo ^ f a s c i di re t te i cui 
centr i stanno nei punti di D ed i cui pian» sono osculatori a D. 

Tipo IV di congruenze ¿fc con una ret ta d i r e t t r i c e D; 
1 

consis te di oo f a s c i di re t te tal i che D appartiene a ciascuno 
di e s s i , 

S e ^ 5 una congruenza parabólica del t ipo I , s i a 
p d u 1 r 3 

<¿ du dv 

l 1 elemento l ineare proiet t ivo del la superf ic ie fóca le 6** , 
sicché u 9 v sono parametri a s i n t o t i c i di e" . Supponiaino puré 
che consista d e l l e tangenti a l i e as intot iche v=cost. di 0" ; 
t a l i as intot iche quindi nfin sono r e t t i l i n e e , s icché l a forma 
elementare del Bompiani 

( i d a 1 

(135) —¡—¡— 
dv 

h diversa da zero» Le deformazioni pro ie t t ive di sono i d e n t i -
che a quelle trasformazioni di che sono generate da l le 
trasformazioni as intot iche C di 6* t a l i che l a forma d i f f e r e n -
z ia le (135) resta invariante; l e C son quindi quelle che nei 
1928 chiamai semideformazioni as intot iche , Risulta che ogni 
parabólica del t ipo I e proiettivámente deformabile e che l e de-
formazioni pro ie t t ive dipendono da cinque íunzioni arbi-
trar le di una var iabi le . Le deformazioni pro ie t t ive s ingolari 
di % son quelle per cui C e una deformazione proiet t iva di c 
del t ipo Rq, l a essendo l a congruenza Rq corrispondente, Ri-
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sulta che l e congruenze proiettiyamenta deformabili i n modo 
gingolare dipendcmo da cinque funzioni arbi trar le di una var ia-
tJile. Si pub provare che l e congnuenze proiettivamente defor 
mahili in modo semisingolare dipendono da otto funzioni arbitra-
r l e di una var iab i l e . 

Quantó a l i e congruenze dei t i p i ^ í I , I I I , I V (con una Qurva 
d i r e t t r i c e D) mi l imito qui a l i e oeservazioni seguenti . Anche 
queste congruenze son t u t t e proiettivamente deformabili; c f é 
perb contro i l caso del t ipo I l a d i f ferenza fondamentale che 
l e omografie oscu la tr i c i H non sono piti. unívocamente deteimina-
t i dal la s c e l t a di una r e t t a g di é Particolarmente i n t e -
ressanti sono i casi dove H puo s c e g l i e r s i in modo che dipende 
solo dal punto d'incontro di g con Df Bicché l a s t e s sa H serve 
per tut te l e r e t t e d'un fa sc io contenuto i n . Si arriva cosi 
a dei r i s u l t a t i troppo s p e c i a l i per meritare di esser t r a t t a t i 
in queste conferenze. Cib nondimeno e s s i sono importanti, perché 
s i t ra t ta di proprietá t u t t ' a l t r o che banali di s t r i s c i e oo di 
elementi di contatto (punto + piano) l e qual i , ne sono sicuro, 
troveranno applicazioni interessant i ne l la geometria proiet t iva 
di curve tracc iate su una superf ic ie di S^ che é un campo di 
ricerche poco sviluppato f inora, 

udo queste conferenze con tre osservazioni re la t ive 
a l i e ricerche qui non accerníate. 

Non ho considerato qui che una congruenza i so la ta ; v i 
sono perb r i s u l t a t i in teressant i riguardanti l a trasformazione 
sviluppabile simultanead i due congruenze trasformate di Laplaca 
l1una d e l l ' a l t r a . 

Per c l a s s i f i c a r e l e deformazioni pro ie t t ive ho fat to uso 
esclusivo de l la decomposizione as in to t i ca . Es i s te perb una c ía s -
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sificazione affatto diversa hasata sulla rappresentazione 
delle congruenze mediante superficie sulla quadrica di Sc che o 
tratterb altxove. 

Mi sono limitato qui a congruenze in S y negligendo com-
pletamente i l cflmw) di iperspaziali. 
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