Cech, Eduard: Scholarly works

Eduard Cech
Classe différentielle des courbes. Sections et projections

Rev. Math. Pures Appl. 2 (1957), 151-159

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/501095

Terms of use:

© Romanian Academy, 1957

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic
provides access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any
part of this document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery
and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/501095
http://project.dml.cz

CLA‘SSE DIFFERENTIELLE DES COURBES
SECTIONS ET PROJECTIONS

"PAR

EDUARD CECH
(Prague)

Dans ma communication Sur lexistence de dérivées en géométrie différen-
tielle™) j’ai classifié les courbes de I'espace E; selon les ordres de différentiabilité
des éléments osculateurs (point, tangente, plan osculateur). Les démonstrations
sont données dans mon Mémoire Défermination du type dl/férentzel d’une courbe
de Pespace a deuz, trois ou quatre dimensions™**) cit¢ ici par TD, ou j’ai considéré
aussi les courbes de E4 Le présent Mémoire compléte TD en examinant l'in-
variance projective du type différentiel; en outre, on considére ici, du point
de vue du type différentiel, Vopération de projection d’une courbe de E, ou
de E,, ainsi que 'opération de section, corrélative 4 la .projection.

1. Considérons une courbe C (f) de I’espace E,, rapportée & un paramétre
t donné, qu’on supposera réqulier dans le sens que, en chaque point X (f) de
la courbe, il existe une tangente T (f), un plan osculateur T, (), ..., un hyper-
plan osculateur T, (f) tels que les coordonnées de X (f); T, (), ..., Tn—1 (D).
possédent des dérivées continues du premier ordre et qu’on ait

dX s£0, dT, 50, ..., dTy—1 50
pour chaque . Posons. » )
rp=cdX@® rn=c T ..., naa=cl Ty (D) (1)

onclf(f) =k (= O) s1gmfxe que la fonction f (f) posséde pour chaque { des
dérivées continues jusqu’a l’ordre k. La suite finie

(1‘0, I'l,...v, r”_lf (2) i
sera appelee classe différentielle de C (). Nous dxgluons le cas :

ro.—rl_-...——r,,_.]aoo

*) Quatrietme Congrés des Mathémat:c:ens Ro i'nama Bucarest, 27 max~4 juin 1956.',
**) Czechoslovak Mathematical Journal, 1957, {. 7 (8&), n° 4.
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de classe dlfférentielle infinie, ce cas étant banal dw pomt de vue qui nous
' occupe Les nombres (1) sont donc des entxers positlfs l'entner r=0, o .

r= minr,—1, T 3)
: osisn—-x e L B

'sera appelé indice différentiel de C(f). o
“On voit sans peine que les nombres (1) sont assu]ettls aux - condltmns

(r—rs|<1 pour lsign—1; @

~ i la classe dxfférentxelle (2) est lice seulement par les relations (4), ce que je n’ai

- vérifié que pour n =4, il y a pour chaque valeur.r = 0 de (3); 31 valeurs

" possibles pour la ‘classe différentielle, car si r est donné, les suites (2) sont ‘évi-
demment en correspondance biunivoque avec les suites : :

(1'1 ff_ro, ceey I'n...1‘——- Tu,__z)

dont le nombre est manifestement 3'*-1_en‘ver"ci1 de (4).

. On reconnait immédiatement que la classe différentielle (2) est invariante’
envers les transformations homographlques de C(l) et qu une transformatlon
duahstxque change (2) en v .

P

. (I‘;»-x,‘_'.v,},' rl,"t'ro)i\» e -

* Dans le Mémoire TD, j’ai donné pour n=2 3"4 l‘ekpresélohr de la classe
» dlfférentlelle (2) moyennant les invariants métriques de C (l) Déﬁmssons les
i fonctxons K (t) moyennant les formules de Frenet

dX AR . N Lo ce s . . N e

...._.-.K e, o L Y T

dey g de Ry
. dt K1 2"(‘1"5”""“" Hlei—l'*‘Kej-{-i (2Si$ﬂ"-—2)g =T" n—len—l.'

Alors la classe dlfférennelle de C (l) N expnme moyennant les nombres
cl K; © 5 i g n— 1) pour n =2 selon le, tableau [TD n° 2]

4 "1, Ko(‘.)' 5 %‘IKI.(?): g PR Tt

S PR R R N 0l O
R P B i Tt I E e B RS O
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&
pour n= 3 selon le tableau [TD (3 8)] -

KO K, @) clK:(t) e non

ro oo r r+1 r41 .»rv;—lv-l
>r+1 v | roflr+2 041 r41

r =r+1 T r+1 r+2r+1

r r 2."»"“1 .1j+'1’ .r‘+1‘ r4 2

>r+1) T gr-}-l r+42 ‘r‘+"1 r+2 |

Sr+41 21‘—{—‘1‘7 r r4+2 r'+”2 r+l -

=r+2|=r+1) 1 r43 -’,.,.2 P

R = R | ) S N B P

pour'n = 4 selon Ies tableaux TD (5 12), (5 12, (5 12") que ‘ous ne repro- N )

duirons pas ici. ,

- 2. Soit H un hyperplan fixe de l’espace E,. qul contxent la courbe C(l) '
rapportée au paramétre régulier ¢ et supposons que. H ne. -contienne aucun-
point de la courbe C(f). Alors, en variant f, la trace de la tangente T, (f) sur
I'hyperplan H décrit dans cet hyperplan une courbe €’ (fy que nous appellerons
section de la courbe -C(f) et pour laquelle { est manifestement de nouveau:
un paramétre régulier. Sil'on désigne par [L] l’mtersectxon de H. avec un sous-
eqpace linéaire L de E,, , on voit sans peme que .

ST @) [T O -5 [Tt (0]

sont . respectlvement le point, la tangente, veey le (n——2)—plan osculateur'
de la courbe C' (t) Il en résulte que la classe dlfférentlelle de C’ (t) est T

T A ) (rls ',“ s 1‘,,__1), e ,' ', VL (7)
o e e ‘ I
:c .;’ 3 ‘ I":':Cl [T‘ (t)] pour 1Sl$ n-—--l AR I ‘(8) ! '
En comparant (8) é (1) on voxt que l’on a tou]ours ff — S FIRR
R » r‘gn pour 1 5 i $n~—1 B “': o @

Or.il est aisé de voxr que l’xnégalxte r; > I est: ex:ceptxonnelle en effet si on *

connaft-les coordonnées des mtersectmns de I’espace, T (t) avec deux hyper-
plans H, et H,, on en peut calculer les coordonnées de (t) moyennant des .

-1,‘
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p opératmns ratmnnelles, ce qui prouvé que ‘pour i donné il ‘existe au plus une
-~ position de l'hyperplan H-telle que r'y > r;. 1l en résulte que, pour décider
si l'inégalité r;’> r; est possible, il suffit ‘d’examiner le cas olt H est I'hyper-
. plan & Pinfini. Or, "dans ce cas les éléments osculateurs (point, tangente. Pv)
‘de la courbe C'(f) sont mamfestement ,

' . e,, [exee]’--l [e,ez ..e,...1]-—e
En partlcuher, pour n =3 on a le tableau TD 3.2).

CAE()  dEy() e ® de

"'tj re for+1] r1

T=r+t | | ore2 ikl | ao)

ro gr+\1” r 41 4'r-’1—'2

. En comparant avec Ies tableaux (5) et (6) on dédult que pour n = 3 on ale
résultat suivant: .Si.la classe différentielle (ry, 1y, 1) de.C(f) n’a ni la forme
. (r+1,r+4+2 r+2) nila forme (r+1, r+2, r+3), alors, pour chaque
position du plan H, la classe différentielle de C’ () est égale a (r,, rp) et lindice
“différentiel de C' (1) est alors égal & celui de C(1). Sila classe différentielle de
C() est (r+1, r+2, r + 2), il peut exister un plan exceptlonnel H tel que la
classe différentielle de C‘ (t) relative & H soit (r + 3, r'4 2). Si la classe diffé-
rentielle de C (1) est (r + 1, r + 2, r + 3), il peut exister un plan exceptionnel
- H el que la- classe dz/férentielle de C' () relatwe d H SOLt (rl. rz), les entu:rs
Ty, r2 n étant soum:s qu'aux condzt:ons T ,

L rlgr-}-?. r32r+3 }ri——r,lsl

En: falsant usage du tableau TD. (5.3), que nous ne reprodulrons pas xcx, ‘on
~ déduit ‘pour n ==4: Si la ¢lasse dszérentzelle (fo, r,, r,, r,) n’a aucune des six
- formes exceptionnelles

(r+1,r+2 r+2 r+k) .avec k==1 ou k==2 ou k=3, (Il)
(r+1 r+2r+3,r+k) avec k..-2 ou Ic==3 ou k=4 (12)~

la classe dlf[érentlelle de C' (3] est pour chaque hyperplan H égale a(ry, rﬁ, rs)
Dans les trois cas (11) on a toujours ry i= ry, 1y = ry, i (r{, 13, r3) indique la
classe dszérentielle de C’ (), mais il se peut qu’il existe un hyperplan exceptionnel;
pour lequel rj .= ry + ‘1. Dans les trois cas (12); si I'hyperplan H est e:ccepiwnnel
pourk..»ZOn ary = ry, r,—-r3, r1>r1,pour k=3.onary=r, n=n,
rp>ry; pour k=4onarg=ry, =, 1§ outre’ les condztwns indi-
quées, les valeurs de ri. r,,. ry ne ‘sont : lxmztées que. par les inegahtés usuellés

]rlmrglsl |r,-r,[$1 4 e

m 3. Les résultats du 2. feuvant étre transformés ar duéhté bet P aun
pomt fixe de’ l'espace E, con enant C (l) et supposons uea P n apparhenne é
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aucun’ hyperplan osculateur de C(t) ‘Le. paramétre t étant régulier pour la
courbe C (f), il I'est aussi pour la projection C*(f) de C (f) du centre P dans un
hyperplan fixe = qui ne passe pas par P, La classe différentielle

Sy
(ro; . rn——!)

de c* (@, mdependante de la° posmon de =, satisfait toujours aux inégahtes
' r‘gr‘ pour 0§1$n—-2

En général ona méme rr=r; pour chaque iil e:uste an plus un pomt excep-_
tionnel P tel que rj > r,. Pour n'=38, si la classe différentielle de C (l) n'a
ni la forme(r+2 r+2 r +1) nila forme (r + 3, r 42, r 1), il n’existe

aucun point exceptionnel; si-la classe différentielle de C'(f) est (r + 2, r + 2,
r + 1), il se peut qu'il existe un point exceptionnel P, tel que la classe diffé-
rentielle de C*(f) soit (r 4 2, r + 3). Sila classe dxfférentxelle de C (fest (r +3,
r+2,r 1), il se peut qu’il existe un point exceptlonnel P, tel que la classe
différentielle de C*(t) sont (ro, r,) 01‘1* les entxers ro, r1 ne: ‘sont soumis

qu aux conditions T e

n=r+43 ., rlgr+2 lr0~—-r1[51

Pour n = 4, un point exceptlonnel P existe tout au- plus pour les formes sui-
‘vantes de la classe différentielle de C(f) : _ -

Rt b k=1 w E=2 ou k=3, (19

C+kr+3, r+2‘r+'-1).‘k =2 ou, k —.=‘3" ou'k=4_ (19
Si P est un point exceptxonnel on a ry = To, = It r3=1rg +1 dans le
cas (13); dans le cas (14), on:a rp = ro, rl-—n, ry >rgsik =2 r5=r,,

n=ry, I >r3 si k=3, ro=r,, ri==ry, ra>ry si k=4; les valeurs . }
mdxquées de ro, r,, ; me sont lmntées que par les - mégahtés R

‘ i ‘*‘HISI f"t“"zlﬁl

-4, La courbe C de lespace E, sera dite réguhére si elle posséde au moms
un_ paramétre régulier {. Les rapports muh.els des quantltés K, O<gisgn -—-1) -
sont alors mdépendants du chmx de t:ona.
TR P KorKifi,. i Keq=1:k' .;,;Ig,;.i.?,;j IR
les k, «a s i g-; n— 1) étant Ies courbures de C Or, considérons Ies paramétres
réguhers dxstmgués : , o

SK;dt (Osisnml) (15)",-

' l qui sont, mdépendants du choxx initxal de tet dont on connait la mgmhcatxbn .
f’;géométrique en pathcuher o',, est l‘arc de C Smt Sl

(f.o. T iy fs,n—~1) (Osién“l) :T; 1"“. ‘(15) -

PRIt
’ nfv" T
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1a classe différentielle de.C (09 .Si t est un parametre régulier quelconque et‘
si, (1) est la, classe dlfférentlelle de C(l), alors R : ,

: : r‘sr“ pour Os:sn——l
et plus précisément o
. k r=min [rg, co@ >~ . . A7

de maniére que r; = r; si.et seulement si cl o (l)grﬁ Dans le Mémoire TD

j’ai appelé type différentiel de C la matrice carrée d’ordre. n dont la i+1"
ligne est égale A (16). Il résulte de (17) que ce type différentiel détermine

‘les classes dlfférentlelles relatives & tous les parameétres réguliers. Le type diffé-
rentiel n’étant pas tou]ours un mvanant pmJectlf de C, appelons {ype pro;echf
_de C la suite finie - :

(FO(D rll, eray rn—-l n-—l) ‘ - “ '. RN (18)

qm est mamfestement 1nvar1ante envers les transformatlons homographlques;
de C une transformatlon duahsthue de C change (18) en .

) o (rn--l,,n-—ly .3 T11 4 Top)-

Une sous-suite o T T
| .[ils i?.l“"‘ !'ik] ‘ o ‘. o (19)
de la suite finie [0,1, ..., n—1] est appelée ligison de C s'il existe un paramétre

régulier ¢ tel que r; (f) = ry; pour chaque terme.i de (19); chaque liaison est

mamfestement un mvarxant pro;ectlf de C et, si'(19) est une liaison de C alors

[n-—-—lwlk,.ﬁ,, n———l»«tg, n-1-~1,]

* est une liaison de chaque transformée duahsthue de C. Appelons aussi indice
projectif de C I’éntier non négatif r égal 4 la valeur maximum de l'indice diffé-
rentiel de C (f), t parcourant tous les paramétres réguliers de C. Des formules
du Memmre TD ‘on dédult sans peme que pour n 5 4 ona

- r'= mm r —-—-2 - l ' »
‘ ogima-tt w0 (20_)
mals je ne sais pas si (20) vaut aussi pour les valeurs supeneures de n,

B, Pour n = 2;il s'ensuit de TD, n° 2, que si cl Ic1 (0‘0) =r, olt I:1 est la cour-l
bure de. C, le type dxfférentlel de C est BRI .

'(r+2 r+1)
r+P r+2

~de mamere que r est Pindice prOJectli de C Bl en résulte que pour chaque r:l'
il n’y a qu'un seul type. projectif (7 + 2, 1 4 2), qui est. tou;ours sans-liaison. .-

..!; e

~Pour n =3, ]ax montré [TD, n° 4] comment- on-peut’ déterminer le type

; dlfférentiel de C si les deux. courbures k,. ks de C sont. expnmées en fonct:on j;‘ '7
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“de 6,. Pour chatjue valeur de r =0, 1, 2; :. (r étant I'indice projectif de C),
-on a selon TD les sxx possibilités suivantes pour le type dlfférentlel smt T de C.

Sicl b (@) =l &y (o) = a oo k() ona
.= ky (o,

r+2 ‘r‘-i-l’r'—'i-f'
=(r"+l r+2 r+1).
r+1‘1+1 r-2

Slclkl(cl)——cl k’g 1; =r, clkz(cl)gr+1 ona

101
: r+2 r+1 r+42
k 1=(rk+1 r+2 r+1)
‘ r+2'r+l r+2

Si el k (c,)--clk (o) =r,cl 2L 1( l)—r—}-l ona

o r+2"r+l r+1
. .-=(r+1 r+2 r‘+2)
' r+1‘r+2 r+3

Si.cl k, (cl)”-cl 1(61)'—1', cl k (a,)—~r+1 -on a
ky (a5)

s ord2 el
: "'rz(r,4+2 r+2 r+1)
. r+1 I'+1 r+2 PR

‘S“’lk (“1)""31":(01)‘*’1' Clkl( 1)2r+2 ona o N
‘ k2(°'1) ‘

Cor +2 . r+l1.r +1
1--("""1 rﬂ)—_Z r+3)
. r+1 r+2 r+3

v o .

Sl cl k; (o) ==clf—%—% =TI ol k1 (al) g r%+ 2 ona.

o ees gy e

LT ”'hj0+ﬁ.r+2 1] - .
SAr 2 r g1 r+2

3
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Il en, résulte sans peine que, pour chaque valeur r- de I'indice - pm]ectxf
"on a pour le type projectif (Fgqs Iyys Ipy) €t pour les liaisons les.quatre po«lblhtés
suxvantes que je désigne par o (r), ﬁ .y (r), 3 (r) :

@ (F):Fgg =Ty ==Tgg =T + 2 ancune liaison;

B (1) 11y = ru = Iy =T+ 2 liaison [02];

y (1) 2 rgp = zr11 =T 4 2, Tys =1 +3, liaison [12},
8 (r) -'-.er +3, ry =T =r+ 2 haxson [01]

Pour n = 4, j’ai aussi déterminé [TD n" 6] le type dxfférentxel de la courbc
“C, en supposant ses courbures k;, k,, kg exprimées en fonctions d'un paramétre
choisi - convenablement parmi les paramétres distingués o4, ©,, 6,, o3. Pour
chaque valeur r de I'indice projectif, il y a 41 valeurs possibles [ TD (6. 6) — (6. 46)]
du type différentiel, que hous ne reproduirons pad ici. Ceci conduit sans peine
- a6 possxblhtés (pour chaque valeur.de r) pour le type projectif et les haxsons

1 (r) type proj. (r +2, r + 2 r4+2,'r + 2), aucune liaison;
II (r) type proj. (r +2, r + 2, r + 2,'r+ 2), linison [02];
III (1) type proj. (r + 2, 1 42, r + 2,:r + 2), liaison [13];
IV (1) type proj. (r 42, r+2, r +.2, r + 2), liaison [12];
V (r) type proj. (r +2, r+2, r+2, r + 2), liaison [03];
VI (r) type proj. (r+2, r4+2,r42,r + 2), liaisons [03] et [12],
- VII () type proj. (r +2,r+2, 142 r+ 2), liaisons [02] et [13];
VIII () type proj. (r 43, r + 2, r + 2, r 4 2), liaison [01];
IX (r) type proj. (r + 2, r 42, r-4 2; r + 3), linison’ [23]; °
- X (1) type proj. (r+3, r+2, r+2, r+2), liaison [013];
« XI (r) type proj. (r +'2,r + 2, r+'2, r 4+ 3), liaison [023];
 XII (r) type proj. (r+3,r+2,r+4+2,r -+ 3), liaisons [01] et [23];
- XIIT (r) type proj. (r +3,r 4 3; r 4 2, r + 2), liaisons [02] et [12];
-XIV (r) type proj. (r +2,r + 2, r+ 3, r.+ 3), liaisons [13] et [12];"
XV (r) type proj. (r+4,r+3, r42,r+2), haxson [012]; - -
XV1 (r) type. pro; (r +2,r + 2, r+3,r+4), liaison [123}

6. Les résultats de TD ainsi que ceux des n°‘ 2 et 3 de ce Mémoire permet— A
tent de déduire pour n = 3 et pour 5 = 4, de’ la connaissance du type pro;ectxf '
et-des liaisons de la cour e C, les éléments correspondants de.sa section ¢’
moyennant -un hyperplan H'et. de sa’ pro;ectmn c* ayant son: centre au pomt‘
C'. Nous nous contenterons d’énoncer les résultats. = - !

~Soit d’abord n == 3. Si le plan’ H et:le point' P ne sont pas exceptlonnels, '
I'indice projectif de c et celul de C* sont égaux i l'indice ‘projectif.r de C.
Si c'est le cas « (r) ou B (r).qui a lieu pour C, aucun plan H et aucun, point P

“ne sont exceptionnels, Daps le cas y (r)il n ‘existe aucun pomt exceptionnel,
‘mais il peut exister un plaE ‘exceptionnel H, pour lequel I'indice projectif de'la - .
sectmn C’ peut avoir ‘une aleur quelcbnque snpéneure a\ r Dans le gas 1 (r)‘il '
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il n exxste aucun plan exceptmnnel mais il peut exister un pomt exceptionnel
P, pour lequel I'indice projectif de la pro;ec'non c* peut avoir une valeur quel-
conque supérieure ar. .

Soit maintenant n = 4., Pour la courbe C d’indice pro;ectxf r, nous avons
16 possibilités 1 (r)-—XVI (r). Pour la section C’ et la projection C*, si p en est
Iindice projectif, nous avons 4 possibilités « (p), B (p), ¥ (p)» 8 (p). Si I’hyperplan
de section H et le centre de projection P ne sont pas exceptlonnels, on aura

la sltuatnon suivante:

Cas. I (n. Section « (r). projection a»(r).
Cas II (). + - Section a (r), projection £ (r).
~Cas III (r). Section B (r), projection « (r).
Cas IV (1. Section & (r); - projection y (r).
Cas V(). Section « (r), projection o (r).
Cas VI (). . Section & (r), projection « (r).

Cas- VII- (r).
Cas VIII (r).

. Cas IX (r).

Cas X (. -
“Cas XI ().~
Cas XII (r).
Cas XIII (r). .
Cas XIV ().
Cas XV (r).

Cas XVI (r).

Section B (r),
Section a (r), .
Section o (r),

.- Section B (r), .

Section « (r),
Section y (1),
Section & (r),
Section o (r+1),

. Section 3 (r),
‘Sectxon y-(r + 1).

- projection 8 (r).

projection a (r).
projection « (r). -
projection « (r).
projection B (r).

- projection & (r).
* projection o (r + 1) :
~projection y (r). -
~ projection § (r 4 1)
_projection vy (r) '

Un- hyperplan exceptionnel H. ne _peut exister que dans les cas XIV (ry.

et XVI (r). Si H est exceptionnel et si pour C on a XIV (r), alors, pour C’,;
on a soit B (r + 1), soit 8 (r 4 1); si pour Con a XVI'(r), alors indice prOJectlf .
r' de C' sera = r -+ 2 et tous les quatre cas « (r'), B (r'), y (r').et & (') seront
possibles, Un centre de projection:exceptionnel ‘P -ne peut exister que dans
les cas XIII (r) et XV (r). Si P .est exceptionnel, et si pour C on a XIII(r),
il en résultera pour “C* soit B (r + 1), soit y (r + 1); si-pour C on a XV (1),
Pindice projectif r* de C* sera = r + 2 et tous les quatre cas « (r*), ) ™),
¥ (r*) et 3 (r*) seront possibles, Un hyperplan ou point exceptlonnel s'il exxste,
est tou)ours unn'oquement détermmé ‘ i
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