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COLLOQUIUM MATHEMATICUM 
DÉDIÉ À M. CASIMIR KURATOWSKI VOL. YI 1958 

SUR LE TYPE DIFFÉRENTIEL ANALLAGMATIQTJE 
D'UNE COURBE PLANE OU GAUCHE 

PAR 

E. C E C H (PJRAGUË) 

Une courbe C de l'espace euclidien En sera appelée ponctuellement 
régulière si on peut exprimer les coordonnées xlt x2, ..., xn d'un point 
de C en fonctions n fois continûment différentiables d'un paramètre l 
tel que le déterminant \éxjjdV\ soit partout ^ 0. Une telle courbe C 
possède en chaque point T0 une tangente Tx, un plan oscillateur T2, 
un hyperplan oscillateur Tn_!. Chaque transformée projective de C est 
aussi ponctuellement régulière ; s'il en est de même aussi pour les transfor-
mées dualistiques de C, nous appellerons C projectivement régulière. C 
possède alors des paramètres l projectivement réguliers qui ont la pro-
priété suivante: pour chaque i (0 < i ^ n—1), les coordonnées non-ho-
mogènes de Ti sont des fonctions continûment différentiables (au moins 
une fois) et pour chaque l, la dérivée d'une au moins de ces fonctions est 
différente de zéro. Pour chaque paramètre l projectivement régulier et 
pour 0 < i < n—1 posons, r^l) = oo si les coordonnées non homogènes 
de Ti{l) sont infiniment différentiables, et ri(l)=r(= 1,2,. . . ) si ces 
coordonnées admettent des dérivées continues d'ordre r, mais non d'ordre 
r+1; soit ri(C) la valeur maximum de r^l) si l parcourt tous les paramè-
tres projectivement réguliers de C. 

On voit sans peine que, si r^C) = oo pour une valeur de i, il 
en est de même pour chaque i (0 ^ i < n—1) et que, si r^C) < oo, on a 
\ri{G)—ri+l(C)\ < 1 pour chaque i (0 < i < n—2). Mais le problème con-
sistant à déterminer, pour tout n, les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'il existe une G C En projectivement régulière telle que les nom-
bres ri(C) (0 < i < n—1) aient des valeurs données est très difficile. 
Pour n = 2,3,4, on connaît ces conditions (voir mes Mémoires [1], [2]) 
que je vais rappeler ici pour n = 2 et pour n = 3. 

Posons r = min r^G) et supposons r < oo. Pour n = 2, on a 

r0(C) = r1(G) = r ^ 2. Sir0(l) = r, on a r^l) = r—1; si r,(Z) = r, on a 
r0(Z) = r—1. 



142 E. CECH 

Pour n = 3, on a 2 < r < oo. Pour r < oo, quatre cas sont possibles: 

I. On a r0(C) = r x ( C ) = r2(C) = r. Si r0(l) = r, on a rx(Z) = r2(Z) 
= r—1. Si rx(Z) = r, on a r0(Z) = r2(Z) = r - 1 . Si r2(Z) = r, on a 

II. On a r0(tf) = r^tf) = r2(C) = r. Si r0(Z) = r, on a rx(Z) = r - 1 , 
r 2 ( Z ) = r . Si r 1 ( Z ) = r , on a r0(Z) = r2(Z) = r - 1 . Si r2(Z) = r, on a 
r 0 ( Z ) = r , rx(Z) = r - 1 . 

III . On a r0((7) = r + l , r 1 ( C ) = r2 (C) = r. Si r0(Z) = r +1 , on a rx(Z) 
= r, r2{l) = r - 1 . Si rx(Z) = r, on a r0(Z) > r, r2(Z) = r - 1 . Si r2 (Z)= r 
on a r0(Z) = rx(Z) = r—1. 

IY. On a r0(C) = r^O) = r, r2 (C) = r+1 . Si r0(Z) = r, on a 
rx(Z) = r2(Z) = r - 1 . Si r 1 ( Z ) = r , on a r0(Z) = r - 1 , r a ( Z ) ^ r . Si 
r2(i) = r + l , on a r0(Z) = r - 1 , rx(Z) = r. 

Aux notions précédentes de nature projective correspondent des 
notions analogues appartenant à la géométrie anallagmatique (géométrie 
du groupe de Möbius). Une courbe G C En sera dite anallagmatiquement 
régulière si G est la projection stéréographique d'une courbe rcEn+1 

projectivement régulière, située sur une hypersphère de En+1. Pour simpli-
fier le langage, supposons que G soit non seulement anallagmatiquement, 
mais aussi projectivement régulière. Une telle G C En possède en chaque 
point 2T0 un cercle oscillateur K-L,..., une hypersphère osculatrice K n _ x . 
G possède des paramètres anallagmatiquement réguliers qui ont la pro-
priété suivante: pour chaque i (0 < i < n—1), les coordonnées non-ho-
mogènes de Ki(l) sont des fonctions continûment différentiables (au moins 
une fois) et pour chaque l la dérivée d'une au moins de ces fonctions 
est ^ 0. Pour chaque paramètre Z anallagmatiquement régulier et pour 

1 posons s{{l) = oo si les coordonnées non homogènes de 
Ki(l) sont infiniment différentiables, et Si{l) = s (= 1 ,2 ,3 , ...) si elles 
ont des dérivées continues d'ordre s, mais non d'ordre 5+1; soit st(O) 
la valeur maximum de «¿(Z) si Z parcourt tous les paramètres anallagma-
tiquement réguliers de G. On a donc s0(G) = r 0 ( G ) . Si s {(C) = oo pour 
une valeur de G, on a s {(G) = oo pour chaque G (0 < i < n—1). Si 
^ ( C X o o , on a \s0{G)-s1(G)\ < 2 et \Si{G)-si+1(C)\ ^ 1 ( l < i < w - 2 ) . 

Pour n = 2 et pour n = 3, je vais indiquer les relations nécessaires 
et suffisantes entre les nombres Si(G) (0 < i < n—1). Les démonstrations 
seront publiées ailleurs. Posons s = min ^(C) et admettons s < oo. 

0 <<<n-l 
Pour n = 2, on a s0{G) = s+1, s^G) = s > 2. Si s0(l) = « + 1 , on a 

8l(l) = î—l. Si s^l) = s on a s0{l) = s—1. 
Pour n = 3, on a 2 < 5 < 00. Pour chaque s < 00, quatre cas sont 

possibles: 
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I. s0(C) = s+2, sx{G) = s2(C) = if. Si s0(Z) = s+2, on a s^l) = if, 

s2{l) = s—1. Si »!<!) = s, on a s0(Z) > s, sa(Z) = s—1. Si s2(l) = s, on a 
s0(l) = Sl(l) = s-1. 

II. 80(C) = s+1, s^C) = s2(C) = s. Si s0{l) = s+1, on a sx(Z) = s2(Z) 
= s—1. Si sx{l) = s, on a s0(Z) = s2(l) = s—1. Si sa(Z = s, on a s0(2) 
= S L { L ) = 5 - 1 . 

m . = $i(l) = = s. Si $0(Z) = s+1, on a Sj(Z) = s—1, 
s2(Z) = s. Si ^(Z) = s, on a s0(Z) = s2(Z) = s—1. Si s2(Z) = on a 
50(Z) > s, Sl(l) = 1. 

IV. s0(l) = s2(Z) = s+1, Si(Z) = 5. Si s0(Z) = s+1, on a s^Z) = s2(Z) 
= s—1. Si sx(Z) = s, on a s0{l) = s—1, s2(Z) > 5. Si sa(Z) = s+1, on a 
s0(Z) = s—1, Sl(Z) = s. 
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Reçu par la Rédaction le 30. 11. 1957 
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