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COLLOQUIUM MATHEMATICUM

VOL. VI DEDIE A M. CASIMIR KURATOWSKI 1958

SUR LE TYPE DIFFERENTIEL ANALLAGMATIQUE
D’UNE COURBE PLANE OU GAUCHE

PAR
L. CECH (PRAGUE)

Une courbe C de I’espace euclidien B, sera appelée ponctuellement
régulidre si on peut exprimer les coordonnées z,,®;, ..., 2, dun point
de C en fonctions n fois continfiment différentiables d'un paramétre 1
tel que le déterminant |@‘z,/dF| soit partout = 0. Une telle courbe ¢
posséde en chaque point T, une tangente T,, un plan osculateur 7, ...,
un hyperplan osculateur T',_,. Chaque transformée projective de C est
aussi ponctuellement réguliére; s’il en est de méme aussi pour les transfor-
mées dualistiques de C, nous appellerons C projectivement réguliére. C
posséde alors des paramétres ! projectivement réguliers qui ont la pro-
priété suivante: pour chaque ¢ (0 < ¢ < n—1), les coordonnées non-ho-
mogenes de T; sont des fonctions continfiment différentiables (au moins
une fois) et pour chaque I, la dérivée d’une au moins de ces fonctions est
différente de zéro. Pour chaque parameétre I projectivement régulier et
pour 0 < ¢ << n—1 posons, 7;(I) = oo si les coordonnées non homogeénes
de T;(l) sont infiniment différentiables, et =, (l) =r(=1,2,...) si ces
coordonnées admettent des dérivées continues d’ordre », mais non d’ordre
r+1; soit 7;(C) la valeur maximum de 7;(I) si I parcourt tous les params-
tres projectivement réguliers de C.

On voit sans peine que, 8l 7;(C) = co pour une valeur de ¢, il
en est de méme pour chaque ¢ (0 < ¢ < n—1) et que, si 7;,(C) < oo, on &
[7(0) —7:,1(C)] < 1 pour chaque ¢ (0 < ¢ < n—2). Mais le probléme con-
sistant & déterminer, pour tout =, les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il existe une C C E, projectivement réguliére telle que les nom-
bres 7;{C) (0 < ¢ << n—1) aient des valeurs données est trés difficile.
Pour n = 2, 3, 4, on connait ces conditions (voir mes Mémoires [1], [2])
que je vais rappeler ici pour n = 2 et pour = = 3.

Posons r = min r;(C) et supposons 7 < oo. Pour n =2, on a
oign—1
7,(0) =7, (C) =7 = 2. Sing(l) =7, on a r(l) =r—1; si r(l) =7, on a
7o(l) = r—1.
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Pour n = 3, on a 2 <7 < oo. Pour r < oo, quatre cas sont possibles:

I On a 7(C) =7,(0) =7,(C) =7 8i r(l) =7, on a 7,(l) =r,(l)
=r—1. 8i n()=r on a r()=rl)=r—1 8i r()=7r, on a
r(l) = 1(l) =r—1.

IL. On a 7(0) =7,(C) = r,(C) =r. Si ro() =7 on a r(l) =r—1,
ro) =7 Si () =7 on a 7(l) =ry(l)=r—1 8Bi r{l) =7 on a
n(l) =7 () =r—1

III. On a7y(C) = r+1, 7, (C) = 7,(C) = r. Bin,(l) = 741, on a r((l)
=1, 1) =r—1 Sir(l) =r,onarl) =r ri) =r—1 8i r, ()=r
on a 7,(l) =nr(l) =r-1.

IV. On a 7,(C) =n(C)=r, r(C)=r+1. 8i r(l)=7r, on a
n) =rnl=r—1. 8 nl)=r on a rnl)=r—1, r)=r. 8i
ro(l) = 741, on a ry(l) =r—1, () =7

Aux notions précédentes de nature projective correspondent des
notions analogues appartenant 3 la géométrie anallagmatique (géométrie
du groupe de Mobius). Une courbe C C FE, sera dite anallugmatiquement
réguliére si C est la projection stéréographique d’une courbe /"C Ey,,
projectivement réguliére, située sur une hypersphére de B, ;. Pour simpli-
fier le langage, supposons que C soit non seulement anallagmatiquement,
mais aussi projectivement régulidre. Une telle ¢ C E, posséde en chaque
point K, un cercle osculatewr Kj,..., une hypersphére osculatrice I, _,.
C posstde des paramélres anallagmatiquement réguliers qui ont la pro-
priété suivante: pour chaque ¢ (0 < ¢ < n—1), les coordonnées non-ho-
mogenes de K; (1) sont des fonctions continfiment différentiables (au moins
une fois) et pour chaque I la dérivée d'une au moins de ces fonctions
est 3= 0. Pour chaque paramétre I anallagmatiquement régulicr et pour
0 <i<<n—1 posons &(l) = oo si les coordonnées mon homogénes de
Ey(l) sont infiniment différentiables, et s;(l) =8 (=1,2,3,...) si elles
ont des dérivées continues d’ordre s, mais non d'ordre s+1; soit s;(C)
la valeur maximum de s;(7) si I parcourt tous les parameétres anallagma-
tiquement réguliers de €. On a done $,(C) = r,(C). Si 8(C) = oo pour
une valeur de €, on a s;(C) = oo pour chaque 0 (0 <:i << n—1). &
8(C) < o0, o0 8 [8(C)—8,(0) < 2 eb [5(C) =8, (O) <1 (I S<EC—2).

Pour » = 2 ¢t pour » = 3, je vais indiquer les rclations nécessaires
et suffisantes entre les nombres §;(0) (0 < ¢ < n—1). Les démonstrations
seront publiées ailleurs. Posons s = Iinin 8;(C) et admettons 8 < oo.

ogign—1

Pour n =2, on a (0) =s+1, §,(C) =8> 2. 8i s(l) =3-+1, on a
8,(l) =s—1. 8i 5,(I) =8 on a §(l) =s—1.

Pour =3, on a 2 < s < c0. Pour chaque s < oo, quatre cas sont
possibles:
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L 5(0) = 842, 8,(C) = 8,(C) = 5. 8Si 8(l) =5+2, on a () =s,
s(ly=8—1. 8i 8;() =5, on a §(l) = 8, 8,(I) = s—1. Si s,(I) =8, on a
$o(l) = 8, (1) = s—1.

IL. $,(C) = 841, 8,(C) = 8,(C) = s. Si §,(I) = s+1, on a & (I) = 8,(1)
=s—1. 81 8;(I) =8, on a s;(I) = 8,(I) = s—1. Si 8,(1. =8, on 2 8§(1)
=g(l) =s-—1.

HOT. 8(1) = 841, 8;(I) = s4(1) = 8. Si ¢,(l) = 8+1, on a &(I) = s—1,
83()) =8 Bi () =8, on a §(l) =s,(l) =s—1. Si s§()=3s on &
so(l) =8, 8,(1) = s—1.

IV. so(1) = 8;(1) = s+1, 8,(I) = s. 8i 8y(I) = s+1, on a §,(I) = &,(1)
=s—1. Si &(l) =8, on a () =8—1, 8,(I) =5 Si 84(l) =541, on a
8(l) = s—1, 8;(l) =s.
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