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SUR LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES DEVELOPPABLES
Eduard Cech (Praha)

La déformation projective des surfaces développables a été consi-
dérée en 1920 par E. Cartan [l! qui a donné une construction géomé-
trique simple de:toutes telles déformations. Ici j’étudie surtout les défor-
mations’ que j’appelle spéciales et qui sont caractérisées par la propriété
d’admettre une homographie osculatrice fixe le long de chaque génératrice.

1. Dans 'espace projectif a trois dimensions S, considérons:te
surface développable s. Soit g=[AC] la génératrice courante de s, ou
C désigne le point de rebroussement et A un autre point quelconque
de g. Les deux points A et C dépendent d’un paramétre f et l'on a

(L.1) [AA'A"C]%0

les accents indiquant toujours des dérivées par rapport a £. On peut
supposer que le facteur scalaire du point C soit soumis a la condition

(12 . : C'=ad,

oit a=a(f). D'aprés (1.1) il existe des fonctions p, py, ps, ¢ de ¢ tel-
les que

(13) A" =pA"+p, A’ +paA+qC
Il est évident que , ‘
(1.4) a=0

si et seulement si la développable s est un cone; C en est alors le
sommet.

i Soit ¢ une _correspondance arbitraire (droite — droite) entre deux
- développables s, s; on peut supposer que les génératrices g, g soient
'données en fonctlons d’'un paramétre ¢ de sorte que deux génératrices
g, g correspondantes I'une a T'autre dans ¢ appartiennent’ toujours 2 la
méme valeur de £ Pour chaque valeur de ¢, choisissons une projectivité
n=mn(¢) qui porte les points de la generatnce g= g(t) de s aux pomts

de la génératrice correspondante g=g(t) de'’s, = étant ‘soumise 2 la
condition de porter le point: de rebroussement C de g au point de re-
" broussement C de g L’ensemble des ool _projectivités = est une trans-
‘:;formanon ponctuelle P de s en s On salt [1] que P est une deforma~

) i
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tion projective de s et que, réciproquement, chaque déformation pro-
jective d'une développable peut €tre décrite de cette facon. On peut
poser

(1.5) aC=C, nA=A

et on peut encore soumettre le facteur scalaire de C a la condition -

(1.6) C'=ad
analogue 2 (1.2). On a _aussi l’équatlon o L
(1.7) A”’ A”+p1A +p0A+qC

analogue a (1.3). Nous appellerons @ la ‘correspondance base
et = la prolectxvxté détermmante de la deformatxon projec-
tive P. : . .

2. Nous allons vérlfxer le falt que P est une déformatlon pro]ec-

tive en indiquant, pour chaque couple
(2.1) : X=A+uC, = X=A4uC

de points correspondants X de s et X de s une homographie os-
culatrice K=K{¢,u), c’est-a-dire une transformation homographique
de Sy réalisant le contact analytique du second ordre des surfaces s,
s aux points X, X. On sait [2] que, ¢ et u étant données, I'homogra-
phie osculatrice K dépend encore d’'un parameétre £. Je dis que

(2.2) KA=A, ~KC=C, KA =A+pu2A+uC),
‘ KA” = A" +-3buld’+-u{p +(a+8) puy A-+k(A4-uC),
(23) ' f=a—a.

Le fait que Ihomographie K définie par (2.2) est une homographxe
osculatrice découle immédiatement des formules L

(2.4) KX=X, KdX=dX-pudtX,

Kd? X =d? X+ 2pudtd X+[Bud?t+(apu®+ k)df2 — 2pdtdu) X

que P'on vérifie sans peine.

Pour ¢, u données, nous avons ool homographles osculatrices K
déterminées par les équations (2.2) qui montrent que toutes ces ol K
_transforment de la méme fagon les points du plan

(2.5) ’ r'=[AA'C]
tangent 4 s le long de g aux points du plan
(2.6) IF'=[AA C]

tangent a s le long de g En général, cette tranbformatxon commune
de I en I dépend non seulement de t cest a-dxre de la génératnce £
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.de s, mais aussi de u, c’est-a-dire de la position du point X sur g La

déformation projective P de s soit nommée spéciale sila partie des

K relative au plan (2. 5) ne dépend que de la génératnce & Clest- a-dire
'si Pon a ‘

(2 7) . a=a ou f= 0
Si P est spéciale, alors les équatlons (2.2) prennent la forme sxmple

(2.8) KA=A, KC=C, KA'=A'\, KA" ="k (A+uC);

en-particulier pour 2=0 on obtient l’homographxe K; telle que

29) K A=A, KC=C, K,A' =4, K,A"=A".
‘L’homographie K, ne dépend que de £; c’est donc une homographle qm

est osculatrice tout le long de la génératrwe g et que nous allons
nommer homographie principale; cette notion n'est donc défi-

‘nie que si P est une déformation projective spéciale de s. -

La condition analytique (2. 7) montre que la déformation projec-

txve P est toujours spéciale si toutes les deux developpables s, s sont
des cones et que P n’est jamais spéciale si une seule d’entre eux est

un cone. Si enfin les deux développables s, s se composent des tangen-

“tes A deux courbes’ (C), (C), alors la déformation projective P’ peut

étre définie en choisissant d’abord la correspondance base ¢ qui se
reduit maintenant a une correspondance ponctuelle arbitraire entre les
deux courbes (C), (C)-et en choisissant ensuite les projectivités déter-
minantes x. On voit sans peine que pour les P spéciales les deux cour-

“bes (C) et (C), ainsi que la correspondance base ¢, peuvent étre choi-

siés arbitrairement, tandis que: chaque = est soumise a la condition

d’étre tangente a ¢, ce qui veut dire que les homographies de S;
contenant n réalisent le contact analytique du premxer ordre (au moms)

entre les deux coutbes (C), (C).

3. Les déformations prolectlves specxales d’une “développable s

Jduxssent d’'une propriété importante. Pour y arriver, posons

(3.1) B=(p—p) A"+ (171"1’1)‘4 + (Po—Po) A+(q—q)C

T B=(p-p) A,’+(p1“pl)A +(po _Po)A+(q

de sorte que B= B(t), B = B(f),
(3.2) ' K,B= —B

“et considérons les équations -~ - : N AL

(3.3) K X=X, KdX=dX, Kid*X=dX, Kud?X=d*X+BdtS,

'_quon dédult de (1.2), (1.3), (1.8), (1.7), @.1), (2 7) et (2.9): Notons que

les points ‘B et B passent un_dans l'autre en echangeant mutuelle-
ment les. deux surfaces s et 5. Ceci étant, considérons. une courbe y
gracée sur s et .son image ¥ moyennant P. En fixant une valeur:de ¢,
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considérons aussi l'image Kgy de y moyennant K,=Ky(¢) ainsi que les
points X, X, B et B appartenant 2 la valeur fixée de f. Les deux. cour-

bes y et K,y ont en tout cas au point X un contact analytxque du
second ordre. Or les équations (3.3) montrent que, si le point B n’est
pas situé sur la tangente & y en X ou, ce qui est la méme chose, si

le point B n’est pas situé sur la tangente commune & y et 2 Ky en
X, les projections de y et Kyy du point de vue B ont un contact ana-

lytique du deuxidme ordre au point projection de X; si le point B ést
situé sur -la tangente 4 y en X ou, ce qui est la méme chose, si.le

point B est situé sur la tangente commune 2 y et 3 Ky en X, alors

les deux courbes » et K,y ont en X un contact du troisitme ordre qut
est analytique si. (et seulement si) le point B coincide avec X ou, ce

qui est la méme chose, si le point B coincide avec X.

La signification géométrique des points B et B étant explxquee,
nous partageons les déformations projectives spéciales P d’une déve-
loppable s en quatre espéces de la fagon suivante. P est dite de pre-
miére espéce si :

G4 - pEFp,
" c’est-a-dire si le pomt B n’appartient pas au plan I" tangent a s le long

de la génératrice g correspondante de s (et B nappartxent pas a F ) P
est dite de seconde espéce si

@8 p=p, pP*p,

cest a-dire si (pour chaque valeur de £) le point B appartlent au plan
T, , mais n’appartient pas.a la droite g (et B appartlent a T, mais -non
4 g) P est dlte de trmsnéme espéce si

- (36) P=P, D1=Pry Po P

c’est-a-dire si (pour chaque valeur de £) le point B est situé sur la gé-

~ nératrice g, mais est différent de C (et B:}:C est situé sur g),enfm,P
est dite de quatriéme espéce si :

37)  P=P =Py Po=Po 9F G,
- c’est-a-dire si (pour chaque valeur de £) le point B cofncide avec C (et
B avec C). Nous excluons le cas banal .

(38) . P=P, Ps=P1 Po=Po 1= 5

oit les points B et B deviennent mdétermmés et P se réduxt A une
transformatxon prolectlve de s en s

T On sa1t {2] . que dans le cas de deformatnon pro]ectlve d’'une
'surface s non développable les homographies osculatrices réalisent
un’ contact analytique du second ‘ordre non seulement pour chaque
" courbe y tracée sur s et passant par lé point considéré, mais aussi pour
. chaque ,courbe“ y* de Pespase-S3:corrélatif. & S, 1es ,points“ de. la-
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quelle sont les plans tangents a s le long de 4. Nous allons voir que
pour une développable s cette propriété est en général invalide;
nous verrons aussi que, sa validité ne dépend pas du choix du nombre
k en (2.2).

- Des équations (1.2), (1.3), (1.6), (1.7), (2.2), (2 3),. (2 5) et (2 6) on
déduit

(4.1) Kr=F, KI'=T"

K="+ (p—q+ 280+ |
La proprlété énoncée est donc valide si et seulement si’

(4.2) o —q+2pu=0.

Si la déformation projective P n'est pas spéciale, il existe sur la géné-
ratrice g un seul point X=A-+4uC tel que la valeur correspondente de
u satisfait a I’quation (4.2). Si P est une déformation . projective spé-
ciale de premitre espéce, alors aucune valeur de u ne satisfait A (4.2).
Enfin, pour une déformation pro;ectxve spéciale d’espéce supérieure 3
la premiére la propneté énoncée au commencement de ce n° est valide
tout le long de g.

N

5. Si l'on veut étudier de plus prés les déformations projectives
spéciales, on doit. considérer séparément deux cas suivant que s (gt
par suite aussi s) est ou non un céne. Commengons . par.le- cas ou K
et s sont les lieux des tangentes aux deux courbes (C) et (C’). On

voit sans peine que, sans restreindre la générahte on peut supposer
qu'on ait . -

(5.1) a=]

en (1).) et par suite, en vertu de (2.7),

Go a=1

en-(1.6). Les équations (1.3) et (1.7) s’écnvent alors
G3) - 0 C=pCp T+l HC,
G4) 7 =pC 4 O +pL+4 C,

La correspondance base ¢ (v.n°l) peut étre congidérée comme une cor-

respondance ponctuelle entre les deux courbes (C) et (C). Nous allons
nommer -homographie ponctuelle de ¢ et indiquer par H'la
transformation homographique de Sy qui réalise, pour la valeur envisa:
gée de {, un contact analytique du quatriéme ordre de (C) et (C) L’ho-
mographxe H est déterminée par les conditions

. HC =C,

- - HC' =C+91C | | |
G5 7 HC =0 C+eC LT
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Y e T tel
55) HC" — 'C,,,+401‘Cvn+6926”+493(: +Q4é

En remplagant dans (5.6) C”” et C”” par leurs valeurs (5.3) et (5 4)
on obtient, faisant usage de (5.5),

PO +(p,+30:p)C" +(po + ?Qtpl +3e2p) C' +(Q+91P0+02P1+93P)C =
= (p+4g1)C”'—+—(p‘+692)C”+ (po+ 40;) [ +( (] + 94) C

Or l'aréte de rebroussement (C) de la développable s ne peut étre une
courbe plane de sorte que

R CCeT+0
et on obtient les relations » ‘
(;‘-7) o p—p+4e1=0,
o  Pi—Pi—30p+60, =0,
. Po—Po—201p1—30yp-405=0

qui jointes aux relations (5.5), déterminent sans ambiguité I'homogra-
phle ponctuelle H, amst que la relation

q— q—Gll’o “Qzl’l —0P+o=

qui determme la quantité o,. B

De (1.5), (5.5) et (5.7) il résulte que, les courbes (C) et (C) et la
correspondance base ¢ étant données, il existe une et une seule défor-
mation projective P de s en s qui soit de seconde espéce ou d’espéce
supérieure. Pour chaque valeur de ¢, la projectivité déterminante de
P fait partie de l’homograghxe ponctuelle

6. En étudiant la correspondance @ entre les courbes (C)~ et (C)

on peut supposer que les facteurs scalaires des points C et C soient
choisis de telle facon que les déterminants |

[ceere, [cocee)

aient des valeurs constantes Des équatnons (53) et (5 4) ou déduxt
alors que : : L

©en e P%P~0;
de manitre que o o
62)  C7=pCltpCH4C T =pCpC L

Lhomographxe ponctuelle /7 est mamtenant donnée par les forrnules
[v. (65) et (6.7)). = , ool
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(6.3) HC =C, HC':C", HC" =C" w(p1 ) C,

HC"~C" 4+ -5 (pr=P)C - (o= PolC.

La déformation projective P de seconde espéce ou d’espéce supérieure
appartenante & la correspondance base ¢ porte le point

(6.4) X=C'4-uC
au point o
(6.5) . X=C-+uC.

On peut discerner les trois cas possibles de 2-nde, 3-me et 4-me espece
en considérant, a cdté de I'homographie ponctuelle /9, 'homogra-
phie planaire //* quon obtient en apphqant ala détinition de
le principe de dualité. Pour trouver l'expressionanalytique de FH, in-
troduisons, outre les plans [v. (1.2), (1.6), (2.5), (2.6), (5.1) et (5.2)]

6.6) . - Ir'=cocy, r=[cc«c,
encore les plans
67) [{=[CC'C™), Iy=[CC"C"], I3=[C'C"C"),

| N=[CTT, T=[CTT) I,=CCT"
On déduit alors de (6.2)) SRR
=y, Iy =p I+ Dy Ty =—pl Ty, Iy =gl
ce qui donne ‘ ’ T "
(6.8) =Ty T =p I+ I =(p'1—p)l +pil 1+ T,
- q+p1”+px~po)/‘ "+ (20, — P+l

1l en résulte

©9)  I=pd @ —po) 1"+(¢H P! po)r
et naturellement on a aussi
(6.10). L= plf”+(2px'~ﬁo\ﬁ+(54 .5:,*“‘55)[:-

Du reste, nous aurions pu éviter le calcul précédent en employant le
faxt connu que les équations (6.9) et (6.10) sont adjointes a (6.2).

En comparant (6.9) et (6. 10) a (6.2) on voit que la dualité con-
serve’la- condition (6.1) ainsi que les quantités py, p, et remplace: les
quantités p,, p, resp. par 2p,'—p, 2P, —p, On peut donc faire dans

(6.3) la substitution . o L
| (H cc p P )
[ f 2p)~po - 2pi—po
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ce qui donne. .. - o
HT =T, =T, BT =14 (prp)T
e e Wl 1 TNTY I ' ' . ‘ AT
mHre=r +“"(P1 —p)” +'“ (2py"—2p\' — potpo)
En appliquant les équations (6.8) et les équations analogues relatives

a " on obtient
HC =T, H* =T, H*[}:l;?——é(pr——[;l)f,

1 I 3 - 1., =, -l
== o (p—p) [+ {4 (Po—Po)— (p1—~p1—p1)}1-‘.
Faiéant usage de (6.8), on obtient finalement

6.11) HAC=C, HC' =7, HHC" = C g (py—P0)C,

el 5 - J] 3 - 1 ’ o1 ra
HCH=C 4§ (rp) €+ (P =) |
Rappelons maintenant que dans P'hypothése actuelle (6.1)‘ on é( -

(6.12) - , ’ PP
si la déformation projective spéciale P est de seconde espece,

(6.13) o pi=py PoEPo
si P est de troisitme espéce, et enfin

(6.14) P . “P1=;1, Po=Po

si P est de quatriéme espéce, Les trois cas différent l'un de lautre

par la nature de la correspondance base ¢, et on peut décrire géomé-

triquement la différence en comparant les deux homographies /1 et ¥

données respectivement par (6.3) et par (6.11). En effet, (6.3) €t 6.11) -
montrent que dans le cas de seconde espéce, les deux homographxes H
et /* ne transforment toutes les deux de ]la méme fagon que les points

de la génératrice g=|CC’] de s; dans le cas de troisitme espéce les
points transformés de la méme fagon par H et par /* sont ceux qui
sont situés au plan tangent [~ 2 s; enfin dans le cas de quatrléme

espéce H* coincide avec H.

Il est aussi utile de comparer, dans les troxs cas (6.12), (6.13) et
(6.14), Thomographie principale K, avec les homocfraphles H et H*
Rappelons que- K, est définie par les équations (2.9) qui mamtenant ot
nous supposons (5.1) et (5.2) peuvent s'écrire.

(6- 1 5) KOC = C, KOC' C’ KOC// C/I KOC/H CI”.

Dans le cas (6.14), toutes les trois h_omographles K, H, f* coincident.
Dans le cas (6.13), elles transforment toutes de la méme fagon les
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points du plan tangent I” et, si le point M est situé hors de 7 les
quatres points . . , B

(6.16) - C, KM, HM, H*M

sont. différents I'un de l'autre, appartiennent toutes i une droite, et leur
birapport est égal a 3. Dans Te cas (6.12), les homographies K,, H, H*
ne transforment toutes de la méme fagon que les points de la généra-
trice g, et si le point M situé hors de g appartient au plan I les
quatre points (6.16) appartxennent toutes a4 une droite et leur bxrapport
est de nouveau égal a 3. ;

7. Avant de passer au cas des cones, il convient d’examiner la
question d’existence de déformations projectives spéciales de troisiéme
et quatritme espéce. Nous savons déja qu'a chaque correspondance base
@ entre les courbes (C) et (C) appartient une et une seule déformation
projective spéciale P qui soit de seconde espdce au moins. Pour exa-
miner l'espéce de P relative dax différentes correspondances ¢ entre
les courbes (C) et (C), en supposant ces courbes fixées, il convient de
choisir le paramétre { de maniére qu'on ait p, =0 dans (6.2), c’est-a-
dire que (6.2) prenne la forme canonique de Laguerre—For-
syth [3]

(7.1) C"" =p,C" +4C.

Condition nécessaire et suffisante pour que P soit de troisitme ou quatri-
éme espéce est alors que (6.2) prenne aussi la forme canonique

(7.2) C" =p,C'+4C. R
En appliquant les résultats classiques de la théorie de la forme cano-
nique de Laguerre—Forsyth on obtient immédiatement que, les courbes
(C) et (C) ¢tant arbitrairement données, il existe toujours oo® corres-
pondance ¢ entre elles (nous les appellerons correspondances g
cananiques) telles que P soit de troisiéme espdce au moins. De
plus, si une telle correspondance canonique s'obtient en rapportant les
deux courbes (C) et (C) au parametre commun #, on obtient la corres-
pondance canonique la plus générale entre (C) et (C) en associant au
point du parameétre ¢ de la courbe (C) le point du parametre.

at+b
ct+4-d

(7.3).

de la courbe (C), olt a, b, ¢, d sont des constantes soumises seulement
a la condition ad—bc 4= 0. Enfin, on voit que le produit d'une corres-
pondance canomque entre les courbes (C) et (C) et ‘d’une correspon-

dance canonique entre les courbes (C) et (©) est tou]ours une corres-

pondance canonique entre (C) et (C). : ’
Dans Thypothése (7.1) et (7.2), la correspondance canomque @
entre (C) et (C) définie par I’égalité du parametre ¢ donne nalssanceA
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a une déformation projective P de quatnéme espéce (nous dirons alors
que ¢ est stricte) si et seulement si py=p,. Il en résulte que le pro-
duit de deux correspondances canoniques strictes est aussi une corres-
pondance canonique stricte.

! est’ évxdent que la courbe C étant donnée, la famille des cour-
bes (C) telles qu’il existe au moins une correspondance canonique
stricte’ entre A(C) et (C) dépend d’une fonction arbitraire d’'un argument:
On 'peut se demander quels sont les couples de courbes (C), (C) tels
que toutes les correspondances canoniques entre (C) et (C) soient
strictes; nous verrons que ceci a lieu si et seulement si chacune des
deux courbes appartient 4 un complexe linéaire [1]. Plus généralement,
on peut se demander quels sont les couples:(C), (C) tels qu'il existe une
famille continue de correspondances canoniques strictes. Comme le pro-
duit de deux correspondancea canoniques strictes est aussi cannonique
strict, on voit sans peine qu'il suffit d’examiner la question pour le cas
ot (C) coincide avec (C). Considérons donc' une courbe C donée par
l’équatlon (7 1) .que nous écrivons de nouveau dans la forme

. dic
(7 4) o i =Pod) dt+q(t)c
En posant _
ey . _atth
(7.5)- =~ ad—be— (5#0
o= (ct+d)-
on obtient e 4O
L l,i;La‘: | -‘ N i ‘(194) P()’*‘(%’;‘-}*Q(z)gc
Qi :

Pyfx) =09 (ct-+d)pift)

Il s’agit’ donc de rechercher quand est ce qu'il existe un groﬁpe con-
tinu G de transformations de la forme (7.5) telles que, pour chaque
transformatxon du groupe, on ait 4 A

(76) o -(ad~&c)3.po(afiz

On voit immédiatement une premiére solution py(f)=0 qui correspond,
on le sait, au cas ol la courbe C appartient 2 un complexe linéaire;
le groupe G est dans ce cas le groupe de toutes les transformations
de la forme (7.5). Dans la recherche des autres solutions, nous allons
supposer que la groupe G a un parametre; la forme des solutions que
nous allons obtenir montre immédiaternent que, le cas p,=0 excepté,
le groupe G ne peut avoir plus d’'un parameétre. On peut supposer que
la forme canonique (7.4) ait été choisie de telle mamére que les trans_
formations du graupe. G, aient soit la forme = "'

@Ay el i e g=ate

)=(et-+dp.p)
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soit la forme - : C . C % L P
78 T =ty e
Dans le cas (7 7, ’équatxon (7.6) devient :

a’p, (at)=pq(t)
et on obtient la solutlon Polt) = L
ol £ est une constante. Dans le cas (7. 8), 'équatlon (76) dev1ent
Po(t+0)=p(t), doit p,=const. et sans restraindre la geénéralité, Po=1.
La probléeme proposé a donc, outre p,:=0, d’autres solutions consistant
de familles de’ courbes dependantes d'une fonction arbitraire fHA
chaque valeur de la constante £34-0 correspond une telle famille appat-
tenante au groupe (7.7) et déterminée par P’équation

(7.9) BC"" =kC'+£(t).C ;

il existe en outre une famille appartenante au groupe (7 8) et détermi
née par I’équation .

(7.10) ‘ O =C'Hfit).C.

8. Passons enfin & I'examen du cas ou les deux développables s
s sont des cones de sorte que

C'=0, C'=0.

Nous savons que dans ce cas la déformation projective P est toujour’s
spéciale; il s'agit d’en discuter l'espéce. Remarquons d’abord qu'on peut
remplacer ‘les deux points A=A(f), C qui déterminent le cone.s par
les deux points gA-+-fC, kC, olt g= g(t):{:O f=f(t) et k£0 est une
constante; on voxt tout de suite que ceci conduit & remplacer p par

Jr3§ Or le condition pour que P soit d’espéce supérieure 2 la pre-

mitre est p=p et on voit sans peine que, les cones s, s etla corres—
pondance basé ¢ entre eux étant arbitrairement donnés, cette condition
est toujours réalisable par une infinité de choix de pro;ectlvxtés déter-
minantes x; si S

C—>C, A-A
est un tel choix, alors le choix le plus général de .x est

C —C, A—ekA-{-fC

oit k0 ‘est une “constante et f est une fonction arbitraire de t DISOUS
que les projectivités déterminantes = sont bien choisies si la dé-
formation projective P correspondante est d’espéce supérieure 2 la
premiére,

-Tandis que la différence entre les déformations de premiére espéce
et celles d’espéce supérieure ne dépend pas de ¢ et concerne unique-
ment les projectivités déterminantes =, la différence mutuelle entre les
déformations de seconde, troisitme et quatritme espéce, au contraire,
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dépend seulement de la correspondance base ¢ (quant aux .z, il faut
seulement qu'elles soit bien choisies). En particulier, les x«z étant bien
choisies, la déformation P est “de quatriéme espéce si et seulement si
la correspondance base ¢ se réduit a une projectivité (entre les étoiles

C et C). De la théorie de la forme canonique de Laguerre—Forsyth on

déduit sans peine que, les deux cones s et s étant donnés, il existe
toujours o8 correspondances ¢ (droite — droite) entre eux qui donne
naissance (si les = sont bien choisies) 4 déformations projectives de
troisitme (ou exceptionnellement quatridme) espdce; si une telle ¢ est
définie en associant Pune 2 l'autre les génératrices de s et s correspon-
dantes 2 la méme valeur de ¢, alors la ¢ la plus générale s’obtient en
associant  la génératrice ¢ de s la génératrice

at+b

ct+d
de s, olt a, b, ¢, d sont de constantes, ad—bc0.

" On peut aussi considérer deux homographies H et /7* (dépendantes
de £) entre les étoiles C et C’. L’homographie /7 (qu’on peut nommer
homographie réglée) est définie par la propriété de réaliser dans
la génératrice correspondante & la valeur choisie de #, le contact ana-
lytique . du troisitme ordre; la définition de H* (quon peut nommer
homographie planaire) sobtient de celle de // en appliquant

dans les deux étoiles le principe de dualité. On peut prouver par ‘un
calcul facile que

(8.1) H[AC)=|AC), H[AC|= [A'C]J_ (p—P)IAC),
H[A’fC]::[Z”E]‘f‘%’ (p‘,b) [/T'E]-l-{—;— (P _El)+ 'g‘P (P—;) ] [ A.E],

H* [AC|=[AC}, H¥HA'C|=[AC]++ (p—p)[AC),
(8.2)
HAXCl={A I+ FP=PIACHg @p—p 2t

@—(p—p)(3p+i5)}[:4' C]

Il en résulte que H et H* coincident si la déformation projective P
est de la troisitme (ou quatriéme) espéce; pour une P de seconde
espéce, les droites passant par C et ayant de méme image dans /7 et
dans /* sont précisément celles qui appartiennent au plan tangent [AA'C|.

Regu le 16. 1. 1957



file:///AC/~/AC/

Sur la déformation projective des surfaces développables 93

BIBLIOGRAPHIE

1. E. Cartan. Sur la déformation projective des surfaces. Annales de I'Ecole Nor-
male supérieure, 37, 3 (1920), 259—356; v. en particulier p. 340—343.

2. V. p. ex. E. Cech. Déformazioni projettive nel senso di Fubini e generalizzazi-
oni, Conferenze del seminario di matematica dell’ univ. di Bari (1955), fasc. 9.

3. E. J. Wilczynski. Projective differential geometry of curves and ruled surfaces.
Leipzig, Teubner, 1906. v. en particulier p. 24—26.

4. V.p.ex. G. Fubini et E. Cech. Introduction a 1a géométrie projective diffé-

' rentielle des surfaces. Paris, Gauthier—Villars, 1931, p. 25.



a4

BBPXY HPOEKTI/IBHATA OEPOPMALIMS HA PA3BHMBAEMUWTE
[NTOBBPXHHUHHU -

E. Uex ([lpara)

PE3IOME

Heka s u s ca nBe pasBuBaeMH NOBLPXHHHH B Sy U Heka o6pa-

3yBalllNTE UM g U g Ca OTHeCeHH KbM enuH o6m napamersp £ Ilo Ta-
KbB HauMH e neQuHHPaHO €HO CHOTBETCTBHE ¢ (NpaBa —> NpaBa) Mexny
s u s. UsGupave 3a BCSKO / NMPOEKTHBHOCT a(f), Tpaucpopmupawa Tou-
kute g=g(f) B TouKMTe g= g(t) MHOXecTBOTO co! NPOEKTHBHOCTH 7 e
eliHa TOuKOBa Tpancopmanmsi P Ha s B s. ToBa 3Hauu, ue 3a BCsIKA TOUKA
X oT s cplecTBYBa XoMorpaduusa Tpascopmanus K= K(X), cpBnasauma
c P B okoaHocTuTe Ha X C TOYHOCT O Ge3KpaiiHO Ma/JKu OT TPETH pel.
Hssectro e [1], ue Te3an TpaHcopmaunu P ca Hali-061MTe NPOEKTHBHH
nedopmanin Ha pa3BHBaeMuTe NOBBLPXHHHU. [Ipeamer Ha HacTosmara
paboTa e H3yyaBaHeTO Ha NpPOEKTHBHHTe nedopMauun P, HapeyenH CT
Hac CHeLMAaNHK M XapaKTepH3Mpail¥ ce CbC CBOHCTBOTO, Y€ MOXE
na ce u3bepe K =K, no TakbB HauMH, 4Ye Ja 3aBHCH camMoO0 OT
ofpa3yBalllata g, HO He M OT nonoxeHuero Ha X Bbpxy g. Torasa xo-
morpaduaTa K=K,(f) e enHo3HauHo onpenejeHa. P e BHHaru CcCre-
HaJHa, aKoO JBeTe Da3BMBaEeMH MOBBPXHUHM S H § ca Kouycu; P Hu-
KOra He € ClenualHa, ako caMo efHa OT TAX € KOHYC. AKO Hakpas S H
s ce obpasyear or monupartennuTe kbpM aBe kpuBd (C) u (C), TBHH ue
@ MOXe Jla Ce pa3srjexna kKato TouxkoBa Tpauctopmauus wa (C) B (C),
TO P e crneuuanHa, ako 3a BCAKO ¢ CbABpkauuTe n (f) xomorpaduu B
S; OCBIIECTBABAT AHAJNMUTHYEH KOHTAKT NOHe OT mbpBH pen Mexay (C)
n (C).

Tbit kaTo P e cneumanna nedopmauusi, ChIeCTBYBa (OCBEH B TPH-
BHaNHUS cayuyall, xorato P e xoMorpaduuecka TtpaHcdopMaiusa HA S B
S§) 3a BCsKO ¢ TakaBa Touka B=B(f), ue nsoiikara (B,B), neto B=K(B)
Ja uMa CBOACTBOTO: HEKa y € KpMBA BBPXY § M Heka X e TouKara,
CHOTBETCTBYBalla Ha W3bpanara croitnocT Ha f. Kpusute Py, Kyy umat
B X=PX = KoX aHannTHYeH KOHTaKT OT BTOPH pej, HO 3a NPOEKLHHTE
Ha Py u K,y or B To3u pex e =3. Kassame, ue P e OT NbpBH BH I,
ako B He npuHalJexu Ha pasBHuHara 7, pomuparenHa KBM $§ MO TpO-
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IBbJKEHHe Ha g; BTODPH BHJ, ako B npuHaanexu Ha T; TpeTH
BH I, ako B mnpuHajpjexu Ha ¢ M YeTBBHPTH BUJ, ako B e ocobena
tTouyka Ha (C) U BpBX Ha §, aKO S € KOHYC.

OcHoBHuAT pe3dysaTaT Ha HacTosiuara pa6ora ce ChCTOM B TOBA,
ye poaBT Ha P Moxe na Obre omucan MO APYr HayuH, KOHTO HMe e
M3JI0XKHM CaMO 3a CJyyast, KOrato S U § He ca KoHycu. Torara cahine-
CTBYBa 3a BCsKO [ xoMmorpadus F, tpanchopmupama net 6esxpaitno
6nu3kn Toukn Ha (C) B cporBeTHUTe TOukH OT (C) m xomorpadus FH¥,
Tpancopmupaimia ner GeakpaliHo GaM3KH OCKyJauHM paBHuHH Ha (C) B
cpoTBeTHHTE paBuuuM Ha (C). Xomorpaduure H u f* TpancdopMupar
N0 eXHaKbB HAaUMH BCHYKH TOUKM Ha g. ToraBa BUABT Ha P e = 2, axko
3a BCAKO I, n e yacT or A (unam H¥*). B TakwB cayyait BUABT = 3, aKo
H n H* tpancdopmupaT no efHaKbB HaYMH BCHYKH TOUKH Ha OCKYyJay-
Hata paBuMHa T u P e or 4-u BuA, ako H= H*



w0 HPOEKTHBHOI/I NE®OPMALIMH PABBEPTbIBAIOUJ.HXCH
MOBEPXHOCTEH -

3. Yex (ﬂpara)

PE3IOME

[Mycrb s, S ABe Pa3BepTHIBAIOLIHECH IOBEPXHOCTH B S; M NYCTb HX
o6pasyioline g, g OTHeCeHH K HekOoTopomy obumemy napamerpy f. Takum
o6pasoM onpenes€HO COOTBETCTBHE ¢ (NpsMasi — npsMas) Mexay §, S.
BoiGupaeM aas KaxJaro ¢ npoeKTHBHOCTb = (f), mepeHocsiuast TOYKH
g=g) B TOUKAX g = g(t) MHoxecTBO ool NPOEKTHBHOCTER 7 SIBASETCS
TOYeyHOl TpaHcdopMmalmeit P, s B 5. P sBAsSeTcs ¥ NPOEKTHBHOI nedop-
MmauHeil SB S, DTO O3Hauaert, YTO JJIS KaXAOH TOUKH X, NpHHANJeXa-
el K §, cyulectByer romorpaduueckast Tpanchopmanus K= K(X), cos-
najgamouas ¢ P B OKpecTHOCTH X C TOYHOCTHIO IO OeCKOHEYHO-MAJbIX
3-ero nopsaka. HaeectHo, [l], uTo 2t Tpanchopmauun P sBASIOTCA
CaMBIMH OGIIHMH NPOEKTHBHBIMH JedopMalisiMHi pasBepThIBalolleiics mo-
BepxHocTH. [IpeaMeToM HacTosmiefl paGOTH CJYHKHMT H3yueHHE NPOEKTHB-
HuHX aedopmanuit P, Ha3biBaeMBIX HaMH CTe L HAaJbHBI MU, U XapakTe-
PHBHPYIOLIMXCS TeM CBOMCTBOM, UTO BO3MOXHO BHOparh K=K, Takum
o6pa3oM, yToObl OHa 3aBHCeJa TOJNBLKO OT oOpa3syioumefl g M He 3aBu-
cena or nonoxennii X Ha g. Torma romorpadmua K,=K(f) oanoanauto
onpeaenesa. P Bceria CrenHalbHasi, ecJH JBe Pa3BepPTHIBAIOILUECS MO-
BEPXHOCTH § M S SBJASIOTCS KOHYCaMH; P HUKOrZa He CHenuajbHasi, eciu
TOJNLKO OJHA M3 HUX Konyc. Ecam, nakouen s, s olpasylorcs Kacarteb-
HeIMH K ABYM KpuBHM (C), (C), Tak 4TO @ MOXHO paccMaTpuBaTh Kax
ToYeyHoe npeoGpazosanue (C) B (C), T0 P cnenuanbuas, eclH AJa8 KaX-
noro .t comepxamue =z(f) xomorpaduu S; OCYILECTBASIIOT aHaAMTHYe-
CKOe KacaHHe IepBoro mnopsanxa (no kpaitHeit Mepe), mexnay (C) u (C).

Tax kak P cneumanbuast nedpopmauysi, CyulecTByeT (M3KJIoyas TpH-
BHAJHOTO caydasi, Koraa P romorpapuueckasi Tpaucopmauus s B s)
AAs Kamaoro ¢ Takas Touka B=B(f), uro napa (B, B), rae B=K,(B),
HMeeT CJenyiolliee CBOHCTBO: NyCcTh y KpHBasi, INpOBElNeHHas B S, H
nyctb X TOYKa, COOTBETCTBOIOILAsN  BhIOpaHHOMY 3Hauenuio f. Kpuswie
Py, Koy nmeor B X=PX=Ky(X) ananutuueckoe Kacasue BTOPOro mo-

pAAKa, HO znA npoekuwit Py u Ky u3 B s1oT nopsaok = 3. Mbl roso-
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puM, 4T0 P nepBOTrO poxa, ecid B He NpHHALMEKHT IJIOCKOCTH 7,
KacaTeabHOH K S BAOJNb £; BTOPOToO pojAa, ecnn B npudannexur T;
TPeTbero PORa, ecad B NpHHALJIEXKHT ¢ H YETBEPTOro PONa,
ecnn B sisnsercs Toukoil Bozepata (C) naW BepLUHMHON S, €ClH S KOHYC.

OcHOBHOM pe3ysabTaT HacTosilllel paGOTHl COCTOHT B TOM, YTO POJ
P Moxer GHT OMHCaH APYrUM CNOCOGOM, KOTOPHIt MH H3J0XHM TOJBLKO
AN Clydasi, KOrja s M S He sABIAIOTCA KoHycamu. Toraa cyuiectsyer
nas kaxparo ¢ romorpadus FH, TpaHchopMupyiomast nATh OeCKOHEYHO
6au3kux toyek (C) B coorserctBylomux Toukax (C), u romorpagus H*,
Tpancopmupyioniast narb GeCKOHEYHO OJIH3KHUX CONPHKACAKILUXCS NJ0C-
kocteli (C) B cootBercTBylouiMx mnnockoctsx (C). [omorpadmuu H, AH*
TpaHcHOPMHUPYIOT OXHHAKOBBIM 06pa3om Bce Touku g. Torna pox P Gosb-
1Ie JBYX, CJIH IJ8 KaXI0ro ¢ n siBasercs yactbio H (uau H*). B Takom
cayuyae pox = 3, ecan H, H* tpaHcopMHPYIOT ORMHAKOBBHIM 00pa3oM Bce
TOYKH conpHkacawoouleiicsa naockoctd 7, u P umeer pon 4, ecan H=H*.

Pabora couepXHT TakKe YCJOBHSI CYLIECTBYBAHHS ClelHaNbHBIX
nedopMalHil pasiTHYHHX POMOB.

7  Hsmectns ma MatemaTRueckns AHcTATYT, ToM III, k. 2
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