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1971 г. мaй—uнmъ ' m. XXVI, выn. 3 (159) 
УCIIEXИ MATEMATIIЧECEИXHAУK 

УДК 513.83 

О БИКОМПАКТНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ г) 

Э. Ч е х 

Теория бикомпактных топологических пространств была широко раз­
вита П. С. Александровым и П. С. Урысоном в работе «Мёшо1ге 8Ш* 1ез езрасев 
ьороЬ^иез сотрасьз» (АгазЪегйат, УегЬ. Коп. Асай. \Уе1. 14 : 1 (1929), 
1—96; для ссылок на эту работу будет использоваться сокращение АУ). 
Дальнейшее развитие теория бикомпактных пространств получила в работе 
А. Н. Тихонова «ОЪег (Не 1оро1од18сЬе Ег^еИпто; УОП Каигаеп» (Ма(Ь. Апп. 
102 (1930)), где он показал, что полная регулярность является необходимым 
и достаточным условием для того, чтобы пространство являлось подпро­
странством некоторого хаусдорфова бикомпактного пространства. Больше 
того, А. Н. Тихонов доказал, что для каждого вполне регулярного про­
странства *? существует бикомпактное хаусдорфово пространство р(5) такое, 
что (г) 8 всюду плотно в Р(5) и (И) любая ограниченная непрерывная функ­
ция на 5 может быть непрерывно продолжена на (3(5). Легко видеть, что 
^(5) однозначно определяется свойствами (г) и (и). Цель настоящей статьи — 
более детальное изучение пространства Р(5). 

Работа делится на четыре части. В первой части кратко излагаются 
некоторые хорошо известные определения и делается несколько простых 
замечаний. В частности, показывается, что произвольное топологическое 
пространство 5 определяет вполне регулярное пространство р(8) таким 
образом, что значительную информацию о свойствах пространства 5 можно 
получить, изучая топологию пространства р(8). Часть II посвящена теории 
упомянутого выше бикомпактного пространства $(8). Здесь я повторяю 
только некоторые результаты этой части. Во-первых, если пространство 5 
нормально, то Р(«5) можно определить, не ссылаясь на непрерывные функ­
ции на пространстве 5, в том смысле, что свойство (и) можно заменить на сле­
дующее: если два замкнутых подмножества пространства .5 не пересекаются, 
то их замыкания в $(8) также не пересекаются. Во-вторых, если 5 удовле­
творяет первой аксиоме счетности, то *? однозначно определяется простран­
ством Р(5); при этом *$ — множество точек пространства $(8), в которых 
выполняется первая аксиома счетности. Следовательно, в этом случае (вклю­
чающем случай метризуемых пространств) изучение пространства *!? может 

*) Е. С е с Ь, Оп Ысотрас* зрасез, Апп. о! МаЙь 38 (1937), 823—844. Перевод 
выполнен А. И. Криворучко. 
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быть сведено к изучению топологии пространства $(8). Отсюда ясно, что 
весьма желательно продолжать изучение бикомпактных пространств и осо­
бенно пространства Р(5). Конечно, необходимо подчеркнуть, что Р(5) может 
быть определено только формально (не конструктивно), так как при его 
построении используется теорема Цермело. Если / обозначает пространство 
целых чисел, то думаю, что невозможно определить эффективно (в смысле 
Серпинского) и точки из (3(7) \ / . Я даже не могу определить мощности мно­
жества р(7). (Работа содержит и некоторые другие нерешенные проблемы.) 
Вместе с тем пространство р(/)\7 дает положительное решение одной про­
блемы Александрова и Урысона (АУ, стр. 54). В части III вводится понятие 
топологически полных пространств и доказывается, что если 5 метризуемо, 
то оно топологически полно в том и только том случае, если гомеоморфно 
пространству с полной метрикой. Доказательство получается после незна­
чительного изменения доказательства хорошо известной теоремы Хаусдорфа 
о том, что 6?б-множества в полном метрическом пространстве метризуемы 
полной метрикой. В части IV я рассматриваю локально нормальные про­
странства и доказываю, что локально нормальное пространство является 
открытым подмножеством некоторого нормального пространства. По-види­
мому, это было бы трудно доказать, не используя свойств пространства Р(*5). 

I 

Множество 5 называется топологическим пространством, (а его эле­
менты — точками), если выделено семейство §г подмножеств АУ (называемых 
замкнутыми подмножествами 5), такое, что (1) все пространство *5 и пустое 
множество 0 замкнуты, (2) пересечение любого семейства замкнутых мно­
жеств замкнуто, (3) объединение двух замкнутых множеств замкнуто. Мно­
жество С с: 8 называется открытым, если его дополнение замкнуто. Окрест­
ностью множества А с: 8 (А может состоять из одной точки) называется 
открытое множество, содержащее А. 

Пересечение всех замкнутых множеств, содержащих данное множе­
ство Л, называется замыканием А и обозначается через А. Операция замы­
кания обладает следующими свойствами: 

(1) 0 = 0, (2) Аа А, (3) А [} В^ А {] В, (4)Л=-Л. 

Обратно, можно определить понятие топологического пространства, отправ­
ляясь от оператора замыкания, удовлетворяющего условиям (1) — (4) 
и определяя замкнутые множества условием А = А. 

Открытой базой топологического пространства #5 называется семейство 
Ш открытых множеств такое, что любое открытое множество является сум­
мой некоторых элементов из Ш. Очевидно, семейство всех открытых множеств 
образует открытую базу. Любая открытая база обладает следующими свойст­
вами: (1) для данной точки х € 8 существует ^ ^ 8$ такое, что х 6 ^, (2) если 
даны точка х ^ 8 п два множества (7, V такие, что 17 € ЯЗ, К 6 ®* # €• # П V, 
то существует множество Ш такое, что х 6 ТГ, IV ^Ш, Ш с: Ц{]У. Наобо-
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рот, можно (и эта возможность очень часто используется) определить тополо­
гическое пространство, отправляясь от семейства 93, удовлетворяющего 
условиям (1) и (2); тогда замыкание А множества А состоит из всех точек х 
таких, что из условий ^ (:%$, х ^ ^ следует, что 1?(}А фО. 

Фиксированное подмножество Т топологического пространства 5 всегда 
рассматривается как топологическое пространство, в котором множество 
4 с Г замкнуто в том и только в том случае, если А является пересечением 
Т с замкнутым подмножеством в .5'. Множество А относительно открыто 
(т. е. открыто в Т) тогда и только тогда, когда является пересечением Т 
с некоторым открытым в 5 подмножеством. Относительным замыканием 
множества А а Т называется пересечение Т(]А множества] Т с замыка­
нием А в 8. Любая открытая база 93 пространства 5 определяет открытую 
базу 23о пространства Г, элементами которой являются пересечения Т с эле­
ментами базы 93. 

Отобраясением / топологического пространства ^х в топологическое 
пространство 82 называется соответствие между точками множеств 51 и 82 

такое, что каждой точке х ^ 8х сопоставлена точка }(х) 6 *->2; мы будем всегда 
предполагать, что для каждой точки у $ 82 существует хотя бы одна точка 
х (^ 8Х такая, что 1(х) == у. Пространство 1$4 является областью определения 
отображения/, #2 — его областью значений. Образом/(Л) множества А а 8\ 
является множество всех точек /(я), х (~ А. Прообразом ?~г(В) множества 
В а 8 называется множество всех таких точек х ^ 8х, что {(х) ^ В. Отобра­
жение / взаимно однозначно, если из того, что хх ^ $1, х2 ^ 5 Ь х4 Ф х2 сле­
дует, что }(хх) Ф 1(х^). Если / взаимно однозначно, то определено обратное 
отображение /~г пространства 82 в пространство З^, которое также является 
взаимно однозначным. Отображение / называется функцией, если область 
значений состоит из действительных чисел. Функция ограничена, если ее 
область значений — ограниченное множество. Отображение / называется 
непрерывным в точке х ^ 8^, если для каждой окрестности V точки }(х) 
существует окрестность ^ точки х такая, что /(С/) с: V; / называется непре­
рывным, если оно непрерывно в каждой точке х ^ 8Х. / непрерывно тогда 
и только тогда, когда прообраз любого замкнутого в 82 подмножества замк­
нут в .$!. 

Множество А а 8 называется (^-множеством, если существует счетная 
оо 

последовательность Юп} открытых подмножеств такая, что А == П &п\ 
п=-1 

А называется /^-множеством, если существует такая счетная последователь-
оо 

ность {^п} замкнутых" множеств, что А — [} Рп. Дополнение 6?0-множества 
п==1 

является ^-множеством. *!? называется Г0-пространством *), если замыкания 
различных точек не совпадают. 5 называется .^-пространством 2 ), если все 
его точки замкнуты. 5 является ^-пространством в том и только том случае, 
когда пересечение всех окрестностей любой точки х является одноточечным 

*) CM. P. A 1 e x a n d r o f f, H. H o p f, Topologie I, Berlin, 1935, CTp. 58. 
2) CM. G. B i r k h o f f, On the combination of Topologies, Fund. Math. 26, CTp. 162. 
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множеством. 5 называется хаусдорфовым пространством, если пересечение 
замыканий всех окрестностей любой точки х состоит из единственной точ­
ки х. Любое ^-пространство является ;Г0-проетранством. Каждое хаусдор-
фово пространство является 7Упространством. Каждое подпространство 
Г0-пространства является Г0-пространством. То же справедливо для ТУпро-
странства и для хаусдорфовых пространств. Пусть 83 — открытая база 
пространства 5. Тогда .5 — Г0-пространство в том и только в том случае, 
если для любых двух различных точек х я у существует множество 17 еЗ Ш, 
содержащее только одну из этих точек. 5 является .^-пространством тогда 
и только тогда, когда для любых двух несовпадающих точек хну существует 
множество С/ ̂  23, содержащее х и не содержащее у. 8 — хаусдорфово про­
странство, если для любых двух различных точек х и у существуют такие 
множества ^ и V, что *7 6 Я>, V 6 $, я 6 *7, У € ^ ^[\V = 0. 

Теперь мы перейдем к доказательству того, что теория общих тополо­
гических пространств может быть полностью сведена к теории Г0-пространств. 
Пусть 5 — топологическое пространство. Две точки х ^ 8, у (: 8 назовем 
эквивалентным, если х — у. Пусть Р — замкнутое подмножество 8, х и у — 
эквивалентные точки; если х 6 Р, то х а Р но у 6 У и у -== х, следовательно, 
у (: Р» Таким образом, получаем, что если замкнутое множество содержит 
некоторую точку, то оно содержит и все точки, эквивалентное данной. Пусть 
т{х) — класс эквивалентности точки х. Тогда т является отображением .5 
в 80, где 5 0 — множество таких классов эквивалентности. Множество А$ с : 
с : ^о назовем замкнутым тогда и только тогда, когда прообраз т~1{А0) зам­
кнут в 5. Очевидно, что |50 — топологическое пространство, а т — непре­
рывное отображение. Далее, очевидно, что т{А) = т{А) для любого множе­
ства А с : *5; в частности, т{х) = т{х). Если т{х) Ф т{у), то х Ф у; так как 
х н у замкнуты, легко получить, что т{х) Ф т{у) или т{х) Ф т{у), т. е. 
#0 — Г0-проетранство. Обратно, пусть 5 0 — Г0-пространство. Пусть т — 
отображение множества 5 в 80. Назовем замкнутым в 5 прообраз любого 
замкнутого подмножества из .50. Тогда .5 — общее топологическое простран­
ство и т можно рассматривать как отношение эквивалентности на нем. 
Очевидно, что топология 5 вполне описывается топологией пространства .50. 
*5 называется регулярным пространством, если это Г0-пространство, обла­
дающее следующим свойством: для каждой окрестности ^ произвольной 
точки х существует окрестность V точки х такая, что V а ^ г). Докажем, 
что любое регулярное пространство является хаусдорфовым простран­
ством 2). Пусть хну— две различные точки .5. Если х 6 У и у (Е х, то, так 
как х и у замкнуты, х с : у и у а х, т. е. х = у, что невозможно. Не нарушая 
общности, можно предположить, что х не принадлежит у, т. е. *5\у является 
окрестностью точки х. Тогда существует такая окрестность ^ точки х, что 
и а 8\у. Полагая V = *5\ ^, получаем открытые множества ^ яV такие, 

х) Окрестности могут выбираться из данной открытой базы пространства «У. 
2) Обычно предполагают, что «9 является ^-пространством. 
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что х € ^, у а V, ^0V = 0, т, е. 8 — хаусдорфово пространство. Каж­
дое подпространство регулярного пространства — регулярное пространство. 

.5 называется вполне регулярным, если оно — Го-пространство, удо­
влетворяющее следующему условию: для каждого замкнутого множества Р 
и каждой точки а 6 5 \ Р существует непрерывная функция / на 5 такая, 
что /(а) = 0 и }(х) -= 1 для каждой точки х ^ Р г). Легко видеть, что вполне 
регулярное пространство регулярно и любое подмножество вполне регуляр­
ного пространства вполне регулярно. 

Покажем теперь, что каждому топологическому пространству 5 можно 
сопоставить единственным образом определенное вполне регулярное про­
странство р(д5г) таким образом, что в значительной мере топологию простран­
ства 5 можно свести к топологии пространства р(*5). Две точки назовем 
эквивалентными (на некоторое время), если для этих точек х и у 1(х) = 1(у) 
для каждой непрерывной функции. Каждой точке х ^ 8 сопоставим класс 
эквивалентности р(х) точки х2). Получаем отображение р пространства *5 
в р(5) = 8х. Определим топологию в д54, построив открытую базу 33 для $1-
Элемент [/, Л базы 93 будет определяться непрерывной функцией / на *? 
и открытым интервалом /. При этом [/, Л будет состоять из тех точек р(х), 
для которых {(х) ^ /. Чтобы доказать, что 51 — топологическое простран­
ство, нужно проверить, что семейство 93 можно рассматривать как базу 
некоторой топологии. Во-первых, для каждой точки а ^ 8 существует [/, Л, 
содержащее р(а). Во-вторых, пусть р(а) принадлежит одновременно [Д, 1^ 
и [/г» ^2-- Докажем, что существует [/, Л такое, что р(а) 6 I/, Л с: [/4, /^П 
П Г/г? -̂ 2-- Существует е > 0 такое, что для $ = 1 , 2 интервал /*(а) — е < 
< ' < и(а) + е является подмножеством 1(. Легко видеть, что мы можем 
положить /(х) = 11х(х) — 1х(а) | + | /2(#) — /2(#) |, а за интервал / взять 
интервал —2е < I < 2е. Следовательно, б^ — топологическое пространство. 

Так как топология на *?! определялась с помощью непрерывных функ­
ций на .5\ ТО легко видеть, что р — непрерывное отображение 5 в 54; поэтому 
если ф — непрерывная функция на 8Х, то /(х) == (р[р(.г)] — непрерывная 
функция на 5. Более того, в нашем случае верно обратное: любая непрерыв­
ная функция на 8 представима в виде суперпозиции /(х) = ф[р(#)], еде ф — 
непрерывная функция на 8х. 

Если р(а) и р(Ъ) — две различные точки в 8^ то существует такая 
непрерывная на *$' функция /, что /(а) Ф /(6). Возьмем два открытых 
непересекающихся интервала 1± и 12 так, чтобы /(а) 6 Л» /(&) 6 - ^ 
Тогда [/, /1] и [/, /2] — Д в а непересекающихся открытых в 6\ множества 
и р(а) 6 I/, 1\], р(Ь) 6 1А ^2-- Следовательно, 5 ! —- хаусдорфово простран­
ство. Докажем, что ^ вполне регулярно. Пусть Ф замкнуто в 81 
и не содержит точку р(а). Существует множество [/, Л такое, что р(а) 6 
6 I/, Л с : *$1\Ф; мы можем предположить, что / состоит из всех чисел Ь 

г) Можно предполагать, что 0 < / (х) < 1 для всех ж 6 -У» т а к к&к **** можем заме­
нить функцию / функцией ф, полагая у(х) =* {(х), если 0 </(*) < 1, ф(#) = 0, если 
}(х) < 0 и ц>(х) — 1, если /(а?) > 1. 

2) Очевидно, из того, что т(я) = т(г/), следует, что р(х) = р(у), но, конечно, мы 
можем ограничиться рассмотрением Го-пространств. 
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таких, что | /(а) — г | < е (е > 0). Если | /(*) — /(а) | > е, положим #(я) = 

= 1. Если | /(я?) — /(а) | < е, положим $(х) = е-1 | /(я) — /(а) |. Тогда 

8 — непрерывная функция на ^ и существует непрерывная функция ф 

на 51 такая, что §(х) = ц[р(х)]. Легко видеть, что ф[р(а)] = 0 и у(х) = 1 

для каждой точки х ^ Ф. Пусть Р — замкнутое подмножество 5. Мы дока­

жем, что для того, чтобы р(Р) было замкнутым в 8х, необходимо и достаточ­

но, чтобы для каждой точки а ^ *9\р~1[р(/1)] существовала непрерывная 

на 8 функция / такая, что /(а) == 0 и /(.г) = 1 для каждой точки х ^ Р. Пред­

положим сначала, что р(Р) не замкнуто и для точки а такой, что р(а) ^ р(-Р)\ 

\ р ( ^ ) , существует непрерывная на 5 функция такая, что /(а) = 0 и 1(х) = 1 

для точек х 6 Р. Тогда ](х) = ф[р(#)], где ф — непрерывная на 81 функция. 

Для х (~ р(Р) будем иметь <р(х) = 1; так как ф — непрерывна, то ц>(х) = 1 

для х С р(Р), в частности, ф[р(а)] = 1, т. е. /(а) = 1, и мы приходим к про­

тиворечию. Теперь предположим, что р(Р) замкнуто в $1. Пусть а ^ 5 \ 

\р~Чр(-Р)Ь Тогда р(а) ^ .5Г1\р(/7*). Так как .б̂  вполне регулярно, существует 

такая непрерывная на *?! функция ф, что ф[р(а)] == 0 и ц(х) = 1 для каждой 

точки х 6 р(Р)* Полагая 1(х) = ф[р(#)], получаем непрерывную на 4? функ­

цию и /(а) = 0, а /(я) = 1 для каждой точки х 6 Р. В качестве следствия 

получаем, что если 5 вполне регулярно, то р — гомеоморфизм. 

Для вполне регулярных пространств справедливо следующее свойство. 

Пусть а — непрерывное отображение вполне регулярного пространства 8 

в топологическое пространство В такое, что каждая непрерывная на 8 функ­

ция / представима в виде ^(х) = ф[а(х)], где ф — непрерывная на В функция. 

Тогда отображение а является гомеоморфизмом. Докажем это. Пусть # 

вполне регулярно. Если а ^ 8, Ь ^ 8, а Ф Ь, то существует непрерывная 

на 5 функция / такая, что /(а) Ф /(Ь); так как 1(х) = Ц)[а(х)], то о(а) Ф 

Ф а(Ь), т. е. а — взаимно однозначное отображение. Остается заметить, 

что если Р замкнуто в 5, то а(Р) замкнуто в В. Если о(Р) не замкнуто, то 

существует а ^ 8 такая, что о(а) $ а(Р)\а(Р). Пусть / — непрерывная 

функция такая, что /(а) = 0 и /(#) = 1 для точек х 6 Р* Но /(х) = ф[а(х)] 

и ф[а(а)] = 0, а ц>(х) = 1 для х (~ а(Р). Так как ф непрерывна, то ц>(х) = 1 

и для точек из а(Р), а тогда ф(а) — 1 - й мы приходим к противоречию. Если 

.5 не вполне регулярно, то отмеченное только что свойство не выполняется, 

что сразу видно, если положить а = р. 

Рассмотрим следующие три свойства топологических пространств; 

(1) Если Рх и Р2 — замкнутые непересекающиеся множества, то существуют 

такие открытые множества ^ и С 2, что Р% с : Ох, Р2 с : С2 и Сх П 02 = 0. 

(2) Если Рх и Р2 — замкнутые непересекающиеся множества, то сущест­

вует такая непрерывная на всем пространстве функция /, что 1(х) = 0 для 

каждой точки х ^ Рх и {(х) = 1 для каждой точки х & Р2

г). (3) Если Р — 

замкнутое множество и ф —- непрерывная на Р ограниченная функция 2 ) , 

то существует непрерывная на всем пространстве функция / такая, что 

1(х) = ф(#) для каждой точки х (5 Р. Легко видеть, что формально (2) более 

1) См. сноску 1) на стр. 169. 
2) Легко доказать, что требование ограниченности можно опустить. 



О БИКОМПАКТНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 171 

сильно, чем (1), а (3) более сильно, чем (2). Но П. С. Урысон доказал *), 
что все три условия эквивалентны. Пространство, удовлетворяющее этим 
условиям, называется нормальным. Условие (2) показывает, что. нормаль­
ное ^-пространство вполне регулярно (следовательно, регулярно и хаус-
дорфово). 

Если пространство 8 нормально, то р(8) также нормально. Пусть Ф1 

и Ф 2 — два замкнутых непересекающихся подмножества в р(#). Тогда 
р± = р-1(ф1) и Р% = р~х(Ф2) — замкнутые непересекающиеся в 5 подмно­
жества. Так как 5 нормально, то существует непрерывная функция / на 5 
такая, что /(я) =-= 0 для всех точек х ^ Р^ и $(х) = 1 для точек х 6 Е2* Но 
/(я) г= ф[р(х)], где ф — непрерывная на р(<5) функция. Очевидно, ф(х) = О, 
если х 6 Фь и (р(х) — 1, если х 6 Фг- Если пространство 8 нормально, то для 
точек а ^ 8, Ь а 8 р(а) -== р(Ь) тогда и только тогда, когда а (] Ь Ф 0. Пред­
положим сначала, что с^а(]Ь. Если / — непрерывная функция на 5, 
то легко видеть, что /(а) =/(Ь) =/(с), следовательно, р(а) = р(6). Теперь 
предположил!, что а(]Ь = 0. Тогда существует непрерывная на .5 функция 
такая, что /(а) = 0, /(6) = 1 и, следовательно, р(а) Ф р(Ъ). 

Если пространство 8 нормально и Р замкнуто в 8, то р(Р) замкнуто 
в р(8). Пусть а 6 5\р-1[р(/?)]. Для х а Р имеем р(а) Ф р(х), следовательно, 
а()х — 0, поэтому а П - ^ ^ О . Но тогда существует непрерывная на 5 
функция / такая, что }(х) = 1, если х € Р и ](х) = 0, если х 6 й, а тогда 
и /(а) = 0. А мы знаем, что из этого следует замкнутость р(Р) в р(8). Послед­
ние две теоремы показывают, что если 5 нормально, то р(8) и топология 
на нем может быть описана следующим образом: пространство р(8) состоит 
из точек р(х), сопоставленных точкам х ^ 8 так, что р(х) =-= р(у) в том и только 
в том случае, если х(]уф0; при этом множество Ф с р(5) замкнуто 
в р(5) тогда и только тогда, когда р-*х(Ф) замкнуто в .5. Представляет интерес 
дать подобное описание для р(5) и в общем случае. 

Если пространство 8 нормально, то необходимым и достаточным усло­
вием для того, чтобы множество А с^ 8 было замкнутым С&-множеством 
является существование такой непрерывной па 8 функции /, что /(х) — 0 
в том и только в том случае, если х ^ А. Предположим сначала, что такая 
функция/существует. Тогда А =-- {/(х) = 0} замкнуто, аСп== { | /(#) | < 1/п} — 

ОО 

открытое множество и А == П &п- Обратно, пусть А = А — 

сю 

= П Сп, где Сп — открыто. Так как 5 нормально, существуют непрерыв-
7 1 = 1 

ные на «У функции /п такие, что /п(а:) = 0 для х 6 А, }п(х) = 1 для х ^ 8\6п1 
о© 

и 0 -< /п(х) ^ 1 на 8. Теперь достаточно положить 1(х) = 2 2~п/п(#). 

Точка х топологического пространства .5 называется точкой полного 
накопления множества А а 8, если для каждой окрестности ^ точки х мощ-

*) P. U r y s o h n , Über die Mächtigkeit zusammenhangender Mengen, Math. 
Ann. 94 (1925). 
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ность множества А (] ^ равна мощности множества .4. Семейство © под­
множеств пространства 1? называется монотонным, если для каждых двух 
множеств А, В из этого семейства либо А с : В либо В с 4 , Семейство © 
подмножеств пространства 5 называется покрытием пространства 5, если 
каждая точка х ^ 8 принадлеяшт некоторому множеству из ©. 

Рассмотрим следующие три условия; (1) Каждое бесконечное подмно­
жество пространства -̂  имеет хотя бы одну точку полного накопления. 
(2) Монотонное семейство непустых замкнутых множеств имеет непустое 
пересечение. (3) Всякое покрытие пространства *5\ состоящее из открытых 
множеств, содеряшт конечное покрытие пространства дУ. Известно, что эти 
три условия попарно эквивалентны *). Пространство, удовлетворяющее этим 
условиям, называется бикомпактным. Бикомпактное хаусдорфово про­
странство нормально 2) (следовательно, вполне регулярно). Замкнутое под­
множество бикомпактного пространства является бикомпактным простран­
ством 3 ) . Обратно, бикомпактное подмножество хаусдорфова пространства 
замкнуто. Легко получить, что взаимно однозначное непрерывное отобра­
жение бикомпактного хаусдорфова пространства является гомеоморфизмом. 

Пусть {5Ь}, ь 6 Л — семейство множеств, занумерованное элементами 

некоторого множества /. Декартовым произведением [] .З,, семейства {8^} 

называется множество всех х = {^}, где х1 6 *$ч; при этом хь называется 
координатой точки х. Если каждое 5,, является топологическим простран­
ством, мы вводим топологию на 5 =-= \} 8Ь, определяя элементы открытой 

базы Щ следующим образом: элементы 93 — это множества вида [] 61г 
I 

где (1) каждое Сь — открытое подмножество 6̂  и (2) 4?1 = (?и за исключением 
конечного числа индексов I. Легко видеть, что 5 является Го-пространством 
в том и только в том случае, если каждый сомножитель 5,, является Г0-про-
странством. То же верно для ^-пространства, а также для хаусдорфовых, 
регулярных и вполне регулярных пространств. Если .5 нормально, то каж­
дое пространство 5Ь нормально, но обратное неверно. 

Декартово произведение 5 = [] 5,, любого семейства бикомпактных 
I 

пространств является бикомпактным пространством. Используя теорему 
Цермело, мы можем предположить, что множество / состоит из всех транс-
финитов, меньших некоторого данного. Пусть дано бесконечное множество 
А а 8. Мы должны найти точку полного накопления % = {г^} в 5 для 
множества А. Будем строить по трансфинитной индукции координаты г1 

точки 2 так, чтобы выполнялось следующее условие щ: Если дано конечное 
число индексов 1п < I и для каждого 1п выбрана окрестность Сп точки г1п 

(в пространстве .5^), то мощность пересечения множества А с множеством 
точек х — {х1}, для которых х1п (= Оп (для каждого данного индекса 1п), 
равна мощности множества А. Ясно, что если для каждого I ^1 выбрана 

*) AУ, cтp. 8. 
2 ) AУ, cтp. 26. 
3 ) AУ, cтp. 47. 
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такая точка 2И то % = {%ь} — точка полного накопления множества А. 
Предположим, что для некоторого Я 6 / точки ^ (со свойством я-.) уже выбра­
ны для всех I < X, а точку яд, со свойством я*, выбрать нельзя. Тогда для 
каждой точки у% 6 «$л существует окрестность Т{у%) точки у% (в простран­
стве 8\), существует конечное множество М{ух) индексов I < Я и окрестно­
стей 6{гк, ух), каждая из которых соответствует индексу I 6 М{ух), такие, 
что множество А П Н{ух) П К{ух) имеет мощность меньше мощности мно­
жества А, где Н{ух) — множество всех таких точек {хь}, для которых х% ^ 
6 Т{у%), а #(*/я) — множество таких точек {хь}, для которых х1 6 С(.ги у*,) 
для всех ь ^ М{ух). Так как 54 бикомпактно, существует конечное число 

т 

точек г/Л,1) ^ .5^ (1 ^ I ^ т < оо) таких, что [) Т{у{у1)) — 8х> Мощность 
1=1 

т 

множества [} {А(]Н{ух)(]К{ух)) меньше мощности А. С другой сто-
т т . 

роны, у Н{ух) ~ 8, а тогда мощность множества -4П(П -̂ (ух )) 

меньше мощности Л, что противоречит условию ли, где I ^ [X < Я для каж-
т ... 

дого I б У М{у{1)). 
II 

Так как бикомпактное хаусдорфово пространство вполне регулярно, 
каждое подмножество бикомпактного хаусдорфова пространства вполне 
регулярно. Следуя А. Н. Тихонову, мы докажем обратное: каждое вполне 
регулярное пространство является подмножеством некоторого бикомпакт­
ного хаусдорфова пространства. 

Пусть .5 — вполне регулярное пространство. Пусть Т обозначает интер­
вал 0 -^ I ^ 1, Ф — множество всех непрерывных на 5 функций / таких, 
что }{8) а Т. Выберем множество / той же мощности, что и Ф, и установим 
взаимно однозначное соответствие между элементами Ф и /. Пусть Д — 
функция, соответствующая I б I- Для I 6 I положим Г1 = Г и пусть Я = 
= П 2\- Так как Гс — бикомпактное] хаусдорфово пространство, то Л -

также бикомпактное хаусдорфово пространство. Положим для каждого 
х 6 *5 §{х) = | = {&} б Н, где | 4 ==Д {х). Тогда # — отображение простран­
ства 5 в пространство 5* = ^{8) с : I?. Легко проверить, что § является 
гомеоморфизмом. Для ь ^ I и I ^ Я положим %(%) = &. Тогда % — непре­
рывная па Я функция и %{Я) — Т. Более того, фЛ#0г)] = Д(.г) для х ^ 8. 

Если 5 вполне регулярно, пусть р(*5г) обозначает какое-нибудь про­
странство, удовлетворяющее следующим условиям: (1) р(*5г) — бикомпактное 
хаусдорфово пространство, (2) 5 с: ${8), (3) ,5 всюду плотно в ф{8) (т. е. 
замыкание 5 в пространстве (^б) совпадает с ${8)), (4) каждая непрерывная 
ограниченная на ^ функция / может быть непрерывно продолжена х) на ${8). 

Пространство ${3) существует для каждого вполне регулярного про­
странства 8. Используя обозначения, введенные выше, мы видим, что 

г) Из свойства (3) следует, что функция / однозначно определяет свое непрерывное 
продолжение. 
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замыкание множества *$* в Л удовлетворяет условиям (1) — (4) для простран­
ства «5*, так что р(5*) существует. Так как 5 и 5* гомеоморфны, р(*5>) также 
существует. Для вполне регулярного пространства 8 пространство $(8) 
определяется однозначно. Точнее, если В\ и Вг удовлетворяют условиям 
(1) — (4) пространства р(.5), то существует гомеоморфизм к пространств В% 

и В2 такой, что к(х) = х для каждой точки х ^ 8. Это лишь частный случай 
следующей теоремы. Пусть 8 вполне регулярно, а В — пространство, удо­
влетворяющее условиям (1) — (3) пространства (3(5). Тогда существует 
непрерывное отображение к пространства $(8) в В такое, что (I) к(х) = х 
для каждой точки х из 8, (и) кЩ8)\8] = 2 ? \ . 5 . Отображение к взаимно 
однозначно (и, следовательно, является гомеоморфизмом) тогда и только 
тогда, когда В удовлетворяет условию (4). Пусть I, Т, В, $ н 8* обозначают 
то же, что и выше. Разобьем множество I на два непересекающихся под­
множества -II и / 2, полагая, что I 6 1\ в т о м и только в том слунае, если функ­
ция Д может быть непрерывно продолжена на В. Пусть В^ обозначает про­
изведение [ | Гь, где I ^ 1\ и Ть = Т для каждого I. Для каждого х 6 В 

пусть ёх(х) —1 = {1ь}^11 6 Я, где & = фЛ*)* а ф, — продолжение функ­
ции Д на В. Тогда ^ — гомеоморфное отображение В в В* = Ы # ) с : Л| . 
Для каждого 2 = { ^ е ! 6 -Д положим к(Ъ) = {̂ }ье/1 6 -#1- Очевидно, 
что к — непрерывное отображение I? в Д*. Легко видеть, что В[$(х)] = 
— 8\(х) для х € 8, так что /с(.5*) с: В*. Так как к непрерывно, к(8*) с: В*, 
где 5* — замыкание 5* в В и В* — замыкание I?* в пространстве Л4. Но 
В* — бикомпактное хаусдорфово пространство, поэтому к определяет непре­
рывное отображение к0 пространства 8* в В*, а к0 определяет непрерывное 
отображение к пространства р(5) в подпространство кЩ8)] а В; очевидно, 
что к(х) = х для каждой точки х ^ 8. Пространство кЩ8)], как непрерывный 
образ бикомпактного пространства (3(5), бикомпактно. Следовательно, 
кЩ8)] замкнуто в В, но кЩ8)] :э 5, поэтому ЫР(5)1 = В, т. е. к — непре­
рывное отображение Р(5) в В. Если В удовлетворяет условию (4) простран­
ства (3(5), то А = /, I?! = I? и к — тождественное отображение, а тогда 
к — гомеоморфизм. 

Возвращаясь к общему случаю, мы еще должны доказать, что 
А[р(5)\5] = Л \ 5 . Конечно, МР(5)\*5] =э Д\д5. Предположим, что суще­
ствует точка Ъ 6 Р(*5Г)\<5' такая, что а = к(Ъ) ^ 5. Так как $(8) — биком­
пактное хаусдорфово пространство, то оно вполне регулярно. Следовательно, 
существует непрерывная функция ф на Р(.5) такая, что ф(а) = 0, ц>(Ь) = 1. 
Пусть ^ — множество всех таких точек х ^ 8, для которых ц>(х) ^ 1/2. Тогда ^ 
замкнуто в 8 я существует замкнутое подмножество Р пространства В такое, 
что ^ = 8 ()Р. Так как и В вполне регулярно, то существует такая непре­
рывная на В функция я|>, что г])(а) = 0, $(х) = 1 для каждой точки х 6 Р 
и 0 ^ $(х) <: 1 на В. Из свойства (4) пространства р(*5г) следует существо­
вание непрерывной функции % на р(5), для которой %(х) — \р(х) в точках 
X 6 -$\ следовательно, %(а) = 0. Так как к — непрерывное отображение 
(5(5) в В, ^[к(х)] — непрерывная на (5(5) функция. Множество С всех точек 
х ^ §(5), для которых г|>Щ#)1 = 5С(#)> замкнуто в ($(,$) и содержит множество 
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-?, которое всюду плотно в Р(5); поэтому С = р(5) и %(Ь) =у\к(Ь)] — 
= г|;(а) = 0. Множество О всех точек, для которых одновременно ф(#) > 1/2 

и %(х) < 1/2, открыто в Р(5) и не пусто, так как Ь ^ О. Далее, так как 5 
всюду плотно в Р(5), то существует точка с ^ 8 (]0, Ввиду того, что с ^ О, 
имеем %(с) < 1/2; но с ^ 5 и, следовательно, %(с) =5 ^(с) и г|)(с) <С 1/2» но тогда 
из определения () получаем, что ср(с) < х/2, что ведет к противоречию. 

Два подмножества А1 и А2 топологического пространства -5 назовем 
вполне отделимыми, если существует непрерывная на 5 функция / такая, 
что /(х) = 0 для всех точек х ^ Ах и /(х) = 1 для всех точек х ^ А2. Легко 
видеть, что А1 и А2 вполне отделимы тогда и только тогда, когда замкнутые 
множества Ах и А2 вполне отделимы. Мы знаем, что 5 вполне регулярно 
в том и только том случае, если любая точка и любое захмкнутое множество, 
ее не содержащее, вполне отделимы. Мы знаем, что *$ нормально в том и толь­
ко том случае, если два замкнутых непересекающихся множества всегда 
вполне отделимы. 

Пусть 5 — вполне регулярное пространство. Мы охарактеризовали 
пространство Р(5) условиями (1) — (4), данными выше. Покажем теперь, 
что р(5) можно охарактеризовать условиями (1), (2), (3) и (4)', где (4)' озна­
чает следующее: Если А1 и А2 —- два вполне отделимых в «У подмножества, 
то замыкания А1 и А2 в пространстве $(8) не пересекаются. Предположим 
сначала, что Ах и А2 вполне отделимы в 5. Тогда существует непрерывная 
на /5 функция / такая, что /(х) = 0 для каждой точки х ^ А1 и /(х) = 1 для 
каждой точки х 6 А 2. Мы можем предположить, что 0 ^ / ( х ) ^ 1 на 8, 
так что существует непрерывное продолжение ф функции / на Р(#). Пусть 
А1 — замыкание множества Ал в ^(5)» А2 — замыкание множества А2 

в Р(5). Тогда ц(х) = 0 для всех точек из Ах и ц>(х) = 1 для точек из А2, 
так что А1(]А2 = 0. Обратно, пусть пространство В удовлетворяет усло­
виям (1), (2), (3), (4)'. Существует непрерывное отображение к пространства 
Р(5) в пространство В такое, что к(х) = х для всех х из -5. Достаточно дока­
зать, что отображение к взаимно однозначное. Предположим, что это не так. 
Тогда существуют две точки, а ^ Р(б'), Ъ 6 Р($) такие, что а Ф Ь, а к(а) = 
= к(Ъ). Существует такая непрерывная на Р(5) функция /, что /(а) = 0, 
1(Ь) = 1. Пусть А1 — множество всех точек из 5, для которых /(я) ^ 1/3, 
А2 — множество всех точек, для которых {(х) ^ 2/3. Легко видеть, что А1 

и А2 — вполне отделимые подмножества пространства 5, так что 
А1(]А2 = 0, где замыкание берется в пространстве В. Так как к(а) = к(Ь), 
мы придем к противоречию, если докажем, что к(а) ^ А% и к(Ь) (~ А2. Пусть 
^ — любая окрестность точки к(а) в пространстве В. Тогда к~1(Щ —- окрест­
ность точки а в пространстве Р(5). Так как /(а) = 0, а .5 всюду плотно в Р(*У), 
то легко видеть, что /^(ЕТ) (]А Ф 0, следовательно, ^(]Аф0. Так как 
^ — произвольная окрестность точки к(а) в пространстве В, то к(а) ^ А и 
аналогично доказываем, что к(Ь) ^ А2. 

В частном случае, когда пространство 5 — нормальное ^-простран­
ство, из только что доказанного следует, что Р(.$) может быть охарактеризо­
вано условиями (1), (2), (3) и (5), где (5) означает следующее: Если Р%.п Р2 — 
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замкнутые непересекающиеся в 5 множества, то замыкания Рх

 и Рг в про­
странстве Р(б') не пересекаются. Обратно, если существует пространство В, 
удовлетворяющее условиям (1). (2), (3) и (5), то 5 нормально, а В = (5(5). 
В самом деле, легко видеть, что условие (5) сильнее условия (4)', так что 
В = р(<5). Если Р1 и Р2 — замкнутые подмножества пространства 5 и 
рх (] р2 = 0, то Рх П Р% = 0, где замыкание берется в В. Так как В— биком­
пактное хаусдорфово пространство, то оно нормально, а тогда и 5 нормально. 

Пусть .5 — вполне регулярное пространство, а Т замкнуто в 5. Пусть 
Т — замыкание множества Т в пространстве Р(-5). Тогда Т = Р(Г) в том 
и только в том случае, если каждая ограниченная непрерывная функция 
на Т допускает непрерывное продолжение на 8. Предположим сначала, 
что Т = $(Т). Пусть / — непрерывная ограниченная функция на Т. Тогда 
существует ограниченная непрерывная на Т функция #, являющаяся про­
должением функции/. Так как Т замкнуто в (3(5), а ^(5) нормально, то суще­
ствует непрерывное продолжение ср функции @ на пространство Р(-5). Сле­
довательно, / может быть непрерывно продолжено на пространство # е: 
сг р(5). Обратно, предположим, что каждая непрерывная ограниченная 
функция на Т может быть непрерывно продолжена на 5. Конечно, Г удовле­
творяет условиям (1) — (3) (относительно Т); поэтому, чтобы доказать, что 
Т = Р(Г), достаточно проверить выполнение условия (4)' (опять относи­
тельно Т). Предположим, что Ах сг Т, А2 с: Т — вполне отделимы в про­
странстве Т. Тогда существует непрерывная функция / на Т такая, что 
/(х) = 0 для всех х ^ Аи /(.г) = 1 для всех х 6 А2 и 0 ^ /(х) ^ 1 для всех 
х (: Г, следовательно, А^ и А2 вполне отделимы в пространстве 5. Так как 
Р(,5) удовлетворяет условию (4)' (относительно 5), то _4 1П-4 2=-0, где 
замыкания берутся в (3(5). Но очевидно, что Ах и А2 являются замыканиями 
множеств А1 и А2 в пространстве Т, так что Т в самом деле удовлетворяет 
условию (4)' относительно Т. 

Из только что доказанной теоремы получаем следствие: Если 8 — 
нормальное Т^пространство, то Т == р(Г) (замыкание берется в §(8)) для 
каждого замкнутого подмножества Т пространства 8. Если вполне регу­
лярное пространство 8 не нормально, то существует замкнутое подмноже­
ство Т сг 8, для которого Т Ф Р(Г). 

Семейство Ф окрестностей точки х топологического пространства 5 
назовем полным, если для каящой окрестности 6 точки х существует окрест­
ность ^ такая, что ^ ^ Ф и ^ а С. Минимальное кардинальное число 
полных семейств окрестностей точки х называется характером г) точки х 
(в пространстве 5) и обозначается через %(х) = %8 (х). Если Т с: 5, х ^ Г, 
то очевидно, что %т (х) -^ %з(^)* 

Пусть 8 — вполне регулярное пространство. Тогда для каждой точки 
а б *$ имеем %8(а) = %$ (8) (а). 

Пусть Ф — полная система окрестностей точки а в пространстве *?, 
мощность которой равна %$ (а). Достаточно построить полное семейство Ч1* 

*) АУ, стр. 2. 
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окрестностей точки а в пространстве Р(#) такое, чтобы мощность Чг не пре­
восходила мощности Ф. Для этого каждому ^ ^ Ф сопоставим х(Ц) 6 г? 
следующим образом: х(Щ -= р ( * ? ) \ # \ ( / [замыкание берется в простран­
стве $(8)]. Пусть 4я ~ множество всех элементов т((7), ^ ^ Ф. Очевидно, 
Ч*" — семейство окрестностей точки а в пространстве $(8) и мощность 4я 

не больше х&(а)- Остается доказать, что для каждой окрестности С точки а 
в пространстве р(.б') существует окрестность # ^ Ф, для которой т(*7) с: 6. 
Пусть / — такая непрерывная на $(8) функция, что /(а) = 0 и /(х) = 1 для 
всех х 6 Р(^)\С !- Пусть Н — множество всех точек х ^ 5, для которых 
}(х) < 1/2. Докажем, что х(Щ с: С, где ^ — такая окрестность точки а, 
что ^ € Ф и и с: И. Предположим противное. Пусть существует точка 
Ь^т(Ц)\0. Так как Ъ 6 р(*5)\б, то 1(Ъ) = 1. Пусть V — произвольная 
окрестность точки Ъ в пространстве Р(*?). Так как /(Ь) = I и 8 всюду плотно 
в Р(.5), то существует точка с ^ 8{\V, в которой/(с) > 1/2. Так как ^ а Н, 
то с не принадлежит П, х. е. с ^ 8\ ^ и (*5\ Ц)[]У Ф 0. Но "Г — произ­
вольная окрестность точки в пространстве Р(*5), следовательно, Ъ ̂  5\{7 = 
= р(5)\т(С/) и получено противоречие. 

Пусть 8 —вполне регулярное пространство. Если А а $(8)\8 —-
непустое замкнутое С^-множество в Р(*5'), то мощность А не меньше 2*о. 
Так как А — замкнутое 6?б-множество в Р(*5Г), то существует непрерывная 
на Р(*5) функция / такая, что /(х) = 0 для всех точек из А и /(#) > 0 для 
остальных точек. Множество всех точек х 6 Р(*->), для которых /(х) < п~1 

(п = 1, 2, 3, . . .), открыто и не пусто. Так как 5 всюду плотно в р(5), 
то существует точка ап ^ 8, для которой /(ап) < п~1. Так как А Г) *? = О, 
то /(#п) > 0- Очевидно, что ап можно выбрать так, чтобы /(#п-н) < Кап)* 
Пусть {гп} — занумерованное некоторым образом множество рациональных 
чисел интервала 0 < I < 1. Тогда существует такая непрерывная на полу­
прямой 0 < I < оо функция ф, что 0 < фОО < 1 и ц>Ц(ап)\ = гп (п — 
= 1, 2, 3, . . .). Так как /(х) > 0 для всех а; ^ 5, то мы получаем непре­
рывную на *? функцию #, где $(х) = ф[/(#)] для ж ^ 5 . Функция # ограни­
чена и существует непрерывное продолжение К функции $ на пространство 
Р(б'). Выберем действительное число а, 0 ^ а ^ 1. Существует последова­
тельность 34 < ъ2 < . . ., такая, что г.? -> а при п -^ оо. Пусть Л/Л — 
множество точек а1п1 #г-Л+1, а*п+2» . • .» так что М п с: *5\ Мп :э Мп+{1 

оо 

.Л/п =5̂  0. Так как р ^ ) — бикомпакт, то существует точка 6 6 П Мп. 
п==1 

Ввиду непрерывности функций / и Н имеем !(Мп) с: /(Мп), Н(Мп) с: ?ь(Мп) с: 

с Ж ) и / ( 6 ) € П 7 Ж ) , А ( * ) € Л . Ж ) . Так как /(а | д) -* 0, * ( а , я ) - * а 
при п -> оо, то получаем, что /(й) = 0, Н(Ъ) -== а. Но если /(&) = 0, то Ъ 6 -4. 
Таким образом, для каждого а на отрезке 0 ^ а ^ 1 множество Л содержит 
точку 6, в которой &(&) = а. Следовательно, мощность Л не меньше, чем 2*°. 

Пусть 8^ и 82 — <?#а вполне регулярных пространства, удовлетворяю­
щие первой аксиоме счетности. Тогда, если $(8^ гомеоморфно $(82), то 81 

и 82 гомеоморфны. Можно предполагать, что Р(-5,

1) = $(82). Согласно пре­
дыдущей теореме ни одна точка х 6 Р(*5'1)\д5,

1 не есть (^-множество в р(6г1). 

12 Успехи матем» наук, т. XXVI, вып. 3 
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Но каждая точка х & 82 удовлетворяет в 82 первой аксиоме счетности и поэто­
му есть Сб-множество в р ^ ) = $(82). Поэтому 82 с: 81 аналогично 8Х (с: 82> 

так что д?! -= 82. 
Пусть / — бесконечное счетное множество, состоящее из изолированных 

точек (т. е. пространство натуральных чисел). Возникает проблема опре­
делить мощность т множества точек пространства {$(/). Все, что я знаю, 
это то, что 

2 * > < т < 2 2 * 0 . 

Легко видеть, что каждая точка из / изолирована в Р(7). Поэтому / открыто 
в Р(/). Так как / счетно, то это Ра — множество в Р(7). Следовательно, 
р ( / ) \ / — замкнутое бд-множество в Р(7), так что мощность р ( / ) \ / не мень­
ше, чем 2хо, С другой стороны, так как / — всюду плотно в хаусдорфовом 
пространстве (5(7), то легко видеть, что точка х 6 Р(-0 вполне определяется 
семейством всех множеств 4 с / , для которых х^А,тък что мощность 
множества точек Р(7) не больше мощности 22*° всех] семейств подмножеств 
множества /. 

Топологическое пространство 5 называется компактным, если для вся­
кого бесконечного множества 4 с 5 существует такая точка х ^ 8, что 
х ^ 4\;г . 

Пусть нормальное Т^пространство 8 не компактно. Тогда мощность 
§(8)\8 не меньше мощности (3(7). Так как 5 не компактно, существует 
замкнутое множество Р а 8, гомеоморфное /. Кроме того, 5 нормально, 

р(/) = 7 с Р(5), следовательно, Р ( / ) \ / с: Р ( 5 ) \ 5 . Но множества Р ( / ) \ / 
и Р(7) равномощны. 

Я не знаю, остается ли теорема справедливой, если заменить нормаль­
ность полной регулярностью. Можно показать, что нормальность может 
быть заменена следующим более слабым условием *). Если Рх и Р2 — два 
замкнутых подмножества 5, ^—счетное множество, а -/̂  П Рг=$, то сущест­
вуют два открытых множества Сх, С2 такие, что Ох^эРи С2 :э Р2,СХ П 02 = 0. 

Если пространство .5 компактно, то множество Р(*5)\5 может состоять 
из одной точки. Пусть д? — множество всех трансфинитов <о>1, где аух — 
первый несчетный трансфинит. Пусть 5 0 -*— множество трансфинитов ^ « 1 . 
Пусть топология 5 и 5 0 ~ обычная топология упорядоченных множеств. 
Хорошо известно, что 5 — компактное нормальное ТУ пространство, а 5 0 — 
бикомпактное хаусдорфово пространство. Докажем, что *У0 == Р(5). Так как 
очевидно, что 5 0 удовлетворяет условиям (1) — (3) для Р(5), достаточно 
доказать, что непрерывная функция / на .5 допускает непрерывное продол­
жение на «Уо. Это легко вытекает из следующей теоремы. Если / — непре­
рывная на 5 функция, то существует точка | ^ 5 такая, что / постоянна 
для х ^ ?*. Достаточно доказать, что для каждого е > 0 существует %(е) € «У 
такая, что 11(х) — /(у) | < е для х ^ 8, у ^ 8, х> 1(г), у > %(г). Предпо­
ложим противное. Тогда существуют в А? две последовательности {ап} 
и {Ьп} такие, что ап < Ьп < а п + 1 и | /(а„) — /(Ьп) | > е. Но это невозможно, 

AУ, cтp. 58, 
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потому что тогда / терпела бы разрыв в точке ос, где а — первый трансфи-
нит, больший, чем каждое ап. 

Скажем, что х ^ 8 является /мгочкой 1), если существует последователь­
ность {хп} с: 5\(#) такая, что 11т хп = х, т. е. для каждой окрестности ^ 
точки х имеем хп ^ I/, за исключением конечного числа индексов п. 
П. С. Александров и П. С. Урысон поставили вопрос о том, существует ли 
бикомпактное хаусдорфово пространство, плотное в себе и не содержащее 
Ж-точек 2). Мы докажем, что пространство р ( / ) \ / обладает этим свойством» 
Предположим, что существует точка с 6 Р ( / ) \ / и последовательность 
{ап} с: (Р(/)\/)\(с), для которых Нт ап — с. Можно предположить, что 
точки ап попарно различны. Пусть Ап — множество точек ап, ап+и ап+г, . . . 
вместе с точкой с. Тогда Ап замкнуто в Р(/). Будем последовательно строить 
открытые множества ^п пространства (3(7) следующим образом. Пусть 
^^ — любое открытое множество, такое, что а1 ^ ^^ и ^ П-42 === 0. Если 
для некоторого п мы уже построили множество ^п такое, что ^п П -4п + 4 = 0, 
то за ^п+\ берем открытое множество, содержащее ап+1, но такое, что 
1Уп+1 П Ъь = 0 для 1 < I < п и ^п+^ П Ап+2 — 0- Легко видеть, что 
последовательное построение множеств ^п может быть продолжено. Теперь 
положим ф = / П (I] С^п-О. V = / П ([} #2п). Тогда Ф П V = 0* а множе­
ства Ф и гК замкнуты в /. Но тогда Ф П ^ =-= 0, где замыкание берется 
в р(7). Но, с другой стороны, так как / всюду плотно в р(7), ^п — открыто 
в р(7), легко видеть, что I {] *7П = #п» так что ап $ I (] ^п и легко полу­
чить, что с ^ Ф П V. 

III 

Мы скажем, что пространство *? топологически полно, если существует 
такое бикомпактное хаусдорфово пространство В ^э 8, что 5 является 
Сб-множеством в В. Конечно, 5 тогда вполне регулярно. Сб-множество в то­
пологически полном пространстве является топологически полным про­
странством. Замкнутое подмножество топологически полного пространства 
топологически полно. 

Топологическое пространство 8 топологически полно в том и только 
в том случае, если оно вполне регулярно и является Сь-множеством в своем 
расширении §(8). Если 5 является Сб-множеством в (3(5), то, так как {5(5) — 
бикомпактное хаусдорфово пространство, 5 топологически полно. Обратно, 
предположим, что *!? топологически полно. Тогда существует хаусдорфово 
бикомпактное пространство В 1Э 8 т 8 является Счгмножеством в В. Пусть 
В0 — замыкание 5 в пространстве В. Тогда В0 — бикомпактное хаусдорфово 
пространство, 5 всюду плотно в В 0 и является ^-множеством в В0. Мы зна­
ем, что существует непрерывное отображение К пространства $(8) в про­
странство В0 такое, что к~г(8) = *?. Следовательно, 5 является (^-множест­
вом в Р(8). Пусть Т—вполне регулярнее 3) пространство, 8—топологически 

г) АУ, стр. 53. 
2) АУ, стр. 54. 
3) Я не знаю, является ли это предположение необходимым. 

12* 



180 э. ЧЕХ 

полное пространство, 8 с: Т. Тогда 8 — Сб-множество в замыкании 
пространства 8 в пространстве Т. Пусть 80~~ замыкание 5 в Р(-Г). Доста­
точно доказать, что 5 является бб~множеством в .$о. Так как .Уо — биком­
пактное хаусдорфово пространство и 5 плотно в 80, существует непрерывное 
отображение К пространства р(5) в ^о такое, что ЫР(5)\5] = б'оЧ-З'. Так 
как 5 топологически полное, существуют такие замкнутые подмножества 
Рп а р(5), что\]Рп = Р(*5)\5, следовательно, 5 0 \ 5 = \]Н(Рп). Каждое 
множество Рп бикомпактно, так что каждое множество Н(Рп) — бикомпакт­
ное подмножество хаусдорфова пространства 5о и потому замкнуто. Сле­
довательно, 5 является бе-множеством в $0. Пусть Т —- топологически 
полное пространство. Пусть 8 а Т. Тогда 8 топологическиполно в том 
и только том случае, если является пересечением замкнутого подмножества 
и Оь~множества в Т. Если 5 = Р(]Н, где Р замкнуто в Т, Н — бе-мно­
жество в Т, то Р топологически полно, а 5 - бб-множество в Р, так что 5 — 
топологически полное пространство. Обратно, пусть ^ топологически полно. 
Тогда *? является бб-множеством в замыкании .5 пространства 8 в Т, так 
что 8 = 8(]Н, где /У—бе-множество в Т. Пусть 8 —- непустое топологи­
чески полное пространство х). Тогда {Сп} —последовательность открытых 
всюду плотных подмножеств 8. Тогда Н = (] б п Ф 0 и, более того, Н 
всюду плотно в 8. Существует регулярное компактное (на самом деле биком­
пактное) пространство К э 5\ в котором 5 является бб-множеством. Можно 
предполагать, что 8 = К, где замыкание берется в К. Так как б п открыто 
в 5, существует открытое в К множество Гп такое, что б п = д!?ПГп- Так 
как 5 — бб-множество в К, то 8 =(] Ап, где Дп — открытое в К множество. 
Так как 5 плотно в К, а б п плотно в 5, то б п плотно в К. Возьмем произволь­
ную точку а0 € <? и произвольную окрестность V точки а0 в пространстве /5. 
Мы должны доказать, что Н (]У Ф 0. Пусть V == 8 (] ̂ 0, где ^0 — окрест­
ность точки а0 в пространстве К. Так как С1 плотно в К, то существу­
ет точка а1 ^ С1 (] ^0=8 (]Т^(]^0 с: Ах (] Тх (] ̂ 0. Следовательно, Д1П Г\ П ^о 
— окрестность точки ах в пространстве К. Так как К регулярно, 
то существует такая окрестность ^^ точки а1? что ^^ с: А1(]Т1(] ^0. 
Вообще, пусть для некоторого значения п дана точка ап еЗ б п и ее окрестность 
^п (в пространстве К) такая, что Пп с: Дп П Гп П ^п-^^ Тогда ап ^Сп а: 8 
и 8(]^ —окрестность точки ап в пространстве 5. Так как бп-и плот­
но в 5\ то существует точка а п + 1 € Сп +1 П ^п = ^ П Г П + 1 П ^ п с : 'Д п + 1 П 
П Г п + 1 П о ­

следовательно, Дп+1ПГП+!П ^п — окрестность точки ап+1 в регуляр­
ном пространстве К и существует такая окрестность ^п+^ точки ап+{ 

(в пространстве К), что # п + 1 сг Д П + 1 П Г П + 1 П #п- Таким образом, мы 
построили последовательность точек {йп} 'и* такую последовательность 
открытых множеств {*7Л}, что ап 6 б п П ^^ #п+1 <= Д п + 1 П Г п + 1 П О 
Так как ап ^ ^п, то ^п ф 0. Из компактности пространства К следует, 

*) Из доказательства видно, что это предположение можно ослабить, требуя лишь, 
чтобы 5 было &б-множйством в некотором регулярном компактном пространстве. 
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что существует точка Ъ ̂  ^п, но так как (7п-и с: ^п, то Ъ ^П ^> Так как 
1Гп+1С Д п + 1 ПГ п + 1 ПС/п, то Ь 6 ( П А П ) П ( П Г П ) = 5 П ( П Г П ) = П Оп=Н. 
Кроме того, Ь ^ ^0, так что в Ь ^ Н[]^0 = Н С\V. Пусть 5 — метри­
ческое пространство. Последовательностью Ковш в пространстве «5 
называется такая последовательность точек {хп} а 8, что для каждого 
е > 0 существует число р такое, что расстояние между точками хт и хп 

меньше 8, как только т> р и п > р. Метрическое пространство Я назы­
вается метрическим полным, если для каждой последовательности Коши 
{хп} а 3 существует точка х ^8 такая, что Нт .г п = х. Топологическое 
пространство называется вполне метризуемым, если оно гомеоморфно мет­
рически полному пространству. 

Сейчас мы докажем нашу основную теорему: Метризуемое пространство 
топологически полно тогда и только тогда, когда оно вполне метризуемо. 

Пусть |5 — метрически полное пространство, р — метрика на нем. 
Мы можем предположить, что р(х, у) ^ 1 для каждой пары точек, так как 
в противном случае мы можем заменить метрику р метрикой р4, полагая 
р(*> У) — Р1(#> У)> если р(х, у) <; 1 и рх(х, у) = 1, если р(х, у) > 1. Так 
как 5 — метрическое пространство, то оно вполне регулярно и существует 
пространство (3(5). Для каждой точки а ^ 8 р(а, х) —- ограниченная непре­
рывная на /5 функция, так что существует непрерывное продолжение ц>а(х) 
на Р(5) функции р(а, х). Если а ^ 8, Ь ^ 8, то множество Т(а, Ь) всех точек 
х ^ Р(#), для которых фа(#) + фь (х) ^ р(а, Ъ), замкнуто в ($(<$) и содержит 5. 
Так как 5 всюду плотно в (3(5), то Т(а, Ь) = р(.5), т. е. уа(х) + фь(#) ^ 
^ р(а, Ь) для всех точек х 6 Р(#). 

Для а ^ 8 и п — 1, 2, 3, . . . пусть Т(а, п) множество всех точек 
х ^ р(5), для которых фа(#) < и-1. Так как функция фа(#) непрерывна, 
Т(а, п) — открытое подмножество пространства Р(«5')- то 6п = |̂ Т(а, п) — 

открытое множество. Мы докажем, что .5 =(]Сп, так что .5 является (^-мно­
жеством в Р(5) и, таким образом, топологически полно. Очевидно, что 
[)Сп 1Э 8. Пусть Ь ̂ (]Сп. Мы должны доказать, что Ь ^ 8. Из определе­
ния множества Сп следует, что существует точка ап ^ 8, для которой 

Фап(6) < п-1. Поэтому р(ап, аш) < <рвл(Ь) + фа т(Ь) < — + — , так что 

{ап} — последовательность Коши в 5. Так как .5 метрически полно, то 
существует такая точка а ^ 8, что а — П т ап. Достаточно доказать, что 
а — Ь. Предположим, что а Ф Ъ. Так как Р(5) — хаусдорфово пространство, 
существуют открытые в Р(А9) множества ^ ш V такие, что а с~ ^, Ъ ^V 
и ^ (*\V = 0. Так как ?7 П *-> ~ окрестность точки а в метрическом про­
странстве 5, то существует целое п > 0 такое, что ^ содержит все точки 
х а 8, для которых р(а, х) <С 2•п~1. Это можно записать в форме 8{]Ц7 а 
с: ^, где V/ — множество всех точек х 6 Р(#), для которых фа(#) < 2т~г> 
Так как ф непрерывна, то \У — открытое подмножество пространства $(8). 
Из того, что .5 плотно в §(8), ^, V и V/ открыты в §(8), следует, что РГ с 
с: Ш = 5(1 Же & а Р(5)\Т, или IV № = 0 . Следовательно, для каж­
дой точки х ^ 8 имеем р(а, х) ^ р(а, ап) + р(апх) ^ п-1 + р(ап.г) и мы 
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легко получаем, что для каждой точки х ^ (3(5), Ц>а(
х) ^ 4}ап(

х) + п~1> 
в частности, фа(6) ^ ф а д + п~г < п-1 + п*1 = 2тг-г, что противоречит 
нашему предположению. 

Теперь предположим, что метрическое пространство 5 топологически 
полно. Пусть р — метрика на 8; опять предположим, что р(х, у) ^ 1 для 
каждой пары точек. Так как «̂  топологически полно, то существует после­
довательность {Рп} замкнутых подмножеств в пространстве р(»5) такая, 
что р(/5')\дУ = {) Рп. Если 5 = р(5), то 5 «— метрическое бикомпактное 
пространство, а тогда хорошо известно, что /5 метрически полно. Предполо­
жим, что 5 Ф $(8). Тогда мы можем предположить, что для каждого п 
множество Рп Ф 0. Для каждой точки а ^ 8 р(а, х) — ограниченная непре­
рывная функция на 5, допускающая непрерывное продолжение фа на (3(5). 
Если точка Ь ^ $(8) отлична от точки а, то существуют открытые подмно­
жества ^ и V пространства $(8) такие, что а ^ ^, Ь $ V, Ц(] V = 0. Так 
как 8 0 ^ — окрестность точки а в метрическом пространстве /5, то сущест­
вует е > 0 такое, что ^ содержит точки х ^ 8, для которых р(а, х) < г. 
Из того, что 5 плотно в Р(А5Г), следует, что ^ содержит все точки х ^ $(8), 
для которых Ц}а(х) < е. Так как ^ с: Р ( ^ ) \ V — р(5)\ V, получаем, что 
^ а §(8)\V, так что Ъ ^ Р(#)\С/ и, следовательно, фа(й) ^ 8. Итак, 
мы доказали, что Ц)а(Ь) > 0 для всех Ь € Р(5)\а. Из того, что Рп = ^ 0 и зам­
кнуто в р(5), следует, что функция фа(#), рассматриваемая на Рп, 
достигает максимального значения о(а, Ра). Так как а ^ 8, Рп П *5 = 0, 
то о(а, Рп) > 0. 

Если а (: 8, Ь ^ 8, то р(а, х) ^ р(а, Ь) + р(Ь, х) для всех х (5 #, сле­
довательно, фа(^) ^ р(#, Ь) + щ(х) для всех х 6 Р(<#). Поэтому о(а, Рп) ^ 
-^ р(а, Ь) + о(Ъ, Рп) и аналогично о(Ъ, Рп) ^ р(а, 6)+ о(а, Рп). Следо­
вательно, | о(а, Рп) — о(Ъ, Рп) | ^ р(а, Ъ). Теперь положим для х ^ 8, 
уез 

/п (х% у) == р (х, у) + о (х, Рп) + о (у, Рп), 

« . ( . . » ) = , ^ % . 
сю 

р0(х, у)-^р(х, у)+ 2 2~п8п(х, У)-

Так как р(х, у) > 0, о(х, Рп) > 0, о(у, Рп) > 0, то /п(х, у) > 0. Следова­
тельно, $п(х, у) определено и 0 < §п(х, у) < 1, так что ряд 2 —2-п#п(я, у) 
сходится. Очевидно, что р0(,г, у) = р0(у, х) и р0(х, х) = 0, в то время как 
р0(-г, у) > 0, если х Ф у. Теперь докажем, что р0(-г, г) ^ Ръ(х, у) + р0(у, я) 

для х 6 5, У ^8, г 6 5. Так как -4гг < ~-~-- для с > 0, 0 < ^ < г2 

и так как 0 ^ р(х, г) -^ р(#, у) + р(у, .г), то мы получаем, что 

о (х 2><Г Р(*»У) + Р(У»*)  

^пК ' ' ^ Р(*, У)+Р(У,*) + о(х, Рп) + о(у, *п) * 
Поскольку 

я(у, Рп) < <Ф, -Рп) + Р(х, У), 
Ъ(У, Рп) < Ф , ^ п ) + р(1/, 2), 
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то 

Р(*,у) + Р(у,*) + о(Х,Гп) + о(г, К)>{ р{у,г)+о(у,Гп) + о(*,?п), 

следовательно, 

8п(х, У) + 8п(У> 2 ) > 8п(х, *) и р0(ж, 2) < Ро(я, У) + ро(»1 *)• 
Итак, р 0 — метрика на множестве 5 . Покажем теперь, что р 0 и р — 

эквивалентные метрики на 5, т. е. что для х 6 5 и {хп} с : 5 , П т р(хп, х) = О 
тогда и только тогда, когда П т р 0 ( # п , #) == 0. Так как 0 ̂  р(хп, х) ^ 
^ ро(^п, х), то П т р(# п , х) = 0, если Н т р0(.г,п гх) = . 0. Обратно, пред­
положим, что Н т р(хп, х) = 0. Выберем е > 0 и целое /с так, чтобы 2~к+1 < 
< е. Тогда для всех п 

оо оо 

Следовательно, 

Ро(#п, х)<р(хп, х) + ^2-181(хп, х) + -^-е*С 
г = 1 

<Р{Хп,х)+2^^&4+и. 
P(*n»*)+ a (*> *'i) 

i = l 

Taк кaк lim p(aľn, x) = 0, тo 

п-юоГ^ р(хп,х)-\-0{х,11) 
1 = 1 

так что существует такое целое р, что для п>р мы имеем 
/« 

О <̂  \* 2~* Р (-̂ пуДр ^- Л о 
и ^ ^ * р( Ж п , *) + <!(*,*•,) ^ 2 ь ' 

1=1 

Поэтому ро(#п, х) < р(хп, х) + е для каждого п > р. Так как П т р(-Гп, #) = 
= 0, а 8 > 0 —- произвольное, то П т ро(#п, х) == 0. Итак, мы доказали, 
что р и р 0 — эквивалентные метрики, т. е. что метрические пространства 
5 = (.5, р) и (8, р 0) гомеоморфны. 

Остается доказать, что пространство ( 5 , р0) метрически полно. Пред­
положим, что {хп} ~~ последовательность Коши в пространстве ( 5 , р 0 ) . 
Мы должны доказать, что существует точка х ^ 8 такая, что Н т Ро(#п» х) — 
= 0 или, что то же-самое, Н т р(хп, х) = 0 . Так как $(8) — бикомпакт, 
то существует точка х 6 Р(*$)> каждая окрестность V которой (в простран­
стве Р(*5)) содержит бесконечное число точек последовательности {хп}. 
Достаточно доказать, что х ^ 5, а тогда, так к а к {хп} — последовательность 
Коши, П т р(хп, х) = 0. Предположим, что х 6 Р ( 5 ' ) \ 5 = у Рп. Тогда 
х 6 Рп Д л я некоторого к > 0. 

Докажем, что о(хп, Рк) -> 0 при п ->- оо. Выберем е > 0. Тогда сущест­
вует целое р > 0 такое, что р(хп, хт) < р 0 ( # п , хт) < е д л я п> р, пг> р. 
Число о(хп, Рк) — минимальное значение функции <$Хп(у) на множестве Рк. 
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Так как х 6 Р^ то 0 < о(хП1 Рк) < Ц>Хп(х). Существует окрестность __п 

точки х такая, что | (рХп(г) — (рХп(
х) I я для всех точек г 6 &п- Существует 

целое тп>р такое, что хШп € &п и | Ф*п(# т п) — Ф*п(#) I < е, т. е. 
I р(яп> ^т п ) — ф^(^) I < е. Так как п > р, тп> р, то р(#п, хтп) < е, 
следовательно, Ф*п(#) < 2е. Поэтому 0 < о(хп, Рк) < 2е для п> р, так 
что а(#п, ./**&) -* 0 при гг->оо. Так как {хп} —последовательность Коши 
в (-?, ро)> то существует целое р такое, что р0(#п> #р) < 2 3 ~ 2 для всех п> р. 
Но 

Ро(*п,хР)>* 8н(Хп,Хр)~А 9(Хп,Хр)+а(хп,Рк)+а(хр,*\)-

Так как о(хР1 Рк)*Ср(хп, хр) + о(хп, Рк), то получаем, что 

М*п, * Р ) > ^ р ( * п . * , ) + а ( * п . ^ > 0 ' 

так что для каждого т г > р имеем 

0 < Р(*п,*р) 1 

^ Р(хп, Хр)+<У(хп, Рк) 2 ' 

следовательно, р(а?п, хр) < о(хп, Рк). Но о(хп, Рк) -+• 0 при гг -> оо. Поэто­
му р(#п, хр) ->• 0 при тг -> оо. Следовательно, существует такое целое ^ > О, 

что для всех п> ^ имеем р(#п, хр) < у Ф*р(#). [Так как хр ^ 8, х 6 Р(-$)\5т 

то фхр(̂ ) > 0.] Существует окрестность ^ точки х в пространстве (5(5) такая, 

что фярС2) > -к- ц>Хр(х) Для каждой точки 2 ^ ^. В то же время существует 

такое целое п > д, что #п 6 # и р(хп, хр) — срХр(хп) > -^ Ф*р(#)- Получен­

ное противоречие доказывает теорему. 

IV 

Пусть _? — вполне регулярное пространство, Ц.5) — множество всех 
точек х 6 Р(*5)» обладающих окрестностями ^ (в пространстве (5(-!У)) для 
которых 8 0 ^ — нормальное пространство [I/ — замыкание множества 
^ в Р(5)1. Легко видеть, что Я(/5) — открытое подмножество пространст­
ва р(5). 

Пустъ Р\ и Р2 —два замкнутых непересекающихся подмножества впол­

не регулярного пространства 8. Тогда Рх П Р2 \ *к(8) = 0, где замыкание 

берется в пространстве §(8), Предположим, что существует точка а ^ Р1 (] 

П^гПМ^)- Так как а ^ Х(5), то существует окрестность ^ точки а такая, 

что 80^ — нормальное пространство. Существует окрестность V точки а 

такая, что V а ^. Пусть ФА = V (] Ри Ф 2 = (СГП Рг) I) 0$ Л (ТГ\ Ц)). 

Тогда Ф! и Ф 2 — замкнутые подмножества в 8(]^ ж Ф1 (] Ф 2 = 0. Кроме 

того, легко видеть, чтоа^ФтПФг- Так как 5 П ^ — нормальное про­

странство, то существует ограниченная непрерывная функция на ^ П ^ 

такая, что }(х) = 0 для всех х ^ ФА И 1(Х) = 1 для всех х ^ Ф2. Для всех 

х 6 # положим (г) $(х) = /(#), если х а 8(]^, (и) %(х) = 1, если х ^ 8\ ^-
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Тогда легко видеть, что # — непрерывное продолжение функции / на про­
странство 5. Пусть ф — непрерывное продолжение функции § на простран­
ство Р(5). Мы имеем Ц)(х) = /(х) = 0 для всех х 6 Ф1 и у(х) = /(х) = 1 для 
всех х ^ Ф2. Так как <р — непрерывная функция, то ц>(х) = 0 для всех 

х 6 С&1 и <р(х) = 1 для всех х 6 Фг> т- е- Ф1П Фг = 0, что противоречит 
исходному предположению. 

Топологическое пространство 5 назовем локально нормальным, если 
каждая точка х ^ 8 обладает такой окрестностью ^, что ^ — нормальное 
пространство. Каждое нормальное пространство локально нормально, а так 
же открытое подмножество локально нормального пространства локально 
нормально. 

Локально нормальное Т1 — пространство вполне регулярно. Пусть а — 
некоторая точка локально нормального пространства 5, а V — окрестность 
точки а. Существует окрестность ^ точки а, для которой ^ — нормальное 
пространство. Так как ^[]V замкнуто в С/, то ^С\V — нормальное 
пространство. Но (а) и ^{] У\ ^[]V — замкнутые непересекающиеся 
подмножества пространства ^ {]V к существует непрерывная функция / 
на ^(] V такая, что /(я) = 0 и 1(х) = 1 для всех х ^ ^(] V\^(] V. 
Для х ^ 8 положим (V) §(х) =/(#) , если х ^ ^[) V, (И) д(х) = 1, если 
х 6 5\((7ПТ0- Легко видеть, что # —непрерывная функция на «З такая, 
что §(а) = О и §(х) = 1 для всех х 6 «5\ V. Поэтому 5 вполне регулярно. 

Вполне регулярное пространство не обязано быть локально нормаль­
ным. Пусть со — первое бесконечное порядковое число, о)1 — первое несчет­
ное порядковое число, пусть 31 — пространство всех порядковых чисел 
^со, 82 —пространство всех порядковых чисел ^со^со. Топология на 8^ 
и 82 определяется обычным способом с помощью интервалов. Пусть 812 — 
декартово произведение пространств д$1 и 82. Пусть Т — множество всех 
точек (х, у) ^ 812, для которых х ^ со, а у = о -̂гг (п = 1, 2, 3, . . .). Пусть 
-5 = *?12\ Т. Тогда это вполне регулярное не локально нормальное про­
странство. 

Легко видеть, что вполне регулярное пространство /5 локально нор­
мально тогда и только тогда, когда 5 с: Я(5). Я не знаю, существует ли 
вполне регулярное пространство 8 Ф 0 такое, что 5 П Ц8) = 0. 

Т^пространство 8 локально нормально тогда и только тогда, когда 
оно гомеоморфно открытому подмножеству нормального ТУ пространства1). 
Мы знаем, что открытое подмножество нормального ^-пространства — 
локально нормальное ^-пространство. Обратно, пусть 5 — локально нор­
мальное ^-пространство. Пусть ^о — пространство, состоящее из точек про­
странства 5 и некоторой новой точки со, топология на котором определяется 
следующим образом. Если со ^ А с: .50, то А замкнуто в .$о тогда и только 
тогда, когда Л\(со) замкнуто в 5. Если А а .5,

0\(со) = 5, то А замкнуто 
в б'о тогда и только тогда, когда (г) А замкнуто в 5 и (и) А с : %(8), где 
замыкание берется в $(8). Легко видеть, что д̂ о — Т^-пространство и 

г) Я не знаю, необходимо ли в этой теореме ограничиваться ^-пространством* 
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5 — открытое подмножество «50. Остается показать, что пространство «З̂  нор­
мально. Пусть Рх пР2—ц,ва замкнутых непересекающихся подмножества про­
странства .б^. Можно предполагать, что Р1а:8, Так как Рх замкнуто в «Уо» то 
замыкание Рх множества Р\ в пространстве $(8) лежит в Ц8). Пусть Р3 = 
= -РУ\(Ю). Тогда г7! и г̂ з - два замкнутых подмножества пространства 5 
и Рх П Рз = 0. Но тогда Р\ {] Р3 (] Ц8) == 0 (замыкания опять берутся 
в Р(5)]. А тогда Рх и Р3[] (Р(8)\Ц8)) — два замкнутых непересекающихся 
подмножества пространства (5(5) и существует непрерывная функция ф 
на р(5) такая, что| ср(х) = 0 для всех х еЗ Р\ и <р(х) — 1 для всех х ^ Р3{] 
[} ($(8)\Ц8)). Определим функцию / на /̂ о следующим образом. Если 

х ^ 8, то 1(х) — ф(-г), кроме того, /(со) = 1. Тогда легко видеть, что / — 
непрерывная функция на ^о и ](х) = 0 для всех х 6 Р\ и 1(х) = 1 для всех 
х^Р2. 

Я закончу еще двумя нерешенными вопросами. Топологическое про­
странство 5 называется наследственно нормальным, если каждое его под­
множество нормально. Топологическое пространство 5 назовем локально 
наследственно нормальным, если каждая точка х ^ 3 обладает такой окрест­
ностью ^, что и — наследственно нормальное пространство. Назовем про­
странство 5 наследственно локально нормальным, если каждое его подмно­
жество локально нормально. Легко видеть, что локально наследственно 
нормальное пространство наследственно локально нормально. Я не знаю, 
верно ли обратное. Любое открытое подмножество наследственно нормаль­
ного пространства наследственно нормально. Я не знаю, всякое ли локально 
наследственно нормальное пространство гомеоморфно открытому подмно­
жеству наследственно нормального пространства. 
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