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VII. 

Příspěvek k theoríi Borelova pokračování funkcí. 
N a p s a l Miloš Kossler, 

Předloženo dne 12. července 1922. 

Potenční řada 

f (2) = 2 a„ zn (1) 
11 = u 

nechf konverguje v kružnici | s | «C 1 ; tato kružnice budiž 
při tom přirozenou hranicí funkce podle Weierstrassovv de-
finice. 

O jisté skupině takových funkc í dokázal B O R E L , že jsou 
m o n o g e n n í v oboru C:]:), k terý obsahuje také nespočetné 
množství bodů, příslušících k obvodu kružnice | z | = 1 . P ř i 
tom nerozhodl zásadní otázky, zda k a ž d á funkce tva ru (1) 
jest monogenní v tomto smyslu, či zda jsou možné vý j imky. 

Y pojednání tomto podán jest důkaz, že funkce theta 
oc 
2zn~ není monogenní v žádném oboru C , který by obsaho-

n = t 
val kružnici | z \ < ! 1 jako svou část. Dospějeme totiž pro 
tuto funkci k větě následující: 

Na obvodě jednotkové kružnice existuje j e n s p o č e t n é 
množství bodů Zj, které ma j í tu to vlastnost : Funkční hodno-
ta f ( z ) má konečnou limitu, když s blíží se spojitě k zt po 
poloměru kružnice konvergenění. Zbývaj íc í nespočetné množst-
ví bodů obvodovvch té vlastnosti nemá. 

Tato věta jest jednak odpovědí na zmíněnou zásadní 
otázku o monogenitě, zadruhé pak vede k formulaci násle-
dujícího problému obecnějšího: 

P ř i př ímkovém pokračování funkce (1) za hranici 
I z I = 1 přes daný bod této hranice požadujeme pouze: 

*) E. Bore l : Leçons sur les fonc. monog. Definice funkce 1110-
nog. a oborů C v kapi tole V. 

Věstník Král. C. Společnosti Nauk tř . I I . na rok 1921—1922 



2 VII. Miloš Kiissler: 

A) konečnost a spojitou změun funkčních hodnot f (z), 
B) existenci, konečnost a spoji tou změnu hodnot f' (z) . 

P t á m e se, zda exis tuj í funkce typu (1) toho druhu, že 
v ž á d n é m bodě kružnice | z \ — 1 tyto dva požadavky 
nejsou splněny, když blížíme se k obvodu po příslušném 
poloměru kružnice konverg. Uvidíme, že takové funkce vskut-
ku se dají sestrojit i . 

Rozšíření pojmu spojitého pokračování bylo by tedy pro 
takové funkce možno jen opuštěním požadavku A) nebo fí). 
Opusti l i A) jest nemožné, nebof požadavek ten def inu je spo-
ji tost pokračování . Mohli bychom tedy snad upust i t i od B); 
avšak požadavek ten jest podle mého mínění n u t n ý m spojo-
vacím článkem mezi definicí analytického pokračování podle 
Weierstra SSíl cl každou jinou definicí pokračování zobecně-
ného. 

Z toho pak vyp lývá následující úsudek, k terý jest možno 
považovali za hlavní výsledek této práce: 

Ať rozšíříme pojem spoji tého pokračování jakýmkoliv 
způsobem, budou vždy existovati funkce, které se způsobem 
tím pokračovat i nedaj í v ž á d n é m bodě své kružnice kon-
vergenční pokud ovšem se př idržíme požadavků A) a B). 

1. U v a ž u j m e funkc i komplexní proměnné z = x-\-iy 

r , i \ — v ~~ 7T n 2 2 

0 (z) — le 
— oo 

71 Z 
Zaveďme dále označení § — e " . 

Funkce 9 (z) p ředs tavuje pak potenční řadu proměnné 
i . k terá má kružnici | ; | = 1 svou přirozenou hranicí; ji-
nak řečeno funkce © (2) jest rozvojem svým def inována 
v půl rovině x = It (s) > 0. 

Položme nyní y~mjn, kdež m, n jsou celistvá nesou-
dělná čísla; pak bude 

7T mi 
— 7TX — —7— 

í — e e n . 

Blíží-li se nyní x k ladnými hodnotami k nule, blíží se bod E 
n m i 

k bodu e n po př ímce vycházející z počátku a svírající 



Příspěvek k tlieorii Borelova pokračování funkci . 3 

T Til f 
s osou reálnou úhel — . P t á m e se nyní , jak se při tom 
chová © (z) . V tom dovíme se ze známých vzorců*) upra-
vených ovšem podle našeho způsobu označování 

m 
imx T / T 1 - V f ' » « lim 0 (a + — ) = ^ - - e , m sudé; 

c—>- o + 

_ , r r i .. . , 
, m liehe. 

Z toho jest patrno, že funkce & (z) vzrůs tá nad všechny 
meze, když x blíží se k nulle pokud příslušné Gaussovy 
součty jsou od nully různé. Jestliže však ( íaussův součet 
jest roven nulle, což nastane pro m i n současně liché, blíží 
se 6 (z) k nulle a rovněž všechny derivace její podle x. 

Tyto známé vlastnosti doplníme vyšetřením, jak chová 
se 0 ( 2 ) , když a ; - v 0 a y jest dané číslo i r r a c i o n á l n ě . 

C A U C H Y - O V A formule t ransformační 

( 2 ) 

+ 
platí pro každé komplexní z splňující podmínku x — R{z)>o. 

Tuto formul i lze snadno zevšeobecniti, uvážíme-li že 
it a 4 - 2 A; n i 

e —e 
kdež k jest libovolné kladné nebo záporné číslo celistvé. 
Tedv také 

e ( i . ) = e ( l ± l í í £ ) . 

Užiju-li nyní na pravou s t ranu této rovnice t ransformace 
(2) dostanu 

(7) ~ V 1 + 2 k i z 0 ( 1 +2 le i z) • 

To dosadím do (2) a obdržím 

+ 

0 1 

* ) THOMAE: Abriss einer Theorie der compl. Funkt . Hal le 1 8 7 3 . 
Viz též KRAZER: The ta funkt ionen p. 190 . 
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V tomto pochodu mohu pokračovat i . Značí-li ki, k 2, 
. . . . . . km celistvá čísla k ladná nebo záporná , bude po m 

krocích naznačeného procesu p r o m ě n n á Z př i funkc i G na 
p r a v é s t raně rovnice dána řetězcem 

„ _ 1 I , 1 I i l i , l l 
ej~\2kii 1 |2&,i 1 • • • • i \2kmi 1 ! z ' 

Iletězec tento snadno p roměn íme ve t v a r 

7— IJLLÍ_I_ I A>N L + 1 1 
i'2 /c, ' |2Á\, ' \2k3 ' • • • • r\2k m — \iz> 

kdež hi, 7c2, . . . km značí l ibovolná čísla celistvá k l a d n á 
(nebo po př . rovná nulle) a každé z čísel d 2 9 Cl 3 . . . . O. m 
jes t rovno buď + 1 nebo — 1 podle l ibovolné volby. Znamení 
při posledním částečném zlomku musí býti při tom tak zvo-
leno, že 7Ž (Z) > 0 . 

Zavedeme-l i nyn í do počtu čísla 
J o = 0 , A i = 1 , Av—2krAr-iJravAr-2, 
B0 = l , B-1 = 0 , Bv = 2 k , B r - i - { - a r B v - z , 

bude jak z n a u k y o řetězcích jest známo 
„ . i z Am±Am—l 
Z = Í T i Z Bm±Bm l 

P ř i tom jest 
A v B v - l — A r - l B r = (— 1) ' ť f l í f f i . . . Ur. 

Eovn ice (2) p ř e j d e tak konečně ve t v a r 

- Q ( Z ) , ( 3 ) 
1 B mZl + Bm 1 
+ 

k te rý ve své podsta tě není nic j iného, nežli z n á m ý vzorec 
p ro l ineární t r a n s f o r m a c i f u n k c e theta . Byl zde odvozen jen 
proto, abychom co ne j s t ručně j i definovali řetězec, k te rý 
v dalším upotřebíme. 

Urč íme nyní reálnou a i m a g i n á r n o u část čísla 
Z = X~h i Y , 

když za z položíme x-\- iy a p rovedeme separaci . 
Obdrž íme snadno 
— .r [± Am Bm—1 + Am—1 Brn ] 

(Bmy + Bm-iy+Bm*X* 
B m Am (-X2 -f* y2) -f- y (Am Bm—1 -j- Am—1 Bm) -f- Am—1 Bm—1 

{Bmy + Bm-iy + Bm*x* 

(3a) 
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P ř i tom plat í všude buď j e n hořejš í nebo j e n dolejší zna-
mení. Volbu provedeme tak, aby X bylo k l a d n é . Uvážíme-li 
však, že x jes t kladné, mus íme rozeznávat i dva p ř ípady v ce-
lém dalším počtu 

I. AmBm I — Am-\ Bm = (~a2) (—a3) . . . . ( —flm) = — 1, 
I I . AmBm-1 — Am—l Bm —— (—fl2) (—ff:i) . . . . ( — 1 . 

V př ípadě I. mus íme voliti znamení hořejší , v p ř ípadě 
II . pak dolejší. 

S h r n e m e tedy podmínky platnost i vzorce (3) následovně.-
Čísla kt, k-2 km jsou libovolná k ladná čísla celistvá, 

z nichž některá nebo všechna mohou bvt i rovna nulle. J i c h 
počet m jest rovněž libovolný. 

Čísla a2, a3, . . . , am jsou libovolně volené kladné nebo 
záporné jednotky . 

Ve vzorci (3) volím bud horn í nebo dolní znamení, 
podle toho, platí-l i podmínka I. nebo I I . 

Tak to up raveného vzorce (3) uži jeme k vyšetření , j ak 
chová se ©(Z) , když X >- 0 a Y jes t rovno předem danému 
číslu i r r ac ioná lnému y. 

Má-li být i Y — y bude v p ř í padu I. podle d ruhého 
z vzorců (3a) po snadné ú p r a v ě 

_ Bm—1 [Am j Am—l 
Bm \ lim Bm—1 

P ř i tom jsou x > 0, y čísla l ibovolná v á z a n á pouze p rávě 
napsanou rovnicí . Po ložme 

J = ^±_hí ( 4 r ) 

tím 
kdež h jest dosud neurčené číslo. .Dosazením do předešlé rov-
nice obdržíme lehkým počtem 

R ~ 1 — T ~ T r I ~ / ž - 2 • • • 
bm [ Am -f- y Dm J 

V př ípadu I I . k ladu opět Y = y v d ruhém z vzorců (3a) 
a výpočtu 

ÍC2 + y* 

Bm—\ 
Bm y 

B2m—1 1 Am 
B*m L Bm 7 r 

. Bm-1] Am | Am—t 
1 Bm Y Bm Bm—1 \ 
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Volbou y = — " ' -F~ h dostanu zde . . (4II) 
Dm 

X Í = Bm [Am-yBm\-hÍ " " " ' ^ 

Zvolíme-li tedy AS, y tímto způsobem, bude ve vzore' 
(3) Y — y. P ř i tom jest li libovolné číslo vázané jen tou pod-
mínkou, aby x bylo kladné. 

Iv dalšímu počtu potřebujeme několika pomocných vět, 
týkajících se rozvoje irracionálného čísla v jistý řetězec polo-
pravidelný. Tyto věty odvodíme v odstavci následujícím. 

2. Budiž y libovolné, kladné číslo irracionálné menší než 
jedna. Pak lze vždy nalézti celistvé kladné číslo k, a 
irracionalné číslo kladné a menší než jedna, takže platí 
rovnice 

- = 2 7c, ± n . 
7 

Při tom jsou kx, ;<T a znaménko při tomto j e d n o z n a č -
n ě určeny číslem y • Toto tvrzení jest přímým důsledkem 
té okolnosti, že L/Y jest číslo větší než jedna, které tedy leží 
mezi jistým sudým a lichým číslem celistvým. Toto sudé 
číslo jest právě 2 KI. Význam jest samozřejmý. Z téhož 
důvodu mohu klásti 

— = 2 kz + R2 a obecně 

— = 2 KR±YR v—L, 2 , 3 , . . . 
y >•—i 

Tak získáme pro irracionálné číslo y jednoznačně určený 
řetězec polopravidelný a nekonečný 

_ 1 I I (h | i «3 | | 
7 |2 fc, |2 /i'2 |2 ks • ' " " • . . . 

kdež A,' = ± 1, KR ^ 1. 
Řetězec ten zřejmě konverguje a jest roven y. 
Jeho hodnota nemůže přesáhnouti JEDNÉ, kteréžto ve-

likosti dosáhne pro 
— 1 = a2 = as — a4 = . . . . 

l = ki = k2 = k3= . . . . 
Z toho jest dále patrno, že pro irracionálné y nemůže 

existovati takové celistvé N , aby pro všechna V > N bylo 
splněno 
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ar — — 1 ; kr= 1 , 

neboť v p ř ípadu tom p ředs t avu je řetězec číslo racionálně. 
Toto poznání můžeme vyslovit i také ve tva ru věty následující , 
k te rá nám bude prospěšná. 

V řetězci (5) p ro i r racionálné číslo y jest nekonečný 
počet zlomků t v a r u 

± 1 | 7 i + l | k r > \ nebo , . 
[2 kr 

Volme jeden mezi těmito význačnými zlomky a zaveďme 
označení 

1 | j «2 1 i i a ' --i 1 i o^J 
; 12 7ÍI 12 Á:2 ' ' ' ' "1~Í2A;*-i |dr ' 

dr = 2 kr + i r r ^ + . . . . > 2 k , — l . ¡2 K r+l 
P a k bude podle zuámých pravidel o řetězcích 

__ A r— 1 ar (A v—2 B v--1 A >•—1 B i'—2)) , V 
7 B 1 l i r—1 ( / i /'—1 ór + flr S r-2 ) 

Sledu jme dále jmenovate le sblížených zlomků. J e s t 
/> —i = 0 ; J> o = 1 ; 7A = 2 7c, ; = 2 Z', /)', + «2 • 1 ; 
Br = 2 i v 5 , - 1 + a, Br-2. 

Z těchto rovnic soudíme, že 
Bi > 7?0; B i > B i , a obecně 

> 5 , - 1 . 2 7 w — B 3 5 r — i , když 7cr> 1 a 
//, > B,-1.2h — B 1 = fí r - i , když kv = 1 . 

Z toho soudíme, že posloupnost Bx, Biy . . . jest stále vzrů-
staj ící a to nad všechny meze. 

Vraťme se opět k význačnému indexu v. P a k jest, j ak 
j sme již zjistili 

dr > 2 /ď — l a tedy 
B r - l d* + av B v-2 > 5 r-1 (2 — l ) — 5 r - 1 = 

= B,-i (2kr — 2)^2Bv-\, 
pokud /ťv > 1 . 

Jest l iže však 7^ = 1 , bude nu tně a- = l (pro význačný 
index) a tedy 

B r - l ór + avB v—2 > £ , - 1 . 1 + 5 > B v-1. 
Pro všechny význačné indexy bez rozdílu jest tedy 

n u t n ě 
B r-1 Ór + Or B r - 2 > B v- I (7) 
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Dosadíme-Ii tento výsledek do rovnice (6) a uvážíme-li, že 
a, (Av '¿Bv~\—A r-\ Bv-2) =_(—a2)(—a%) . . . (—a,) = ± l 

podle toho zda se jedná o př ípad I . nebo II . , budeme míti 
v př ípadě 1. 

( 7 i ) 

v př ípadě I I . 

<*" 

V obou tedv 
I 1 
| B (i4 v—1 y B v—1) > j (,Si 

Poslední t ř i vzorce jsou těmi pomocnými větami, o nichž 
jsme se zmínili na konci odstavce 1. Vraťme se nyní k to-
muto odstavci a pokraču jme v úvahách tam přerušených. 

3. Uži jme vzorce (3) s t ím rozdílem, že v něm položíme 
m = v — 1, a čísla Ze,, k2 . . . • km ; a2, , . . . . am nevolíme 
již libovolně, nýbrž určíme je ve shodě s řetězcem (5) pro 
irracionali tu y. Př i tom nechť v jest index význačný. 

U v a ž u j m e nejdř íve v př ípadu I . Podle druhého vzorce 
( 4 i ) bude p r v ý člen na pravé s t raně této rovnice kladný, 
jestliže vzhledem k ( 7 i ) učiníme h kladným. Tuto volbu 
hleďme provésti tak, oby x2 bylo co největš ím. To nastane 
patrně , jesliže zvolíme 

h = . 
2 Brn [ y Bm Am] 

Tak bude podle (4i ), (7i ) a 8) 

„ , J" 7 - > ^ , . . . . ( 9 i ) 

y : 

2Bm[yBm — Am1 2 

Bm-J 1 
Bm 2 Bm | y B m — Am } 

Dosadíme-li ty to hodnoty do (3a) s hořeními znaménky 
(případ I.) dostaneme 

X = y - £ - , Y = y ( I O I ) 
JJm 

Tím jest zároveň provedena kontrola počtu, neboť X > 0 
podle ( 7 i ) a Y rovná se vsku tku hodnotě irracionálné y. 

V př ípadu I I . obdržíme z druhého vzorce (4II) volbou 
1 
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•což jest podle (7n) hodnota kladná, 
1 

> 
1 

2 BmlAm — yBm] 2 ' ' 
1 Bm-1 

(9n) 

2 Bm [Am — y Bm] Bm 
Vzorce (3a) s doleními znaménky daj í pak 

v Ám v 
A. — y : L — y . . 

Lim 
Př i tom jest opět X > 0 podle (7n ) . 

Abychom mohli užiti vzorce (3), musíme 
hodnotu 

(IOII) 

určiti 

^Bm s i 4~ Bm-i y př ípadě 1. a číslo 

v případě I I . 

+ 

y^m 2 i — Bm-1 
+ 

V př ípadu I. dosadíme clo z = x-\- iy ze vzorců ( 9 i ) 
Tak dostaneme 

1 +i 1 

a tedy 

BmZt Bm-C-

| Bm Z i + Bm-1 

1 y Bm — Am 
_J_ Bn 
" V 2 

podle (8). 
Podobně v př ípadu II. , užijeme-li (9n) , 

i — l 1 

> 

. ( l l i ) 

Bm 
Bm (y Bm — Am)\ V 2 

Bm Z i — Bm—1 : 

2 Ar y Bn (11II) 

a tedy | Bm z i — Bm-1 I =: Bm 1 

V2 Am — y Bm 
Bm 

" w 

Vzorec (3) v př ípadě I. nabude tedy tva ru 

O (X + i y) = Vr=T . \yBm-Am . O {y — ~ + i y), 

čili 
1 1 Am i 

Bm H - • y j — V l i l 
2 lyBm — An 

Podle nerovniny ( l l i ) bude tedy 
Ar, 

•0(x~hiy). . (12i) 

0 ( 3 Br, 
iy) 0(x + iy) I . B-m.2 . . ( 1 3 i ) 

kdež čísla x, y jsou určena vzorci (9 i ). 
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Funkce G ( x - \ - i y ) nemá, jak známo, v půlrovině x>0< 

žádných nullových bodů. Z toho plyne, že v půlrovině 
u-

neklesne pros tá hodnota této funkce pod jistou konečnou mez 
M af y jest jakékoliv. Protože podle vzorců (9i ) pro všechny 
význačné indexy m t ypu T. hodnota x neklesné pod ¿ b u d e 

Cl 
pro všechny tyto indexy platiti nerovnina 

2 ~ } M . B } ' m . . . (14. > v h - j ^ + iy) 

V př ípadě I I . nabude rovnice (3) t va ru 

+ = = e ( ® + i y ) • • • ( i 2 n > 
\Bm I » 2 \Am — y Bm 

a z toho podle ( l l u ) nerovnina 

0 ( l + 1 + 1 • . . (13n> 

která z téhož důvodu jako př i (13i ) pře jde v tva r 

> 2 ~ / M . B \ n . . . (l-4ir) & 

Když v nerovnině ( I 4 i ) nebo (14II) index m vzrůstá^ 
vzrůs tá také Bm nad všechny hodnoty, kdežto M se nemění. 
Dále uvažme, že se vzrůs ta j í c ímu m hodnota 

y v př ípadě I. a hodnota 
lim 

Am 
y v př ípadě I I . blíží se k nulle čísly k l a d n ý m i . 

lim 
V ý s l e d e k celého počtu shrneme t a k t o : 
Budiž y libovolné číslo i rracionálné menší než 1. Vy-

jádř íme ho ve tvaru řetězce (5). Mezi sblíženými zlomky to-
hoto řetě 

zce Ám/Bm vybeřeme nekonečnou posloupnost tako-
vých, které hoví nerovnině 

I > 
Bm I Am — y Bm | 

což podle úvah předcházejících jest vždy možné. 
Učiníme-li nyní 

v An 
Am 

bude o funkci 
Bm 

0 (Xm + iy) 



Příspěvek k theorii Borelova pokraéo\ání ítinkeí. 11 

plati t i jedna z nerovin ( 14i ) nebo (14n). To pak má ten 
význam, že prostá hodnota právě označené funkce vzrůs tá 
naci všechny meze, když Xm blíží se k nulle posloupností 
shora vytčenou. Totéž platí přirozeně o prostých hodnotách 
funkce 

Q(Xm-iy). 
P ř í m ý m důsledkem této věty jest pak výrok: 
J e s t l i ž e y j e s t č í s l o i r r a c i o i i á l n é m e n š í n e ž 

1 a j e s t l i ž e X b l í ž í s e spojitě k n u 11 e k J a d n ý m i 
h o d n o t a m i p a k &(X±iy) n e b l í ž í s e k ž á d n é ko-
n e č n é l i m i t ě. 

4. Na začátku odstavce 1. zavedli j sme označení E = 

Tím pře jde funkce &(z) v obyčejnou řadu potenční 
f = i 4 - 2 ( : , 2 + : 2 2 + : 3 2 + . . • + r + • • . ) . . . ( i 5 ) 
s jednotkovou kružnicí | £ | = 1 jako přirozenou hranicí . 
V předcházejících odstavcích zjistili jsme, jak chová se tato 
funkce, jestliže £ blíží se k oovodu kružnice konvergenční po 
některém z poloměrů této kružnice. Funkční hodnota blíží se 
př i tom ke konečné limitě j e n při těch poloměrech, které 
sví ra j í s reálnou osou úhel ,-rtn/n, kdež obě celistvá čísla m , 

n jsou l i c h á . 
Z toho plyne ihned tento poznatek : 
F u n k c e f (C) d e f i n o v a n á r o v n i c í (15) není mono-

g e n n í p o d l e B O R E L A v ž á d n é m o b o r u C, *) k t e R ý 
b y p ř e s a h o v a l j e d n o t k o v o u k r u ž n i c i . 

Takový obor C vznikne totiž t ím způsobem, že ze spo-
jité části rov iny kterážto část p řesahuje jednotkovou kruž-
nici, vyloučíme spočetné množství k ruhů vzá jemně se nepro-
tíuajících. Zbytek jmenované části roviny tvoří obor C. 
Funkce monogenní v oboru C jest pak spoji tá v oboru tom 
a má derivaci v každém vni t řním bodě toho oboru, to jest 
v každém bodě, který nepřísluší k hranicím oboru. 

K d y b y takový obor C širší nežli kruh | £ | ^ 1 pro funkc i 
/ (C) existoval, musily by s tředy vyloučených kruhů ležeti 
buď v n ě jednotkové kružnice, nebo na jej ím obvodu, neboť 
celý vni t řek konverg. kružnice pa t ř í k oboru monogenity. 
Z posice vyloučených kruhů a z té okolnosti, že se neprotí-
na j í (ani nedotýkají) by však plynulo, že nespočetné množství 

*) Definici takového oboru viz B O R E L 1. c. 
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obvodových bodů kružnice | £ | = 1 pa t ř í k oboru C a to tak, 
že každý poloměr kružnice | £ | = 1 směřuj ící k takovému 
bodu neprot íná žádný vyloučený kruh, ani se ho nedotýká. 
Potom by však funění hodnota f (£) musila se blížiti ke 
k o n e č n é hodnotě, když blížíme se k obvodu kružnice 

| C I = 1 po kterémkoliv z onoho n e s p o č e t n é h o množství 
poloměrů. 

To však jest ve sporu s tím, co jsme v předešlých od-
stavcích seznali. 

Obor, v němž jest funkce f (£) monogermí podle B O R E L A , 

nepřesahuje tedy obor, v němž jest analytickou podle W E I E R -

STRASSA. 

Jes t jisto, že uvažovaná funkce není jedinou toho druhu. 
Velmi pravděpodobně lze očekávati obdobné vlastnosti u 
mnohých funkcí modulových a automorfních , které ma j í 
funkční rovnice obdobné rovnici (2). 

5. P ř i s t upme nyní k obecnějšímu problému, formulova-
nému v úvodě. 

Punce f (£) není tedy monogenní, dokonce ani nepři-
pouští př ímkového pokračování až n a obvod konvergenční 
kružnice po n e s p o č e t n é m množství poloměrů. Avšak víme, 
že takové pokračování jest možno po onom s p o č e t n é m 
množství poloměrů, k teré sv í ra j í s reálnou osou úhly 
z t (2 k + 1) TT/(2 l + 1). V př ís lušných bodech konvergenční 
kružnice sp lňu je naše funkce podmínky A) a i?), jak j sme je 
v úvodu formulovali . Funkčn í hodnota blíží se tam k nulle 
a rovněž hodnota její derivace. Lze vskutku sestroji t i ar i th-
metický výraz F (£), k te rý má význam vně i uvni t ř kruž-
nice jednotkové, uvni t ř shoduje se s funkc í /(£) a př i tom 
předs tavuje spoji tou funkc i proměnné když sledujeme 
jeho průběh podle zmíněného již spočetného množství polo-
měrů i skrze obvod kružnice | £ | = 1 ; rovněž konečné de-
rivace tam exis tuj í a mění se spojitě. O tom však se zde 
dále šíři ti nebudeme, aby práce příliš nevzrostla. Pokusíme 
se spíše o p r a v ý opak, to jest o jakési »ucpání« i toho spo-
četného množství bodů na kružnici | C | = 1, ve kterých 
př ímkové pokračování ještě jest snad možno. 

Seřaďme tyto body libovolným způsobem a označme je 
«1, «9, tt 3, . . . . Zvolme si dále posloupnost kladných čísel 
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Cu Cu C3, . . . , která má tu vlastnost, že řada 
oo v c — O n 

»i = l 

konverguje. Utvořme dále funkci komplexní proměnné 

g io = 1 CnVí —o^" (10) 
?! ~ i 

Př i tom volme za odmocninu onu větev dvojznačné funkce, 
která pro £ = 0 se redukuje na 

•j are Cín 

¿ | k í • e 

Funkce g O konvergu je s te jnoměrně uvni t ř jednotkové kruž-

nice, což vyplývá z té okolnosti, že tam jest 

g (£) jest tedy analyt ická funkce v oné kružnici. Jes t tedy 
i jej í derivace funkcí téže vlastnosti a platí 

00 n 
g'(0 = ^ 2 j v y ™ 2 „ = 1 H — «» 

Lze snadno nahlédnouti ty to dvě vlastnosti funkce g (£): 
1. Ať blížíme se k obvodu kružnice | £ \ = 1 po k t e -

r é m k o l i v poloměru, vždy funkční hodnoty g (Q blíží se ke 
konečné limitě, k terá nepřesahuje svou absol. hodnotou číslo 

— 00 
V 2 2 C n 

n = 1 

2. Když blížíme se po poloměru k některému z bodů 
L, — a n , prostá hodnota derivace <?'(£) vzrůs tá nad všechny 
meze. 

Důkaz 1. jes t téměř samozře jmý a pokud se důkazu 
věty 2. týče, dá se provésti touž methodou, k terá jest vy-
ložena n. př . v citované knize B O R E L O V Ě V kapit . I . při vý-
razech tva ru 

-S An 
Z — an 

Všimněme si nyní funkce def inované součtem f (£)+ g(0 
Když blížíme se k bodu kružnice £ = 1 po poloměru, k terý svírá 
s osou reálnou úhel nesouměřitelný s n pak f (£) nemá. 
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limity a g Cc) má ji. Tedy součet nemá limity. Jestl iže 
úhel onen jest n min, kdež jedno z celých čísel m, n jest 
sudé a druhé liché, platí totéž co pro úhel nesouměřitelný. 
Jestliže konečně obě čísla m, n jsou lichá, pak součet sice 
má limitu avšak jeho derivace f' (ú,') g' (0 l imity nemá. 

Tím jest řešen i druhý problém v úvodu naznačený a 
dokázána platnost věty, kterou úvod jest ukončen. 

A r e m a r k on t h e Bore l s t h e o r i e of m o n o g e n e o u s f u n c t i o n s . 
(Abstract of the precedent article.) 

The the tafunct ion 
QC 

f (z) = 1 + 2 2 sn' 
a = i 

has following known properties. 
in p 

If we put z — re q , where p, q are integral numbers 
wi thout common fac tor and if r - 1, then 

f(z)— 0 (p,q both odd) or f(z)->- « (p,q no both odd). 
The pr incipal result of the precedent investigation is 

the theorem: 
If z = rei7Ty, where y is auy irracional number and if 

r —> 1, then f (z) cannot have a l imit. 
Two immediate consequences of this a re : 
1. The circle of convergence | s | < 1 is the region (C) 

of Borels monogeneity of the thetafunct ion. 
2. We denote by a,, a2, . . . the set of all d i f fe ren t 

numbers e q , where p, q are both odd and by 2 c„ a 
j ! = ; 

convergent series of positive constants. Then defines the 
equation 

F(z) = f(z) + Z CnMr=~Z 
n = 1 " 

a funct ion, which have following remarkable proper ty : 
I s (p in z — re1T a n y f ix number and if r 1 , then 

F(z) and F'(s) cannot have simultaneously f in i te limits. 
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