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ROČNÍK XXXI. T Ř Í D A I I . ČÍSLO 19. 

Potenční řady s přirozenou hranicí a jejich 
pokračování ve smyslu Borelově. 

Napsal 

M. K&uhtr. 

( P ř e d l o ž e n o d n e 28. d u b n a 1922.) 

E. B o r e 1 ses t roj i l a r i l h m e t i c k ý v ý r a z 
00 

F (z) = £ 
A.. 

z — e*Pn 

p r o j i s té ana ly t i cké funkce , k t e r é m a j í p ř i rozenou hran ic i sp lýva j í c í s kon -
vergenčn í kn i žn i c i p ř í s lušného rozvo je mocninného. 1 ) 

N e b y l y v š a k dosud u v e ř e j n ě n y — p o k u d jest mi z n á m o — mocn inné 
ř a d y , k t e r é b y s k u t e č n ě p ř ipouš t ě ly t r a n s f o r m a c i ve v ý r a z Bore lův . Se-
s t r o j u j i v t o m t o p o j e d n á n í t r a n s f o r m a č n í fo rmul i A, k t e r á jes t j i s t ý m 
zobecněn ím v ý r a z u Bore lova , neboť př ipouš t í t a k é h r o m a d ě n í se j iných 
s ingula r i t nežli po lů n a p ř i rozené hranic i . P ř i t o m p ř e d s t a v u j e levá s t r a n a 
rovn i ce j e d n o d u c h o u , a v š a k dos t i obecnou po tenčn í ř a d u . 

Omezu j i se v š a k p r o t e n t o k r á t e n a v y š e t ř o v á n í h r o m a d í c í c h se po lů 
l ibovolných ř á d ů a d o s p í v á m k o b e c n ý m v ě t á m I., I I . , I I I . a IV., z n ichž 
poslední jes t ne jdů lež i tě j š í . 

Rovn ice (9), (10) a (11) p ř e d v á d ě j í ne j j ednodušš i p ř í k l a d y po tenčn ich 
ř ad , k t e r é m a j í Bore lovo p o k r a č o v á n í v n ě své př i rozené h ran i ce . 

O h r o m a d ě n í se s ingula r i t p o d s t a t n ý c h a a lgebra ických , j akož i o ně 
k t e r ý c h obecnějš ích o t ázkách h o d l á m p o j e d n a t i j i n d y . 

1. Všechny ú v a h y t o h o t o p o j e d n á n í spočívaj í n a j i s tc t r a n s f o r m a č n í 
fo rmul i , v z t a h u j í c í se k e d v ě m a l ibovo lným f u n k c í m a n a l y t i c k ý m . Def i -
n u j m e j e ř a d a m i m o c n i n n ý m i 

*) É m i 1 B o r e l : Leçons sur les fonctions monogfenes. Paříž 1917. G. V. 
Prvni myšlenky té věci se týkající obsahuje these Borelova: Sur quelques 

points de la théorie des fonctions. Paříž 1894. 
R o c p r a v y : Roi. XXXI. Tf. II . Cis. 19. 1 
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/ ( 2 ) = a 0 - f - a, z a2 z * . . . z <R1 ( 1 a) 

g(z) = b0 + \ z + b2z* + . . . |z <R., (16) 

Z v o l m e si n y n í d v ě komplexn í k o n s t a n t y a a y hovící n c r o v n i n á m 

a < 1, v < R, (2) 

a u t v o ř m e a n a l y t i c k o u f u n k c i komplexn í p r o m ě n n é x, d e f i novanou ř adou 

F (*) '— S / (.V a") bax* (3) 
» = 0 

Dosad íme- l i d o t o h o t o rozvo je m í s t o f (z) ř adu ( la) , obdrž íme ř a d u 
d v o j n o u 

ae x 
F (x) — 2 2 b„ xn ak a"k y" (4) 

(sčítá se n a p ř e d podle k), o n íž d o k á ž e m e , že k o n v e r g u j e abso lu tně pokud 
* < Rz. 

K d ů k a z u u t v o ř m e ř a d u 

2 ak i < M, 

k t e r á p r o z < y <. Rv j i s tě s p l ň u j e n a p s a n o u ne rovn inu , v niž M jest 
k o n s t a n t a n a z nezávis lá . P r o t o ž e p a k podle (2) jest 

y a" < y , 
b u d e i 

2 | tik a"k \'k' < M (5) 
A = 0 

p r o l i bovo lný index n. 

J e ž t o t a k é ř a d a 

2 M. bn .v" 

k o n v e r g u j e p o k u d x < R2, b u d e a for t ior i podle (5) konve rgova t ! i 

x oc 
2 b„ x" . 2 \ ak a"k v*| s. e. d . 

n - 0 k = 0 

J e s t t e d y dovo leno v d v o j n é ř a d ě (4) zaměn i t i p o ř á d e k sčí tání , aniž 
se z m ě n í h o d n o t a součtu . T a k o b d r ž í m e v z h l e d e m k (1) 

F(x) = 2 g (x o*) ah yk (3J 
* - 0 

S r o v n á n í m s (3) d o s t á v á m e z á k l a d n í vzorec t r a n s f o r m a č n í 

ao X 
2j(yan)bnx" = 2g(xa")any», ( J ) 

n - 0 H-U 
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k t e r ý b y l odvozen z a podmínek 

* | < / í 2 , > ¡ < 7 ? ! , o < 1. 

V ý z n a m vzorce t o h o t o p r o da lš í v y š e t ř o v á n í spočívá v t o m , že p r a v á 
s t r a n a m ů ž e z a j i s tých p o d m í n e k konve rgova t i v oboru š i rš ím než l evá 
s t r ana . Vzorce použ i j eme v t o m t o p o j e d n á n í v ž d y t a k , že a a y b u d e m e 
považova t i z a k o n s t a n t y , x za komplexn í p r o m ě n n o u . 

2. D r u h é omezení, k t e r é si p r o t e n t o k r á t e u k l á d á m e , spočívá v t o m , 
že zvol íme z a g (z) funkc i b u d lomenou r ac ioná lnou nebo m e r o m o r f n í . 
Je j í poly seřazené p o l i c velikosti abso lu tn ích h o d n o t 

v„, *,. v,, . . . 

nechť jsou všechny <>d nu l ly r ů z n é ; p o k l á d e j m e je za z n á m é a rovněž 
t a k n ě k t e r ý z a r i t h m . v ý r a z ů , k t e r é de f inu j í g (z) v celé rov ině j a k o n a př . 
M i 1 1 a g - L e f f 1 e r ů v rozvoj v parc iá ln í z lomky . F u n k c i / (z) p ř i t o m 
nijak v obecnosti neomezu jeme . 

Za t ě c h t o p ř e d p o k l a d ů dokážeme o ana ly t i cké funkc i F (x) de f ino-
v a n é řadou (3) t y t o č ty ř i v ě t y : 

I. ftada (3) má týž poloměr konvergence j a k o ř a d a p r o g (z). 

I I . Jes t l iže a < 1, p ř e d s t a v u j e p r a v á s t r a n a rovnice (A) ana ly -
t ické pokračován í f u n k c e F (x) p l a t n é v celé rov ině s v ý j i m k o u spo-
četné množ iny isolovaných b o d ů (:l)i) 

xka~', k, / : - 0, 1, 2, 3. . . . 

T y t o b o d y jsou poly funkce F (x). 
I I I . Jes t l iže « - - a (i jest číslo souměř i te lné s « , p l a t í t o t é ž 

• o v p ř í padě I I . 

IV. Jest l iže a — é-1 a /3 jest v h o d n ě volené číslo nesouměř i t e lné 
s * , jest konvergenční k ružn i ce ř a d y (3) j e j í p ř i rozenou h ran ic í v e 
smyslu W c i e r s t r a s s o v ě . Avšak v e smys lu B o r e l o v ě p ř i -
pouš t í f u n k c e F (JÍ) pok račován í v celé rovině , k t e r é jes t s p r o s t ř e d -
k o v á n o p r a v o u s t r anou rovn ice (.4); p ř i t o m jsou s ingu la r i t y na -
h r o m a d ě n y n a kružnic ích , k t e r é m a j í s t řed v p o č á t k u a p rocháze j í 
b o d y xQ .r, a\, . . . 

3. D ů k a z p rvých t ř í vět jes t t a k j e d n o d u c h ý , že za j i s t é pos tač í 
j e h o s t ručné naznačeni . 

F u n k c e g (x a") jes t omezená v k a ž d é m k o n e č n é m oboru K r o v i n y xf 

k t e r ý n e o b s a h u j e ani u v n i t ř an i n a své h r a n i c i ž á d n ý z b o d ů m n o ž i n y S t . 
J e s t t e d y p r o v šechna x oboru K 

g (x «") < N, 

k d e ž N jes t konečná k o n s t a n t a . Z t o h o p lyne s t e j n o m ě r n á konvergence 
ř a d y (3J v oboru K ; ř a d a t e d y d e f i n u j e funkci p r o m ě n n é .v a n a l y t i c k o u 
v t o m t o oboru . • > 

l* 
XIX. 
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Protože pak každá kružnice se středem v počátku a s poloměrem 
menším než R2 jest podle (lft) oborem typu K, kdežto kružnice s polo-
měrem R2 jím není, jest konvergenční poloměr řady (3J a tedy i řady (3) 
nejméně roven číslu R2. 

V ě t a I I . jes t p o u h ý m d ů s l e d k e m s t e j n o m ě r n é konvergence ř a d y (3,) 
a t é okolnost i , že b o d y m n o ž i n y (®i) se n i k d e v k o n e č n u ne l i romad í , 
jest l iže a < 1. T o p a k m á t e n nás ledek , že s i n g u l a r i t y f u n k c e F (x) 
j sou iden t i cké se s ingu la r i t ami j edno t l ivých sč í t anců v rozvo j i (3,) spe-
c ie lně se s ingu la r i t ami p r v é h o členu g (x). J e s t t e d y p r o a' < 1 poloměr 
konvergence ř a d y (3) sku tečně r o v e n R2. 

lit i> 

Jes t l i že p a k a = el/l
t kdež /3 = " a p, q j sou ce l i s tvá nesou-

dě lná čísla, b u d e mezi čísly an j en q od sebe r ů z n ý c h a , a 2 , o11, . . . a » - 1 , 1. 

Rovn ice (3,) d o s t a n e t v a r 
F(x) = £ A k z ( x a"), 

A - 0 

k d e ž Ak jsou k o n s t a n t y závislé n a y. T í m jest d o k á z á n a v ě t a I I I . 
D ů k a z v ě t y IV. p rovedeme podrobně j i . Zák l adn í j eho m y š l e n k y 

s h o d u j í se v p o d s t a t ě s d ů k a z e m , k t e i ý poda l Borel p r o funkc i uvedenou 
n a p r v n í s t r a n ě t o h o t o č l ánku , o p í r a j e se o prác i G o u r s a t - o v u.2) 

Pod le p ř e d p o k l a d ů o funkc i g (z) leží n a konve rgenčn í kružnic i 
ř a d y (14) j en k o n e č n ý počet pólů . Xechť jsou t o 

X„ = R2. e***, K = 0, 1, 2, . . . s ; <pk < 2 JE; 

je j ich ř á d y označme v0l vu . . . vs. Lze t e d y psá t i g (z) vc t v a r u 

( 6 i 

P ř i t o m jest P„ (z) p o l y n o m s t u p n ě nižš ího než v„ a (z) f u n k c e 
a n a l y t i c k á a t e d y omezená u v n i t ř a n a o b v o d ě k ružn ice 

z! < R3 > R„. 

R o v n ě ž v š e c h n a Pn {z) jsou v t o m t o oboru omezena. A n a l y t i c k ý v ý r a z 
t ě c h t o v ě t jest vys t i žen v ne rovn ínách 

P„(z) ,<P, (z) | < 5 , 

kdež P a 5 j sou k o n s t a n t y nezávis lé n a z a n. 
Zvolme si n y n í číslo /3 — 2 JE y nesouměř i te lné s Číslem -T a se všemi 

č ís ly spoče tné množiny 3 ) 

2 JE k (<pp - <pq), p, q = 0 , 1 s. 
k ----- 0. 1, 2 

») E. B o r c i , I. c. p. 57 -70. 
M. G o u r s a t , Bulletin des sc. math. t. XI. et XVII. 
3) To jest vždy možno, nebot množina irracionálných čísel jest nespočetná, 

kdežto všechna čísla souměřitelná se shora uvedenými tvoři množinu spočetnou. 

XIX. 
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Pak j sou b o d y spoče tné m n o ž i n y (m) 

xhe-l»P, ¿ = 0, 1, . . . s ; n = 0, 1, 2, ... . 

v š e c h n y od sebe r ů z n c a p o k r ý v a j í v š u d e h u s t ě obvod k ružn i ce R2. Různos t 
b o d ů u v a ž o v a n ý c h v y p l ý v á z t o h o , že rovn ice 

xp e~'inf = xt e-lmt 
b y m ě l a nás ledek 

2 jt (m — n) y = («př — q>p) ± 2 » k, 

k d e ž n, tn, k j sou čís la ce l i s tvá . T o v š a k jes t podle p ř e d p o k l a d ů o § vy -
loučeno. H u s t o t a u v a ž o v a n é m n o ž i n y jest p a k p o u h ý m d ů s l e d k e m z n á m é h o 
f a k t u , že m n o ž i n a b o d ů 

m y — [vi y], m — 0, 1, 2, 3, . . . 

př i i r r ac ioná lném y p o k r ý v á v š u d e h u s t ě i n t e r v a l (0, 1), značíme-l i s y m -
bolem [*] nc jvě t š í ce l i s tvé číslo obsažené v x. 

Zvolme si nyn í z po lú f u n k c e g (3) ležících n a kružnic i R2 t e n anebo 
j eden z t ěch , j i m ž o d p o v í d á nc jvě t š í v. B u d i ž t o n a p ř . x0. V m n o ž i n ě (in) 
b u d o u m u odpov ída t i b o d y 

É„ - x0e-*'?, n -- o, 1, 2, . . . , 

k t e r é p o k r ý v a j í k ružn ic i R3 v š u d e hus t ě . D o k á ž e m e si v ě t u : 
Jes t l iže se b l íž íme k j e d n o m u z t ě c h t o b o d ů p o p ř í m c e spo ju j íc í j e j 

s počá tkem, v z r ů s t á h o d n o t a | F (*) n a d v š e c h n y meze . Z t o h o p lyne , 
že k ružn ice R.2 jes t p ř i rozenou hran ic í f u n k c e F (x) v e smys lu W. 

A b y c h o m t o dokáza l i , uvažme , že 

g lx) = ' 4 n - + ? ( x } - i : - P " ( x ) - " lx) s {Á> (x - X0y> + (x - 1 „ t i (.v - xny-n ' 

kdež Q {x) jest p o l y n o m s t u p n ě {vu — 2)ho. Můžeme t e d y pod le (3,) psát 

F <x) _ A« aP yp Q ( x ei' p) aP yp , 77 /r\ . 
{ l (x e ^ P - *„)" " (x ^ y p - .r,,)"«-' " 1 1 W + 

•! - (*) - f Fa (x) + F 4 ( X ) f F5 ( X ) . 

Zde značí 

A - U t . O n . l {X I*?* — XN)VN 

F (x) - i ' P " { x e i í > k ) a* v* • F (v\ r. P" (* eifih) a" • 

/.- M - E X Pni*''")«*}* 

Př i t o m jest h j i s t é dosud neurčené číslo cel is tvé a č á r k a p ř i £ značí , 
ž e v y p u š t ě n jes t sč í tanec p ř í s l u šný k = p. F u n k c e F\ (x), F2 (x) a Fa (x) 
jsou ana ly t i cké a konečné v kružnic i R2 a v j i s t é m okolí b o d u x = x0 

XIX. 
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Z k o u m e j m e , j a k se měn í o s t a t n í v ý r a z y , k d y ž x se blíží z p o č á t k u p o 
přímce k b o d u x„ e —PP. P a t r n ě 

Q(xei?P)apyP < | . 
(* e^P - xuy°~l x ¿PP - xa I»«-1 ' 

jes t ne jvě t š í h o d n o t a , k t e r é n a b ý v á Q (x), v oboru \x <" R2. 
X p 

F* (x) < —iBi> . £ ak v* 
\x e,Pp — .r„ '» * 

sP 
x e> 

Je s t t e d v 
F (-v) - F, (x) - F, (x) F, (x) | > 

X 

I , l n \apyp\ - (S - \ ) P £ \ a k y * t 
Ví <*py 

|.V c'' ; /> — -V„ .v eifiP — .r„ '»-1 ' 

Zvolíme-lí číslo A t a k vel iké , že 

A0 . apyP > (s i 1 )P£ ak y* , 
h 

což nás l edkem absolu tn í konve rgence ř a d y 
2 ak v* 

jes t v ž d y možné, b u d e p a t r n é v ý r a z u v a ž o v a n ý v z r ů s t a t i nad v šechny 
meze, k d y ž x b u d e p r o b í h a t i s h o r a d e f i n o v a n o u p ř í m k o v o u d r á h u . P ro tože 
p a k Ft (x), F2 (X) a F3 (x) j sou č ís la k o n e č n á v okolí b o d u x = x0 ¿ - ' P F , 

m u s í | F (x) bl íži t i se k oo. T o p a k p la t i p r o k a ž d é ce l is tvé číslo p. J s o u 
t e d y b o d y p = 0, 1, 2, . . . s i ngu lá rn ími b o d y f u n k c e F (x) a po-
n ě v a d ž p o k r ý v a j í kružnic i R2 v š u d e h u s t ě , jes t t a t o př i rozenou hranic í 
f u n k c e F (x) s. e. d . 

P ř i t é t o ú v a z e j s m e m l č k y p ředpok láda l i , že v š e c h n a a p j sou od 
nu l ly r ů z n á . Není- l i t o m u t a k , m u s í m e přec1 p o k l á d a t i aspoň, že b o d y 
xae~*fp, p ř í s lušné k ap od nu l ly r ů z n ý m , p o k r ý v a j í kružnic i R., v š u d e 
h u s t ě . T í m o m e z u j e m e d o j i s té m í r y obecnost f u n k c e / (2). 

4. Z b ý v á d o k á z a t i d r u h o u čás t v ě t y IV. Z d ů v o d ů s t ručnos t i uči-
n íme t a k p r o speciální p ř í pad , k d y v š e c h n a čísla ipp j sou souměř i t e lná s <x 
a p r o u rč i t ě zvolené 

0 = 2 « ( V 2 - 1). 

K e konc i p a k naznač íme , j a k t o t o omezení d á se ods t r an i t i . 
S l edu jme , j a k se měn í f u n k c e d a n á a r i t h m . v ý r a z e m k d y ž x 

prob íhá b o d y p ř í m k y spoju j íc í p o č á t e k s b o d e m 

t 

x = R3 e •» , 

k d e ž p1 < q1 j sou nesoudě lná ce l i s tvá čísla. 

XIX. 



Je-l i x bod n a t é t o p ř ímce a A bod n a kružnic i R2, b u d e v ž d y 

značí-li ijf oblouko\ r ou vzdá lenos t obou b o d ů měřenou z bodu 0 ob loukem 
menš ím než n . 

Zvolíme-li za .4 bod množ iny (ni), t . j . 

A - X t e - i m i m ( v ' * - i ) i 

b u d e 
i> 

ip ~ 2 n . m \ 2 — m — li — — (1) , 
q 

kdež nesoudělná čísla p < q jsou s t a n o v e n a v z t a h e m 

l í 
K — [m \ 2 — m~\ ; 

j e d n o t k a v závorce (I) se odč í t á j en t e h d y , k d y ž bez n í b y $ b y l o vě t š í 
než ?r. Nyn í lze s n a d n o na léz t i do ln í mez p r o 1>. J e s t t o t i ž celé číslo 

2 q* m2 - {m q E q - p (?)}- > 1. 

Pro tože pak 

m q \ 2 ; in q - [ m \ 2 — >«] q ;-/>-;- (q) < 4 m q f- 2 q, 
b u d e 

m \ J - m - E {\) > 1 
q 2 q'- (2 m -p 1) 

a t e d y 

x — xte-im-n^'--^\= x ¿i - -i (n7--!) _ A- > 
nR^ _ C ( g ) 

4 q1 (2 ni - ]) 2 tn - I 

Z d e závisí q a t e d y i C n a vo lbě xk. P r o t o ž e t ě c h t o xh j e s t pouze 
(s -f- 1), b u d e n e r o v n i n a p r á v ě n a p s a n á p l a t i t i p r o k a ž d é k, k d y ž zvo l íme 
v ní z a q ne jvě t š í z čísel, k t e r á přís luší r ů z n ý m xk. 

Podle (6), (7) a (8) jes t v š a k 

¿-o L/ * 

a t e d y podle rovn ice (3,) 
* * JM - i - " 

\F(x)\< a„ g (x) + £ 1 > am ym + S JS aky* . 
A = u n - 1 O'* Jk.u 

Při t o m mus í x ležeti n a p ř ímce spoju j íc í p o č á t e k s b o d e m s h o r a 
v y t č e n ý m n a k ružn ic i R3. 

Z t o h o p lyne , že ř a d a (3!) jest n a k a ž d é m v n i t ř n í m úseku t é t o p ř í m k y 
s t e j n o m ě r n ě konve rgen tn í a d e f i n u j e t a m t e d y spo j i tou funkc i p r o m ě n n é x. 
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H 

D o s l o v a t á ž v ě t a p l a t í o k a ž d é ř a d ě vzn ik l é o p ě t o v a n ý m d e r i v o v á n í m 
ř a d y (3X) č len z a č lenem. P r o t o ž e p a k Ra > Rt, v id íme , že ř a d a (3j) p ř e d -
s t a v u j e Bore lovo p ř í m k o v é p o k r a č o v á n i f u n k c e F (x) d a n é po tenčn í ř a d o u (3) 
z a j e j í p ř i rozenou h ran ic i . 

T í m jes t d o k á z á n a v ě t a IV. p r o zv láš tn í f o r m u i r r ac iona l i ty y. A v š a k 
d ů k a z d á se rozšiř i t i i n a j i né f o r m y t é t o i r r ac iona l i ty t ý m ž p o s t u p e m , 
j ehož uži l B o r e l v c i t o v a n ý c h Leçons p. 66 (Remarque) . P r o t o u p o u š t í m 
od p o d r o b n é h o p roveden í . 

5. U v e d u ne j j ednodušš í ř a d y u v a ž o v a n é h o t y p u . Vol ím 

. . . 1 , , 1 a - V « 2 - F , 
S { Z ) = \ — z ' b ; a > b • 

T r a n s f o r m a č n í vzorec {A) d á v á 

y> x _ y> v > (q\ 
n-ol-Qe* y n t o l - e ^ f x w 

Levá s t r a n a jes t po tenčn í ř a d a konvergu j í c í v k r u h u x , < 1 a ma j í c í 
j e j z a př i rozenou hran ic i , k d e ž t o p r a v á s t r a n a jest v ý r a z t y p u Bore lova , 
j ehož „ p o l y " h r o m a d í se n a j e d n o t k o v é k ružn ic i . 

K ladu- l i y = l a pok ládám- l i n a o k a m ž i k x, Q z a čís la r eá lná , ob-
d r ž í m separací čás t í r e á lných a i m a g i n á r n ý c h ř a d u j e š t ě j ednodušš í 

b Y - n o ) 
H-0a — bcosnp „ „ j V b ^ Va1— bl ' 1 — 2 xcosnfi + x2 

R a d a t a t o m á t y t é ž v l a s tnos t i j a k o (9). Z a fl m o h u vol i t i n a p ř . ú h e l 
v P y t h a g o r e j s k é m t r o j ú h e l n í k u d a n ý v z t a h e m 

p*+q* = cos 0 = y , 

k d e ž p <q <r j sou ce l is tvá nesoudě lná čís la a m o h u t e d y koë f i c i en ty 
ř a d y (10) uč in i t i r a c i o n á l n ý m i , zvolím-li t a k é a, b racionálně.4) 

J i n ý j e d n o d u c h ý p ř ík l ad vzn ikne , k ladu- l i 
co 

g (z) = z cotg z = 1 — 2 A2n z2*, 
i - i 

A » = ( 2 » j ! 
T a k d o s t a n u ř a d u 

F (*) = 2 — I r - - » — * (11) 
»-i « — bcos2n(i v ' 

k t e r á p ř e d s t a v u j e f u n k c i s chopnou B o r e l o v a p o k r a č o v á n í v celé rov ině . 
„ P o l y " se h r o m a d í p ř i t o m n a kružnic ích se s t ř e d e m v p o č á t k u a o polo-
měrech 2 sr, 3 . . . 

O n ě k t e r ý c h dalš ích p ř ík ladech p o j e d n á m snad j i n d y . 

*) Irracionalitu podílu ^ dokáži jinde. 
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