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ROCN‘K V. TRIDA IL. ¢MSLO 24

0 Abelovské
transformaci trigonometrickych fad.

Sdili M. Lerch.

PfedloZeno dne 8 kvétna 1896,

Budiz ddna konvergentnf fada trigonometrickd

f@) =Y aucos2pzn, (0<z<1),
uw=h

v niz 22>0. Tuto fadu bude lze pfetvofiti pomocf identity Abelovy

m—1

Zhaﬂbﬂ = Zh @ —@ut1) Cn+bng14...+6,)
I‘_ - +am G+ bnr1+begeo+...4bm),

kladeli se 4, =cos2uzn. Tak se obdrii nejprve

m m—1

. . sin(2u+1)z7n—sin(24—1)zn
l‘gha,, cos2yam_”=h(a,‘ A1) T

+ an sin(2m -+ 1)zn—sin(22— 1) znm ’

2sinzn

Ptejdemeli zde k limit2 pro m —oo, obdriime se zfetelem k podmince
lim ap =0 vysledek
m=00

sin(2u+ 1) 27 —sin(2k—1)zn
2sinzn

00
S@= Y, (@ — out)
‘l=
kterd vzhledem k okolnosti, Ze soucet

o0
2 (@u — But1)
u=h

ma hodnotu a;, obdri tvar

F@) = — g SM@E—1D) 2 +2si;ﬂ "E.Vap.sin@p-l- 1)zn,

2sinzn
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pH &em? ufito oznalenl ¥ a, za @, — a,41. Radu na pravé stran& Ize opét
podobnym postupem pfetvofiti, vysledek opét, a tak lze pokralovati jak
daleko chceme. PH transformacich téch uZfvd se identit

sin(2m - 1)z 7 —sin (24 — l)xn

“=hCOS2yzn 2sinzw
m
sin2uzrn = cos(2"—1)z"_cos(2m+l)zu
A=h 2sinz
m __ sin@m—+2)zm—sin24izn
pg cos @p+-1) zn 2sinzn g
m
__ cos 2/¢za—cos(2m+2)z,,
,,g sin@p+1)on 2sinzm
a zavedemeli oznaéenf
Va,=a,—a,41, 75a”=74“—7a"+1, Vaa“=7ga”_7ga#+l'”

obdrZfme obecny vysledek ve tvaru

00 k-1
Z a,cos2pzn = Z (— 1)y tiptrg,

= =

sm 24+2y—1)za
(2sinzm)?r+1

k-1
Y 2, cos (244 2v)zn
(1) 1 + (— 1) V! +la;, . (2 sin:tm)"""

r=
o0

+ (2(_ Nt Z p*a, .cosQup+2&) zn.
=h

sin zn)tF

Ptihdz{ se dosti ¢asto, Ze konverguji fady, jeZ vzniknou substitucf £ ==co
do prvych dvou soultd na pravé stran&, a Ze posledni, t. j. ttetf vyraz na
pravé stran€ s rostoucim £ klesid pod kaZdou mez, jakmile z ndleZi jistému
intervallu (z,...2;). V tomto zvlastnfm piipad& vychézf z (1) pro funkci
na levé strané stojicf zajimavy rozvoj

00 .
 {wd oy sin(24+2y—1)zn
(—1y+iptan. (2sin z n)>+1

y=

+Z (— 1)y p¥+1a, cos(2k+2r)zn

- ‘T @sinzat T

(1%)

v némi sbytek, dopliujici agregit slofeny z prvych £ &lend obou fad, md
hodnotu

) R@=gormr X o e cor @k 24 on.
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podobnym zpisobem obdr#{ se rovnice dalsf

k-1
™ . 224 2v— 1
pghbﬂ induaw= .go (= 1y Pt = ((2 si;*_am)c-ﬂ) S
k—1
in(22-+42»
(2) y +v= (— 1) p2r+1 5. S'(';(sm ;l;)"l-:"
— 1)* 2
+(_2'E_W,%F ZhV“éy-Siﬂ@P'i‘?k)zﬂ,
=
=) k—1 .
2442y
,,g;. a,cos(2p+1)zm= vgo (— 1)+ pt gy, 51?2(sin ;};)b_)‘_alm
k—1
: .8 cos(2242v4 1)z
() + X et (2sm“)m> "
— 1) N
{ + @%ﬁ})ﬂ)ﬂ;,’k"u .cos(2u—+-2&-41)zm,
00 k—1
i p v » 21‘ 2” n
Dt vee= Boueh GRS
k—1
v v sin (2/Z+2y Nzn
X +v§0 ettt (2 sin a:n)’_l_+!)

[e*]

L +(‘2%‘337i=,.”"””'5i“ (2r+24+1)an

. V néktergch pkpadech jsou p?*¥a, vesm&s kladné velitiny; fada
LV“ a, pak jist¢ konverguje a jeji soulet je p2¥—14,. Jeli pak mimo to

lim pE=la

k=oo (2 sin zm)%* =0,

bude té% lim Ry =0, a rozvoje lze prodlouZiti do nekoneéna. Tak na pf. u fad

k=00
o] oo .
Z ~cos2pt:ur Z sin2uzn
u=0 w+”’ ’ u=0 w+"'
1

mime a, =& =w+“ , a jeito pii w4+ pu >0
1

a,.=s:c"’+“-‘ dz ,

obdri{me
1

V"'a,.=S(1-——:c)"z'+#—1dz,
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ili
;; - 1 . 1.2.3....m
Vwte T wEH@tet) . wtetm

Zde lze prdvé naznalenym zplisobem ukazati, Ze zbytek odpads v p.

pad& £=—o0, a Ze rozvoje lze prodlouZiti do nekoneéna, jakmile % <z ,;"

Spojimeli obé Fady pomocf velitin pomysinych v jednu

X Auoni
=0 w+" '
a klademeli u vysledku ¢?##{— 2, obdrZime identitu
o N (— 1) ¢
(6) w . = 1
X oFr = 7 U=

jeZ uZitenost odvozenych vyse transformaci dostate¢né odéivodituje. Pravi
strana tu konverguje, jakmile realni ¢&ast veliCiny z je mensi neZ piile
Klademeli 3= — 1, obdrZime

w41

O] ——) w( ) e (1,,, T P)

I’ (z)
L
Uzijemeli vzorce (4) v piipadé fady

,‘21 log —F—_';_—l— .sin(@u+1)zn,

kde pséno y(z) za

jejiz hodnota jest
y(z)sinzn —|—¥'2’— coszm -+ [log 20— I (1)] sinzm,
obdrzime pfechodem ke krajm’mu pfipadu # =00 vysledek

log2n—l"’(1)—|— ) cotzn | I‘((:))

(8) cos(p+1)(x — l) n
=_2,§1 (7* log A =1 (2sin“)“+lz \

platny za podminky —(1;— <z % Pt diikazu konvergence moZno uZiti tvaru
pro m-ty rozdil

1
_(a—ara
V"'loglz—s logz

dz ,

jenz se obdrZ{ bezprostfedné ze vzorce



Zavedemeli z - -;— za z, obdriime ze vzorce (8) tvar pfehledn;js{

re+d
T((‘-_:‘L) = I"(l)—log2n—|—%tanzn
.'L' [
) , \ cos(ut 1)z
u n
2 ,‘gl (V“ lOg /‘)h =1 (2 COS T ”_)p_-l-l
jeni platl za konvergenéni podminky — '11T <z< % .
BudiZ tu jesté dopfano mfsta fadé
X" cos 2 pra
©) L wre
pro kterou vzorec (1) poskytne pfechodem k hodnoté & =oo vyraz
1 sin(2v— 1)z
— 1) +1 2
) P F P
o0
: 1 cos2vzn 1 b
+20(— 1) gt +1 ('ES”S:];—)'

= '  (2sinza)tr+?’

Zvolimeli hodnotu a:=%, w =1, obdriime novy rozvoj pro Rieman-
novu funkci

E() =14ttt

a sice
(10) (1_21—‘)4-(:):,;0 I (’7' w* )»:1
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