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R E M A R Q U E É L É M E N T A I R E S U R LA C O N S T A N T E D ' E U L E R 

NOTE L>E 

M. LEHCH 

PruFe»*eur 1 l'(INIT#nilé de Fr̂ ourg (SUMM) 

En posant 

s1--/w. s m 
i v i v 

on a 

lim \f{n) - log ni Jim ¡F {») - i log«J - K, 
M=aol I n=«o( 2 ] 

C et K élanl deux certaines constantes, dont la première porte le 
nom d'ËuliT. Ces deux circonslnnces suffissent pour obtenir un 
développement de la conslanle C. 

- Soit en effet n impair, nous aurons évidemment 

J î i i - ^ ' s " i ' H r ' ! î E , 
i i » - i 

9 
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oa bien 

Il s'ensuit 

, , . r i , , I , . » + I . + ( 1 
+ llm I - - - — I»»1 - - l«b'2 log — — - J 

00 

= 2 ( - l ) v - ' ^fL! 
v = l 1I 

Or le premier membre étant 

y l o g * 2 - Clog2, 

il s'ensuit la Formule de Mr de la Vallée-Poussin (*) ' 

( i ) ioB â . f c - 1 io? a l = S ( - 1 )v 
L -J v —1 

(•) Recherchas analytiques sur la Ihroric des nombres premiers (4**. 
Soc. teient., Brux., t. xx, 2* parti«, 18U6), pag. OS. 
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On oblient une série analogue pour le nombre K, en partant de 
l'expression 

2â G(n), 
I v 

pour laquelle on a 

lim rG(n) — — log3tt~l — R'. 
n= ooL 3 J 

A cet effet il sultit de considérer l'identité 

"s J ^ - 21 V ° ^ Î U H ^ ; 
V 2v —U * ^ y * 

t I 1 

elle nous donne la formule 

La formule d'Euler S ( - 1 K - S ( - 1 ) » A "~ l a l 
I 1 2" 

permet de transformer les séries (I) et (2) en séries dont la con-
vergence est plus rapide. 
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Il est claire qu'on peut obtenir par ce procédé la valeur des 
séries 

en fonction des constantes v 

, i m ( " ¿ J ï ê i _ • , o g . n \ , i m ( s V ' f c g . 1 
• — V » v 3 / i v 4 ) 

Mais 1'inlérôt de In dcdiictiun précédente consiste dans ce qu'elle 
est entièrement élémentaire, el pour conserver ce caractère, j'a-
joute une démonstration des Icmmes sur lesquels elle est fondée. 

En élevant l'équation 

à la puissance ltme, j'obtiens 

logfr (v + I )— log*v log*' - A v log^f— iv 
1 ' v 7* ' 

où Av reste (lui pour v infini ; en v substituant * = 2 , 3 , . . . n—I 
et additionnant, il vil'iil 

* v K S * 
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et il est claire que la dernière somme se réduit à la série conver-
"genle 

^ Avlo»*'—'v 
—J ï • V* 

lorsque R devient inGni. Donc la limite 

n ~ l log*-«v 1 
l i m ( s ^ e p L _ JL iog*n ) 

est finie. 
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