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Zur Theorie der elliptischen Functionen.

Von M. Lerch in Freiburg (Schweiz).

Die trigonometrische Entwicklung der elliptischen Funktion

zweiter Art
b, (ko)
% (W)

wurde von Jacobi gegeben und von den Herren Hermite und
Kronecker aufs neue abgeleitet. Hs soll hier gezeigt werden,
dass man dieselbe in ziemlich elementarer Weise mit Hilfe der
charakteristischen Eigenschaften der Transcendenten %, und
auf directem functionentheoretischen Wege begriinden kann,

Das Problem besteht in der Auswertung der Integrale
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denn es ist

81 (“"}—1’) . < } (@n1)uni,
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die Integralbestimmung gelingt aber, wenn man den Ausdruck

k
Lot te)
e m

"0l

m

n=S—00

passend umformt, und dann zur Grenze fir m = oo iibergeht.

1. Die Functionen 8, (¥ | 1) und 9, (# | <) seien durch die
unendlichen Reihen definiert

3 (u|t)=1—2qcos2un~}2g*cosdun —2¢°cosbun—~----,
(1) 1 9 25

9, (u|7)=2¢*sinun —2¢*sin3ur4-2¢*sinbur— ...,
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in welchen die Grobe ¢-—e** ihrem absoluten Betrage nach
kleiner als Eins ist. Diese in Bezug auf die complexe Verinder-
liche # ganze transcendente Functionen haben die Periodicitits-
eigenschaften

Y (w+1)=8 (), ¥ (u41)=—19, (v it
Wt+)=—4w,d@to=—%w ¢TIt

welche sie bis auf einen von # unabhiingigen Factor vollkommen
charakterisieren.

® |

Auler dieser Thatsache werden wir noch von den Bezie-.
hungen

T) =ie (u+%r)m‘{}1 (v | 7),

i <u—{-%
‘ﬂl.(u—]—%lt) =i ("%’)’”’{)0 (u | ),

sowie von dem Umstande Gebrauch machen, dass fiir reelle » die
Function &, (») nicht verschwindet.

Um die Nullstellen-Betrachtung moglichst wenig ins Werk
zu setzen, leiten wir noch den Hilfssatz ab, dass die Ausdriicke

Solulms 01,9, m—1),

T

in welchen m irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, ganze
Transcendenten sind.

Zu dem Zwecke betrachten wir das Product
! —
T) {}0(1'd“—l r)ﬂo(ﬁjﬁlt)...{}o (u_—_—}—m 1}‘:),
m m m
und verificieren die Gleichungen

put+1)=0 W), otm)=— """ @),

aus denen sich schlieflen lisst, dass die Function ¢ (#) bis anf
einen constanten Factor C mit der Function 9, (| m ) iiber-
einstimmt, d. h.

=", (%

9 (| m<y=Co (u).
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Hieraus ergeben sich die Quotienten
B (| m=)
3, <u+ai 1)
m
in der Form der Producte ganzer Transcendenten, womit das
Behauptete erwiesen ist.

2. Dies vorausgeschickt, betrachten wir den Ausdruck

A (3
B[
Flu)=¢"" 3 +a‘> e m o,

=0 B (“ m

in welchem A eine positive oder negative ungerade ganze Zahl
ist. Man findet leicht

Fut-1)=—F(u), Flu-+mr)= ¢ @AY Py,
Nachher betrachten wir die Functjon
G (w)=F ) u | mn),

welche nach dem vorher Gesagten eine ganze Transcendente ist
und die Periodicitits-Gleichungen

Gut+tD)=—Gw), Gu-+m)=— G g iUt
befriedigt, worans‘ man schlieft, dass die Gleichung besteht
m

Guy=4"%Y, ( v —{-—————-g m;)

in welcher die Constante A4’ noch zu bestimmen bleibt. Wir be-
nutzen jedoch die zweite der Formeln (2) und setzen die Gleichung
in die Form

G ) =A™ 3, (u+v+’-‘2i ‘ m't),

worin A eine neue unbekannte Constante bedeutet.
Man hat also die Relation

o1, (u+a_l__
ago 80(u+a

T _ruta)zi
Hwime m

]

= A9, (u—{—v—{—)l‘?—t)mr).
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Um A zu berechnen, setzen wir u:%j+é und gehen zur

Grenze fiir £ = 0 iber. Da infolge der ersten der Gleichungen (2)
u—l_ jadl I el P B A
30(—'»% ~)_ﬁ°(m+c+2|{“)_
fa 1
) g (S ges)
m

ist, so verschwindet fir £ =0 nur einer der Ausdiicke

3, (u-{—aiT)’

m

und zwar der erste (x=0). Wir erhalten somit
( + _'_ mt ) .
9, (m £+ ?—" 1 " ‘t)

— %lzni
)e ,
ri]]

E=0

=9, (v—l—%

oder nach (2)

40, (045

sodass man schlieBlich erhilt

9 (v | ) 9 (o | mz)
=mng - AT .
%D o, o455 me)

Setzt man dies in die obige Gleichung ein, so nimmt dieselbe
folgende Form an :

vT) A(ut-a)mi
— =

2
A
S

9, (u ~+a

m

g

(3)
3;(0 | m<) 9, (u ki m-.)

2
B (u | m) B (v—{—-% mr)
A=+£1 £3, =5,...).
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In dieser Gleichung setzen wir u ==0; dies liefert

@) .
%0 | m) D, (u+g+ig

f
|
—ﬁo(ulmt)ﬁl(v—}—%{"mr) ,

und wenn man hier zur Grenze fiir m — oo tibergeht, so ver-
wandelt sich die linke Seite in ein bestimmtes Integral, die rechte
Seite geht dagegen in den einfachen Ausdruck

~

. AT
sSin (’l) + —§>
iiber; man hat somit die Formel

, 1
8,0 [ @+ e d c
Y g (4 r = . AT\’
1 (v) " 0 (%) sin = (v+ —2—)
()\;::tl,:'[:‘},;tf),...)
welche die Aufgabe lost. Damit ist die Relation

)

GO @t -
© TR o

A==x1,£3 £5,...)
in neuer directer Weise abgeleitet.
Wenn man hier die rechte Seite wie folgt schreibt

PATE 31

e

27? ) AT T
12 g:zi(u—*—{'-z—)ﬂe—ni (u-{—%),

oder indem man die Reihe nach dem Vorzeichen von A in zwei
Theile spaltet,
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pnuTd e——luu.—u'

€
& ) LT [ 7 +2ﬁi 4T 2
’Eem(w%)_e_ni(uy%) Eem(u_%)_e.m(vﬂf_)

r=13571...)
so kann man die einzelnen Glieder wieder entwickeln. Es ist

LuTt
e!

eni(v-{—t;—r) —e—:ri <u+’f.2’) =

)

o Ee(‘uu—[—vv)ni—{—%pvtni

9

b)

—(/Ht—}—vv)ni—}—%yrrni
== Ee
. ur il
eﬂz(v 2)—3 nz(v 2) "
v=1,3,5,...),

uud durch Einsetzen dieser Entwickelungen erhilt die Gleichung
(6) die Form
‘8’1 (0) 81 (u—l— 1}) b3 uv o ; . ;
h - —— 9x¢ . ) e,uu-{-—vv):tz_g-——(/tu—}—ﬂl)na
B () %, () 27 )

oder auch

"

¥, (0) 9, (u 1)
NOINOR

1
(6%) :47:293M sin (pu - vo),
"y

(wyv=1,3,0,7,...).

Die Gleichung (3) reprisentiert (firA=1,3,5,...,2m — 1)
m Relationen, die von einander unabhiingig sind, da die Determinante

_dani | (a=0,1,2,...,m—1 )
¢ | W=1,3,5,...,2m—1
nicht Null ist.

Als eine Anwendung der Formel (6*) moge hier folgende
Rechnung Platz finden. Wir differentieren beiderseits nach » und
setzen v = —u ; so ergibt sich zunichst

¥ (0)\° S

v
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Hier ziehen sich die Glieder p>>v mit den Gliedern u <CTv
paarweise zusammen, und zwar erhilt man fiir den Coefficienten
von cos 2nu = den Ausdruck

5 4 et 2m)

g 2t '")+E(p+2n) M(M+m=2§(.u+n)

v I

(r=1,3,5T1...)

sodass das Resultat die Form annimmt

1 (8 (o)) !
(30((;)) 2 +22(p+n) THOE o mun

i, n

<p=1,3,5, 1, )
n=1,2,3,4,...
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