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54 M. LERCH

Nouvelle formule pour la différentiation
d'une certaine classe de séries trigonométriques ;

Note de M. LERCH & Fribourg (8nisse).

En 1894 j'ai donné une ragle pour obtenir la dérivée de la
fonction (*)

flz) = Z%' gin2vzm

v=1

et qui consiste dans 1'équation

(). Sin:" = — ¢,sinzn + i(c, — ¢o) 8in(2v + 1)z
1

Bien que les conditions sous lesquelles cette relation a lieu,
sont satisfaites dans plusieurs cas qui se présentent naturellement
et appartiennent donc & une classe de problémes qu'on appelle
utiles, ces résultats et les antres analogues établis dans les notes
citées ne s'appliquent pas au cas oi1 les quantités ¢, ont des
signes différents.

Sous ce point de vue il peut avoir quelque intérét, ai j'éta-
blirai une régle permettant d’obtenir la dérivée de la fonction
flz) sous I’hypotheése que les sommes

ate+...+ec

tendent vers m limites différentes pour » indéfiniment croissant,
de manitre que la limite sera déterminée en faiaant parcourir
n une série arithmétique de module m,

~ Je vais d'abord établir un lemme qui nous sera indispen-

(*) “ Comptes rendus de Paris ,, 2° sem. Un peu plus complbtement
dans les * Annales de I'Ecole Normale Supérieure ,, T. XII, 1895, et dana
le * Bulletin général de 'Académie de Prague ,, T. V.
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sasble dans la suite et qui présente d’ailleurs l'intérét par son
analogie avec une question traitée par Gauss. Il s’agit de prouver

que la série
kd REEUCE )
Z wtv

g'exprime sous forme finie lorsque w est un nombre rationnel;
jai développé les calculs dans un mémoire publié par I'Académie
de Pragne (*) et je me borne donc & vérifier le résultat qui est

- - )
Ze - log(l—e (z+x)-

=l

Onr suppose que l'entier m soit positif et plus grand que
un, puis que l'entier @ appartient & la suite 1, 2, 3,...m; le
logarithme doit avoir sa partie imaginaire contenue entre —
et 4w, et x peut étre supposé réel, mais fractionnaire, sans
quol le résultat manquerait du bon sems, le premier membre
étant divergent et le deuxiéme devenant infini.

Pour vérifier la formule (1) j’ emploie la formule élémen-
taire pour le développement du log(l+2z) qui donne

e+n & adtw

_log(1~c ):Z%e ;
v=al

__ Hxam

multiplions par ¢ ™ et ajoutons pour x=1, 2,...m; la

somme ainst formée S constitue le deuxidme membre de la for-

mule & vérifier, et peut s'écrire

- vy L] {V—a)xi
=Yt e T
- T [/ [ .
y=1 =1

Or la somme intérieure ne differe de zéro que lorsque v—a

(7 * Rizné vysledky v theorii funkce gamma ,; Mémoires (rozpravy)
de Prague, V* année, n* 14; 1896
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est un multiple de m et a pour valeur m; on devra donc prendre
v=a-+mn (n=0,1,2,3,...) ce qui donne

a 1 E:.E la + mn)

e
a + mn

'S=m

1

ce qui n’est autre chose que la série (1).
Cela étant, considérons la série trigonométrique

@ flry =Y & o

V=

ot en posant
) e 4es+...4e,=0C,

employons l'identité bien connue d’Abel qui donne

o, DEm _ Y o (£ i) | emeiem
ve T\ v¥1 Lt R

Si 'on suppose que les limites

(4) lim CQ_Q,”.,‘ = AQ (P = 1, 2, 3, - m)
M=o

existent, les quantités C, resteront au-dessous d’une limite indé-
pendante de v, et le terme
e2(m+l)=:rd

Coner =T

disparaitra pour n infini. J1 s’ensuit

o evam 2(V+1)zmi
flz) = lim ZC'(" _cv+l )

v
n=aq0 .
V=i

Posons maintenant

(4“) CQ-O—/Jm = AQ + BQ—HM'
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de la sorte que les quantités B. tendent vers zéro pour n in-
fini, et écrivons 1'équation précédente comme il suit:

(eevsm e!(v-i—l)nrt)

ﬂx)—hm ZB v

= 2, (ommlorpum)  2omig+1+pm)
+ZAQZ( P+ um p+ 1+ pum )
g=1  p=0

La fonction f{z) se compose donc de deux parties dont I’une
est la limite

evaTe oV 1)esTi
5 ¢>(z)=1imZB,(’v - )

et I'autre

et (&) ea..m(w ,,))

i Eag( T S

est analytique et simple.
Ce point établi, supposons que la série

Z B, Vo

soit uniformément convergente dans un certain intervalle (z,...z;)
intérieur & l'intervalle (0...1); la série

i B' (eivz:ri —_ eﬂ(v+1)lﬂ'f)
1

sera de méme uniformément convergente et son intégration évi-
demment légitime prouve que l'on a

(M &'(z) = 2mi (1 — &%) i By v

v=1
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Il ne reste qu'a différentier la fonction ¥(z). En changeant
x en mz ot & en p ou p+ 1 la formule (1) donne

‘Enc:m' (£+,u) » IO s ®
Yolz) = i e -—2 PR Iog(l—em( ')).

u=0

puis la quantité

g’écrira sous la forme
Vi1 (2) = ¥, () — me¥em |
de sorte ciue

m—]

¥ig) =1 D Ao (¥oe) — Your (@) + 1 Au(u() — ¥i (o) +
o=1

4+ A e,
Cela étant, on trouve aisément la formule

e?gwm’

‘P'Q (z) = 2mmi St !

d’oll nous aurons

= A+ 1)arri

\I’"(x) = 21‘1 z AQ ] — :QMTM

. em“—ehm . .
+2mi A " — + 2mi A, e

emem

ou bien

Imxri
o=1

¥'(2) = 2—'"%‘"—)2_‘ Ag stoem,
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ce qu'on peut écrire

o=1

On a donc le résultat suivant:
* Si les quantités

€1y Cyy Cyyv .-

sont telles que les sommes
C,=e¢;+cy+es...4¢
engendrent des limites finies et déterminées
li Cawsy = A}, M Cauiz = Ay,... limCuy = A, (n = @),

et que les différences

Crnio — A= Bamig
satisfont & la condition que la série

Z‘ B, tvem

goit uniformément convergente dans un certain intervalle («,...2,),
tout intérieur a (0...1), la dérivée de la fonction

fle) = z_, T gtvem (zo € £ < 2y)

sura pour valeur l'expression

f( )—- l?;:xﬂﬂ 2mi 24 AQ dtg+l- ""“+4nsm:m \Z} B R+

On suppose en méme temps que mx ne soit pas entier. Il
est inutile d’énoncer les théoremes qui en résultent en séparant
les parties réelles et les parties imaginaires.
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