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S>o M. LERCH 

Les nombres sont d'ime classification très facile, airi!si que les 
opérations qu'on peut effectue^ sur eux, et il me sfefnble qw'e:. 
l'étudié "de'*cette classification ne sèrait pas stérile pour tous ceùx: 

qui s'en occuperaient. 
Ch. B E R D E L L K (Rioz, Haute-Saone). 

DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE DE LA FORMULE 

V OO 
t:2 _ y i 

v = — oo 

I . U N L E M M E . — De la double inégalité bien connue 

il suit que 

SITIO 
I > > COSO 

o 

sxiao . o . 
0 < i — < I — COSCD : — -i s i n - — . 

C5 ' '2 
sino ^ 

o < X + T T — — < ; o 

d'où en multipliant, 
sin-ç> . o 

0 < I — < C 4 SIM- — . 
o- •1 

©U\, #près la division par la quantité 
CD Ç. 

sill-O = 4 sill2 — COS- — 
a -i 

. , I I I 
ti) o < —^"5 T < ^ » 

smJ© o- cos^— 

En supposant-z> obtus, cette double inégalité permet de con-
clure que la fonction 

i i 

reste finie daus l'intervalle 

sin2c5 o 1 

( ~ T • ÎY 



DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE D'UNE FORMULE 45l 

Il — Je pose a == pour avoir les infinis cle la fonction 

W 

sous forme simple, et je vais considérer la somme évidemment 
convergente 

v3) h M = Y 
.y = — OC 

qui devient infinie pour les mêmes valeurs que la fonction 
fx iv). On voit d'abord que l'on a 

fl(x-\-m)=fl(x), fA*+ ''»)= &(<*')> (m = z b x.. z t a , z t 3 , . . . ) 

puis 011 s'assure que la différence 

(4) g (*) = fi (•*•') ~ fi i » 

reste finie dans l'intervalle ^ . . . et par conséquent pour 
tous les ¿ï. 

En effet, on a 

iA' 

la fonction 

restant finie dans l'intervalle ^ 1 » , et la quantité 

devient la différence de deux fonctions qui, dans l'intervalle 

( , restent finies. 

11 y a donc une constante positive C telle que partout 

(5) ¡ g (•*) I < c, 

la valeur spéciale cle cette constante n'ayant d'ailleurs aucune 
importance pour nous. 
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III. — Si, dans la série (3), on transforme l'indice sommaloire 
v en posant 

v r= p p- (p — o » 1 , 2 ) • - m — i iJ- — o, zh i . z b >.. ^ 

on m signifie un entier positif quelconque, il vient 

— 1 00 til — 1 00 

f* [ x ) = ^ ü (* + p + n^r- = S S ' 
ç.rz U rz — oo j ~ C n ~ — oc 

ou l)ien 
'«i — i 

? — o 

Une équation fonctionnelle toute semblable subsiste pour la 
fonction 

1 s i n - x -

mais nous nous bornerons pour l'établir dans le cas particulier de 
m = 2k , k étant un entier positif quelconque. 

On a d'abord 

L x ' x ' -J A sin- — 4 cos 2 •— 4 ' 
•j, 

, • o XTZ 0 . T u 
H sm- c o s - 

de la sorte que l'équation 
m L 

a ~ 0 

se trouve vérifiée pour / / 2 = 2 . Admettant qu'elle subsiste pour 
une valeur w, nous transformerons les termes du second membre 
en l'employant dans le cas de m — 2, ce qui donne 
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et il s1ensuit au lieu de (7) 
m — 1 m — 1 

u S fi (^¿r)+ WF Zifl ) 
P — o ? = " 

ou bien 

2/« —1 

f = 0 

ce qui est la formule (7) écrite avec la valeur 2m de l'entier m. 
La formule (7) ayant lieu pour m = 2, sera vraie, par consé-

quent, pour m = 4, 8, 16 , et en général pour m — 
IV. — Les deux formules (6) et (7) ayant lieu pour m = 2;', il 

s'ensuit pour la fonction 
o = n [x) - f , [x) 

Ja formule de la même forme 
m— i 

e = ° 

Puisque pour toute valeur de l'inégalité (5) a lieu, cette der-
nière formule permet de conclure 

, . . ^ m C C , 

et il s'ensuit en faisant croître k au delà de toute limite, que 
l'on a 

I g Gr) ! = 0 • 

Ceci vérifie l'équation (.r) = f» (.-r), ou bien 
00 

_ V ^ 1 
/ j [x -j- v)-

v — QO 

qu'il s'agissait d'établir. Elle fait voir, d'une manière qui me 
parait élémentaire etsimple, que la fonction sin xn est analytique, 
ce qui permet d'obtenir son développement suivant les puissances 
de v sans faire usage du théorème de Taylor-Cauchy. 

M . L E R C U (Fribourg, Suisse). 
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