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XXXVIII. 

Ergänzungen zu dem Aufsatz „Bemerkungen über 
trigonometrische Reihen mit positiven Koeffizienten". 

Unter dem obigen Titel habe ich 1898 einige Vermutungen 
veröffentlicht, die sich in konkreten Fällen bewährten, dann habe 

' • i 
ich in einem Nachtrag den wahren Kein der Sache dargelegt und 
habe gleichzeitig bemerkt,*) dass die nunmehr mit Strenge bewiesenen 
Grenzfurmeln in dem früher dargelegten Sinne noch mit Vorsicht 
anzuwenden seien. 

Von näherer Ausführung an Beispielen wurde ich damals ab-
gehalten, da mir mein damaliger Gesundheitszustand nicht die nötige 
Arbeitsrulle spendete. Ich finde mich nun auf den dort behandelten 
Gegenstand umsomehr einzugehen verpflichtet, als die am Schlüsse des 
Nachtrags geäusserten Bedenken sich in den meisten Fällen als be-
gründet erweiBen. 

1. In dem im Eingang zitierten Aufsatze wurde gezeigt, dass 
für positive ganzzahlige m die Formel besteht 

(SitznngBberichte vom Jalire 1808). 

Von Ii. Leroh in Freiburg (Schweiz). 

(Vorgelegt .am 10. Juli 1908). 

IM 

(1) — XX q>(t) cos Xtn dt = 

ü 
Cr sin VXJt 

Ú 

*) Seite 19 des Separatahdrucks. 
Sltzb. d. kön. böhm. Ges. d. Wlss. II. Classe. 1 



2 X X X V I I I . M. Lerch: 

worin q>(t) die unstetige Funktion 

w 
*(*> = 2 3 * 

r=l 

bedeutet, ferner wurde eine zweite Formel der gleichen Kategorie 
angedeutet, die ich in folgender GeBtalt hersetze:*) 

ätii -f 1 
O— 

(2) arat 
[ T ] 

<jp (¿) sin xtn dt ^ c¥ cos vxn 

%j o r=l 

Ich schreibe nun xn — y, und ziehe von den mitgeteilten Aus-
drücken diejenigen ab, die einem anderen ganzzahligen Wert m = & 
entsprechen. 

So kommt 
b 

(1*) J^CrBmvy=—rj'<p(t)(nfiytdti 

•2*) 2 0 0 8 VY — v f ainytdt, 

wobei der Kürze wegen 
h t ^ »Hfl _ 0 * j / — (2 f » - f - 1 ) « 

gesetzt wurde. 

Diese Ausdrücke sollen nun in dem Falle, wo 

Oy = 
- i - , falls v =p eine Primzahl, 

0 , falls v eine zusammenges. Zahl iüt, 

also wo es sich um die auf Primzahlen p bezogenen Summen 

*<p<b & a<p^b $ 

handelt, einer näheren Untersuchung unterzogen werden. 
*) Eine Verallgemeinerung dieser Formel findet eich bei Herrn Franel, 

Math. Annalen Bd. 68. 
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Die Funktion qp (i) hat alsdann nach einem Satz von Mertens 
den Weit 

wo l das Funktionalzeichen der natürlichen Logarithmen ist und G 
eine gewisse Konstante bedeutet; von der Funktion %{t) weiss man 
nur, dass 

l i m * ( 0 = 0. 
t — 00 

Beachtet man nun, das wegen der speziellen Forin unserer 
Zahlen a, b, a', b' 

b v 
f Q cosyt (U = 0t f 0 sin ytdt = 0 , 

und formt man die Integrale 

f i l t e r t dt 

mit Hilfe der partiellen Integration um, so ergiebt sich 
b 

n 
sin yt 

P = 

b 

tu dt — y 

XJ 
a 

cos ytdt, 
t a 

b' ft 

Q = 

b' f» 

cos yt J. . 
-nr*t+r 

V 
% (/) sin ytdt. 

u a 

Nimmt man z. B. y = , so Wird 

p - i 
sinpy = (—- 1) « , o = 2Ä, & = 2m, 

und die erste dieser Formeln ergiebt 

P-I 

(3) S 
2*<p<8w P 

9M . 
n . tn 

s i n - 5 -
2 M « 

- W - d t - ~ 2 

Sfll 
n 

1 / 

Z (t) cos dt. 

t 2k 



4 X X X V I I I . M. Lerch: 

Das erste Integral rechts hat ein von m unabhängiges Zeichen 
(— l)4 ; wäre nun für alle hinreichend grossen k und m das zweite 
Glied rechter Hand absolut kleiner wie das erste, so wäre das 
Zeichen der Summen 

P - I p—I 

S( - V *)"*" 
P ^ P 

at<P<2»» 2*+2<p<2» 
beziehungsweise (— 1)* und (— t)**1, und dies erfordert, daBS ent-
weder 2A -f- L eine Primzahl sei, oder dass die beiden Summen gleich 
Null Beien. Nun lässt sich in unendlich vielen Fällen konstatieren, 
dass weder das eine noch das andere zutrifft, und die Annahme ist 
somit falsch, d. h. es wird unendlich oft vorkommen, dass das zweite 
Integral rechts in (3) das erste dem absoluten Betrage nach übertrifft. 

Die mit unendlich wachsendem t unendlich klein werdende 
Funktion %{t) hat daher eine solche Eigentümlichkeit, dass sich 
aus der Formel (3) in Bezug auf das Verhalten der linken Seite für 
sehr grosse fe und m kein unmittelbarer Schluss ziehen lässt. 

2. Bei der eben bemerkten Beschaffenheit unserer Ausdrücke 
wird z. B. die Gleichung 

(4) V Cr sin vy =•— y lim 
Ol — M 

q> (t) cos yt dt 
= ] M = 00 

0 

unB nur ausnahmsweise über das Verhalten der linken Seite für 
unendlich kleine y Aufachluss geben können. Dies wird allerdings 
immer dann gelingen, wenn wir für die Funktion g> (£) eine analytiBch-
aBymptotische Darstellung 1> (£) derart besitzen, dass die ErgänzungB-
funktion tp (t) — — % (¿) ein konvergentes Integral 

so 

/ l * w dt 

liefert, oder eine anderweitige Beschaffenheit aufweist, nach welcher 
sich die Konvergenz der Integrale 

cos a 

erschliessen lässt. 



. Ergänzungen zu dem Aufsatz Bemerkungen Aber trigonometrische Reihen. 5 

In dem Fülle cv = — z. B. hat man v 

wenn C die Euler'sche Konstante und q = t — [*] den kleinsten 
positiven Rest von t bedeutet 

Nun ist aber 

r l t l t f = *> log - 9 D 1 log r® + \ (f'£ Da log r(t) 

also die Darstellung 

wobei 

Man kann nun bekanntlich die letzte Reihe durch 

*(*) = - 9*(0 + y e V (* - Ü Q ) ' ( 0 < * < [ ) ' 

ersetzen, und es ist dann für eine hinreichend grosse konstante n 

r*— 
r 

— v 

n IM 

U II 

% (i) cos yt dt = y 

J _ 2 

q^' (i) cos yt dt 

mar 

J' 
Q* y — ity) cos yt dt. 

c/ fl 

Da 1>"(t) wie -3p abnimmt, wird das letzte Integral für hin-

JW 
reichend grosse n und —beliebig klein, und die ganze Untersuchung 

7 
kommt auf das Integral 

nJÜfL 7 

Je = y Qip' (t) cos yt dt 
\j 
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zurück. Darin bedeutet p die unstetige Funktion t — [¿], und man 
würde das Integral durch Intervallspaltung behandeln müssen. Man 
kommt auf diesem Wege wieder auf das Verhalten der Grössen zurück 

mn 

l*=n 

also auf Grössen der gleichen Art wie 

r i sin vy 
M . , 

r = » + 1 

um deren Bestimmung OB sich handelt; von diesen kommt das Integral 

M' 
J il>' ji) sin yt dt 
M 

zum Abzug, also ihr EinfluBS wird beseitigt, wenn auch nicht gerade 
in einfachster Weise. 

Diese Bemerkungen bringen uns über die Anwendung der Grenz-
formel (4) für unendlich kleine y zu Genüge ins Klare, und ich 
möchte nur noch darauf aufmerksam machen, dasB unser Problem 
sich mit Fragen von hervorragendem analytischen Interesse im Zu-
sammenhange befindet, wie z. B. mit der Konvergenzfrage inbetreff 
der Reihe 

(5) £ - ^ - « ¡ » 2 » * * . 
n = l 

in welcher (n) die Divisorensumme von n bedeutet. Dieselbe, wenn 
sie konvergiert, Btellt die überall unstetige Funktion 

2 J ^ 

i 
dar, wobei R{g) = g — [*] gesetzt wird. 

Man hat bekanntlich die asymptotische Gleichung 
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wobei A eine Konstante bedeutet, ferner 
liinx(£) = 0 für t— oo, 

Die Konvergenz der Reihe (5) deckt sich mit deijenigen des 
Integrals 

welches aber wegen mangelhaften Kenntnissen über %{t) sich zur 
Zeit der Untersuchung entzieht. 

fZ(t) cos 2xtnät, 
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