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M É M O I R E S 
PRÉSENTÉS PAR DIVERS SAVANTS 

À L'ACADÉMIE DES SCIENCES 
DE L'INSTITUT NATIONAL DE FRANCE 

TOME XXXIII. — N° % 

ESSAIS 
SUR 

LE CALCUL DU NOMBRE DES CLASSES 
DE FORMES QUADRATIQUES BINAIRES 

* 

AUX COEFFICIENTS ENTIERS, 

PAR M. M A T H I A S L E R C H . . 
* 

INTRODUCTION, 

Le présent mémoire s'occupe de la théorie des formes quadra-
tiques aux coefficients entiers telles que cette forme 
sera souvent désignée d'une manière abrégée par (a, c); une 
forme donnée donne naissance à une infinité d'autres en lui appli-
quant les substitutions du groupe modulaire, c'est-à-dire les substi-
tutions de la forme olx-\- fîy, Sy\ dont les coefficients a, 
{3, y, S sont entiers et satisfont à l'équation olS— (3y = 1 ; les formes 
ainsi obtenues sont dites équivalentes à la forme (a, b, c) et leur 
ensemble constitue une classe de formes. Nous hè considérerons 
que des formes aux coefficients entiers. 

La quantité D == V1 —1\ ac est la même pour toutes les formes 
.d'une classe et s'appelle le discriminant de la forme (a, b, c); 
c'est un nombre entier qui satisfait à l'une ou à l'autre des deux 
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congruences D = 1 ou D = o (mod. A); chaque nombre de cette 
dernière propriété est, réciproquement, discriminant dune infinité 
de formes. 

Les formes en nombre infini d un discriminant donné se distri-
buent en un nombre fini de classes. L'objet du présent mémoire 
n'est autre que d'établir des formules convenables au calcul effectif 
du nombre de ces classes. Nous nous; bornerons à certaines hypo-
thèses qui n'altèrent pas la généralité du problème. 

Une forme (a, 6, c) est dite primitive si ses coefficients n'admet-
tent pas de diviseur commun; les formes équivalentes seront éga-
lement primitives, et on peut se borner à ne considérer que des 
classes de formes primitives. Dans le cas d'un discriminant posi-
tif D, ce sera le nombre de ces classes primitives qu'on désignera 
désormais par le symbole C1(D). Si le discriminant est négatif, 
les coefficients extrêmes a et c conservent leur signe dans toutes 
les formes équivalentes; on ne considérera que celles où il est 
positif, puisque de ces formes dites positives on obtient toutes les 
autres en changeant les signes de tous les trois coefficients. Le 
nombre des classes de formes positives et primitives sera désigné 
par Cl (D), si D e o . 

Depuis Gauss, les géomètres ont étudié les formes telles que 
ax1 + 2 bxy + c'est-à-dire, dans notre écriture, les formes 
(a, 2 b, c); le nombre n = b2 — ac était appelé le déterminant, de la 
forme; les formes de la théorie classique du déterminant n sont 
précisément les formes du discriminant l\ n. Quant à la primitivité, 
une forme était dite proprement primitive, si elle est primitive 
dans notre sens; elle s'appelait improprement primitive, si le plus 
grand commun diviseur des coefficients a, 26, c était le nombre 
deux. Les formes improprement primitives du déterminant n 

résultent donc des formes primitives 6, ^J du discriminan| 

£ = n e n i e s multipliant par deux. C'est tout ce qu'il faut 

connaître pour passer de la théorie classique à la théorie moderne 
établie par Krônecker; cette dernière présente l'avantage d'une 
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plus grande uniformité- On en trouve l'exposition dans l'excellent 
ouvrage de M. J. de Séguier, S. J. : Formes quadratiques et mul-
tiplication complexe. Deux foimalesfondamentales d'après Kronecker^. 

Pour la détermination du nombre des classes, on a le procédé 
de réduction dû à Lagrange et à Gauss, puis les formules directes 
que la science doit au génie de Dirichlet; c'est en nous appuyant 
sur les découvertes de ce grand géomètre que nous parviendrons 
à des méthodes moins simples en théorie, mais plus expéditives 
dans la pratique-

Sauf ces méthodes, on possède des théorèmes d'une admirable 
élégance qui résultent des recherches de Legendre et de Gauss sur 
la représentation des nombres par la somme des trois carrés et 
qui ont été mis sous la forme analytique par Kronecker^; ce 
savant les a obtenus comme conséquences des équations de la 
théorie de la multiplication complexe des fonctions elliptiques, et 
une déduction directe et relativement élémentaire en a été donnée 
par M. Hermite^. Cette dernière voie, intimement liée avec une 
autre création féconde du célèbre mathématicien, celle de l'élé-
ment simple des fonctions elliptiques de troisième espèce, dont la 
théorie fournit aussi l'évaluation des sommes de Gauss, mérite une 

> 

attention particulière. 
Les théorèmes de Kronecker ont été l'objet de nombreuses et 

importantes recherches de plusieurs géomètres dont les décou-
vertes rendraient d'excellents services lorsqu'il s'agirait de dresser 
une table de la fonction numérique équivalente à Cl (—A), mais 
elles sont à peine applicables lorsqu'il s'agit d'obtenir le nombre 
des classes pour un déterminant isolé, puisqu'il les faudra appli-
quer un grand nombre de fois pour descendre aux déterminants 

(l) Berlin, Félix L. Dames, 189A. (3) Journal de LiouvilleJ 1862; puis 
On trouvera une exposition abrégée, Mélanges mathématiques et astrono-

avec des résultats nouveaux intéressants, miques tirés du Bulletin de VAcadé-
dans trois articles de M H. Weber, publiés mie imp. de Saint-Pétersbourg, t, VI, 
danslesNachrichtendeGoettingne, 1893. i884, réimprimé dans les Acta ma-

£S) Comptes rendus de l'Académie de thcmatica,t. V. 
Berlin, 1876. 

1. 
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pour lesquels la fonction est connue. La recherche directe des 
formes réduites serait en tous cas plus expéditive, et c'est pour-
quoi nous nous sommes borné à la méthode de Lejeune-Dirichlet, 
en essayant de la modifier pour la faire devenir rapide. 

Pour faire ressortir la signification des différents symboles dont 
nous aurons besoin, je crois utile de reprendre quelques définitions 
et formules connues, en renvoyant, quant à leurs démonstrations, 
à l'ouvrage de M. Séguier. 

La signification du symbole de la théorie des résidus quadra-

tiques appelé le signe de Legendre a subi, sous les mains de 

Jacobi et de Kronecker, des modifications dont voici la forme défi-
nitive. 

e ^ ^ on admet aussi les « dénominateurs » n 
pairs ; ce symbole signifie le zéro toutes les fois que les entiers m 
et n ne sont pas premiers entre eux. Si n est impair, soit 

n—ppp. • . 

sa décomposition en facteurs premiers, égaux ou inégaux; alors 
on a, par définition, 

G ) - ® ® ® — 
Si n est pair, soit n = 2*n\ ri étant impair, on pose : 

enfin on prend : 

( 5 - M S ) -

i 

Dans cette généralité, le symbole pérd certaines propriétés 
dont il a joui chez Legendre et Jacobi, mais il les retient si le 

Dans le symbol 
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numérateur est un discriminant. En particulier, si D est un discri-
minant positif, on a : 

( S ) = ("S?)' s i ™ = ( m o d - D)> 

par exemple : 

' ^ W — V 
m) \ D — m / 

En convenant de représenter par sgn z le signe de la quantité 
réelle z, c'est-à-dire lunité positive ou négative suivant que z est 
positif ou négatif, et zéro pour z — o , on a : 

^ = s g n mm'-> lorsque m = m (mod. A), 
m 

en supposant que — A est un discriminant négatif. En particulier 

( f ^ i ) = - ( : 7 r ) P o u r ° < m < A -
* 

Si Dj et D2 sont deux discriminants de signes quelconques mais 
premiers entre eux, on a : 

/T\ \ ,r\ \ 3->gnD| l-»g"D, 
( § ; ) ( § : ) = ( - - n ~ 

c'est-à-dire que ce produit est — 1 si les deux discriminants sont 
négatifs et qu'il est + 1 dans le cas contraire. 

Pour des discriminants impairs de signe quelconque subsiste 
l'équation quelle que soit la valeur de m : 

S) - ( g ) 

La relation suivante a lieu pour tous les discriminants 

| D L - ' /D 
' 2 {")=<>• 
li = 1 
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Si D est positif,, on a de plus : 

M /DX 
n = 1 

Au moyen de ce qui précède, on vérifie aisément lféquation 

«== 1 

Un discriminant est dit fondamental, s'il n'admet aucun diviseur 
carré impair et lorsqu'il contient le facteur quatre, si le quo-
tient v n'est plus un discriminant. 

4 r 

En représentant par P un nombre positif ou négatif, produit 
d'un certain nombre de facteurs premiers différents et tel que 

P = î (mod. 4), 
>. 

H 

les formes générales d'un discriminant fondamental D0 seront : 

D 0 = P , D 0 = - 4 P , D 0 = 8 P , D 0 = - 8 P . 

Un discriminant quelconque D, s'il n'est pas fondamental, peut 
être mis sous la forme D0Q2, où D0 est un discriminant fonda-
mental. 

Le symbole y/D nous signifiera toujours la valeur positive de la 

racine carrée, si D > o, ët là quantité ï y/—D, si D < o. Sous cette 
convention a lieu la formule suivante : 

A0-1 _ 1 Ihmiri _ 

s m © 
» • 

en représentant par D0 un discriniinant fondamental, par A0 sa 
valeur absolue et par m un entier positif quelconque. Ce résultat, 
dont nous ferons fréquent usage, se trouve démontré dans un 
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mémoire de Lebesgue (Journal de Liouville, t. XV, i85o) et dans 
l'ouvrage de M. de Séguier. En séparant les deux cas du discriminant 
fondamental positif D0 et du discriminant fondamental négatif — A0, 
on a par conséquent : 

formules dont les secondes de chaque couple sont évidentes. 
Pour pouvoir énoncer les résultats auxquels était parvenu Le-

jeune-Dirichlet, introduisons la lettre r, si le discriminant est 
négatif — A, en prenant t = 6 pour A = 3 , r = 4 pour A = 4, 
T = 2 pour A > [y. ' 1 

Dans le cas des discriminants positifs, on a besoin de la solution 
fondamentale de l'équation de Fermât T2 — D U 2 = 4 , c'est-à-dire 
des plus petits entiers positifs T et U qui satisfont à cette équa-
tion; au moyen dé cette solution, on forme la quantité 

en adoptant cette écriture de Kronecker et admettant qu'une 
confusion avec la fonction E (#) de Legendre est à peine probable. 
Cela posé, les résultats fondamentaux de Dirichlet seront exprimés 
par les équations 

n= 1 

(a) C l ( D ) l o g E ( D ) - | ; ( ï ) ^ . 
n=z J 

Dirichlet lui-même a évalué ces séries sous forme finie en se 
bornant au cas qui revient à supposer que le discriminant soit fon-
damental, hypothèse que nous adopterons désormais dans tout le 
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reste de cette Introduction. Traduits dans la théorie de Kronecker, 
les résultats de Dirichlet peuvent se résumer comme il suit : 

(3) Q ( - A ) — 

D — 1 
(4) C I ( D ) l o g E ( D H - 2 ( £ ) l o g s m £ . 

h = \ 

Théoriquement, ces résultats, élégants et simples dans -leur 
nature et admirables comme invention, ne laissent rien à désirer; 
mais il en est autrement si Ton.veut s'en servir dans la pratique, 
où leur emploi est extrêmement laborieux. Dirichlet a été lui-
même obligé de distinguer les quatre formes des discriminants 
fondamentaux négatifs en cherchant à mettre partout le discrimi-
nant ou son facteur principal dans le dénominateur du signe de 
Legendre. Ses résultats s'écriraient, dans la théorie de Kronecker, 
comme il suit : 

[H 

[ H 

3 ? - 2 ( Ê K c i m d , . 

[ M , 
2 ( t K c 1 Î - 8 A ) -

" - [s 4 ]* 1 

Ces formules ne sont d'ailleurs soumises à aucune autre restric-
tion qu'à ce que D et —À doivent être des discriminants fonda-
mentaux, le premier positif, le second négatif. 
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Nous verrons que ees dernières 'for mule s se. déduisent comme 
X * 

des cas particuliers et immédiat des deux formules suivantes, 
identiques dans leur nature, 

« 

; riAi raD-i 

(6) { 

/n\ ^ , » 
2 S 2 
a=l v~\ 

qui sont en même temps utiles ,clans la pratique; en eiïet, les 
exemples des discriminants 

« 

— 55g = — 13.43 et — 1 1 5 9 = — 21.69 

que j'ai traités dans le texte font voir que l'emploi des formules (6) 
est plus commode que la recherche directe des formes réduites. 
Malheureusement, ce procédé n'est applicable qu'aux discrimi-
nants composés, et si A est premier, la difficulté subsiste. Dans ce 
cas, la formule suivante peut souvent fournir la réponse : 

G 4 « ] 
1 

mais pour des discriminants fondamentaux très grands, d'une 1 

nature quelconque, on pourrait recommander le procédé d'ap-
proximation analytique pour, lequel on peut trouver plusieurs 
formules, dont les plus simples sont les suivantes : 

t A l 

y ™ O O 0 0 a O O 

(8) 2 (=*) i ^ + ^ I ( ¥ ) / 
N = 1 V « = L N ! IR 

SAV. ET RANG. L XXXIII. — N° 2. A 
l U P M U E M E . N A T I O N A L E . 
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où z est une quantité positive arbitraire pour laquelle on prend 
le mieux• l'unité; puis 

1 <fS"+1 1 s'nhyp — 

où se recommande la valeur de u = A, ensuite 

ntiTT 
M f T Q ( - A) - S (=±) arc «g . - T + i y/Â î ( = i ) — ^ , 

1 i coshyp — 

et enfin 

— i e t t V A — . j 

formule dont on déduit, en différentiant et prenant u = î , la sui-
vante : 

1 eV^A-i 1 v/ÂJ 

Ne servant qu'à la détermination d'un nombre entier, ces déve-
loppements peuvent rendre bon service puisqu'il suffira de re-
garder un nombre de termes relativement petit, et cette circon-
stance aura lieu à plus forte raison si l'on connaît certains facteurs 
du nombre Cl(—A). La distribution des classes en genres fait voir 
que. ce nombre est divisible par si le nombre A est composé 
à l'aide de « facteurs premiers différents. 

Pour perfectionner le calcul dans le cas où A se compose de 
deux ou trois facteurs premiers, j'ai cherché le reste du nombre 
des classes pour les modules l± et 8, et voici les réponses à la ques-

» 

tion. 
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Si A est le produit de deux nombres premiers p et q, lun sera 
de la forme i\li + 1, l'autre de la forme l\k + 3, et on a : 

(.3) a ( - P 9 ) = i - ( 5 ) ( m o d a ) W . 

Si A est le produit de trois nombres premiers />, <7, r, deux cas 
sont à distinguer : 

i° On a 
p = (j = r~— 1 (mod. /i) 

et alors, pour le module 8, 

h si = = (SL\. 
(14) C\[—pqr)— ] ' ^J 

o, dans d'autres cas. 

20 Si l'on a 

p = q = — r = 1 (mod. /j.), 

on a les congruences pour le module 8 : 

(15) [ . -©T- -
2 | 1 _ r - H , si (£): ( i ) . 

Pour le calcul du nombre des classes d'un discriminant positif, 
l'emploi de la formule de Dirichlet est encore plus pénible; heu-
reusement, on dispose d'une découverte extrêmement remarquable 
due à Kronecker, au moyen de laquelle la difficulté se ramène à 
la recherche des formes réduites d'un discriminant négatif un peu 
plus grand que le discriminant positif donné. Afin de rappeler 

Cette congruence est due à M. p. 878); on trouvera les autres à la lin 
Hurwitz ( Acta mathematica, t.. XIX, du chapitre m. 

13. 
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l'important théorème dans sa structure la plus simple, faisons .usage 
de l'écriture W ' s 

onti o o 

H(w) = e1 2 2 {i -

f 

w étant une quantité complexe à partie imaginaire positive. Etant 
donné un discriminant fondamental positif D, choisissons un dis-
criminant fondamental n é g a t i f — p r e m i e r avec lui, de sorte que 
leur produit — AXD = — A sera un discriminant également fonda-
mental. Pour une classe primitive du discriminant — A, représentée 
par la forme (a, c), le symbole 

( ) 
\ax' + ixy -f- cy) 

aura une valeur indépendante de x et y et du choix du représen-
tant (a, 6, c) toutes les fois que le nombre ax2 + bxy + c j 2 sera 
premier avec A; convenons de représenter par le symbole 

\o, 6, cj 

cette \jnité invariantive. Cela étant, soit TJ le nombre T correspon-
dant au discriminant— A2, et désignons par (a, 6, c) tous les repré-
sentants <ji<3$,différentes classes du discriminant — A, de sorte que 

• s 

L\ac — A = A j D ; alors la formulé de Rronecker devient : 

(,6) | - a ^ A ; ) a ( D ) i o g E ( D ) 

\ \ a a J \ 2 a } • 

(î} Cette transcendante se trouve dé-
signée par la lettre r}((o) dans les écrits 
de MM. Dedekind et H. Weber; mais 
la lettre rj ayant une signification toute 

< 

différente dans la notation de Weier-
strass, je pense avoir bon motif pour 
changer la notation des illustres géo-
mètres.. 
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Le calcul numérique du second membre sera le plus commode, 
si Ton choisit pour (a, 6, c) les formes.réduites, et on voit que la 
seiile* difficulté sérieuse pouvant' se présentée dans la pratique 
consiste dans la recherche desdites formes réduites. 

4. 

Eh profitant dun des plus beaux résultats de Dirichlet qui n'a 
pas été destiné au calcul numérique, nous avons essayé d'obtenir 
un procédé élémentaire convenant à certains discriminants com-
posés. Un théorèmé annoncé par Caùchy, qui généralise les. re-
cherches antérieures de Gauss, Jacobi et Dirichlet, consiste en ce 
que pour un discriminant fondamental de signe.quelconque D , 
dont la valeur absolue soit représentée par A, le polynôme irré-

ductible du degré T1* s'annule pour que je repré-
sente par F (#), admet la décomposition suivante ; 

(a) hF{x)=Y{x¥-VZ{x)\ 

les polynômes aux coefficients entiers Y(#) et Z(x) des degrés res-

pectifs et ^ip(A)— i ayant les coefficients des puissances 

les plus élevées positifs. Cela étant, soient Dx et D2 deux discrimi-
nants fondamentaux du même signe et représentons pour abréger 
par Y2 et Zx les polynômes Y et Z formés pour le discriminant Dx ; 
en posant ensuite A 2 = D2 , nous aurons la formule : 

/ 2fart\ / 2Air«'\ 

A = I Y A ^ ' J - ^ z A ^ i 
r 

qui pourrait rendre de réels services, si l'on disposait dune table 
soigneusement construite des polynômes Y et Z. Mais c'est là une 
difficulté purement externe, et j'espère que la théorie des fonc-
tions Y et Z, à laquelle on trouvera dans, la partie algébrique du 
présent mémoire de* petites contributions, attirera l'attention des 
géomètres; je vais profiter de cette occasion pour signaler un 
problème dont la solution serait fort importante. Comme on sait, 
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réquation (a) fournit pour une solution de l'équation de 
Fermât; mais cette solution n'est pas en général celle qu'on appelle 
fondamentale et qu'il serait très important de tirer de cette théorie. 
Je pense qu'en substituant pour x une valeur convenable, réelle ou 
complexe, un facteur commun apparaîtra dans les deux membres, 
et après sa suppression, on obtient en Y et Z la solution voulue. 

J'ose aussi rappeler l'attention sur le résultat suivant, se ratta-
chant au cas où, le discriminant est le produit de deux nombres 
premiers impairs p et q. Représentons par s les nombres de la 
suite 1 , 2 , 3 , . . - , pq — 1 qui satisfont à la double condition 

nous aurons ; 

^ ' + [ 1 - (? ) ] [Cl(rilogE(ri+Cl(9)logE(7)], 

en convenant de prendre Cl(p) = o, si p = 3 (mod. 4-), c'est-à-dire 
lorsque p n'est pas un discriminant. 

Mais le nombre des classes d'un discriminant fondamental positif 
peut se calculer directement au moyen de la méthode d'approxi-
mation fournie par les relations suivantes : 

(19) Cl(D)iogE(D)-if £ (S) i J~ ©J" 
V " n = l n. /zit n = l " n*7r Dz 

nuir 
00 , r\v 00 y r\v , D 

- ' T x . _ 1 + C (.0) i Cl(D)logE(D)=\/D 2 (2) i - d - + 2 @ l o8 nuTT 

^ « 1 , 1 * D e + 1 1 — e 

^ntm" D-l P 7r 
(2 • ) i G1(D) k g E(D) - ï u | (5)'»! - 2 ( ? ) k g L > - e" ° . 
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où z et u sont des constantes positives pour lesquelles on prend le 

mieux z = 1, u ^ y ^ i D et u = \/D dans l1 équation (21). Cette der-
n i û r û T A r m n l û ^ » A n f i û - n t MÛC CÁR>iúc RL A r k - f i n ^ A n i r a r n r û n r > A n e t r\l 1 1 c 

u i i ^ u a ¿ s • x , y ¿ J L / v b vu y a / v i u i i i j x v v | u u t i . v u ^ ¿ s i j • u v v t v u i y 

nière formule contient des séries dont la convergence est pi 
rapide que celle des séries (21) ; mais la présence de la somn 
finie 

us 
somme 

N - v Y D x A' 
2 {l) D2' 

1 

composée d'un très grand nombre de termes, rend cet avantage 
complètement illusoire ; cette circonstance ne s'améliore pas beau-
coup en profitant de la formule 

ou des autres encore plus simples qu'on peut obtenir dans le cas 
de D pair. 

Pour la détermination de N on a le développement 

n = * y n i 4V/ÏÏ v 
D ¿Jl \ nj ' v* JU\n) f 1 • ' — n=i * ' '2 

e — 1 
(n K aie \, 

. " - . " O ' 

mais son emploi ne présente aucun avantage sur la formule (2 o). 
Plusieurs des formules que nous établirons n'ont pas le carac-

tère de résultats définitifs et ne sont que des théorèmes auxiliaires 
ne pouvant fournir qu'un intérêt théorique; de cette espèce est, 
par exemple, la relation 

a ( D , D 2 . . . D r ) 

+ X + - - + Ï 

qui généralise la formule (3) et dans laquelle sert d'abrévia-
tion pour le plus petit reste positif z — E (z), et D1, D2 , • - D r sont 
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des discriminants fondamentaux parmi lesquels il y a 2 V + i 
négatifs, et où l'on pose comme d'habitude |D a j=A a . 

C'est dans cette même catégorie qu'il faut compter les formules 

V = l \a= 1 / d 

d parcourant les facteurs premiers de A, puis 
» 

» , . / 2 / Î X T T 2 h i t \ 

\ 

ou ©! (n) désigne la somme des diviseurs du nombre n, et x repré-
sente une quantité positive arbitraire. 

J'ai laissé entièrement de côté certaines relations entre la théorie 
* 

des fonctions elliptiques et celle des formes quadratiques du discri-
minant négatif, qui ont été données par Kronecker, et qui pour-
raient être établies avec une extrême facilité; je les ai supprimées, 
puisque nos contributions ne seraient en grande partie au moins 
que des simplifications méthodiques et qu'elles ne donnent rien 
pour la pratique du calcul du nombre des classes. Je me contente 
d'annoncer que j'avais cherché les propriétés analogues de formes 
d'un discriminant positif qui m'ont conduit à deux théorèmes que 
voici : 

« 

En posant pour abréger 
t 

m — 1 

p = 1 

ou <R(z) signifie le plus petit reste positif de. la quantité réelle z, 
et en représentant par í, u deux nombres positifs satisfaisant à 
l'équation de Fermat 

ř - DH2 = k , 
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on aura 
bu — t 

l s n l Œ B ' 
(ûi b, c) 

en supposant que les formes (a, parcourent un système com-
plet de représentants des classes primitives du discriminant fonda-
mental positif D, choisis de la sorte que a soit toujours positif. 

Soient ensuite — et — A2 deux discriminants négatifs fonda-
mentaux et premiers entre eux, et T2 des symboles qui leur 
correspondent .dans le sens connu, et désignons comme plus haut 
par 

a, b, c ) symbole ^ ^ 

indépendant de x et y; nous aurons : 

2 [ ï » ( " . H ^ ) + T H - ? •] - Cl ( - A,) Ci ( - A J , 
{a, b, c) 

ou la sommation se rattache à tous les représentants [a, b, c) des 
diiférentes classes du discriminant positif Ax A2, et où T est l'expo-
sant défini par l'équation 

t+uy/D /T + U\/D\T 

2 
^T + U\/DjT 

Nos propres recherches sont précédées d'une exposition, n'ayant 
d'autre but que la simplification des raisonnements de Dirichlet, 
en particulier la suppression de la considération, des. séries infinies 
suivantes : 

2 W + B N + C/I Î)1 'E T 2 (TI ) h'* 
m , / i 1 

Nous avons adopté une méthode d'exposition qui, en réalité, a 
été publiée par M. Hermite il y a longtemps W. 

r 

Sur la théorie des formes quadratiques ; Comptes rendus, t. L V {1862). 

SAV. ÉTHANG. t. X X X I I I . — N ® 2 . 3 

111 P B 1 1 I E R I E J U T I O S A L E , 
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CHAPITRE PREMIER. 
% 

DÉDUCTION ET PREMIÈRE TRANSFORMATION 

DES FORMULES DE DIRICHLET. 

1. Pour un discriminant donné de signe quelconque D , nous 
désignerons le discriminant fondamental dont il dérive par D0 et 
nous aurons par conséquent D = D0Q2, en désignant par Q un cer-
tain entier. Si le discriminant est positif, il lui correspond une 
solution fondamentale T, U de l'équation de Fermât; pour une 
forme (a, b, c) de discriminant D on aura à considérer le nombre 
rationnel 

T-feU 
9 aalJ * 

Si, au contraire, le discriminant est négatif, on désigne par 7 le 
nombre 6 pour D = — 3, t = 4 pour D = — k et r = 2 pour 

pour plus de brièveté, on pose t = i lorsque le discri-
minant est positif. 

Cela étant, désignons par (a, 6, c) tous les représentants des dif-
férentes classes primitives du discriminant D , qui soient de plus 
positives pour D < o , et prenons soin, dans le choix desdits repré-
sentants, que les premiers coefficients a soient partout positifs. En 
désignant par F(z) une fonction en quelques égards arbitraire, on 
aura l'équation fondamentale de Dirichlet 

< • ) 2 , r U + & . + . J f t ™ 2 + h " m + < > * ) 
(a, c) m » 7i 

où il faut encore fixer les conditions sommâtoires relatives à m, n. 
Si D c o , on prend pour m, n tous les entiers positifs et négatifs 
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indépendamment les uns des autres, à l'exclusion de la seule combi-
naison m = n = o ; mais si D > o, les entiers m, n doivent satisfaire 

* 

aux inégalités m>gn, n > o, g signifiant la fraction définie plus 
haut qui varie d une forme à l'autre. 

Le vrai sens de cette admirable découverte n'est autre chose 
que le théorème concernant la solution de l'équation 

C m y n = O , ± 1 1 ± 2 , • • • 

et, lorsque D > o , m>cjn^n^i o 

pour les différentes classes (a, 6, c) et pour le même nombre l pre-
mier avec Q. Ce théorème, affirmant que le nombre de représen-
tations « vraiment distinctes » du nombre / par les différentes classes 
du discriminant D est donné par l'expression 

a été démontré d'une manière purement arithmétique par Di-
richlet. Et d'ailleurs la déduction de la formule ( î ) elle-même, telle 
que l'a donnée Dirichlet, ne quitte pas le domaine élémentaire et 
naturel de l'arithmétique, si l'on a soin de choisir la fonction F(2) 
telle que l'on ait F(z) = o lorsque z surpasse une certaine limite; 
car dans ce cas les deux membres de l'équation (1) se composent 
d'un nombre fini de termes. 

Si on possédait une< fonction F (z) de cette dernière espèce, 
jouissant de plus de cette propriété que les différentes sommes 
dont se compose le premier membre auraient une valeur com-
mune G, le premier membre de (1) serait précisément GÇ1(D), et 
on en trouverait en divisant par G une expression générale et élé-
mentaire du nombre des classes, dont la déduction n'emprunterait 
rien à l'analyse. 

Mais malheureusement on 11e connaît aucune fonction de la pro-
priété énoncée, et il ne reste qu'à s'en approcher par les méthodes 
de l'analyse. 

O • 
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2- Nous choisirons une quantité positive auxiliaire X que nous 
ferons plus tard grandir indéfiniment; nous prendrons F(z) = i 
pour z^X) puis'F(z) — o pour z > X . Pour une forme fixe (a; b, c) 
nous poserons : 
« 

m, /i 

» 

cette quantité devient plus aisée à étudier, si l'on suppose que D 
soit fondamental, c'est-à-dire que Q = i ; dans ce cas : 

(20) N (X) ~ 2 * F (am* + 6 m n + c n ' ) 
m, » 

pourra s'interpréter comme le nombre de points aux coordonnées 
entières et différents de l'origine qui se trouvent dans le domaine 
caractérisé par l'inégalité 

(2ft) . ax^bxycy1 ^ 

à laquelle s'ajoutent, dans le cas de D > o, les deux autres xxjy, 
y^o. 

Séparons les deux cas et supposons d'abord : 

î . D = — A < o . 

Le domaine (2a) sera la surface d'une ellipse; nous allons déterr 

miner la limite : 

l im^jp pour X = oo. 
i r , 

Le quotient N(X) : X peut être considéré comme la surface 

de N (X) carrés égaux à et dont le côté commun aura pour 

valeur Construisons les points aux coordonnées 
- V x 

y n y 
v/X' 
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ils se trouvent dans l'aire de l'ellipse 

(a) « I 2 + bh) -f- cïj2 = 1 , 

21 

et les N(X) carrés dont nous venons de parler peuvent être distri-
bués de sorte que leurs centres seront les points (£, 77); ils couvri-
ront simplement et complètement presque toute l'aire de l'ellipse (a), 
en négligeant un petit carré autour de l'origine et une région 
très mince placée le long de la périphérie de la courbe. La limite 
cherchée coïncide alors avec la grandeur de l'aire de notre ellipse 
et on aura 

lim = J pour X = 00, 

en posant pour abréger 

J = ffd&v, a f + y + cv2 < 1. 

H* 

La condition qui détermine le domaine de l'intégration pouvant 
prendre la forme 

je pose 

, 

ce qui donne 

l'intégrale double qui figure au second membre est la surface du 

cercle de rayon y / ^ et a pour valeur de sorte que 
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On a donc, pour X iniini : 

(3) 

(D = — A un discriminant fondamental négatif). 
Passons maintenant au deuxième cas : 

2. D > o et fondamental. 

Le domaine où se trouvent nos points x et y sera alors défini 
par les inégalités 

et les points aux coordonnées 

— - 5 = » 
v/X v/x 

seront dans le domaine 

a Ç * + + çi?2 ^ î , v ^ o y 

qui, évidemment, est limité par Tare d'hyperbole et par deux 
droites. L'aire de cette figure sera à peu près égale à N(X) : X, et 
l'on aura par conséquent : 

lim^j^===J' p o u r X = oo, 

si l'on pose 

m 

En faisant 

2a| + i)7 = ^ 

et en observant que 2a<y-j-6 = ~> il s'ensuit: 
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Pour un y donné, £ varie de ^rf k \Jha + D^2 et la condition 

U 

devient, en employant la relation T2 — DU2 = A, la suivante 

Il vient donc 

r - i - J 

d'où, en faisant 

2X\/â 
V = ——• 

v'o 

* -v \/D 

Gela étant, la formule élémentaire 

permet de conclure 

J ' ^ - L l o g M ^ , 
S/D 6 a 

et par conséquent 

(4) K m ® ' ( D > o et fondamental). 
v 7 & y D a 

3. Passons maintenant au cas général où D est quelconque, et 
prenons en effet Q > 1. Nous aurons besoin dans ce qui suit de la 
fonction numérique f/,(/i) de MoebiusW laquelle est égale à •(— i)*7, 

(l) La notation pt(n) est maintenant presque généralement adoptée; Kronecker 
s'est servi de e . a 
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si n se compose de ts facteurs premiers différents, tandis qu'elle 

est nulle pour n divisible par un carré plus grand que 1 ; on 
fait ju,(i) = 1. 

La fonction fx jouit de la propriété que la somme éten-
due à tous les diviseurs d'un nombre n plus grand que i est nulle; 
elle est évidemment égale à 1 pour // = i . On en tire la relation 
très utile 

(8) 
k=0 X ' d h = 0 

d parcourant tous les diviseurs de Q. 
Pour simplifier la formule fondamentale de Dirichlet, je choisi-

rai avec Kronecker les représentants (a, b, c) de telle sorte que a soit 
premier avec Q en restant positif, et que b et c contiennent tous les 
facteurs premiers de Q;. on aura alors * 

( L ? a-

\am2+bmn + cn^J \anvj \mj 

et la formule (î) s'écrira d'une manière un peu plus simple 

( ' « 0 2 r © F K + bmn+««')-TM(Î) ( t ) F ( M ) " 
(a, 6 » c) V h = 1 lc = I ' S ' 

Nous allons supposer D = — A < o - La somme N(X) pourra 
s'écrire ' 

% 2 ( l ) F H + bmn + City, -
o o T Ï I = 3 — o o 

( 
A 

or, en appliquant convenablement l'identité (5), il vient 

2 (^)F(am2 + 6m/i + cn2)=2 f*(4-2 FH^ + Mmn + en2), 
— o o d r n = —oo 

» 

d parcourant les diviseurs de Q ; il vient donc 

" N (X) - ^ [d) F K " H- M»« + en2). 
d m, n 
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En posant comme plus haut 

F [aêm2 + bdmn + cn2 ) = N (X ; ad2, bd, c), 
m , n 

on aura, pour X infini, 

lim 

la limite du quotient N(X; ad2, c) : X se trouve égale à l'expres-
sion suivante, comme cela résulte de (3) : 

27T 27T 

s/^âc^Wd1 d\fl 
et nous aurons 

iim X 

Or, comme on sait 
<P(Q) 

Q ~ ' 

en représentant d'après Gauss par <p (Q) le nombre des entiers plus 
petits que Q et premiers avec Q ; donc 

Lorsque le discriminant est positif, on a 

N ( X ) - 2 2 ( ^ F K + ômn + cn2), 
71 = 0 mxjn 

et l'application de la formule (5) fournit 

= 2 FiacFnf + bdmn + cfi1), 
d n—0 dm^>gn 

d parcourant les diviseurs de Q. 
SÀV. ETIIANG. t. X X X I I I . — N° 2. /» 

I M P R I M E R I E X i T I O X i L r . 



26 M. MATHIAS LERCH.. 

La condition dm > gn pouvant s'écrire 
w 

t dT — bd\] 
(i3) r 7 1 ' 

posons, pour abréger : 

d T - T , , U = U r , ad*~au bd = bï% c=xx, 

* de sorte que 

Dx = 6?-4h 1 c 1 = Dd2, et puis T* - D X U ^ 4<f2 ; 

en faisant 
„ - Î l u M I 
f i aalUl ' 

la condition sommatoire (jS) devient 

mxjtfu 
•v 

En cherchant la limite J" du quotient 

m, n 

le raisonnement sera à peu près le même que dans le cas précé-
dent et on parvient à l'intégrale 

\ 

laquelle se trouvera égale à 

- ( N A ^ + Ï ^ - ^ v) ^ - i J' ; 
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la limite partielle étant 

' ' h g T + U y P 
à /̂D 5 2 

le résultat final sera 

( 4 . ) • l o g T + ^ . 

Les formules (3) et (4) résultent de (3*) et (4*) en y prenant 
Q = i ; celles-ci sont donc générales. 

En représentant, pour abréger, par la lettre M la quantité 

27r 
V/A 

et la quantité 

» si D = — A <c o , 

i i T + Uv/Ô . n -—iog—Î—y—^ S1 J J > 0 
y/D 2 

on aura donc, en divisant les deux membres de (i bis) par X et 
passant à la limite pour X infini, le résultat suivant : 

et il est clair quil devra fournir l'évaluation du nombre C1(D) 
Afin de transformer le second membre, faisons usage de la rela-
tion (5), qui donne 

oo ,r\*\  

S f i O ^ H J - S p M S J W * 
k=1 k=l 

d parcourant les diviseurs de Q; évidemment, pour notre fonc-
tion F(z), 

i w - ï ® ' fr=1 
4. 
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en représentant, suivant Legendre, par E(z) la partie entière de 
la quantité z. On aura donc, pour X infini : 

= 1 

ou bien 

en posant x = Nous verrons que cette dernière limite ne dépend 

pas de d d e sorte que le second membre.contiendra le facteur 

2 
f*{d)__<P( Q) 

d Q 

et après sa suppression, on aura 

(6») MCl(D) = l i m i | ; ( 2 ) E ( | ) 
CO h = l 

Comme évidemment 

il est probable quon aura : 
(6) . M C l ( D ) - 2 ( ? ) i . 

1 

mais il faut établir ce fait avec plus de rigueur. 

l\. Le problème est un cas particulier du suivant : 
» -

\ 

l i m | , où 
T* M 1 ' ' X — oo 

en supposant que les quantités 

C^, Ce), 63, . . , C/j, . . 
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sont positives et convergent vers zéro; nous introduirons une con-
dition de plus, à savoir que la suite n'est jamais croissante-

Cette question entre comme cas particulier dans une question 
concernant la théorie générale des séries, lorsqu'il s'agit du calcul 
numérique d'une série convergente 

0 0 

A = 1 
ShVhf 

dans laquelle les quantités positives ou négatives, doivent con-
server leur valeur exacte, tandis que lesi^ doivent être remplacées 
par leurs approximations limitées à un nombre donné m de chiffres 
décimaux; en posant en effet = la valeur approchée de Vk 
n'est autre chose que la quantité 

de sorte que la série infinie dont nous venons de parler se trouve 
remplacée par l'expression finie 

0 0 

h = i 

Il reste à décider si cette expression est une véritable valeur 
approchée de la série, c'est-à-dire si l'on a 

0 0 0 0 

l i m 12e'«E M = 2 Wk' 

Chose curieuse, la réponse n'est pas affirmative en général, et il 
faut que la série donnée remplisse certaines conditions pour qu'on 
puisse obtenir sa valeur approchée par le procédé indiqué- Mais 
dans tous les cas qui peuvent intéresser la pratique, par exemple 
pour des séries absolument convergentes, la difficulté ne subsiste 
pas, comme on le voit facilement, et dans des cas analogues au 
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nôtre, on résoudra souvent la difficulté en employant une identit é 
fort connue d'Abel. Je me borne à établir le théorème suivant : 

Si les quantités positives 

VU • • 

constituent une suite décroissante et tendant vers zéro, et si les 
quantités de signes quelconques sx, s2, e3, . . . sont telles que leurs 
sommes 

^ 01 *f" ̂ 21 H" 2̂ 1 ®1 2̂ ~f~ % i • • • 

» 

restent plus petites qu'une constante connue g, la quantité 

o o 

x 
= i 

tend pour x infini à la limite 

oo 

skvh=S. 
= 1 

Pour abréger la démonstration, posons . 

OO OO 

— n n~n 

E W 

L'identité d'Abel 

2 s V = 2 . K ~ v O ( 6 o + • •+ M + ai ( 6 o + • •+ hi) 
0 
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donne, en prenant a(JL = vn+fl<> l'équation suivante : 

n h~n 

d après 1 hypothese, les sommes sn -j-
+ s, 1 + 2+. . . + ek sont plus 

petites que 2 <7, et puisque lim vn+l = o, on a évidemment : 00 

co 00 

2 $hvh=2 K - ( s « + ® o ' 
n ft = n 

ce qui donne : 
1 1 

Vn . 1 (J Rn 

On a aussi par la même raison : 

Vi E(»t/J 

donc, la différence 

S — Sia;) = (S, — S f + R „ — Rf } 

se compose de trois quantités qui, pour x suffisamment grand, 
peuvent être rendues aussi petites qu'on le veut; c'est-à-dire on a : 

lim S W = S . 
X=00 

Les conditions concernant les quantités s* sont remplies dans 
notre cas où 

h 

et on a par conséquent : 

A = 1 
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toutes les fois que les ĉ  font une série décroissante et convergente 
vers zéro. 

5. Ceci complète la démonstration de l'équation (6), et en 
substituant les valeurs de M, nous aurons les formules de Dirichlct 

(i) ' 
= 1 

(ii) - i a [ D ) i o g T - ± ^ = | ( f ) ; , (D> 0 ) . 

La quantité 
T + U v/ï5 

sera désormais représentée par le symbole E(D); nous poserons 
aussi, pour abréger, 

(7) P (D) •= | ) i (D % o) 

de sorte que les formules (I) et (II) deviennent : 

(7») Cl (D) log E (D) =\/D P (D). 

Une première remarque fournit la sommation de. la série P (D) 
à l'aide des transcendantes Eulériennes, ce qui peut, dans certains 
cas, être utile. 

Soit m un entier positif et posons pour abréger |D et 
puis 

mÀ _ 
P _ y (2\ i. 

En faisant h —a-j-Av, cette dernière somme devient : 



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. .35 

d o u , en faisant usa^e des circonstances, 
7 o 

( ? ) - " . i © - . 
tf=1 

A —1 

a = ] l v-0 — + V J 

Cela posé, l'équation connue 

' ! 1 rir - l o s m j = -

fournit immédiatement la limite de Pm qui est P(D) , et on a : 

(8) P ( D } — ( D i o , |D|-A). 
r (s) 

ou, en employant les formules (7a), 

27T 

(8 a) ' w 

U-l .. 1 
V/Sa(D)logE(D) — 2 ( ï ) - 7 î n 

D) 

Dans la première de ces formules, on peut immédiatement 
réduire le second membre à une expression plus élémentaire, si 
Ton se rappelle l'équation 

r{i—ar) -r(sc) 

Si l'on y change, en effet, a en A — a , 1 équation 

• ( i ^ ) - ( ^ ) 
SAV. ÉTRANG. t. XXXIII. — N" 2. 5 

m p n i M E f t l E H A T I O X A L C . 
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donnera immédiatement la forme 

1 

et en ajoutant, il s'ensuit la formule 

(9) S Î T Î ^ T - ^ h A ) . • • 
A = 1 

qui a lieu pour tous lès discriminants négatifs et a été donnée par 
LebesgueW. 

Le même. résultat s'obtient en faisant usage de,la formule de 
Gauss : 

W i v A - l 

W - t ó - r c o - l o g ^ - í c o t £ ¿ ¿ S - l o g s i n f 
r u ) 

« i 1 t 

dont on peut se servir aussi pour transformer la deuxième des for-
mules (8a). En obstervant que pour les^discriminants positifs on a : 

/ ^ a 

les cotangentes se détruisent deux à<deux et. il-ne' reste que l'ex-
pression \ r , 

(.o) v ^ a f b y i o g E f D ) - ! 2 • iogsiàÇ. 2 $ ) « 0 8 ^ 2 ; ' 
a=X / / i - 1 

t 

Le deuxième membre se simplifie essentiellement si D est un 
» r . » 

discriminant fondamental; on aura alors : 1 ' 
> -

D - L 

t r » 
F"  

(ï) Journal de Liouville, t. XV,. 185,0; pour'A preniier, déjà t. VII, i84.2. 
1 • « ; ï • » » s • ' 
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et il s'ensuit. ' 

('<>*) C l ( D ) i o g E ( D ) ^ - 2 ( 2 ) l o g s m ^ 
et — 1 

(D un discriminant fondamental). 
C'est là un des principaux résultats de Lejeune-Dirichlet que 

nous vérifierons tout à l'heure d'une manière plus simple, qui ne 
fait pas usage de la formule de Gauss (a). Remarquons que les 
termes du second membre sont égaux deux à deux, de sorte qu'on 
pourra l'écrire : 

1 • OL1Ï 
2 u ) l o § s i n T r 
a=l 

La même remarque a lieu au sujet de la formule (9). 

6. Nous allons maintenant établir la relation très simple entre 
les quantités P (D) et P(DS2), en représentant par S un entier 
positif quelconque. 

Nous emploierons dans ce but la formule 

P(DST_fim y (!») 
h — l 

en la transformant au moyen de l'équation (5); 011 a d'aboixl : 

n=zl a k = 1 

d parcourant les diviseurs de S ; il s'ensuit : 

d X = <x> 1 

5. 
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d'où, en substituant la valeur 

y — rvi I i * * X = OO fr = 1 

il vient : 

s parcourant les facteurs premiers différents du nombre S-
Eu égard aux formules (7"), ce résultat donne les relations 

s 

, av €1 (PS j)logE(PS*) ç. f ~ | f / D \ i \ 
c i ( D ) i o g E ( D ) — ^ î l ^ - U y j ; ' 

dont on conclut comment le calcul du nombre des classes dun 
discriminant quelconque se réduit à la détermination dudit 
nombre pour le discriminant fondamental correspondant. C'est des 
discriminants fondamentaux exclusivement que nous nous occu-
perons dans la suite, puisque leur emploi est commode et que les 
généralisations pour des discriminants quelconques sont à peine 
possibles. 

7. Les deux formules suivantes : 

OO . 7 OO 7 
1 SIN INXTT 1 / \ V 1 COS 2RX7T 

• -log(2sm*7T) = 2 ~ ' 

qui ont lieu pour o < # < i et ne sont que de légères consé-
quences de la série logarithmique, conduisent immédiatement à la 
valeur de la série P(D) dans les deux cas. Posons en eifet, dans Ja 

première équation, x = e n supposant que —A est un discrimi-
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nant fondamental négatif; puis multiplions les deux membres par 

et ajoutons les résultats pour v = 1, 2, 3, A - i ; on 
• » 

aura ainsi : 
A - 1 c o A - l 2Ph7T 

sin—— 
= 1 v = \ 

d'o 11, en substituant la valeur 
A - l 

ou bien 

2 
v = l 

v=l 1 

A - l 

V~l 

En traitant la seconde formule d'une manière analogue, on par-
vient à la formule (10*), qui, par là, est démontrée dune manière 
plus élémentaire. 

La série logarithmique 
0 0 n 

11=1 

donne naissance à une généralisation des formules (i4) et (10*) 
que nous allons établir. 

Considérons r discriminants fondamentaux de signes quelconques 
Dx , D2, . . D r , dont les valeurs absolues soient désignées par 
A,, À2, . . Àr, et prenons, dans la série en question, 

O t h\ h M 27ri l A +A I I z = xe v 1 2 , a; < 1 ; 

puis multiplions les deux membres par le produit des signes de 
Le^endve 

® ©) • • • © 
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et ̂ ajoutons les résultats pour les valeùrs 

1 , 2 , . ., i ; / i 2 =i , 2, * . A2 — i , 

et ainsi de suite; on aura : 

2 ¿ r ** 2 (A. 
hl "s A, 

i - z e U l A» 
h. 
AR 

* » 

o o a 

2 ^ 2 2 
n -1 A, A, 

• • 

:/ A, A, /lr \ 
7 • I ,%S t \ 4 

en faisant usage de l'idèntité \ 

A, h, 

\ * 

= ? © ) 

f ~ v 

on aura ce résultat plus simple 

v s ; v Œ • • • v/E 
71 = 1 

2 2 - - . 2 
A-

Si le nombre 

27ri + 
1 - XC U l Ai Ar 

0 = 0 ^ . . .D, 

n?est pas un carré, il sera un discriminant et on pourra passer 
limite pour x = i ; on obtient au premier membre la quantité 
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et le deuxième se simplifiera en faisant usage de l'équation - i ) ' 

O . 1 
. r . - s . y f \ 

log ( i - e ^ ) = log (2 sin |tt) + - m , 
f./ : <-i t JÏ̂  \] - 7 V1. • < 

c 

qui a lieu sous la condition o,<:|<: i ;, pn ne peut pas substituer 
à £ la quantité ) -

K i K i i K „ 
« 

puisqu'elle n'est pas en général entre des limités annoncées, mais 
son plus petit reste positif $.{?/)., c'est-à-dire la différence 17 — E (>7), 
satisfait àTéquâtiôn : \ y < " ; >'x ' f\\ 

et on pourra faire £««$¿(17).. 1 

On aura par conséquent : 
> T 

^ '/'A k * 7i Y\ * l, M < 
log ( . - l o g 2 s i n ^ i + H - • 

1 \? * Î y ' ^ - < 

l r 1 
"m1 t 

et notre équation devient, pour x = h : 1 x ; . 

— m 
k/tAtJ W v 

ï . • «• . / r i • • * * 

i 
Si le nombre des discriminants'négatifs dans la suite DXD2 . , . D. ' 

est impair, 2^ + ï , on aura : 

v ^ y ^ - V S H - o V ^ - Î - 1 ) ' « ^ * 
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en posant 
D = —A, 

4 

i 

et puisque r = 2 pour | D j > on a : 

£ p ( D ) « C i ( D ) , • 
« 

et notre équation devient, dans ce cas, 

(i5) C1(D»Ds...T>r) 

( r > 1 ; D } , D2, . . , D r étant des discriminants fondamentaux dont 
sont négatifs et dont . . . , Ar sont les valeurs abso-

lues). 
Si, au contraire, le nombre des discriminants négatifs est pair, 

2 v, on aura : 

\JD[x/D2 . : . v / D r = ( - i ) » \ / D , 

de sorte que notre résultat prend la forme : 

(16) C l ^ D , . ,D r)logE(D 1D2 . . -Dr) 7 

! N » i 

( r > 1 ; D n D2, . . . , Dr étant des discriminants fondamentaux dont 
2 v sont négatifs et qui ont leurs valeurs absolues égales k A,, 
A2, • • •, Ar). 

Chaque discriminant impair peut être mis sous la forme 
D ^ s - .D r; parmi les discriminants pairs, il y en a qui ne.s'ob-
tiennent pas de cette manière; par exemple le discriminant l\p} 

n'est pas décomposable si p est premier, positif ou négatif, et de 
la forme ¿1 k + 1 ' < v' ' : \ ' 

1 ' 1 V 1 
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f ^ I 
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La formule ( 15 ) peut s'écrire d'une manière différente si Ton 
remplace l'expression Si [x) par x — E (#) ; la quantité 

sera évidemment nulle, et il s'ensuit : 

(i5*) a ( D t D s . . .Dr) 

- ( - • r % £ - % © ® • • - (x:) ® { £ + è * ••+ 
« j = 1 / ï j = L — 1 

En prenant r = 2 , posons Dx = — A, D2 ?= D ; nous aurons : 

A - L D—1 • ^ . 
/D\ ^ (h , 7c 

Prenons-y ¿ = 1 , 2 , . -, les autres valeurs de k seront de 

la forme D — A'; on en conclut d'abord : 

1 

h = l 1 

Les quantités E ^ + n'ont d'autre valeur que o ou i, et ce 

dernier cas se présente pour : 

* > ( ' - & ) A ; 

la première somme sera alors : 

[i»j 

• % u ) K M -, kûk 
D" 

SAV. ÉTHANG. t. XXXIII. — N° 2 . 0 
t l i P M U E I l l E S A T I O S A L E . 
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et1 si Ton y substi tué h — A — i, on aura 1 < ijj > et par conséquent la 

somme sera égale à la suivante : 

- 2 (3) i m -
* 

Dans la seconde somme, les indices h des termes non nuls sont 
* * 9 

soumis a i inégalité , \ 
i /¿A 

» s . 

» É 

la somme sera par conséquent : 

i • 1 
\ 

1 "i. 

it 
[l*Y 

1 v ' frA 
A > " D 

on aura . 

; or,-en: soustrayant la sommenulie -J 

A - l 

* 

\ O r ) ° — \ ( r ê ) < 
, . /r A , kà 

TT A<dT 

" et nôtrè deuxième somme Vécrira comme la ¡/première ; il vient 
• 1 dond' ' 

(',7) . . , 2 Q 2 = 7 T h - ^ C H - A D ) 
" i . . . . • * i « < • -v 

•n 

. r. -

En procédant de manière inverse, on serait parvenu à la formule 

(•8) 2 ( t ) 2 (£ ) = ; « ( - A D ) . 
A = 1 1 
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8. Nous reviendrons sur ces formules et sur l'équation ( i 6 ), et 
nous passons à établir certaines transformations de ̂ 'équation ( 14) 

En supposant d'abord A impair = a n + i , !â somme qui constitue 
le premier membre 

' 2 n \ ( 

peut se décomposer comme il suit : * { 

n n 

» I 
> 

; / 

pour A impair on a : 

(RC + I/) ( A ) (an + ai>) ( A ) (au - I ) 
» 

il s'ensuit, en écrivant iv — i = 

V. 

La première partie du sacond membre peut évidemment être 
écrite comme if suit : 

• • • * • « 

\ ( Ï ) 2 ( i r ) 
i 

; - / v • 
f v • * 

et puisque l'expression 
n . . . • 

' ) • » ^ • ! ¥ ' 

n'est autre chose que.la somme S, on a la relationÎ 
' \ • * ; -v 

y " ' . * - f " A r 
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d'où ' 

ou, en substituant la valeur de S, 

Cette relation subsiste d'ailleurs aussi pour A pair, car dans ce 
cas les deux membres se réduisent à zéro. 

Si dans la relation 
A - l 

• n ^ - o 
1 • * i 

» 
i 

' ' on séparé les termes de rang pair des termes de rang impair, il 
.vient : , t » 

¡(A--) 

2{=ê)+ 2 

d'où 
*• î 

2 ( ¥ ) — ( i ) 
* . 

en substituant dans ( 19) et supposant A impair, il s'ensuit : 

* — — / A \ J 

M . ^ ( ^ H ^ c i ( - à ) , 

w r~ 

Cette équation est cependant générale,.. car nous allons voir 
qu'elle subsiste aussi pour A pair; posons dans ce but A = 4'*î 
notre somme S deviendra 
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En conservant les X inférieurs à 2n, nous écrirons les autres 
2 « + c e donne : 

s - 2 ( ^ + 2 

En distinguant les différentes formes du discriminant pair, à 
* • * ^ * • * 1 , < 

savoir A = 4D ou A = 8D ou enfin A = 8 A x E , on s'assure que l'on 
a toujours 

(.an.if x) = r ( " x ) 
* • 

et par conséquent 
1 A - 2 

ce qui vérifie l'équation (20) pour A pair. Remarquons que, comme 
cela résulte^de la formùle (12), l'équation (20) peut s'écrire aussi : 

[r] 
V= 1 

ce qui'est précisément une formule donnée, par Dirichlet, carie 
deuxième membre n'est autre chose que le nombre des classes 
positives et proprement primitives (a, 26, c) du déterminant 
6 2 - a c — A . " 

Si dans la somme S on retient les termes où et que dans 
les autres on pose A — (X, il vient : 

[n t u 

ou bien : 

[!] [I] 
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En substituant la valeur de S et faisant usage de l'équation (20), 
il vient : 

Î 

| > = 1 

La somme v • * ; » 

À ^ 
m 

est identique avec S si A est pair ,' et pour A impair on l'obtient 

en posant X = A--2f1 1 ,-2, 3f. • ; elle devient alors : 
t . -

- 2 œ { - ¡ r i » ( D 3 2 " m 

et les formules (20) et (2 1) donnent : 
i 

t « 

— A étant un discriminant fondamental impair. 
Enfin on peut évaluer la quantité 

. * ̂  « * 

en y remplaçant v par A — v, on aiïïa : ( 

s = - 2 ("2 - + ^ ) = - s , + 2 A 2 " i 
. *. 

la dernière somme étant donnée par (14) > il vient : 
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CHAPITRE II. , % 

USAGE DES SERIES INFINIES. 

• k . . . * 

i j 

1. On connaît la relation suivante, démontrée, par Cauchy et 
Gauss, etkqui donne.naissançe à la transformation linéaire des fonc-
tions elliptiques : 

O O J • O O 

2d e Zà. 
—00 pz=~oo 

* Ù) e 

• » 

J'y pose cj = ix en supposant x réel et positif, de sorte qu'on 
aura u-

•3 

(1) 2 2*uW.=_i 2 e 1 

V — 00 v — — co 

t 
* * . » - " « ; t 

M. i * i « 
* * 

9 

Cela étant, soit'D un'discriminant fondamental positif; nous po-

sons multiplions par ^ ^ et ajoutons pour A = 1 , 2 , • • • D — 1 : 

le premier membre sobtient au moyen.» de la formule 
* » 

D— I 2I>AIRI ^ 

= 1 
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* y ' ^ # . ' | f ' ^ « | \ 1 

d'où en changeant x en ^ et en réunissant les termes égaux : 

. i tram « , M3IT 

« « 

/ 

* ' - ' 

Différentions maintenant les deux membres de l'équation (i) 
par rapport à a;¡il:vient : 4 ' . 

i 2 = V (u-hv)e~*(a+V)\ 
V — — oo V 1> = — oo, i 

» 

en représentant par ?A un discriminant fondamental négatif, 

prenons u = multiplions les deux membres par (^y) e t ajoutons 

les résultats pour 7r= ï , 2, • - • A — i . Pour 'évaluer la somme au 
premier membre, ônfera usàge de la relation 

« > » * ^ * 

A-l IvhTîi 

h = l 

pour la sommation dans le second membre, on fait = et 
on observe que 1 : ' 1 % 

à 

de sorte qu'il vient : 
J i 

v= — oo ^ V n = - oo 
* : ? 

» 

ou, en changeant x en ^ et simplifiant : % 

(3) S Î t ) - " 7 - ^ S Î T ) » " ^ 
/i = l X V ^ n = 1. : * ' > ' • « i ^ * ' • i » 4 i l » ' . 

Occupons-nous d'abord de cette dernière équation. 
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Son intégration fait voir que l'expression 

est indépendante de la variable z supposée positive ; sa valeur s'ob-
tient en faisant tendre z vers zéro, ce qui donne : 

F - S C ^ â - V ^ C H - A ) ; 
1 

- on a par conséquent l'équation 

.— r 
1 ci ( - A) - £ V (=*) + -!=• S n f V ^ - ^ ; 

pour simplifier l'intégrale qui figure dans le terme général de la 
deuxième série, posons-y : 

n 7r 
X = àx, ' 

il vient : 

'i = 1 V 1 a\Tz 

On obtient les séries à convergence égale, si l'on fait z=i. Pour 
apprécier l'erreur en négligeant le reste, on peut se servir de la 
formule 

0 0 1 1 _ d X 1 _ „ , 2 
i / ? 0 0 , /•» O O 

y/^Jto * J o 2 

En ne considérant, dans la seconde série, au deuxième membre 
de l'équation (4), que m premiers termes, le reste sera en valeur 

absolue moindre que la quantité = ^ 

O O / t O O 

2 e-n%**<z I e - ^ d x c ^ e - ^ ; 
ii = m +1 ^m 2 V Ç 

SAV. ETRAXG. T. XXXIII. — N° 2. 7 
I M P R I I I C I U E X A T l O T t l L E . 
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Terreur sera donc plus petite que 

m1 ir 

3 V ® - e 

on sera donc obligé .de prendre m termes, où 

m /Az I Az 
V « l o g T ; 

ce nombre est relativement petit. Pour évaluer l'erreur avec plus 

de précision, on déterminera les signes de Legendre pour 

un nombre un peu plus grand de valeurs de n qu'on ne songe à 
en employer dans le calcul. 

Passons maintenant à la formule (2) ; elle fait voir que la quantité 

ti*xir _ _ ^ „ irit 

est indépendante de la quantité positive z ; en passant à la limite 
pour z = o, il vient : 

n = 1 t / 

En employant cette valeur de G et les formules 

r ¡ b r _ e - " d x , r * * . - ® - r 
h \fx nvirJ /ztt J 0 x JnH x 

" V D s* 

on aura ce développement à convergence rapide : 

(5) Cl(D)iogE(D) 

"V D Vz 



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 51 

À cause de la présence du facteur très grand logE(D) dans le 
premier membre, l'emploi de ce développement est encore plus 
facile que dans le cas des discriminants négatifs; là valeur préfé-
rable de z est également z = 1. La présence du paramètre arbi-
traire z dans les formules (4) et (5) donne occasion à beaucoup 
'de formules nouvelles; on n'a qu'à multiplier par des facteurs con-
venables et intégrer les deux membres; les résultats auxquels on 
parvient de la sorte sont souvent très élégants, mais ils présentent 
cette circonstance que leur convergence est trop lente. Je m'arrê-
terai seulement à la formule (5), dans laquelle j'écrirai pour un 
moment : 

a ( D ) l o g E ( D ) - A , ? D Ï _ C , ( S ) - . . 

de sorte qu'on aura : 
C3C 

Cela étant, soit a une constante positive; je multiplie les deux 

membres par e~nz^j=. et j'intègre de ¿ = o à 2 = 00; il vient : 

\u 2de,Jl cx + ufo^ 2dBJl xj0 e yjî 

Dans la seconde série du deuxième membre, la première inté-
gration s'effectue au moyen de la formule de Cauchy 

J 0 \fz V « 

l'intégrale double aura donc la valeur 

V aJ 1 * V UJ x 

7-
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et si Ton emploie encore la valeur 

f " — 1 — — = — t /-
J i cx + uKfe arc g V c \fx y/câ 

on aura : 

-A; àx e — 
2\/cn X 

ou bien, si I on fait a = XiTTT 
D 

(6) i Cl (D) log E (D) — t 2 
14 = 1 /i-1 ' U 2flW7i 

0 0 -Xdx e x — 
2/iunr x 

D 

2. Certaines propriétés de la fonction E(#) de Legendre décou-
lent immédiatement de sa représentation par la série trigono-
métrique donnée par un géomètre belge, M. Schaar'1), et utilisée 
par Stern(2). Des applications plus intéressantes sur lesquelles nous 
devons revenir sont dues à M- Alexandre B e r g e r p l u s i e u r s for-
mules que nous rencontrerons ont été effectivement données par 
ce géomètre; seulement on ne trouve pas indiqué, dans ses mé-
moires, le rôle important qu'elles ont dans le problème qui nous 
occupe. 

Nous emploierons aussi les développements trigonométriques 
des fonctions analogues, lesquelles ont été rencontrées par Riemann, 
dans ses notes posthumes sur les cas limites des fonctions modu-
laires. 

Au lieu de E(.r) j'introduirai la fonction E*(#) qui n'en diffère 

que pour x entier, où elle est égale à — On aura, 
2 2 

quel que soit x : 

(7) E * W = + 2 
0 0 s i n 2VX7T 

V7T 
v = l 

Mémoires des Savants étrangers pu- (2) Journal de Grelle, t. 69. 
blies par l'Académie des sciences de Nova Acta reg. 5oc. scient. Upsa-
Belgique, t. 23. liensis, 1884-1886. » 
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si l'on définit, pour x négatif, cette fonction au moyen de l'identité 

E » + E * ( - « ) — i ; 

nous ne ferons usage cependant que des valeurs positives de Tar-
guaient de cette fonction. 

La quantité 

sappelle le plus petit reste absolu de la quantité réelle x , de sorte 
qu'on aura 

V , 

pour x>o, puis — pour x<o. 

Je préfère introduire la fonction 

égale à R(x) en général, qui en diffère.seulement pour les mul-
tiples impairs dun demi, pour lesquels R*(#) s'annule. On a, quel 
que soit x : 

(8) R » _ _ 2 ( _ . ) 
QS>" „sin2i>a;7r 

vit 
v = l 

Le signe de la fonction 4R*(x) et la valeur absolue'! de R(x) 
donnent naissance aux séries suivantes : 

/ \ r > * / / V I s i n [JUv 4 - 2)X7T * 

(9) sgn R (x) - 4 2 • » 
V=0 V ' 1 

v~0 v 1 1 
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En représentant par D un discriminant fondamental positif, et 
par m un entier positif arbitraire, on trouve aisément les formules 
suivantes, si l'on fait usage des relations 

D - L _ _ „ D —1 * 

J j (h) C 0 S " T T = (n) V D . £ (h) 8111 —=0• 

et puis 

k—i V—l 

M 2 (T) r ' ( * + T ) ~ ( s ) î ( - ' ) " ( ! ) ^ 
A = 1 t> = l 

(-3) 2 ( j ) w R ' ( * + ï ) - ( S ) 4\/5 2 ( ? ) 
h = L A 

(•4) I | - - ( = ) ( S ) 2 * ^ 

où X = i , 3 , 5 , 7 , . . . * 

En désignant par — A un discriminant fondamental négatif, on 
peut opérer dune manière analogue; on n'aura qu'à se servir des 
relations connues 

A-1 , A-1 , 
( — • 2/1/177 / — A \ . / T (— A\ 2n/i7r 

2 ( — ) s , n — - ( — ) v A - 2 ( t ) c o s - Ï — 0 • 
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on trouve de la sorte les relations suivantes, où m désigne.un 
entier positif : 

h—1 v—l 

( • «) 2 ( t ) — G f ) V * 1 ( - • r (=?) • 

( '7) (=è) i Ç fr) 

^ ' ' A\ sin 2X0:77 
(•s) Xs 7r 

(A = i , 3, 5, 7 , • • •). 

La premiere de ces formules contient le nombre des classes 
directement, les autres (à l'exception de la dernière) pourront four-
nir différentes représentations de ce nombre, en choisissant pour x 
une valeur convenable. La première formule donne, pour x=o : 

ï (=r) E * ( £ ) — v C1 ( - + f ë ) I c i ( " A ) -

hïïi 

ou bien, en observant que — ne ,peut devenir entier pour h pre-

mier avec A que si ~ est un entier : 
m 
A 

A - i 

Si, dans l'équation (15), o < x c î , le premier membre 

s'annule et il vient, en posant # = T : 

2 VU7T 
co - . . COS 

1> = 1 
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Cette équation généralise la formule de Dirichlet 

1 

mais celle-ci subsiste pour tous les discriminants, tandis que la 
formule (20) a été démontrée pour des discriminants fondamen-
taux seulement. 

Nous allons donc chercher la valeur de la série 

Q / — A \ COS 2VX7T 

V 1 

pour A = A0Q2, où — A0 est un discriminant fondamental. La for-
mule (5) donne : 

SV i AA cosuvxtt /Q*\ v * / V* /— àXcos ïdvxir 

= Z ( " ¡ r j — 7 — ( t j = 2 p W 2 U r ) s r - ' 
1 d v = I 

t 

d parcourant les diviseurs de Q ; donc il vient : 
/ 

d 1 

ou, en faisant usage de (15) dans le cas de m = 1 : 

£ 8 - ? f w ( = t ) s [ 5 c ' ( - + 4 | ( = t ) E * ( < * * + • 

En remarquant que la quantité 

? • 7. \ > - n ( > - ( t ° ) Î) • i m - \ ) 

« . - ' 
(où q parcourt les facteurs premiers différents du nombre Q) n'est 
autre chose-que 
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nous aurons : 

o o 

M (=; 
V = } 

— A\ COS 1VXTÏ 
VIl 

- ? a ( - A) + Q 2 (=£) ¡ f £ E- + i ) , 

où d parcourt les diviseurs de Q; A = A0Q2. Nous avons ajouté le 

facteur ^ qui pour Q > 1 est égal à 1 p o u r conserver la généralité 

de la formule. Si donc x est tel que tous les produits dx qui 

donnent (—jp) 0 restent plus petits que la seconde partie 

du deuxième membre sera identiquement zéro. Dans ce but repré-
sentons par Q' le produit des facteurs premiers différents de Q qui 

sont premiers avec A0; il faudra prendre 
Q2 * 0 

La quantité u = Ax sera inférieure à ^ et, par conséquent, 
« La formule (20) a lieu aussi pour les discriminants quelconques 

« — A0Q2, et cela pour les valeurs de u satisfaisant à la condition 

_ Q2 

« Q' étant le produit des facteurs premiers différents du nombre Q 
« lesquels sont premiers avec A0. » 

3. Nous allons transformer les premiers membres des relations 
(11) et (i5) pour obtenir des formules plus commodes dans les 
applications; nous supposons m = 1. 

Transformons d'abord les expressions 

qu'on peut réunir dans une seule 

SAV. ¿TUANG. T XXXIII . — IN° 2 . S 
JU P R I M E M E ^ I T l O H i L E . 
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Lorsque \ —7—, /c étant entier, on aura : 

et on peut se borner au cas où # = posons donc : 

«= 1 

on en déduit : 

1 

Dans cette somme, une des différences 

E ( » ± f ) - E ( t ± | ^ l ) 

est différente de zéro et aura pour valeur limité; c'est celle où 
a = A — k. 

On a donc : 

puis, d'après la définition, 
A o = o ; 

il s'ensuit : 

V = 1 
/ 4» 

ou „bien,. en séparant les deux cas et en substituant la valeur 
A«=[&r] : 

[Ox] _ [te] 

— 1 f>= 1 
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Pour évaluer les deux sommes 

2 ( § ) E - ( « + î ) . 
a — 1 

i / 

observons que la quantité 

1 • tëW+î) 

coïncide avec la quantité 

( f ) B ( - + î > 

ii l'exception du cas où # + 4 est un entier. Dans un tel cas, il faut 

que soit un entier et que l'on ait : 

&x = — cl (mod. A); 

dans ce cas, on aura : 

( a ) = ( A - A ® ) ' 

en supposant o < x < 1. Nous convenons de prendre 

toutes les fois que y n'est pas entier, et nous aurons alors la 
formule 

< X = 1 OL~ 1 

En séparant les deux cas, il vient donc : 

A-1 [A*] 

8. 
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En substituant ces valeurs clans les formules (i i) et (i 5), nous 
aurons les équations 

a=1 v=1 

[ À a ; ] o o 

X 1 

Nous poserons maintenant, quelle que soit la quantité positive x 

[Aaj • 
(>4) ( D ï o , A - | D | ) , 

a— 1 

D étant naturellement un discriminant fondamental; nous aurons 
alors la formule 

°° ~D\ sinivxTT (»4") S(* D ) - v ® 2 ( f ) VIT 

pour 
D > o, 

00 *— cosarxTr 
vir (»*') s { « , - A ) - ï a ( - A ) - \ / A 2 ( = r ) 

pour 
D = - A c o ; 

car la définition fait voir immédiatement qu'on a, pour x> o, 

S + 1 ) = S (tf) ; 

cette équation subsiste même pour x < o, mais dans ce cas la défi-
nition (2 4) perd toute signification. 
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4. De ces formules (24°) et (24'') on conclut les deux sui-
vantes : 

or, en représentant par tff les facteurs premiers différents du 
nombre A, on a 

ou, en substituant la valeur 
0 0 4 

21 7r 

i n 1 

H S Œ ' w - s I K ' - * ) 
1 -cr 

/ 

Evaluons maintenant l'intégrale 

Ç l S * l x 9 D)dx; 
J 0 

on peut négliger le terme 

2 \&x) 

dans la formule (24)1 puisqu'il ne fournit que zéro dans l'intégra-
tion ; puis l'intégrale pouvant se décomposer comme il suit : 

2 f S (xfdx. 
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on n'a qu'à se rappeler que pour - ^ x h+ i r 

la fonction S (.x) est 
constante et égale à 

S ( S ) 

/ / 

cette expression devant être remplacée par zéro pour /¿ = o; Tinté 
grale sera donc égale à la quantité 

A - 1 H _ 

S Ï 2 1 

En substituant cette valeur de lmtégraleL dans les formules 
obtenues plus haut et en se servant de la formule (a), on aura les 
relations suivantes : 

(2 5 ) i a ¿ y - i 2 [ j ( ^ ) T - £ A . n ( • - ¿ 0 • 
v=l a — 1 m 

(26) 
D— 1 

2 
V = l a~ 1 «r 

ts parcourant les différents facteurs premiers du nombre A, res-
pectivement D. 

Si A est premier plus grand"que trois, on a T = 2 et le nombre 
Cl(—A) = H sera impair; l'équation (25 ) donne alors : 

M 
A— 1 

3 2 ^ t 3 H 2 A + A
2 — 1 

en posant, pour abréger, 

Pour le module 8, on a : 
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selon que sv est impair, double d un nombre impair ou divisible 
par 4- Les sv impairs sont évidemment les suivants : sx, 

¿5, . . leur nombre étant - — l e premier membre sera 
1 

congru, suivant le module 8, à l'expression 

en désignant par N le nombre des sv impairement pairs. Le second 
membre étant congru à 

on aura : 

+ (mod. 8), 

d'où il suit, en faisant A = 4H — 1 : 

N = o (mod. 2). 

Le nombre des valeurs sv impairement paires est donc nécessai-
rement pair, si A est un nombre premier l\n — 1 • 

En étudiant les deux membres de (a) pour le module 16, on 
trouve la congruence suivante : 

( A = l\n — 1 un nombre premier, H = Cl (— A)). 

En opérant d'une manière analogue sur (26) pour 

D = + 1 premier, 

on trouve, en posant 
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la congruence 

( 2 8 ) 2 1 ( r ) —N = n ( n + i) (mod. 4). 
1 

En observant que l'on a 

V i = ~ V i s 8 n D ' — + p — - p 

on trouve aisément que les deux théorèmes ( 27 ) et ( 28) reviennent 
à la congruence 

N = 2 E ( ^ ) (mod. 4). 

5. Des équations (24°) et (24 ) 011 tire les propriétés suivantes 
des fonctions S (.r) : 

• i S ( x , D) = — S(1 — x, D) pour D > o , 

' 2 9 ' j S (s, - A ) - + S( i - x , - A ) pour D = — A < o. 

En désignant par m un entier positif, on tire des mêmes équa-
tions 

m—1 „ 
( 3 o ) 2 s ( Î ± Î , D ) - ( 2 ) S ( X , D ) pour D > o , 

m-1 , m — ( — 

(3. ) Ï S ( i i î , - A ) - . — < H ( - A) + (=£) S(x, - A); 
<x = 0 

le calcul, immédiat et élémentaire, n'emploie que cette circon-
stance que les sommes 

m—1 m—1 

2 , COS [z + — ) 7T, ^ S1H ^ + 
a=0 a-0 

sont nulles pour w non divisible par m. 
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Si D et — A désignent toujours des discriminants fondamentaux, 
on trouve, au moyen des séries (24°)* et (21\) les formules sui-
vantes, dans lesquelles r signifie un entier positif arbitraire : 

2 ( t ) S ( - + D) - V/ÂD 2 ( = £ ) 
h= 1 1 

h — 1 L 

En particulier, on en tire, pour # = 0 , r = 1 : 

( Ï Î T X r » ) - « ! - 4 » ) . 
(3s) 

Les termes de ces suites étant égaux deux à deux, on peut les 
écrire : 

1 m 

(32*) 
[H 

ces formules deviennent identiques avec les formules (17) et (18) 
du chapitre 1, si l'on remarque que Ton a identiquement 

car pour h premier avec A la fraction — nest jamais entière, à 
•A 

SÀV. KTRANG. t. X X X I I I . — N° 2 . O 
IU1'1UME1\I£ N A T I O N A L E . 
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l'exception du cas où D est un multiple de A; mais clans ce cas le 

signe s e r a ^ = n étant pas premier avec D. 

Si, de plus, D et A sont premiers entre eux, la série cjuon 
vient de rencontrer peut être sommée par la formule {2k') et 011 
trouve ces deux relations : 

2 ( - f ) s [ ' + ! ï < D ) - ( = r ) [ a ( - A D ) - s ( » . - a d » . 
(33) • 

2 ( ? ) s ( * + ï - - A ) — ( 5 ) [ a ( - A D ) - S ( . , - A D ) ] 

D— 1 

( D > o , — A < o deux discriminants fondamentaux.premiers entre 
eux; r un entier positif quelconque). 

La formule ( 3 1 ) donne, pour m = 2, x = o : 

S ( o ) + S ( i ) - a . Ci(— A) + (A) S(o), 

et puisque S (o) = o, on a ce résultat connu : 

s G H ^ a f - A ) -

En posant dans les formules (33) ^ = on aura par conséquent : 

? ( T ) S ( Ï + Ï ' D ) = - ( ' - ( ¿ ) ) C ' ( - A D ) , 

Ï ( ! ) S ( Î + I ( . - & ) ) < * ( - * > ) . 

Pendant que A < - ou A < - , on a respectivement, d'après (29) : 
2 2 

s ( £ + i ) - - s ( M ) . s G + B ) - S ( Î - E ) ; 
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poiir les autres valeurs de h, posons /¿ = A — /c, resp. D — k; lès 
quantités 

se réduiront à S — i et, en somme, il s'ensuit : 

(—A et D étant des discriminants fondamentaux premiers entre 
eux). 

Ces équations peuvent s'écrire : 
T 

[ M , - f J L Ï 

(34*) / 1 a _ 1 

v ' ^ rioi (i_ A / 2 \ 

Mettons ici encore une fois les formules toutes semblables (32*) 

[ î 4 ] [ x ] 
2 ( ï r ) 2 ( i ) - i d ( - A D ) , 

V ? \ n 

M „ J " ] „ 
2 ( S - - ; C I ( - A D ) . 

qui ont cependant lieu sous dés hypothèses plus générales. 
% 

9 « 
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En y prenant A = 3, A, 7, 8, on trouve pour les deux premiers 
cas immédiatement 

[in] [\D] 

( 3 5 ) 2 ( ? H a ( - 3 D ) . 2 ( 7 H C 1 M D ) > 
v=l v=l 

puis 

Î1d1 FM 

S ( î ) + S ( ? ) - 2 ( ? H a ( - 7 D ) . 
V — 1 V — 1 v = 1 

ou, en réduisant, 

^ n\ ^ n\ 
(36) 2 7 - 2 ( 7 = K ' 1 ( - v D ) 

» [ M 

Pour A — 8, on a d'abord 
1 *> 

ID -D 
8 

2 ( V ) + 2 ( 7 ) = Ï C 1 ( - 8 D ) , 

et, en soustrayant l'expression 

ID 

( S 7 l 2 7 - 2 7 - Ï C 1 ( - 8 D ) -

' 1 [ ! » ] * • 

En retranchant les deux formules (35), il vient : 

(38) ( ¿ D « < J D ) 
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Posons D = 4A, — A étant un discriminant fondamental impair ; 
le second membre 

i C l ( - . 2 A ) - i C l ( - 4 2 . A ) 2 
y / peut s ecrire : 

¿ a ( - . » A ) - ( a - ( ! ) ) ï c i ( - A ) , 

d'où l'on a: 

[H a-f-ï 
(38") y ( v ) = ; C l ( - 12 A) - 2 i ^ i Cl(— A). 

àTi 

Le nombre des termes à calculer est environ ^ A; posons main-

tenant D = 3A, A ne contenant pas le facteur trois; il vient : 

4 - 1 , , A S * - ( = £ ) 
(38') 2 ( £ ) - — ^ < 2 ( - A ) - i C I ( - . S A ) . 

[ï
4

]
+1 

En posant dans la formule (38û) v = A + puisque les v sont 
impairs, il vient : 

d'où : 

[JA] 

fi— 1 

Posons maintenant, dans la seconde des formules (32rt), succes-
sivement D = 5, 8, 12. 

Nous aurons : 

[ M 4 [ W 
2 Or -2(=r)~ icl<-54 
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011 bien, en réduisant, 

M ^ 
(39) 2 = 

[ H " 

on a dune manière analogue 

[ M 

» 

[Ai] 

[ H - ] -

En en retranchant l'expression 

m « - m 
1 

on trouve : 

i [*—1 
L 1 2 J 

Celte expression doit donc coïncider avec (38°) dans le cas où A 
est impair ; or on a : 

»<4 

il s'ensuit l'équation, pour A impair, 

( ï ) 2 0 t ) ^ ( ï r } ( > = ' . 3 , 5 ¡ x < î ) 
[ T S ] + 1 
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ce qui a lieu en faisant À = A — 2{jl; la forme (38e) est plus com-
mode. 

Posons maintenant, dans la première des équations (34*), A = 3 
et A — 7 ; il vient : 

là") • 

équation qxii a lieu aussi pour D multiple de 3, comme nous le 
verrons plus tard, 

["Ï4"j [ i r j [14] 1 _ 

d'où, en réduisant et retranchant la somme nulle, 

M n\ 
2 ( ? )• 

[S] [1D] , m , - (») 
( « ) 2 5 - 2 5 = - 4 5 i c i ( - 7 D ) , 

[ S ] « 

D étant premier avec 7. 

La seconde formule (34*) donne pourD = 5 : 

[ T ] , + f l ) 

m 2 ( ? ) — ^ c i ( - 5 A ) , 

(A premier avec 5) 



72 M. MATHIAS LERCH. 

En retranchant avec (39), il vient : 

(45) 2 

fê]- v-âb' 

(A premier avec 5). 

6. D autres résultats découlent en combinant les équations 
(29)-(3I) pour les premières valeurs de m. Posons m= 3, x = o> il 
vient, en écrivant S (a;) au lieu de — A) : 

s œ + s G H ^ a t - A ) . 

ou bien, puisque = 

3- f—' ) 
(46) S ( ^ - A ) — 1 1 2 Cl(-A), 
de sorte qu'en supposant A > 3 : 

^ „ 3 -

Pour m = 4 > on a : 
- ( S 

et puisque 

il vient : 

(47) S Q — A ) - 2 + T ~ C ' ( - A ) • 
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ou bien, pour A3g 4 

W 2 T w a h A ) . 
i 

La substitution de m = 6 fournit d'abord : 

et en faisant usage des relations 

2 

i] Aient : 

S ^ - a - ^ C l H A ) , 

S ( ¿ ) - — ' A ) , 

ou bien : 

(48) S ( l - A ) = T Cl(—A), 

et sous la forme explicite : 

[ M , + (l) _ ( z i ) + fr«1) 

1 

Supposons \ impair, multiplions par ^ ^ et retranchons 

membre à membre de l'équation (38e); il vient : 

[ s*] S - f i U f ^ W ^ l 

! ) - 2 ( ? K a ( - , 2 A ) — w V ' c i(—A), 
V = 1 

SAV* ÉTRANG. t. XXXIIL — N° 2. 10 
I M P R I M E R I E N A T I O N A L E . 
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ou bien : 

[h 4 ] . 5 - ( A U (=>) - (••^) 
1 

formule qui suppose A impair, et que nous vérifierons sous l'hypo-
thèse plus générale. 

Prenant m = 5, nous aurons : 

et l'équation (3 2 *) pour D = 5, qui a déjà été utilisée, d'ailleurs, 
donne : 

S G ) - S ( i ) — ; c l ( - 5 A ) i 

par conséquent 

d'où 

(5o) 2 (nr) — ï c l ( - 5 + - I T 1 cl(-A). 
1 

L'équation (a) peut s'écrire : 
/ 

S4 54 B-(-) 

1 1 ^ 

d'où, en retranchant l'expression 
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il Aient 

[s4] [I4] 

H 4 ] * ' 
» 

et en comparant avec (5o) : 

[ M 
2 . . + 1 

En retranchant les équations (48*) et (5o), il vient : 

M A 

(»') , 2 ¿ a ( - 5 A ) 

+ ^ — v 4 ' w — A ) 

Le nombre des termes est environ Posant A = 5 A j , de 

sorte que Ax est premier avec 5, on aura T = 2 et puis 

Gl(— 5 A ) - C l ( — 52A ) - 2 — C l ( - A ), 
• t 

et la formule devient : 

2 
r 5 a 1 + 1 

les formules qu'on obtient par ce dernier procédé sont peu avan-
» * * " 

tageuses. 
10. 
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En retranchant les formules (46*) et (4.7*), on aura : 

(53) 2 (^)-dzHihla(-A), 
[ H * 1 

r' 

ie nombre des termes étant à peu près — ; on trouve , en opérant 
1 ri 

de la môme manière sur (4.7*) et (48*) : 

(54) 2 - U J U J Ci ( - A). 
[ H -

On trouve de la même manière les relations 

W s tè)+•5 d ) - + a ( - A). 

En retranchant la première de la troisième, on trouve : 

[Î*] . K 4 ] •«-(!) 

Ir^h - ' [ï
4

]
+1 

* 1 " * ' ^ 
où le nombre des termes est aussi environ — • 

12 
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Soit maintenant m = 2 n, puis m = 2/1 -[-1 ; on a les équations : 

l 

2 » (STT)+S (STT) - « ( - À) , 
k = 1 

ajoutant à la première l'expression 

î s ^ - ^ a i - A ) . 

retranchons-les membre à membre, il vient : 

fc — 1 

En substituant la valeur 

on aura par conséquent la formule suivante : 

Si A est premier avec 2 n et 2 n + 1 , la deuxième somme dispa-
raîtra; le nombre des termes est environ 

(w + i)A 
4(an+i)' 
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.La méthode est aussi trop immédiate pour qu elle puisse être 
bonne; il faut chercher des combinaisons spéciales des valeurs de m. 

En combinant les formules (6) et (d) avec les suivantes qui sont 
des cas particuliers de (32*), 

s ( à ) - S ( l ) — ¿ C 1 ( - 8 A ) , 

= A). 
nous aurons : 

« - ( i W ï ) 

(57) s ( i ) — i c i ; - 8 A ) + ™ T W C 1 ( - A ) , 

(5«) S f e ) — i q ( - . a A ) + 
1 

d'où, en supposant À ^ 8, 
« [ M 

(57s> 2 ( ^ r ) — i d ( - 8 A ) + V , T U ; C I ( - A ) . 
1 

(58*) ^ ( z ^ ) — , l a ( - i a A ) + W W 2 T U V ' 2 ; C 1 ( - A ) . 
1 1 . , 2T 

Cette dernière équation devient identique avec (49) en suppo-
sant A impair. 

La deuxième équation (34), pour D = 5, devient : 

A étant supposé premier avec 5 ; en retranchant de l'équation (¿) 
membre a membre, nous aurons : 

S ( J L ) =_ i i l l Q (- 5 A ) + ^ i l M H i l a ( - A), 
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ou bien 

A étant premier avec 5. 

Pour 1 , o n a u r a P a r c o n séquent : 

[à 

? (?)-« 
cela a lieu pour A = 4 o / + 3 , ou 4 0 / + 2 7 . 

7. Pour les discriminants positifs fondamentaux D nous avons 
les formules : 

* 

m —1 ^ 

M 2 S ( « + i . D ) - g ) S ( « * . D ) , 
a— 0 

(b) S(i-x, D) = - S ( ® , D); 

nous avons trouvé : 

S ( $ . D ) - I < 2 ( - 3 D ) . 

En prenant, dans l'équation (a), x = i , m == 2 , il vient : 

S ( S ) + S ( I ) - ( D ) S ( 5 ) ' 

donc 

ou bien 

(4») 2 ( ? ) • ^ C I { - 3 D ) ; 
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en retranchant de la valeur de S D J , il vient 

m X H - C l ( - 3D). 

Pour m== 2 , x la formule (a) devient : 

ou bien 

or on a [(32*) et (35)] 

S(è) + S ( I M C 1 ( - 8 D ) , 

et par conséquent : 

s ( î ' D ) - 1 C 1 ( - 8 D ) + K D ) C 1 ( - 4D), 

doù, pour D ^ 8 , 

[H n 
(6o) 4 £ ( 2 ) - C l ( - 8 D ) + ( î ) a ( - 4 D ) . 

En prenant m = 2 , x = il vient : 

M » ( ¿ M t é H è 

ou bien 

[¿D]+1 
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Prenant dans l'équation (a) x =-, m — 3, on aura : 

donc 

en remplaçant S Q J par sa valeur et ajoutant avec (c), il vient : 

ou, en supposant D 5g i 2 , 

[ à « ] / n . ( î W i ) , + ( » ) 
(6s*) 2 ( " ) - 4 C 1 i - 3D) + — ^ C l ( - AO). 

8. Je ne veux pas multiplier ces exercices sur les formules fon-
damentales (29) — (34-*), dont 011 pourrait peut-être conclure en-
core d'autres résultats simples et utiles dans la pratique. Je veux 
seulement rappeler l'attention du lecteur sur les formules (32rt) 

tH m n 
2 ( t ) 2 ( " H C ' ( - A D ) . 

1 1 
[5°] „ [ " ] 

2 ( S ) 2 ( = 3 ~ i a ( - A D ) , 
i l 

qui peuvent rendre d'excellents services dans la pratique» 
Dans ce but je me servirai de la seconde et j'écrirai 

S K ^ - f c • •• y)* 
SAV. ÉTRANG. t. XXXIII. — N° 2 . 11 ' 

I U P 1 U U E 1 U E K A T I O H A L E . 

(A) 
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si les conditions sommatoires sont x ^ v ^ y ; la formule pourra 
alors s'écrire : 

* 

Si D = 13. 
cette formule devient 

en supprimant les parties communes de ces sommes qui se dé-
truisent, que l'on trouve le plus rapidement en désignant les paren-
thèses successives par 

a, (a + 6), + (a + è + c + d), (a + ^ + c - f ^ + e ) , 
» 

(a + b + c + d + e+f), 
* 

OÙ 

a = ( 1 " ' è ) ' e t c -

on aura le deuxième membre de notre formule sous la forme 
« 

a—[a + b) + (a + b + c) + {a + b + c + d) — (a + b + c + d + e) 

~(a + b + c + d + e+f) 

= — b — d— 2e—f, 

et, par conséquent, 
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Si l'on veut calculer le nombre des classes pour le discriminant 
— 13 .43 = — 669, où A = 43, on devra déterminer les sommes 

( i T ' • f f ) = ( 1 0 * •• } 3 ) = ] + i - i + 1 = 2, 

( I F * * ' T D H 1 ^ - • l 6 H L + I + I = 3 » 

/5A 6 A \ , » . 

VÏ3" " ' 7 3 / = ( ! 7 ' ' ' 1 9 J = 1 - J - 1 

qui donnent 

I C L ( - 5 5 9 ) = 1 + 2 + 2 . 3 - 1 = 8 , C L ( - 5 5 9 ) = I 6 , 

ce qui se peut vérifier par la recherche des formes réduites qui 
sont : 

( 1 , 1 , H O ) , - ( 2 , ± 1 . , 7 0 ) , ( 4 , ± 1 , 3 5 ) , (5, + 1 , A.8), 
1 

(7, ± i , . 2 o ) , (10, ± 1 , i4), ( 8 ' , ' ± 7 , 19), (10, ± 9 , 16). 

Leur recherche est beaucoup plus laborieuse que l'emploi de 
notre formule qui n'exige que la détermination de treize symboles 
de Legendre. 

Prenons comme second exemple D = 2 1, A = 5 9, nous aurons 
à transformer la formule 

/ 8A\ ( ioA\ 

son deuxième membre est l'expression 

a — ( a + &) + (« + 6 + c ) +(a-j-6 + c + d)-(a-\-b-\-c + d-\-e) 
—+ b -f- c + d -{- e -\-f) 
= — b — d — 2e — f, 
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et, par conséquent, 

21 
2À' 
21 1 \2l 31/ 1 

/5d 2 — V 2 1 
8d\ 
2 1 / 

\2l 
10A1 

2 i 

en substituant A = ¿ 9 , le second membre sera 

(3. .5) + (12. .1/1)+ 2 ( 1 5 . . 22) + ( 2 3 . . . 28); 

on a vingt symboles à déterminer, et le résultat sera 

Cl(— 1 i5g) = 2/1. 

9. Les recherches analogues sur le nombre des classes dun dis-
criminant positif fournissent beaucoup moins de résultats de la 
même importance; cette circonstance est dans la nature des choses, 
puisque dans la théorie des discriminants négatifs, c'étaient les 
signes de Legendre que nous avions à sommer, tandis que dans la 
théorie des formes du discriminant positif, c'est partout une fonc-
tion transcendante logsino^r qui fait l'élément de nos expressions. 

Nous emploierons le développement trigonométrique 

log 2 stn xtï 2 
v-l 

"1 COS 2VX7r 
V 

pour en tirer de la manière connue les identités 

h — L ̂  v = 1 

f«4) + sÎTÎ^h'M l-v* 2 {-r 00 sin 2VX7T 
v^l V 

En posant pour abréger 
|D|-I 

(65) L[x, D) = - s g n . D . £ ( l ) l o g s î n w ( * + jljy) > ( P ^ o ) , 
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on vérifie aisément les deux formules suivantes : 

m - 1 

a = 0 

m désignant un entier positif arbitraire, puis 

( M 2 ( T ) H f T 7 1 ' D ) - o , s i D D ' c o , 

en désignant par D' un nouveau discriminant de signe quelconque. 
La formule (66) donne pour # = o , m = 2 : 

d'où 

L ( 0 ) + L ( ï ) - ( è ) L ( o ) , 

L ( ; ) - ( ( B ) - ) L ( O > S 

or, en supposant D positif, on a : 

L (o) = Cl (D) log E (D), 

puis 

n = 1 
cos hn 

"D 

et notre résultat s'écrira 

(68) 
D— 1 

= 1 
( ! ) % cos 

hir 
D" - . ( £ ) ) Cl(D)logE(D), 

D étant un discriminant fondamental positif. 
Dans l'équation (67) je pose 

D' = - À < o , D = - 4 ; 
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j'aurai à déterminer Ra valeur de l'expression 

' " ' f o l ) 

K Sin 7T 
qui est 

1 + tgX7T ̂  
i — tgâ TT1 

l'équation (67) devient alors 

A-l 
(69) 2 Jog 

/i = 1 

1+tg /l7T 
X 

. hn = Cl(4A)logE(4.A), 

où — A signifie un discriminant fondamental négatif. 
Pour D = — 8 la fonction L [x) devient : 

L ( * ) - log 
sinw (a?+g) sinTr 

; - § ) s i n * ( * + 2 ) 

log 

S1Ï17T X 

t g T T ^ - i ) 

et la formule (67) donnera, par conséquent, en y faisant D' 

(70) 4 | log 

\Cf o - M 
5) 

= C1(8 A) log E (8 A). 

Si enfin D = 8, on trouve d'une manière analogue 

L (as) — l o g tgw(ff + g ) t g 7 r ( s - g ) | , 
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et par conséquent, en écrivant D au lieu de D : 

87 

(7 ' ) - 2 ® k * l « * ( B + ï ) - * * ( D - 8 ) - a ( 8 D ) l o g E ( 8 D ) . 

Ii est clair que dans ces équations les termes sont égaux deux à 
deux, de sorte qu'on peut réduire à la moitié leur nombre. 

Remarquons que l'on a : 

L (x 1 ) = L (x), 

et puis, comme cela résulte de (63) et (64-), 

L ( i —x, D) = L(#, D), L ( i —x, — A) = — h(x, —A); 

cela étant, posons x = o, 3 dans l'équation (66); nous aurons : 

L ( o ) + L ( 0 + L ( f W § ) L ( o ) , 

d'où, pour D > o, 

2 L(o), 
ou bien 

D - L ^ 

H u ) i o g s i n 7 r G 
h 
D 

/D\ " 

) | = l _ A î Z C l ( D ) l o g E ( D ) 

En rangeant en paires les termes h et D — h et en observant que 

a/wr . î 
D • 2 cos — + -

on trouve : 

[M n 
-4-cos 2 ' 

2/i7T 
~TT 

- s ) Cl(D)logE(D). 
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Si dans {67) on fait D = — 3, D' = — A, il vient 

[s* ] 
(73) i C i ( 3 A ) l o g E ( 3 A ) - 2 ( = r ) l o g 

1 ghj + sf3 

« 

Nous verrons, dans le chapitre III, comment on peut opérer la 
simplification pour un discriminant produit DD' quelconque. 

10. Je veux développer maintenant deux détails d'importance 
toute secondaire, à savoir les valeurs des expressions fondamentales 

A —1 ^ D - L 

dans le cas des discriminants non fondamentaux. 
Considérons d'abord la somme suivante : 

k\ 

k étant un entier; en posant v = p + JKA (p = 1, 2, A; ft = o, 
1, 2, . . . , fc — 1 ), cette somme'devient : 

A - 2 ( î r ) 2 ( p + f ^ ) - * 2 ( = r ) p + A 2 f j r ) 2 * 
1 v r p-L r p=lN r 1 

la dernière somme étant nulle, il reste : 

de sorte qu'on a le lemme 

w 2 » - * 2 
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Cela étant, considérons la quantité 

en faisant usage du théorème (5), savoir : 

CO _ ^VO . c o 

v~ 1 

la quantité B, qui s'écrit 

devient 

il V 

d parcourant les diviseurs de Q; ce résultat peut s'écrire : 

A 
d 

B ~ (d) ( d ) d • 2 ( r ) 
d v = l 

la somme interne a, d'après le lemme (a), la valeur 

et par conséquent 

d v — î 

or on a : 
/ 

w x ^ - i i O - î t 8 

SàV* STRANG* t. XXXIII. — N* 2 . 12 
I 11 P R l l I E f l l E l i t l O S i L C , 
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<7 parcourant les facteurs premiers différents du nombre Q ; si 
— A0 est discriminant fondamental, on connaît la valeur de la 
somme 

A . - 1 

2 ( - * . ) • 
V=l

 0  

et il s'ensuit : 

(74) 
Q

 X  

( A A0Q2 ; q parcourt les facteurs premiers différents du nombre Q). 
La somme 

i o s s i û nrp Œ 2 ( ^ î r ) l o g ( 2 s i n ¡ S ? ) 

m 
peut, en vertu de la formule (5), se transformer dans la suivante : 

C = r f i ) ' 
ou bien 

Q3 

2 ( ? ' ) «-g ( - - w ) 
rf y=: 1 

En faisant v = p + D0rc, il vient : 

ci o^l r 

dp simr i -h t ) > 

et la relation connue et facile à établir 

m —1 

2 
ÛE = 0 

•log 2 SH17T + = log 2 sin mxTT 
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donne, pour m — Q- : 

T" 1 

2 l o g (2 sillw ( ^ p + § ) ) l o g ( 2 s i n S " ) r 
< î * 

la quantité C sera donc : 

u X 
ou bien 

C — C I ( D t ) k ) g E ( D , ) . n ( > - $ ) ) ' 

de sorte que Ton a la formule 
m 

(7 5) - 2 ( ? ) % sin £ - d ( D t ) log E (DJ - n ( ' " (? ' )) 

(D = D0Q2, D0 discriminant fondamental; <7 parcourant les facteurs 
premiers différents de Q). 

1 1 . Reprenons la formule 

( • 5) ! d ( - A) + 2 E» (x + î ) 2 
a = l 1 

multiplions ses deux membres par e~ax * dx et intégrons 
de 

zéro a 
l'infini, en supposant a positif; il vient : 

2 t iX COS 2 1>X7T 

12 . 
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nous avons, dans les premières intégrales, remplacé la fonction 

P a r + ^ e n seulement aux points 
isolés. 

Les intégrales qui figurent au second membre s'expriment sous 
forme finie, car on a cette formule de Laplace : 

C O V é , J-
r c 0 g 9 VX1X cl% = 

0 

2 \¡<l 

et il ne reste qu'à évaluer les intégrales au premier membre ; 

on a, en changeant x en x — ^ et observant que E(#) = o pour 

o < x < i : 
^ o o - o o ( . o o / Û t \ a 

A 

Cette dernière intégrale se transforme en série en faisant usage 
de l'identité suivante qui se \Térifie aisément : 

J* o o o o ^ o o 

0 ~\ u 
• • 

on aura ainsi : 

J Y " E (x) dx = 2 ^ dx. 

ou, en changeant x en £ + 

roo oo „oo 

^ n— l n — ~ 

la somme qui figure au premier membre de notre relation 

2 ( ^ J T ^ ' È ( * + ! ) & 
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a donc pour valeur la série 

2 2 
n a n - - T -

A 

celle-ci prend une forme un peu plus simple, si l'on fait An — a = m, 
ce qui donne : 

( a ) ~ ( m ) 1 

et notre quantité devient : 

A & 
« 

r 

On retrouve ainsi la formule 
/ 

» 
ij 

ÎT
 0 0

 , .
 %
 V TS oo . . . y^oo 

T \ ; Tt ¿à\v )v 
A 

f • A 
laquelle revient à la formule (4) si Ton pose a = 

Le procédé que nous venons d'exposer dans un cas particulier 
peut fournir une foule de relations intéressantes dont beaucoup 
contiennent la fonction numérique Cl (—A). 

Représentons par f[x) une fonction finie de x = o à ¿c = oo, 
ayant une dérivée finie et déterminée et qui est infiniment petite, 
d'un degré suffisant pour x infini. Multiplions les deux membres 
de (16) par f (x)dx et intégrons de zéro à l'infini. En employant 
les valeurs 

J, . Z»00 / \ 0 0 / \ 

o f(x)dx—f(o), J a / » E ( x + | ) d x = - 2 f { « - ï ) ' 
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et en transformant l'intégrale î-

J% o o 

/' [x) COS 2 VXTT dx 
Ô 

a l'aide d'une intégration par parties dans la suivante : 

J,oo 
f(x)$in2vxTTdx, 

0 nous aurons : 
A-l 

o o 

t f 2 ("ÎT) v [ - / ( ° ) + 2 V 7 r / 0 / H s i n u v a : 7 r d x 

Les deux expressions qui se trouvent multipliées par /(o) sont 
égales et disparaîtront de l'équation; la somme qui figure au pre-
mier membre se simplifie en faisant nA — a = m, puisque 

( V ) — ( 
- A' 
m 

et il s'ensuit que l'on a cette relation importante : 

O O . . O O . A . a O O 

(76) 2 0 3 / ( ? ) - a v ^ 2 / ( * ) s i n 

Pour l'appliquer, rappelons-nous cette formule élémentaire : 

J- ax sin k 1 7r . a e ax = arctgr-
0 2 ofe 

On ne peut pas faire 
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puisque cette fonction cesse d'être finie pour # = mais on peut 
prendre 

rt \ \—e-ax 

et on n'a qu'à se rappeler l'équation 

J- * o o i 

sill bx ^ 7T 
0 X 2 

pour avoir z*00 

J / ix) dx = arc tg | 

Cela étant, notre formule (76) devient, dans ce cas, 

a m 
00 4 K —R* 00 

2TÏ171 

en substituant la valeur 

et posant a = 2 i m , cette relation devient : 

00 t~r 00 2 mtwr 
(7 7 ) i Cl ( - A) - i 2 fë) arc tg i + £ J i 

u étant une quantité positive quelconque et — A désignant un dis-
criminant fondamental, 

La formule suivante W : 
. aV7T 

sin hvp 
arc tg —— sm vxtt a x = -

O giOT -j, C 0 S ait V 

a a  
• r Vit 

sinhyp — 

REINHARD MILDNER , Beitrag zur Ausmittlung des Werthes bestimmter Inte-
grale (Denkschriften de TAcademie de Vienne, t, XL VIII; i884)-
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dans laquelle o c a c « > 0 , v>o, conduit à choisir 

sin anr f(x) = arctg 

la formule (76) devient alors : 

euxit -(- cos (XIX ' 

2 (=±) arctg - $ « _ 
¿d\ m J o \ m / 2m l . 2/H7T 

1 ¿A+cosa7r 1 \ sin—tT~ 

. ! imCLTt 
s i n h y p — — -

et en substituant 

m«7T 
v » » » y m= 1 e A -f cos a7r 

(78) 
_ 00 si n hyp 

+ y f ^ J L — i l — 
»1=1 sinhvp-

\ J r u 

(— A un discriminant fondamental ; o < a < 1, h :> o). 

Pour <x = - on a une forme plus simple : 

0 0 ttlïlTT 0 0 

(,8°) j jC1(— A ) - 2 ( ^ ) a r o t g £ ( " * 
7)1 } , m7T 

m cos hyp 

Si, au contraire, on divise en (78) par a et passe à la limite 
pour a = o, il s'ensuit : 

(78i) - ci (— A ) = v 1 y r A 
w ' r * > m y mtiW 1 U \ M J . , 2 IMT 

1 1 sinhyp — 

12; Soit maintenant D un discriminant fondamental positif, 
nous aurons la formule 

M Ï Î Ï W + b ) - ^ " ) ^ 

10. 
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en la multipliant, de part et d'autre, parf'(x)dx et en intégrant 
de zéro à l'infini, on parvient à la formule suivante : 

(79) 2 ( § ) / ( S ) - a V D 2 ( m ) / o / M 0 0 8 2 m x w d x 
m — 1 m — 1 u 

qui est analogue à (76). 
Pour l'appliquer, je me rappelle la formide connue : 

f log 1 cos bx dx = ~t 
J0 ©i—e-«* 20 

Ô7T 
7T 1 - e a 

] +e a 

en faisant donc 
1 + er / ( . X ' ) = l o g 7 

IX 

u . r 

la relation (79) devient : 
u m 2m7T3 

i + T d ,/ f : ~ /D\ i i - < f ~ 
2m7T3 ' 

1 — e D 1 1 + e a 

j'y fais a = wrt et je fais usage de la décomposition 

Ivir 
1 — e « 2 

1 -f e « (i « + 1 

alors, dans le deuxième membre, il apparaîtra la série 

î ( £ ) f - a ( D ) l o g E ( D ) , 

et on aura la relation 

(80) ¿Ci(D)logE(D) 
man 

K V' fD\ 1 . , V 1 / D \ , . 1 + « " T 
- > / 5 2 ( £ ) s " = i - + 2 ( = ^ * ma7T - ; •• 

i . » 
1 e u +1 1 1 — e D-"V 

* * » 

SAV. ÉTBANG. t . X X X I I I . — N° 2 . i 3 

MPNIMR.NIE NATIONALS. 
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où figure la quantité positive arbitraire a,*pour laqu elle on prend 

le mieux la valeur ty^D, si Ton veut s'en servir pour calculer le 
nombre C1(D). 

t 
13. Etant une fois occupé des conséquences des formules (i i) 

et ( i 5 ) , je m'arrêterai à une application à laquelle se rattache peu 
d'intérêt, mais que je veux cependant placer ici pour indiquer la 
grande variété des résultats qu'on rencontre sur cette voie. 

J'emploie la formule (20), dans laquelle je remplace a par nx, 

2VUX7T 
COS 

X 

et qui a lieu tant que o ^ h c ^ i Q' étant un nombre défini dans 
le n° 2 . 

Si l'on multiplie les deux membres par la différentielle 

cos'3"1 — clx, 
2 ' 

les intégrations de x — o à x — 1 pourront s'effectuer au moyen 
d'une formule de Rummer M : 

où la partie réelle de ¡3 doit être positive, tandis que y peut évi-
demment être quelconque; je suppose que (3 soit réel et par consé-
quent positif. Nous aurons : 

V^ V (zl*\L r ( 2 ) 
/ 3 + 1 2i>a\ / / 3 + 1 -2VU\ 

2 à J \ 2 A ) 

(l) Sur quelques transformations générales des intégrales définies ( Journal de 
Crelles t. XX). 



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 99 

ou, en faisant 
ß + 

2 

1 O2 1 1 

(— A un discriminant négatif quelconque, ê = - * 0 = < î 
tier Q' était défini dans le n° 2 ). 

Pour % — - la formule se réduit à la formule (20). 

14. Nous allons exposer une formule qui a été le véritable point 
de départ de nos recherches et qui repose sur l'identité suivante : 

2U7T 27T 

m,u m,n 

(m, w. = o t ± i , ± 2 , .), 

qui n'est qu'un cas particulier d'une relation dont Kronecker s'est 
servi dans ses recherches et qui se vérifie aisément; on trouve sa 
démonstration à la page 1 69 de l'ouvrage de M. Séguier. 

Les quantités a, b, c, a ne sont sujettes qu'à la condition de 
rendre convergentes les deux séries, et puis A = ¿iac — b2. 

Nous prendrons pour (a, b, c) les coefficients d'une forme posi-
tive du discriminant fondamental — A, et il suffit de prendre pour a 
line quantité positive quelconque-

Dans chacune de ces deux séries à double entrée, isolons les 
termes m — n = o et mettons la relation sous la forme 

M 2't< 
m, n 

— ̂ ĵ z (amâ + bmn + en2} 
1 VA 

•2« 
uV/Â 

(«ru' + ôm/i -f en2) 

a — a - 1 ' 

3 . 
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la virgule du signe ^ devant indiquer que la combinaison des 
valeurs m = n = o est exclue. 

Cela étant, rappelons-nous la formule fondamentale de Dirichlet 
qui, pour un discriminant fondamental, est : 

O O O O 

(ff 2 T 2 2 (= ir ) / ( « )• 
(a,6,c) m, a \ k—\ 

où (a, 6, c) parcourt les représentants des différentes classes posi 
tives du discriminant — A. Si, dans cette équation, on fait 

'la TT 2ir 
f(z) = e Va _ i c uVl ? 

les sommes 

y]' f [anr -j- bmn + en2 ) 
m. « 

auront, d'après (a), une somme commune, indépendante de a, 6, c, 

à savoir î ; le premier membre de l'équation (jS) sera par 

conséquent 

tandis que dans le second, 

O O O O 

I Ar= I 

r» T 2u7r/i 271 n i 
/ a \ = hk — hk I 

on peut effectuer la sommation relative à k\ on aura donc la for-
mule suivante 

oo oo 
i A V W 

( s , ) ( i - a i - i i - T y ^ ) ^ - . ; ^ ) 2Aw 
VTK aV^ c — i e — i 
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valable pour des discriminants fondamentaux, IL désignant une 
quantité positive/ En différentiant et prenant ¿ = i , il vient : 

oo . 0 0 
(83) 

4 

15- Ces formules et d'autres semblables découlent immédiate-
ment de la transformation linéaire la plus simple des fonctions thêta 
et de leur décomposition en produits. On sait que les fonctions 
suivantes, 

(a) S-, (a | (û) = 2c1™1 sin un J J ( 1 - e M ) ( i - e 2 n à m i M ) ( 1 - e2"™-*™), 
1 

r corn 00 

(6) (a 10)) = 2e* cos htt J J ( 1 - e2nùmi) ( l + e2n™i+*U7ri) ( 1 + 
1 

(c) w) = JJ (1 -é1'1™) (1 (i 

ont les propriétés qui s'expriment par les équations : 

#— x5 iri 

M » . ( s V ) — 
— a* 7ît . t— JL lit 

w » . ë l v î - V ? ' " 5 " ^ ! « ) -

la partie réelle de la racine carrée y / ? étant supposée positive. 

En supposant œ purement imaginaire, 8-j sera réel et po-
sitif, si l'on suppose x réel et dans les limites o < x < 1 ; sous ces 
mêmes hypothèses, la quantité 

{-1 — ) 1 \CJ\ OJ J 

sera réelle et.positive. Nous allons considérer son logarithme, qui 
sera réel et par conséquent déiini sans ambiguïté. 
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En écrivant oj = tiy je prends les logarithmes des dëiut 
membres de l'équation (d)\ multipliés par cëiqui donne : 

a O O 

log Ï ( | ) = c o n s t + ^ + log sin xtt + £ l o g ('1 ~ + 
* i * O -* 

on a ensuite 

xts 7T oo / 2/îtt oo / 2/wr 2a*7T\ / 2/iir\ 

^ I * A « / i = 0 n-l 

de sorte que notre équation devient.: 

« =0 «=1 

oo 
— const + Y (.X2 — x) + log sin aiir + ^ l o g (1 — ^ + ^ ) 

«= 1 

n= l 

la constante ne dépendant que du paramètre /. 
En employant la série 

log ( i - e-2nt*+2xisi) = - 2 Fie 
oo 

— 2 m/iiir + 2m«7rt 
m= l 

on aura, en effectuant la sommation relative à n, 
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ce qui permet de mettre notre relation sous la forme suivante : 

00 1 COSSmttTT / À \ A 1 4 T T / 2 \ V ^ 1 C O S 

(A) A—logsma?7r ==>- {x -x)-2 m= 1-

- l > g ( , - , l o g ( 1 - e ~ > - " l 
n—0 n=1 

A étant une constante. 
Dans cette équation, remplaçons x par ^ D étant un discrimi-

/D\ 
nant fondamental positif, multiplions les deux membres par i -̂J 
et ajoutons pour A = 1, 2 , 3 , . D — 1. En faisant usage des 
relations : 

- 2 ( l ) l o g s ™ ï - c l ( D ) i o g E ( D ) , 

nous aurons 

C1(D) logE(D) 

D — 1 00 

- ? 2 ( 1 ) Ds m e*1™1* — 1 

0 h n= 1 h 

Les deux dernières sommes prennent une forme commune en 
y faisant nD-\-h = m, respectivement nD —/¿ = m, et il s'ensuit : 

(84) iC1(D)logE(D)_^ 2 - V ® 

°° / 2mlr \ 

- 2 g i o g U - « - - ^ 
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cette formule convient au calcul du nombre des classes, si le dis-
criminant n'est pas trop grand, sans quoi la détermination du 
nombre rationnel 

D ~ 1 

(84") 1 N ~ 2 ( ï ) ë 

serait pénible; il convient le mieux de prendre / = 

La formule (84) permet d'obtenir la quantité N elle-même soùs 

forme de série à convergence rapide, si l'on fait l = ^ et si Ton 
différentie par rapport h v; il vient 

(84*) N - £ v (D\ 111 i y (D\ 1 

1 D 1 - ( v « ) 
e — i \e — e } 

où l'on fait le mieux v = La quantité dont on aurait besoin, 

^dans le cas de serait alors 

(uc) m 2 (S) i+ 2 7 r 2 (S) ' v̂1 

et en posant 

on aura : 
• 

(84«) • C I ( D ) - a ^ . 
« 

Nous avons ici besoin de quatre séries dont la convergence est 
plus rapide que celle des séries de la formule (8o), mais cette 
dernière n'en contient que deux, et l'emploi des deux méthodes 
sera à peu près également commode. 
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Nous allons montrer que l'expression finie N peut être remplacée 
par celle-ci, plus commode dans les applications : 

(84«) N = — 
2 

D 

[ H 
2 (hjjy 

On y parvient en employant la série 

o o 

X' , 1 ^ COS 211X7T 
n27r2 ; 

en y posant en effet x 
trouve : 

^ et opérant comme dans l'article 2, on 

(85) 

la formule ( 14) donne d'un autre côté pour x = o , m — 1 : 

( 8 6 ) ( X - , , 3 , 5 , 7 , 9 , . . - ) 
1 A 

et en faisant usage de l'identité 

A ' A * " " ( D ) ? ) 2 ( Ï Ï ) N S 

il vient : 

D " 1 t /I.N 
i /D\ -p / h\ 
l 2d\h) VD; 

r ï c r 1 , 

I z i i l v m ^ . 
4 -Zà \ h) i y 

cette relation prend la fonne annoncée (8/ic) en faisant usage des 
circonstances 

( l A ) - O - N 
D-h 

\ D * (è) l-

car on a, pour Â c ^ D , ï V Î j ^ ^ j j ' 

SAV. ÉTBANG. t. XXXIII. — N° 2 . a 
l U C I t l U E I l t E N A T i O S A L E , 
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Posons maintenant, dans la .formulé (18), x 
observons que Ton a : 

- et x 
4 8 6 t 

• X-7T 4 
sin — 

2 

. XTT /— 8\ 
8 1 1 1 T " M X Jy/Ï 

nous aurons : 

ou bien, en employant (85), ce qui est permis en supposant A im-
pair, ° , 

A- 1 
(87°) 

4À-1 

2 à à) h* 
h J ( 4 A ) 

Î ' 

(«7') 
8A\ h* 
h J (8A) 

Si, dans l'équation ( i4) , on fait # = on aura, en faisant usage 
de la valeur 

X?r_ /8\ 
U/ V '2 

la relation 

cos 

si D est impair, 8D sera un discriminant fondamental et l'équa-
tion (85) sera applicable ; il vient : 

(s?1) 
8D-1 8D\ h* 

" i î ïï (8D)2 ' 
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Les deux dernières formules peuvent être réunies dans la sui-
vante : 

Pour simplifier le premier membre de (87°), écrivons-le comme 
il suit : 

? = c | ] m ( 5 - S + 2 (=i) ( H > 

où nous avons fait usage des valeurs que la fonction + 

possède dans différentes parties de l'intervalle 1 • • • A — 1. 
Dans la troisième partie, remplaçons h par À —A*, on aura : 

7 1 A * li 3 , 1 k 
' * < 4 A 6 1 Â - ï ^ ï - Â ' 

dans la partie moyenne, les termes ^ (-g-) s e détruisent deux à 
deux, puis 

[H [H 
2 ( t ) 4 - 2 

[ ! i ] i l . » - [ M * 1 

il vient par conséquent : 

[ H G4] I W -
H + 1 M * 1 

< 

la somme 

tj*] . iw 
1 r + 1 

u 
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se simplifie en faisant usage des formules (20) du chapitre 1 et (dy*) 
du chapitre 11, 

m 
s c t H H S ) ci<-a>-

et observant que A est ici impair; on obtient pour la somme en 
question l'expression 

K . - d ^ C M - A ) , 

de sorte que 

I H t , 

[ H -

en ajoutant l'expression nulle (21) du chapitre 1 

i i*] , 
W 2 2 FIR)Ï-=— 

il vient : 

[H , 

On a donc, pour A impair : 

«4-1 . „ [M , ,-[-)• 
(88°) 2 ( ¥ ) m - - 4 2 ( t ) s • + - r ^ « ( - • 
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formule qui, pour les discriminants fondamentaux pairs=4 (mod. 8), 
facilite essentiellement le calcul du nombre auxiliaire N. 

Passons à simplifier le premier membrè de (.87*). Il s'écrit : 

décomposons les parenthèses et faisons usage de la symbolique 
appliquée plus haut : 

alors la quantité suivante 
A - l 

A-F 1 = X 

s'écrira 

et si, dans la dernière partie, on fait h = & — il vient : 

On s'assure aisément que notre somme S' est égale à l'expression 
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et- on obtient, en égalant les deux valeurs de S' 

G4] 
2 m 

G * ] « 

Cela fait, rappelons-nous les valeurs obtenues plus haut 

6 - ( ! ) 

s ( i ) - s ( | ) — i a ( - 8 A ) ; 

on aura, en retranchant, 

r Cl(—8A)t 2 C\{-A) 

et, par conséquent, 

ou 

C i ( - d ) - i G | ( - 8 A ) 

G i l • 
+ 2 2 ( - x ) s 

1 1 
— 2 

•GM- ; 

2 fr 
G 4 ]* 1 

/ 

(88Î) 2 ( x ) i n ? - ï " - ( ï ) ) ® « - ^ - ! ^ - 8 ^ 
( r 

< r < 

M , » ' M , « » 
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on peut atteindre une expression encore plus commode en trans-
formant la somme 

[¿A] [¿A] 

A - ' f c f r ) * - ' 2 ( ï r ) L 

.[t.4]*1 

Multiplions par ( ^ j et substituons, dans la deuxième partie, 

2h = A — X î , 3, 5, . ; X c ^ À ^ ; on aura : 

ft A A 
* 

\ 

les nombres 2I1 et X constituent l'ensemble des entiers de la suite 

1, 2, • • • j^ j î et par conséquent 

¿ = 1 * ' A 

Or on a : 

2 C x ) + 2 (ïir) = 2^ (ïr) À * " ' A x 

d'où, en faisant usage de notre ancienne notation, 

2 m = s G M ! ) s ( i ) ; 

en substituant les valeurs connues [(47*) et (57)], 

s-(-) 
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on aura, pour A impair. : 

(89) $ fr)-h ( • • - ( ! ) ) C l ( - ( 1 ) <S(- 8A). 

L'identité qu'on vient de trouver, 

[W , [ H , [ H 
' ? t T r . ' 2 ( T ) H D 5-Ha ( -8 A> 

I r3Ai , - 1 

Ls^r1 

- è i ' - œ ) a ( - A ) . 

permet de mettre l'expression (88 J) sous la forme plus simple : 

8A-1 O „ 
( 8 8 ' ) 2 ( t ) P B Í - I « ( - 8A) + a (-1) 2 ( - ,)• fr) I ; 

* 

II reste encore à simplifier l'expression (87?) ; posons-la égale 
à S; nous aurons : 

s - 2 ( ? ) ( ï + è ) + 2 ( ? ) ( i - è ) + - 2 ( i D ) ( M > 
[ M - [ M -

\ 

La somme des termes provenant des parties constantes des 
parenthèses sera : * - • 

%  r t* 
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on trouve, par conséquent, en posant 

D—l 

• " . - " s - ï ^ è v f ^ - s ' . ' 
h z= 1 D +1 

ô 

J \ 

D — l 
S ' — ï s a ) - f s ( 3 ) - a 2 ( î ) è + . 2 ( ? ) £ 

[H-1 • G»]*' 

dans la dernière somme, mettons — il vient : 

* ' - i s G H s 2 ( S i -
[ M + i 

Or on tire aisément de la définition de S' 

1 
et il vient : 

8 - ï s G H s ( D + ' 2 (ï)fc 
/( = [ - D ] + , 

en faisant usage des relations : 
» « 

S ( I ) + S ( I ) - 1 ' C J ( - 8 D ) . 

4 s ( i ) - a ( - 8 D ) + ( g ) a ( - 4 D ) , 

il vient : - j 

SAY. ¿TRANG, t. XXXHL — N° 2. 15 
I M P B I U E I U E 5 A T I 0 X A L E . 
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La formule (87e) devient donc : 

8D — 1 1 8 M̂ 
/oÛC\ V f 8 J >\ V C 1 ( - 8 D ) / a \ C l ( - 4 D ) , v /D\/i 
( 8 8 ) 2*{tJÏSDT—4—(dJ — — 4 2* U J D 

[s
D

]
+1 

L'étude des fonctions 

(90) • 

' - A) - y/Â 2 s i n ^ il vT" 

donnerait certainement différentes formules qui facilitent le calcul 
du nombre 

N ( D ) - 2 ( ï ) Ê 

pour certaines catégories de discriminants composés. Je me réserve 
de revenir sur cette matière dans une autre occasion, puisque les 
méthodes qui ont été déjà exposées suffisent pour notre but. 

16. Dans la formule (e) prenons # = o < | < 1, co^ti; 
elle devient : 

(a) 

on a : 

h \ — o 1 Qr^ti| ti) = JJ (1 + e_2i7r(«+£)). J J (1 + <r2'*(«-l)) (, _ . 
• « = 0 /i = 1 

» . (6 { ) - Î ï ( - « " ) ( > - « r 2 ^ * * ) ( • - <f • 
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ce qui donne, en prenant les logarithmes des quantités (a), 

o o 

Í7T(r ~ I) = £ log ( 1 + + 2 log ( 1 + C - ^ f - f 1) 
« = 0 /! = 1 

n = 1 n = l 

+ C, 

C ne dépendant que du paramètre t ; les deux dernières séries ont 
pour somme 

O O o o £ 7H7T 0 0 £ 

9 cosamçff -(2n-i) — ^ i cosamç7r ^ ^ cos amçff ^-^i-ij — ^ 
771 . m* m 

e' ~e n — 1 m=I m—1 ¿ ¿ 

et notre relation devient : 

o o t o o 

[ - 1 ) = 2 l o g (•1 + + 2 - l o g ( 1 + e-*"1"-^) 
/i —0 «=1 

( « H . * . 
+ 2 2d =ï m 

m=l — t 
e — e 

En prenant, D étant un discriminant fondamental positif, £ = 

multipliant par (j-^ et ajoutant, nous aurons : 

1 m — L 

( 9 , ) < + V / B 2 Î - ) 1 — . 1 v v m/ m m7r m7r 
t * i - -m- 1 < t 

e 

ce qui fournit un nouveau développement pour le calcul de la 
constante N(D), 

10. 
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En ajoutant, membre à membre, avec (84)? après avoir changé 

i en y, il vient : (> 
2mt?r 

O O „ n 0 0 i r v v 

j C l ( D ) l o g E ( D ) = 2 © i o g ^ + V ^ 2 S ¿ W 
m = 1 n m — 1 . . 

1 - e D € + 1 

ce qui n'est autre chose que la formule (8o) écrite avec la valeur 
t 

H = ~ 
2 

Les formules (A) et (B) fournissent aussi les développements clu 
nombre des classes du discriminant négatif — A. 

On tire en effet de (A) et (B) par différentiation 
» 

°° sin imxTt (A') —-{2X—1 ) COtXTt = l\ ^ S ' !2t"™7 

in= l e
 ~

 1 

O O O O 

2 1 L 2 "V 1 

1 ^ , % ' 7 JL ; 
e — * -c 1 

oo oo 

(B') - *(2Ç - 1 ) = af y — a V Y 

oo 

+ 4 2 
sin 2in̂ 7T 
mTr * mit 

m = 1 c"T- e"T 

1 

cela posé, soit — A un discriminant négatif fondamental, posons 

dans les deux équations x — ^ résp.^| = ~i et après'avoir multiplié 

les deux membres de chacune de ces équations par ( ç ^ j > ajoutons 

les résultats pour h — iy 2, 3, A — î . On n'a qu'à, se rappeler 
les formules (g) et*(i7|.) du chapitre Ier, savoir : 

J J «• > J * 
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pour en conclure les équations : ' 
i o o o o 

ï G - V S ) « ( - A f - v ^ S - f ë ) - W 
1 1 A . 

-C\(—\)= v i / i/Âx? f - Av 1 : 
t ^ ' ¿à \ m ) ' f ^ \ m J ™ ™ 

m = I <? * + i 1 « « - e « 
- J - t ! ' 

• f ^ 

i* V 

La première n'est autre que la formule (82) écrite avec la valeur 
= fy/À, l'autre est identique îavëc'(^B1);* si l'on y fait 11 = 2t. 

Terminons par une remàrqué au' sujet de là formule (80) : 
2 ; I. 

mu7r 

Î Â W D \ i 1 , V / D \ , • i + 
m air , ï « (D) 

1 e « +1 1 i - <? d 
[ ? • 1 < . * 

ellë donne 
*
 1 j * • t {" 

t 
0 0 

'' ! rouir* 

i C i ( D ) l o g E { D ) < V / B l o g — = ' s + S '"g 
1 — e 

muTl 
— ̂  F 

La seconde série n'est autre chose que log en posant 

ùô 
o u b i e n 

or 

et par conséquent 

W -
2 u_ 

aD » . ( ^ w ^ y 
D en supposant - très grand, cette quantité peut être remplacée par 

la suivante : 
Dtt 
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on aura par conséquent, pour D très grand, 

i a ( D ) I o g E ( D ) < v / 5 » o g £ + 

d'où, en prenant a = y tï yT), 

(92) C l ( D ) l o g E ( D ) < \ / D [ i o g D - 2 , I 5 8 8 8 ] ~ M o g D - 1 , 6 2 7 8 6 . 

Cette inégalité suffit quelquefois pour déterminer le nombre des 
classes, par exemple pour D = 3 . 5 . 7 = i o 5 elle donne C1(D) < 5, 
et puisque ce nombre est divisible par 22 = 4» il faut que l'on ait 
Cl ( 1 o5) = 4. 

Si 1' 
on prend en second lieu le discriminant premier D = 569, 

le calcul donne Cl (D) < ^rjj^ = 2 + • • • > de sorte que Cl (D) < 2 ; 
oi\ pour les discriminants premiers, le nombre des classes est im-
pair; on a donc C l ( 5 6 9 ) = i . 

« 
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CHAPITRE III. 
PARTIE ALGÉBRIQUE DU PROBLEME. 

1. Après avoir discuté la détermination du nombre des classes 
par la méthode d'approximation analytique, nous devons nous 
occuper des recherches algébriques qui ont été abordées par 
GaussW et surtout par Lejeune-Dirichlet(2) et Jacobi(3). Après que 
Dirichlet a fait ressortir le rôle que les polynômes Y et Z jouent 
dans la détermination du nombre des classes du discriminant 
positif, il ne restait pour ses successeurs que des détails métho-
diques; un complément assez important à cette théorie est dû à 
V. SchemmelM, qui a reconnu que les polynômes Y et Z fournissent 
aussi la solution pour les discriminants négatifs; on trouve divers 
détails dans les mémoires de Liouville (5), Alexandre Berger (°) et 
H. Weber W. 

Après ce qui vient ďétre dit, le lecteur attendra à peine des dé-
couvertes entièrement neuves et importantes dans les premiers 
numéros de ce chapitre; il n'est en grande partie qu'une compila-
tion, augmentée çà et là d'un détail facile à trouver, mais pouvant 
présenter de l'intérêt sous certains points de vue. 

Dans les derniers numéros de ce chapitre, le lecteur trouvera 
quelques recherches spéciales qui présentent de l'analogie avec la 
théorie précédente et qui ont conduit à découvrir certaines con-

{I) Septième partie des Disquisi-
tiones. 

Sur la manière de résoudre l'équa-
tion f — pu2 = i au moyen des fonc-
tions circulaires (Journal de Cr elle, 

Ueber die Kreistheilung und ihre 
Anwendung auf die Zahlentheorie 
(Comptes rendus de 1Académie de Berlin, 
i837). 

W De multitudine formarum secundi 
gradas disquisitiones ; Vratislaviae, x863.) 

f5) Journal de Liouvilleß 2e série, t. II, 
i85 7 . 

i6) Sur une application de la théorie 
des équations binômes à la sommation 
de quelques séries (Nova Acta Regiœ 
Societatis scientiaram Upsaliensis, t. XII, 
1886). 

(7} Nachrichten de Goettingue, i8(j3. 
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gruences concernant les discriminants fondamentaux impairs com-
posés de deux ou trois nombres premiers. 

Soit D un discriminant! fondamental f A sa valeur absolue, et 
observons que l'expression suivante ... 

1 I 1 ' ^ u . » * 

D\ , /1>M 
2 ' V V ) J 4 

a pour valeur l'unité, si l'on a 
* * 

» 

i • ** i » ^ 

i * 

tandis, qu'elle est nulle si l'on a ou 

o u ( v ) ^ 0 " V 

\ 

L'expression 

A —1 / ' + 

v = i 
* 

sera donc le produit des facteurs 

2airi 
X — € A , 

» » 

* < 

formés avec les entiers a de la suite î , 2 , 3", . . . A — i qui satisfont 
a la condition 

a J 

et qui sont au nombre de - Ç (A) : 

(gflTl 
x-e~* a 
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Représentons d'un autre côté par b les entiers de la même suite 
qui satisfont à la condition 

D 

et qui sont également au nombre de -(£>(A). Le produit 

Ïù7ri \ 
B (x, D) ===== J J (,-r - c ^ j 

b 

peut s'écrire 

(i») B(x, D)-JI = l l \x~e * j 
v — l 

Cela posé, représentons par F (a;, A) le polynôme irréductible 

d'ordre <£(A) qui s annule pour x = c A , et qui s exprime, comme 
011 sait, par la formule suivante 

(2) F(* . 

d parcourant tous les diviseurs du nombre A et ¡x[d) signifiant les 
nombres de Moebius; par exemple : 

15) = ^ __ ^ j^J __ 11 — & & -\-x x x ¿r-}-1* 

L'ensemble des racines des équaLions A ( # ) = o et B(#) = o 
constitue la totalité des racines de l'équation F(#) o, et on a par 
conséquent l'identité 

(3) A(x)B(x) = F{x). c 

SAV. KTRANG. t . X X X I I I . — IV 2 . 1 6 

I U P « I U E & I E 7 T A T I 0 5 1 L B , 
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Des équations (1") et (i6) on tire la formule 

A r \ A-l / Vf / 

x = l 

d'où, en prenant les dérivées logarithmiques, 

^ A{x) B{œ)~ j L \ v ) 2117ri 
x-e A 

Posons pour abréger : 

on aura : 
A - l 

• ' M - S Œ ) ) ïvni ' 
1 * 

en supposant que la valeur absolue de la variable x soit plus petite 
que l'unité, on peut employer le développement 

o o 

d'où 

2l/7Tt 
e a —x 

- y.e 4 x"-1 2 

c o A - l J t y v ù 

fX = I 1 

puisque nous avons supposé que D est un discriminant fonda-
mental, on a : 

A - 1 _ 

D\ „ — /D 

et par conséquent 

— V / D s g n D . ^ 
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on bien : 

(6) 
[A 1 

On en tire par l'intégration : 

(7) l o g H H o g c - v / D s g » » ' „ l O f 

où la constante c est égale à i pour D > o et pour D < — l\, tandis 

quelle est égale à e"~ pour D = — 3 , et à — 1 pour D = — 
Pour le démontrer, il suffit d'observer que c n'est autre chose que 

la quantité pour laquelle la formule (4) donne : 

(£) 
/ 1vm\\v' /D\ 2?ri 

l'exposant est nul pour D > o , puis on a : 

et par conséquent : 
4iri 

c = e T 
CI(-A) 

ce qui vérifie les résultats annoncés. 
Des équations 

log A (x) - log B (x) = O (¿c), 

on tire 

log A (x) + log B (.T) = log F (x), 

l o g A ( s ) - l-®(x) +±logF(*) , 

log B (a) i o + 1 log F (ar) ; 

iG 
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le développement suivant les puissances de x de la fonction <b[xj 
est précisément l'expression (7), tandis que le développement de 
logF(.r) s'obtient au moyen de la formule (2), qui donne : 

log F — 2 ^ ( d ) log ( i — , 

et par conséquent : 

X2 t xs 

oit les constantes Cj, c.2, . . sont des nombres rationnels. 
On a ainsi pour les polynômes A(.r) et 13 (.x) la représentation 

suivante : 

r 

r \ m / 
SGN 1 rm 

J 

Or on sait que le développement suivant les puissances crois-
santes d'une fonction telle que 

^ a, :t* + «2 a;2 •+ a 3 a? + ... 

» 

est une série i - j - a x x a ^ x - + a ^ x * • • • , dans laquelle le coeffi-
cient am est une fonction entière aux coefficients rationnels des 
éléments Otj, CL2, • • • , Il s'ensuit que les coefficients des poly-
nômes A (a;) et B(<%) sont de la forme a-j-èy/D, a et b étant des 
nombres rationnels, et que les coefficients homologues dans les 
deux polynômes sont toujours des nombres algébriquement conju-
gués, à savoir a + 6yT) et a — b\jD, toutes les fois que c= i , 
c'est-à-dire à l'exception du cas de D = — 3 et D = — 
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Les coefficients des polynômes A(X) et B(.T) sont comme des 

sommes des exponentielles de la forme c * des nombres algé-
briques entiers; alors les deux.nombres 

a + bsjD et a — b\/D 

•v 

sont des entiers algébriques, d'où il suit que 2a et 26y/D sont 

des entiers algébriques. En prenant 2 6 = ^ , le nombre n'est 

algébrique entier que si l'on a j = i pour D impair, et au plus 
y — 2 pour D pair. En supposant donc D impair, on vient de voir 
que les coefficiénts de nos polynômes seront de la forme 

t s ni + n V;D m — n \/l ) (a) Î 
v ' 2 2 

Si m est impair, l'intégrité de leur produit exige que 
n le soit aussi. 

Dans le cas de D pair, lyb sera un entier ordinaire et il faudra 
t 

prendre — > de sorte que nos coefficients conjugués seront : 

leur p rodu i t / 

• „ ï> nv — /i — 4 

ne peut être entier que si n est pair, à cause de la forme des discri-
minants fondamentaux; la forme (a) des coefficients sera donc con-
servée aussi dans ce deùxième cas, et il s'ensuit qu'on peut poser : 

[x), 213 (i) = Y (,r ). zf y/D Z [x) , 

. f-. 

Y et Z étant deux polynômes aux coefficients entiers ordinaires, et 
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où nous avons à déterminer le signe du radical de sorte que le 
coefficient de la puissance la plus élevée dans Z soit positif. 

Les termes les plus élevés des polynômes A (a;) et B(ÎC) s'ob-
tiennent immédiatement des définitions (ia) et 

A W - ^ - s V i S J + i ? ) ] . " - ^ 
v = i 

• • • 

qui donnent 

A - l *?*i I « ( A ) - l 
A(a) + B ( x ) - Y ( « ) - « , W - 2 ( ? ) « 4 ~ x + » • * 

A(.X') - B{x) - ± Z {x) y / D - - 2 ( ? ) e A • * + « • 

-<P(A)-1 
Le coefficient de x2 dans le polynôme ± \ /DZ ( .T ) étant 

A - l 'lv7!' 

- 2 . ( 2 ) . » — v ^ . 
v~l 

il faut prendre le signe inférieur et nous poserons alors d une ma-
nière définitive : 

(• 2A(.x, D ) = Y ( x , D ) -Y15Z( .T, D), 

j aB(ai, D ) - Y ( œ , D ) + 0 ) Z ( x , D). 

Les fonctions Y(.Ï;) et Z(x) sont de la forme 
» 

1 h:) = ?.x~ -\-axx -\-a.2x + 
(9) ! 

L [X) = X 4- 61.7;" 

• • • 



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 127 

et on voit en même temps cpie le coefficient av a pour valeur 

A - 1 „ 2I/7RI 

1 

ce qui prouve qu'il coïncide avec le coefficient de la [<p (à) — î ]mc 

puissance de x dans le polynôme F (x) M. 
L'équation (3) s'écrira : 

(10) Y*(*f D)-D7J(x, D ) - 4 F ( a , A). 

Dirichlet avait considéré le cas ou D = ± P est un nombre im-
pair, naturellement composé de facteurs premiers différents; le 
procédé qui vient d'être exposé permet de traiter séparément les 
deux cas de D > o et de D < o, ce qui est utile pour bien com-
prendre les applications; le résultat plus général lui-même a été 
énoncé par Cauchyt2). 

H reste à traiter séparément les deux cas D — — 3 et D = — li 
qui ont été exclus. 

2 t r i ¡ilri 

Pour D = — 3 on a A = x — e 3 , B = x — e 3, 

d'où 
Y-= A + B = 1, Z - ^ E f - i . Y* + 3 Z * » 4 F ( 4 

Pour D = — k on a A — x — i, B = # + 

d'où 

Y = A + B = 2 ^ , Y2 + 4Z2 = 4F. 

(l) Le procédé le plus rapide du cal- Newton, a été indiqué par Legendre. 
cul des coefficients des polynômes Y Œuvres, ire série, 5e volume, 
et Z, qui repose sur les formules de p. 84.. 
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L'équation (10) définit sans ambiguïté les polynômes Y e t Z , 
en retenant ia convention sur la forme (9) de leurs développe-
ments. Admettons en eifet que l'on ait encore : 

4F = Y* - DZ? = ( Yl - ZJ V/Ô) (Y, + ZT V/D) ; 

la fonction Yx —Z { \/D s'annulera pour certaines racines de l'une 
des deux fonctions 

Y ± Z Y/D ; 

soit Y2 —Z2 \/D le plus grand commun diviseur des deux fonctions 

Yi — Zjl \/D ei Y =t Z \/D, 

son degré étant supposé inférieur a Ce polynôme et; par 
conséquent aussi le suivant, 

Y q — ZoD > 

2/nrt 
s'annulent pour une certaine racine x = e A de l'équation irréduc-
tible F(#) = o, ce qui n'est pas possible. 

La décomposition (10) 11e porte aucune trace de la défini-
tion arithmétique des polynômes Y et Z qui, elle, a fait usage des 
sommes de Gauss, et il semble possible, mais non connu que ladite 
relation puisse fournir, d'une manière indépendante et d'une 
source toute différente, les polynômes en question. 

2. Les équations (8) donnent tout de suite 

A' (x) B' (x) _ /i^Z [x] Y' (x) - Y (x)Z' [x) 
A [x) B [x) 2 y V {x) - DZ2 [x) 

ou, en faisant usage de (10) 

A' (a:) IV [x) /pT Z {xj Y' [x) - Y [x) Z' {x) 
A (a;) J3(.r) V 2 F (/t;) 
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On parviendra à une autre représentation du premier membre 
en faisant usage du développement (6); la série 

c V* /D 

qui y figure peut se transformer en faisant jx = p + Av, et on aura : 

pz= | N r j; = 0 1 l r 

Nous sommes ainsi amenés à introduire la fonction entière 

P = i 

et la formule cherchée devient : 

en comparant avec ( M ) il vient : 

( , 4 ) Q M - X Z W Y ( T > , 7 Y W Z ' W S G N D . 

Représentons maintenant par A„ tous les diviseurs du nombre A 
plus petits que A, mais y compris l'unité, et formons le pro-
duit«1) 

4 IIF(*. 
1» 

de tous les polynômes irréductibles correspondants; il sera iden-
tique avec le quotient 

V [x) ' 

(,J On a F(a?, i) = x— i, F (a:, 2) = x + 1, F(a?f 4) — + 1 
SAV. ÉTRANG. t. XXXI1L — N° 2 . L7 

i i i i>niMcnu: i s a t i o s i l e . 
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et la formule ( 14.) pourra s'écrire 

(,4*) Q ( * ) - ± * s g n D [ Z ( . x ) Y > ) - Y (s) Z ' ( X ) ] - J \ F ( X % AJ. 
V 

La fonction Q2(x) — D est évidemment divisible par F (a?), puis-
2irt 

qu'elle s'annule pour x = e A ; on a donc la congruence : 

( 15) Q 2 ( * ) = D [mod.F(*)]. 

Pour la même valeur de x on a : 

Y(aJ-V®Z(x)-o, Q(a)-V®. 

d'où il suit que la fonction entière 

Y(x)-Q(x)l(x) 

est divisible par F(#) ; en d'autres termes : 

( 16) Y (x) ~ Q (x) Z (x) [mod* F (x)]. 

Cette congruence, dans laquelle Q(#) est supposé connu, définit 
d'une manière univoque les fonctions Y et Z, si l'on ajoute qu'elles 
sont de la forme (9). Car, en effel, elle donne, en prenant les 
carrés, 

Y2 [x) = Q2 (x) Z2 [x), 

ou, en faisant usage de ( i5) , 

Y2 (x) - DZ2 (x) = o [mod. F (x)]. 

Le premier membre étant,du degré au plus égal à (p (d), le 
quotient 

V{x)-D7J{x) 
F(x) 
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sera une constante qui, évidemment, est le nombre 4; il s'ensuit 
que pour les fonctions Y et Z en question, l'équation (i o) est satis-
faite; ce sont donc nécessairement nos anciennes fonctions, 

» 
i 

3* Reprenons l'équation (i4) : 

{, 4) Q M = i [ z M r (*) - Y M z ' (*) ] ^ D ! 

differ entions-la de part et d'autre, et posons x = i ; il vient : 

Q ' ( i ) - l î £ , [ & ( . ) r ( , ) - Y ( 1 ) Z ' ( , ) ] . g n D , 

ou, en remarquant que A sgn D = D : 

(«) S ^ - ^ R O Y ' M - Y H Z ' t , ) ] . 

On voit aisément que l'on a : 

A, si A est premier ou puissance d'un nombre 
premier ; 

i , si A est composé de plusieurs nombres pre-
miers. 

Si D est positif, le premier membre de [a] s'annule, el on 
trouve, en différentiant deux fois les deux membres de (i4) et 
faisant x—i au résultat, la relation suivante : 

(•«) ( ? ) ^ — F T ô [ Z ( 0 Y ' ( . ) — Y(r)Z"(0] , D > 0 . 

Mais si D = — A c o , le premier membre de (a) n'est autre 
chose que la quantité connue 

- ^ C l ( - A ) , 

l7» 

( ' 7) F ( 0 -
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et il s'ensuit que Ton a l'équation 

( , 9 ) é a t - A j - m y u m i i 

dont nous simplifierons encore le deuxième membre. 
Nous supposerons désormais que D diffère des valeurs — 3, 

— 4, ± 8 . Si alors A est composé, on aura F ( i ) = i et l'équa-
tion (10) donnera, dans le cas D = —A qui nous occupe : 

Y * ( I ) + A Z * ( . ) - 4 Ï 

puisque A > 4 , il faut que Z(i) soit nul, et par conséquent : 

Y ( I ) = * ± 2 , Z ( I ) = O, D== — A composé, A > 8 . 

L'équation (19) se simplifie comme il suit 

(19*) 2 Cl ( - A) = - ' Y ( 1 ) Z' ( 1 ), (A composé > 8 ), 

où il ne reste qu'à déterminer le signe de Y( 1) =zh 2. 
Soit maintenant A un nombre premier supérieur à 3 ; on a 

F ( I ) = A , Y 2 ( I ) + A Z 2 ( I ) = 4 A , 

il s'ensuit que Y ( i ) = Ay est divisible par A; il vient : 

d'où il suit que y — o , et par conséquent : 

Y( i)=«o, Z ( i ) = ± a ; D = — Apremier, A > 3 . 

L'équation (19) devient, dans ce cas : 

(19*) 2 A Cl ( - A) = Z ( 1 ) Y' ( 1 ), (A premier > 3). 

Nous établirons plus tard le signe de ta quantité Z (1 ) = d t 2. 
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4. La plus simple des questions concernant les fonctions Y et Z 
est la détermination des valeurs Y (o) et Z (o) ; on a : 

A / , / > ' 4 ' t t T , > A > 
A ( o ) H - i ) 2 n * - ( - o c ' 

iAl 26711 A a, A% Siffla, 
i TT T t T2" 

a et b ayant l'ancienne signification des nombres qui satisfont aux 
conditions 

( S ) - . ( ï ) — • 
Il faut distinguer deux cas 

i ° D positif. 

Ici on a : 

et par conséquent : 

d'où : 
A ( o ) = B ( o ) = i , 

c'est-à-dire : 

(2 0°) Y(o, D) = 2, Z (o, D) = o pour D > o . 

2° D = —A négatif. 

Ici on a : 
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et par conséquent : 

d'où l'on conclut : 
A(o) «=B(o) = (— ])Gl("A). 

Si A est premier, le nombre des classes est impair; tandis qu'il 
est pair pour A composé plus grand que huit; par conséquent : 

( — 2 , si A est premier > 3 ) 
(2Q>) Y(o , 1 , Z ( o , - A ) - o . 

f + 2 , si A est compose > o ) 

Considérons maintenant la fonction 
• 

( laiti \ 1 . . à. îaiti / 2«7ri\ 

n 

nous venons de voir que l'on a, en général : 

tandis que le deuxième membre est — i , si D est négatif et pre-
mier; nous désignerons par e cette quantité + î ou — î et nous 
aurons : 

a 

Si maintenant D est positif, on aura : 
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de sorte que le symbole A — a parcourt le système des nombres a, 
et il vient : 

{a) D)-À(*. D), D>o. 

Mais si D = — A est négatif, on a 

de sorte que l'ensemble des nombres A — a coïncide avec les 
nombres 6, et nous aurons : 

(6) > ' A ( I , - A W E B ( * , _ A ) j , p o u r A c o m p o s é . 

/ x ( e = — i pour A premier. 

On en déduit les relations très importantes : 

D)-T(», D), 

(ai) 

X 

X2 

X2 

; 3 * U Z ( ^ D ) - Z ( . r , D ) , D > O, 

Y(i, -A ) = eY(a, - A), 

- A ) EZ(®,-A), 

(e = — i pour A premier, e = i pour A composé; sont exclues 
les valeurs de A = 3, 4 > 8 et D = 8). 

Ces relations permettent d'étudier les valeurs complexes Y(i) et 
Z(i); les coefficients de ces fonctions étant réels, les valeurs Y (i) 
et Y(— i) seront conjuguées, ainsi que les quantités Z (i) et Z (— i) ; 
nous aurons besoin de la valeur de -<p(A) et de pour le 
module ¿i. 
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Si A est composé, on a toujours -(p(A) = o (mod. 4)» tandis 
1 à i ^ que pour A premier, = — — est impair. 

Si D > o est composé, on aura, en général, - <p (D) = o (mod. 4), 
2 

mais il y a l'exception, si D = 4P, P = 3 (mod. 4) et premier, 
puis si D = p i p 2 , les deux premiers p̂ p̂  étant congrus avec 3 pour 
le module 4 ; dans ces deux cas on aura : 

(mod. 4), 

S i D > o et -<p(D) = o (mod. 4 ) , les formules (2 1 ) donnent: 

Y(i, D) = Y{— i, D), Z(i, D) = Z(— 1, D), 

et les quantités Y(i) et Z(i) sont par conséquent des entiers réels. 

Si D > o, mais - ^ ( D ) = 2 (mod. 4), on aura : 

Y ( - i , D ) Y(i, D), Z(— i, D) — Z ( i , D ) , 

et les deux quantités Y(i) et Z(i) seront, ou purement imaginaires, 
ou nulles en partie. 

Si D = — A est composé et par conséquent - <p(A) = o (morl. 4), 
s = i , on a : 

Y ( - 0 = Y(i), Z(—i) Z(i), 

d'où il suit que Y(i) est réel, Z(i) purement imaginaire. 

Si D = —A est premier, et alors s = — î , les quantités Y(i) et 
Z(i) seront essentiellement complexes; on trouve aisément, comme 
conséquence de (2 1) : 

y et z étant réels. 
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Dans ce dernier cas on a F(i) = /, et il s'ensuit que ces nombres 
y et z donnent une solution de l'équation indéterminée i 

A + l 
y2 — A z 2 = 2 (— i ) * . 

Pour les cas exclus D = — 3, — 4, ± 8, les recherches seraient 
inutiles, puisque les expressions Y et Z sont très simples : 

D = — 3, Y = 2/r-f- i, Z — i, 

D = — 4, Y — 2x, Z = i, 

D = — 8, Y = 2 X 2 — 2, Z = x, 

D = + 8, Y = 2 . x 2 + 2 , Z = X. 

5. Nous allons maintenant déterminer les valeurs Y ( i ) pour A 
co'mposé et Z ( i ) pour A premier, en supposant D = — A. La va-
leur A( i ) de la fonction A(#) pour x = i s'obtient directement de 
la définition, 

/ 2 f l 7 T t \ L iri 

(a) A( i ) - I X V1 - 'e V = ( " O5 I I ( 2 si: 

2fl7Tt\ 
(I7r\ 

s m T J ; 
a a 

la quantité réelle et positive 

n ( 2 s i n ^ ) 
a 

représente la valeur absolue de A( i) et sera, par conséquent, égale 
à i si A est composé; il s'ensuit dans ce cas, si l'on substitue 

S a v . e t r a n g * t. XXXIII. — i\° 2 . 18 

l U P t U l f E M E K A T I O R A L B . 
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d'où, Cl(— A) étant pair pour A composé, 

A( i) = ( - i ) - , Y ( 1 ) = (— i)2 2. 

s 

Si, au contraire, A est premier, on a Y( î ) = o , Z ( î ) = ± 2 , et, 
par conséquent : 

(b) A ( . ) — i « V £ z ( . ) . 

| A( i) I = V/A, et on tire de (a) : 

ou bien : 

d'où, en comparant avec (b) : 

z t o H - O ' K 4 ' - ^ . 

En portant ces valeurs dans les relations (19°) et (196), nous 
aurons : 

/ Cl (— A) — 1 
i Y ' ( i , — A) = (— 1) 2 A C l ( - A ) , si A est premier > 3, 

( l 9*) J 

[ Z ' ( i , — A) = —(— i)2Cl(_A) Cl(—A), si A est composé > 8 . 

Observons que notre réponse dans le cas de A premier, 

Z( . ) - ( - , ) » . 2 , . 

ne détermine le signe de Z( i) qu'à l'aide du nombre des classes; 
cette question, qui revient à déterminer le reste suivant le mo-



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 139 

dule 4 du nombre Cl (—A), avait occupé Diricblet, Jacobi, Kro-
necker et Liouville, sans que leurs efforts aient été couronnés par 
un succès satisfaisant; la question est beaucoup plus facile, mais 
aussi beaucoup moins intéressante si A est un nombre composé, 
et nous en rencontrerons une complète solution. 

On peut obtenir aussi aisément les valeurs Y(— i) et Z(— i) 
dans le cas de D = — A ; car on a toujours, si Ton ne tient pas 
compte des valeurs exceptées 3, 4 et 8, F(— i) = i , et, par consé-
quent : 

Z ( - i ) 2 + A Z ( - i ) 2 = 4 , 

ce qui exige que Ton ait : 

Z(— l) = o, Y ( - l ) « ± 2 . 

On a donc, en faisant usage de la définition ( i "), 

( %2avi\ 

ou bien : 
a 

arti 

I Y I - . M - . J ^ . Z t j j ^ C O , « ) 

Cela posé, employons la valeur 

et observons que la valeur absolue de i) étant l'unité, on 
aura : 

I J ( 2 C O S ^ ) = ( - l ) N , 
a 

\ 
si N parmi les a appartiennent à l'intervalle • • • AJ, il vient : 

~ - Y ( ~ i ) = ( - i ) 2 Ï2 

1». 
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D après la définition du nombre N, on a : 

ou bien : 

La première somme est ^ £>(A), la seconde — 2̂ — ^ ^ Cl(— A), 
et, par conséquent : 

. Y = r 2N = r & (A) + ( l ) ) Cl (- A,̂  

d'où il suit : 

Si A est impair, i — est toujours pair et on pourra écrire : 
ë 

1 ( ) 
(22 ) Y ( _ ! . ) _ ( - 1)-

ceci aura lieu aussi pour A composé, car dans ce cas Cl (—A) sera 
pair, mais il faudra distinguer les deux cas : 

Si A est premier, on aura impair, Cl (—A) impair* et 
par conséquent : 

i Y ( - , ) — ( - , ) « = - ( | ) ; 

on aura : 

» 

si A est composé et impair. 
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Mais si A est pair et plus grand que 8, la formule (22") devient : 

et il faut déterminer le reste du nombre des classes suivant le mo-
dule 4- La décomposition des classes en genres fait voir que 
Cl (—A) est divisible par 4* si A admet trois diviseurs premiers, et 
on aura pour A = l±m ou A = 8m : 

si m est composé. 
Nous devons donc encore examiner les cas de A = kp, A = 8p, 

p désignant un nombre premier. 
Dans le premier cas, p sera nécessairement de la forme l\k+ t, 

et la formule 

a = l a —l 

fait voir que le premier membre est de la même parité que k; on 
aura donc : 

( - 0 2 - ( - 0 

Dans le deuxième cas A = 8p, le nombre p pourra avoir Tune 
ou l'autre des deux formes 4£ + i et àk-\- 3, et les formules (37) 
et (4o) du chapitre 11 donnent : 

[f] + >, 

[ i * ] « 

) , + 3 . 
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Dans la première formule le nombre des termes est : 

[ ; * ] + » * - [ ? ] - [ £ ] + [ ? ] ( » « M -

et il est aisé de voir que ceci est de la même parité que h, d'où : 

Dans la deuxième formule, on a : 

ici(- 8,0- [S] - [ ! ] + . - [i] + [»] + • - 4+ . (mod. a); 

si k = 2 h est pair, on a p = 8A + 3, (^j = — i = { — 

si k = 2I1 — 1 est impair, on a p = 8/i -f 1, (^j = 1 = (— L)*+1; 

donc on a aussi, dans le second cas : 

Nous avons donc la formule 
es) 

si A = 4/) ou 8p, p premier; naturellement pour A = /ip il faut 
que p= 1 (mod. 4), sans quoi — A ne pourrait être un discrimi-
nant fondamental. 

En résumant ce que nous venons de trouver au sujet de la for-
mule (22°), nous avons le théorème suivant : 

~ ( l ) P o u r ^ premier; 

(22) i Y ( — 1, - A ) = j H ) P o u r ou 8pf p premier; 

1 pour A composé contenant au moins 
deux facteurs impairs. 
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En portant ces résultats dans la formule (i4.) qui, à cause de 
Z (— i ) = o , se simplifie comme il suit pour A impair : 

Q(- •)—Y(-.)Z'(-1). 

nous aurons une formule nouvelle si nous exprimons Q(— i ) d une 
manière simple. De la définition 

A - I À - l 

on tire : 

Q( -0 - »2 (= i ) ( -> 
ou bien 

Q(- ')=(£) | - (1)) ci(- A). T = 2 , 

et nous aurons le résultat suivant : 

- ( , - ( I ) ) Cl{ - A) 

pour A premier; 
(H) Z ' ( - i , - A ) - { 

pour A composé impair, 

En supposant A pair, diiférentions les deux membres de (i4.) 
et posons x = — \ ; il vient : 

% i 2 _ i Y ( - i ) Z ' ( - . ) ; 
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or on a : 

1 À — 1 ) 3 | i ) t « , . X 

C l ( - A ) , 

et, en faisant usage de (22), nous aurons pour A = 4m ou A = 8m : 

— f — ] Gl(— A), si m est premier; 
Z'(-i,-A) = j { 1 ť 

— Cl(— A), si m est composé. 

6. Nous allons montrer comment pourront s'obtenir les fonc-
tions Y et Z pour un discriminant produit DíD2 en les supposant 
connues pour les discriminants facteurs D t et D2. 

Soient en eifet Dx et D2 deux discriminants fondamentaux 
premiers entre eux, Aj et A2 leurs valeurs absolues; le produit 
DxD2 = D sera aussi un discriminant fondamental, et il sera 

A, A, / 2imi 
A^.D.DJ-ITU-^'4 -

v - L 

Le nombre a = Aj + Ao est premier avec A ^ et on pourra 
remplacer l'indice v par av; il vient : 

UiPiisVl 
/ %tvm \ 2 L ^ «r / \ v ) J 

v 

l'un des deux discriminants, soitD,, sera nécessairement impair; 
on aura donc : 

et l'expression 

P.DA _ ( D, \ / D, \ = (»A (VA 
a ) U , + V U , + V \ a J \ A J 
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sera égale à 

ce que l'on peut exprimer par l'équation 

n r> \ 1 - ssn Di # 1 - Da 

e. est donc — i , si les deux discriminants sont négatifs, et on a 
s = 4-1 dans les deux autres cas. Ce résultat symétrique serait le 
même, si l'on avait supposé que D2 est impair; il est donc général; 
faisant usage de cette petite remarque et remplaçant 

r r par sa valeur + 

nous aurons : 

U Î ^ V l 
A, A„ / AWRINSL V f / \ / J 

A ( ® , D 1 D a ) - n V j ; - < î A , + ; 

introduisons, au lieu de v, les indices p et /x par la substitution 

j; = p + (xA,, ( p = 1 , 2 , A, ; |£ = o , i , . A2— i), 

il vient : a 

A t ' . w - n n « - ^ J > 

en posant pour abréger 

Laissant p constant, effectuons la multiplication par rapport à fx; 
alors la quantité p + | x p a r c o u r t un système complet des 

SAV. ETRANG. t. XXXIIÏ. — N° 2. i g 
l U p R l U E l U C !» A T l O X A L K . 
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restes suivant le module A2, de sorte qu'on pourra remplacer v par 
les nombres o , i , 2 , . . . A2 — 1, et puisque pour v = o a sera nul, 
on peut supprimer v = o et prendre seulement 

A r l A -1 / ^ P ™ g y i r t v 2 L \ p j \ v j \ p j \ v f J 

^ . w - n n ' - ^ ' ' 
1 v-i 

En mettant le facteur général 

2p7ri 2imi 2pvi f Spni 2wni 
+ 

x — e AI SOUS la forme <E A> L xe A 

et si Ton fait usage de la valeur de l'expression 

p V 1 1 

t î zpiti \ 

p 1 p 1 v 

qui résulte des formules connues 

011 aura l'expression suivante : 

A(., D i d . : ) = n _ e x ) , 
OU 

2(T>_ /Da / m / m , n v 

I p / U ^ l p / U / ' p y i w ' V p y \ p 

le produit (£> (A] ) (p (A2 ) étant toujours divisible par le facteur 
exponentiel disparait, et si l'on change p en Ax — p, 2<x devient : 
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et nous aurons : 
2 pwi 2 y i r i \ < 7 " v - 1 V ? / fp^ 

é! 
p = 1 v = l 

dans ce produit on peut supprimer tous les facteurs où p n'est pas 
premier avec A^ car pour eux <r" = o. Pour un p fixe, premier 
avec A!, le produit partiel 

/ ^ a" 

/ \ / \ 
sera égala Aiœe A i , D0J ou à BLre , D2J, selon que 

(71) = * s g n D i ou ( y ) = - £ D l -

Nous sommes amenés à répartir les nombres 1, 2, 3, • * • Ax — 1 
en deux catégories a et ¡3 composées dun nombre égal d'éléments 
en posant la définition v 

(»S") (I) 

(o < a < Ax » o < ( 3 < A 1 ) ; 

alors il vient : 

20m / 2a™ \ / 

a ' fi 

ou, comme je répète, 

1 —agnD1 1 —sgnDa l~sgnDl 1 + sgnD, 
{2 5*) s - ( - 1 ' e sgn D, = i ~ 

•s-
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On trouve de la même manière : 

/ \ / 

( 2 5 ) B ^ D A J - n B ^ ^ . D j - n A l « ^ . 
a ¡3 

Ces deux formules (28) et (25) résolvent le problème proposé. 
Si d x d 2 surpasse une certaine limite, le calcul des fonctions A et B 
serait incommode; ces formides peuvent faciliter la recherche des 
valeurs numériques desdites fonctions pour des valeurs particu-
lières de x. 

En particulier, ces formules servent à ramener le problème aux 
discriminants impairs. 

Soit D2 — — A un discriminant fondamental impair, et prenons 
D, = — 4; 011 a : 

t 

s sgn D, = 1, donc a = 1, jS = 3, 

j A (a?, 4A) - A (¿1:, - A) 13 ( - - A), 

6 ' ( B [x, 4 A) = A ( - - A) B (i.r, - A). 

Soit en second lieu D2 = D un discriminant fondamental positif 
impair, et posons D, = — 4 ; alors : 

e sgn D, = — 1, de sorte que a = 3, |S = 1 ; 

on aura donc : 

( A (.x-, - 4D) - A ( - ix, D) B (ex, D), 

' 2 7 ' ( B - 4D) - A (ixy D) B ( - ix, D). 

» 

En conservant la même valeur D2, prenons DA = 8; on aura : 

s s g n D t = 1, et,-par conséquent, a — 1,7 et (3=3,5; 
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posant pour abréger 
i 4- i 

i - i ï ' 
nous aurons : 

j A (x , 8D) = A ( j x , D ) A ( j ~ l x , D ) B ( f x , D)B(j~\x, D), 

( B(x, 8D) = B [ j x , D)B(j~lx_, D ) A ( f x , D)k(j~3x, D). 
> " » 

On aurait obtenu les formules suivantes, si l'on avait choisi 
D, = — 8 : 

j k(x, — 8D) = A (j~lx, D) A (j~3x, O) B (jx, D) B (fx, D), 

| B (x, - 8 D ) = . B (j~lx, D)B (j-*x, D) A (jx, D)A(fx, D). 
» 

On trouve enfin : 

(3 o) A (x, 8 A) = A (jx, — A) A ( ;3 x, - A) B (j~l x,-A)B (y-3 a:,—A), 

(29") A.(.x, — 8 A) = A (jx, — A) A (j~1 x,—A) B (f — A) B ( j~3 —A). 
* 

* 

Cette dernière formule est contenue dans (29) si l'on y rem-
place D par — A;.par conséquent, la formule (29) a lieu pour des 
discriminants impairs D , positifs ou négatifs. 

7, Considérons le& fonctions A(#) et B (#) pour un discriminant 
positif; elles sont évidemment réelles pour x réel, puis elles sont 
positives pour x = o, et ne pouvant jamais s'annuler, * elles restent 
positives pour les valeurs réelles de la variable. 

En supposant que dans (7) l e logarithme est pris/dans le sens 
arithmétique, on a donc logc==o et, par conséquent, 

« 

~ ; \ • i — 1 ~ 
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en passant à la limite pour x — i , le second membre devient : 

V » 1 (?)ir-Cl(D)logE(D), fl= 1 ^ ^ 

d'où cette formule célèbre de Dirichlet : 

(3,) . a(D)iogE(D)-log|ifj, 

on bien 

^ Y ( i , D ) + \/DZ(i,D) (31 *) Cl (D) logEiD) = loe 
V 1 \ J B \ J o Y(I,D)-V/I5Z(I,D) 

Ce résultat ramène le calcul du nombre des classes C1(D) = H 
ÎI la détermination de l'exposant dans l'équation algébrique 

Ï ± s j f - ( M ) " , ( Y - Y ( . J . Z - Z ( O ) . 

dont les éléments sont définis, mais non exprimés, d une manière 
algébrique; cette circonstance est bien remarquable, puisqu'elle 
laisse espérer qu'on parvient à une expression du nombre des 
classes où les signes de Legendre ne figurent pas. 

Prenons dans l'équation [a) x — — i , on aura, au second membre, 

1 1 \ 

- - . ( > - ( 5 ) ) Cl(D)logE(D) 

et, par conséquent, 

(3.) [ 1 - ( i ) ] C l ( D ) . c g E ( D ) - l o g M i 5 M ; 
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si donc 
D = i (mod. 8), 

la fonction D) sera divisible par o; + î ; dans ce cas, Z ( i , D) 
est toujours pair, ce qui est connu. 

Si Ton prend # = i dans 1 équation (a), il vient : 

A(l) 

d'où • 

M ' i - f -
<33) l o g | | l = - A 5 Z C l ( D ) l o g E ( D ) + ^Gl(--4D) (Dimpair); 

la valeur absolue de la quantité réelle 
/ 

Y(/) + \/DZ(i) 

Y ( 0 - v / Ô Z ( 0 

est donc la quantité 

E (D) , si D est impair. 

On parvient également à des résultats simples si l'on pose 

CC " é? , C • 

/ 

Revenons sur l'équation (31 *) en écrivant Y et Z au lieu de 
Y ( j ) , Z (i); la relation 

(b) Y 2 - D Z 2 = 4 F , F = F ( I ) 

fait voir qu'on a : 

iCJ(D)IogE(D)-iogï±^5. 
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Pour D composé plus grand que 8, on a F = i ; les entiers Y et 
Z satisferont à l'équation de Fermât : 

, Y * - D Z W u 

et on aura, comme on sait, jx étant un entier, 

Y+v/DZ = EfX, 

d'où Gl(D) = 2fi . 
Pour des discriminants fondamentaux composés plus grands 

que 8, le nombre des classes est donc toujours pair. 
Si, au contraire,- D est un nombre premier, on a F==D et 

l'équation (6) fait voir qu'il faut mettre 

Y = D z, Z = y ; 

les entiers z et y satisferont à l'équation 

et non à l'équation de Fermât; on ne peut pas avoir 

où p, serait entier; mais on a : 

- i C i ( D ) l o g E ( D ) - l o g i ± i V © 

t 

et, par conséquent, 

( ¿ ± p £ ) ' _ E H ( D ) , H = Cl (D) ; 

« 
\ * 

il s'ensuit que H est impair. 
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Donc, pour les discriminants fondamentaux positifs et premiers, 
le nombre des classes est impair. 

Passons maintenant au cas de D = 4A, où A est un nombre 
premier, naturellement de la forme /|/f+3. Les formules (26) 
donnent 

B( 1, 4A) A (— — A) B (t, — A) 
A(i, 4A) A(i\ —A)B(—«, —A) ; 

A + l 
or, en posant (—1) 4 = 0\ on a pour A > 3 : 

Y(ï, — A) = (i 4-<ri)j, ^(l, — A) — ¿or(i 

Y (— 1, — A) = ( 1 — Z (— î, — A) = zcr ( 1 — <x?) z ; 

* 

les entiers j e t z satisfont à l'équation 

J - — A z - = 2 <7. 

• 1 

En substituant les valeurs qu'on vient de noter, il vient : 

B(i,4A) / y + azy/ïX- _ { y + crz\/A) 
A ( j , 4 A ) V J ~ < 7 z v / A / 

d'où il suit : 

i C l t ^ J l o g E ^ - i o g Î M ^ l 

Si le nombre - Cl (4 A) = |X était pair, 011 aurait : 

y + <r* y/A 

où / et H sont deux entiers positifs; il faudrait donc qu'on eût : 

« 

équation impossible; il s'ensuit que jx est nécessairement impair 
S AV. ETRANG. t . X X X I I I . — N ° % 2 0 

I M P B I I I E R I E * A T I 0 I U L E . 
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Nous ayons ainsi démontré la congruence 
s 

r* 

(34) v Cl(4A) = 2 (mod. 4) (A premier supérieur à 3); 

ce fait mérite l'attention parce qu'il distingue les discriminants po-
sitifs des discriminants négatifs; pour ces derniers, l'équation (2 3) 
donne : 

C1(4D)= i — ( V j (mod. 4) (D premier). 

Il paraît impossible d'établir ces deux dernières congruences 
comme conséquences d'une théorie algébrique commune aux deux 
catégories des formes, analogue par exemple à celle de la compo-
sition. 

Si les discriminants Dx et D2 ont le même signe, alors dans 
les formules (26) et (26) les a seront les nombres a et les (3 les 
nombres b correspondant au discriminant D} ; nous les désignerons 
par ax et bx, de sorte que 

lesdites formules donnent par division, en substituant x = 

2«,iri \ / 2&tirî 

A^D.D.)-11 f \ ' l l / Îîilf A 
a ' A U V D J bl A U J 

ce qui ramène le calcul du nombre des classes d'un discriminant 
positif composé à la recherche des polynômes Y et Z correspon-

- dant à l'un de ses facteurs. 
On peut présenter ce fait sous une forme plus intéressante en 

faisant usage d'un théorème élémentaire de la théorie de l'élimi-
nation . 
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Posons pour abréger : 

D j J — A i , B ( s , D j J ^ B j , e t c . , 

et représentons par R ( A j , A2) le résultant (de l'élimination de x) 
des deux polynômes Ax et A2; on a, comme on sait : 

/ SrtjirtX / 2at7ri\ s 
R(A„ A , ) — J J A J C " ] , R(A„ B J - I I B , . 4 ' ). 

a t fl, 

bx hx 

et l'équation (35) donnera : 

•B(i t D 1 D a )_,R(A t .B f ) ,R(B l l BJ  
} A ( i , D 1 D a ) ~ R ( A 1 . A f } - R ( B r A t ) 1 

de sorte qu'on a : 

(35") Cl (D, D, ) log E (D, D, ) - log - log , 

- *v 

l'état actuel de la théorie de l'élimination et de celle des poly-
nômes Y et Z permet à peine d'en tirer quelque conséquence 
arithmétique; ce fait mérite cependant d'être signalé. 

8. La dernière formule peut s'établir directement au moyen de 
l'équation (7) et avec moins d'hypothèses; mettons les polynômes 
2A(#) et aB (#) sous leur forme explicite en Y et Z et employons 
l'écriture abrégée Y^a?) et Zx(x) pour Y(#, Dj) et Z(#, Dx). La for-
mule (7) s'écrira : 

° 1 V (ÎTi W P Y,(a?) — y/D, Z,(a;) & 

où la quantité c a été définie plus haut. 
20. 
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Cela étant, soit D2 un nouveau discriminant fondamental, non 
nécessairement premier avecD^, A2 sa valeur absolue; remplaçons# 

2/nrî 
par xe **, multiplions les deux membres de l'équation ainsi obtenue 

par et ajoutons pour h = 1, 2, 3, • • • A2 — 1. Il vient : 

(36) V/D; V/D2 sgn D , 2 
V- ) V-

'Ihlti 
_ V AP.NwY^a^^ j + x / P j z A ^ M , 
^ ^ Wi/ & ' 

Y. U c \/0 

Z, (.Xi 

D; Z, U f l A * / 

Si Dx D2 est négatif, la partie réelle disparaîtra et la formule ne 
nous fournit rien à cause de l'indétermination du logarithme; mais 
si D I D 2 est positif, c'est-à-dire si DX et D 2 sont du même signe, le 
premier membre sera réel et on peut négliger partout la partie 
imaginaire des logarithmes si elle doit se présenter dans certains 
termes. On a pour x — 1, au premier membre la série 

N / D A 2 ( - 7 T ) ^ = C 1 , ) log E (D,Z>,), 
¡1 — 1 

puisque la quantité ŷ DJ v/D2 sgn DX est réelle et positive, si le pro-
duit. D! D.2 est positif. On a ainsi la relation 

(36*) C i p . D J l o g E i D . D J 

A„-1 

S ( x > s h=1 

/ ViTTi \ / 2hvi \ 
Y D, ) + y/Pi Z D, ) 

yU ^.D.J-x/DIZU 

qui fait voir que la connaissance des fonctions Y el Z pour les 
valeurs de x qui sont les racines de l'unité signifie un certain pro-
grès de l'arithmétique des formes. Remarquons que les ternies du 
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second membre sont égaux deux: à deux, de sorte qu'il suffit de 

prendre h c - en doublant le résultat. 
. 2 11 . 

Citons quelques formules particidières : 

- G1 (3A) logE (3 A)=Mog 
Y 1 + . - A) - i N/Â Z ( c i ± M , - A) 

~ Cl ( 4 A) log E {4: A ) = l o g Y(Q + tVAZ(Q, 
Y(0-i'v/ÂZ(/) 

^ C l ( 5 D ) l o g E (5D) = log 

47rt / > / 27ri 
YVe5 j+y/DZ[e~J\\e * ) -y/DZ 

YU~ 

-'nrt 

)/ / 47Ti\ / 
- v'D Z V 3 / Y W 

T 

« 

i C l ( 3 A ) i o g E ( 3 A ) = 
M 

Hkiri 
e + i + t\/3 
Hkiri 

e + 2 
Ih-ni 

e A + 
i — i\j3 Ih-ni 

e A + 2 

K4] « 
- 1 ; (ïr) 

cos 

/ h . I 
COS7T(- + g 

Pour Dj = 12, on a : 

et on trouve donc : 

• • [ H 
j C l ( i aD)logE (i 2 D ) = 2 

k = l S) * 
2 COS 

a/i7r 
T T + V/3 

2?l7r /77 
2 COS —rt V° D 

9. Je me contente de noter rapidement que la formule générale 
* t 
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qu'on peut écrire sous forme imaginaire 

k^l ± 
l — C 

donne naissance à la congruence suivante, où — A est un discrimi-
nant fondamental : 

(37) i ï t ' - ^ • S ^ - ^ ï F I O a b A l Q M 

[mod. F (x)]; 

iirt 
en effet, pour x = e * , les deux membres sont égaux et leur diffé-
rence doit par conséquent admettre le diviseur irréductible F (&•). 

On a une congruence analogue pour les discriminants fonda-
mentaux positifs; posant, pour abréger, 

G M = = n ( l - A ( ( Y ) — 1 ' 0 < 6 < D ) , 
b 

on aura : 

(38) ( T + s a H p . G ^ [ m o d . F.(.Ï)]. 

Mais en essayant de changer ces congruences fonctionnelles en 
congruences numériques en attribuant à x une valeur conve-
nable, on se fatigue par de très grands nombres sur lesquels on 
devrait opérer. 

Je termine ces matières par la remarque suivante. La formule 
suivante, qui résulte de (5) et (i i), 

« 

(A) 2 — h ^ - ' V * 
V — l A 
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permet d'établir plusieurs formules dans lesquelles intervient le 
nombre des classes d'un discriminant négatif fondamental; on les 

obtient en faisant # = ib 1, zki, — p o u r ces valeurs, la trans-
formation du premier membre n'oifre aucune difficulté, et je me 
borne donc à signaler les résultats. 

2nn 
En posant x = e 3 , le premier membre devient : 

2nn A — 1 

V— 1 

et l'équation (A) prend la forme 

2 mi 
où x = e s et — A signifie un discriminant fondamental négatif. 

Pour certaines valeurs particulières, le second membre s'ex-
prime à l'aide du nombre des classes; on y parvient en faisant 
usage de la série 

m 

7T COt XTt = lim 2 
m — oo k—— m 

parmi les formules qu'on obtient de la sorte, j'ai vérifié les sui-
vantes 

(B) f ( • - * ( ! ) ) 

1 

et celle-ci, dans laquelle A est impair, 

(D) («•- . . 3). 
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« < î 
i . 4 , t l 

J'ai cherché aussi la valeur du premier membre de (B) pour les 
discriminants généraux; ainsi la formule (B) subsiste pour tous 
les discriminants impairs, tandis qu$ pour les discriminants pairs, 
on a lés équations : " 

» 

(B ' ) 2 i x ) % T - ^ C 1 < - À)' (& = M (rnod. , 6)'), 1 

<B2) ( A - o ( m o d . 8 ) ) . 

10. Je veux essayer d'obtenir quelques sommes présentant une 
certaine analogie avec celles de Gauss» en m'appuyant sur des prin-
cipes purement arithmétiques: * 1 x 

* 

Représentons par (n, m) le nombre de solutions de la con-
gru ence 

(mod. m), 
« 

i 

en supposant que le module m est la valeur absolue d'un discrimi-
nant fondamental, Les facteurs premiers impairs cle ce nombre 
doivent être affectés du signe positif ou négatif, choisi de telle sorte 
que leurs valeurs algébriques soient des discriminants ; cela veut dire 
que, si q = p I est un facteur premier impair de ni, on doit poser : 

V 
7-' 

< 
f 

La propriété élémentaire de la fonction ^(rt, m), qui consiste 
dans la formule 

•¥(/*, w')H>(/i, m m ), 
f 

laquelle a lieu pour deux modules quelconques premiers entre 
eux; conduit aisément à la détermination générale de la fonc-
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lion Les résultats auxquels on parvient, se résument dune 
manière assez commode par le théorème suivant : 

Représentons par d l'unité et tous les autres diviseurs du nombre m, 
pris avec un signe convenable pour que d soit un discriminant fonda-
mental; alors on a 

(A) * ( » . » ) - 2 (5 

pourvu quun des deux nombres m et n au moins soit impair; mais 
on a 

(B) ~ ^(An, m)= 2 (^a)1 Sl m es' Pa*r: 

Soit f{z) une fonction arbitraire finie et admettant la période 1 ; 
nous allons évaluer la somme 

m — 1 

2 / ( £ 
« 

On aura, à cause de la périodicité,, = w 

(mod. m), o f i n c m , et pour n donné, il y a dans notre somme 

^ ( n , m) termes égaux à p a r conséquent 

m — L _ m — 1 

2 / ( = ) - 2 * ( " . » ) / £ 
À*=0 « = 0 

Supposant m impair, m) s'exprimera au moyen de (A), et 
il vient : 

m — L , . m - 1 . 
tfv v v^ /d 

( 0 2 / ( D - 2 " 2 ( ; ) / ( s ) 
0 d v = Q 

S a v . e t r a n g . t. XXXIII. — 2 . 21 
I M P I t I M r . M E NATIONAI..F.. 
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où d parcourt les diviseurs de m, pris avec un signe convenable, 
qui sont ou i ou des discriminants fondamentaux; enfin le sym-

bole est l'unité pour d= i et zéro dans d'autres cas. 
f Si:m est pair,, rh.m étant, un discriminant fondamental, on 
aura 

m)= ^ Í-J pour n impair, 
d 

et 

^ ( n , ro) = 2 ^ P o u r (mod. 4); 

* 

or tous les n qui sont des résidus quadratiques pour le module m 
sont ou impairs ou divisibles par l\ ; on aura donc : 

u 

A-=îU 11 = 0 h' = 0 d X / \ / 

ou, en séparant les « pairs et les n impairs, 

— ^ 7 * i \ { l ? 

= 0 ÍÍ A d V = 0 

( X = i, 3, 5, • • •m— i). 

Prenons par exemple pour f{x) la fonction 

(.x), 

appelée le plus petit reste positif de x; elle est évidemment pério-
dique et finie, donc le choix est légitime; soit ± A un discrimi-
nant fondamental impair, et prenons m = A; la formule (C) devient, 
dans ce cas » 

I a v= 1 
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ou bien, puisque ' 

v — 1 d v 

Si le facteur discriminant d est positif, on a 

A-i , 
d\ v 

v^l 

et il ne reste que des discriminants facteurs négatifs d = ~ S et 
]mis d— 1. On sait que 

r 

f 

les termes provenant de d= î ont la somme 

A- 1 
A — 1 2 3 -

V= 1 
il s'ensuit : 

i 

V-I S à 

(àzA étant un discriminant fondamental impair dont S parcourt les 
diviseurs de la forme + 3)W. 

En remplaçant R ( ^ ) par sa valeur ~ — on aura 

Cette formule est contenue dans une relation plus générale que j'ai obtenue 
à l'aide dés séries infinies. 

2 1 . 
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:Si l'on avait-fait 1 * • . 

•r) — c f t . ( ^ 

Tentièr n étant supposé premier avec A, on aurait ta formule plus 
générale 

> 

(*»•) té) «(-*)• 

Supposons maintenant A pair; on aura : 

» * 
- A _ I 

A — 1 . . /I 
w 2 « ( ï ) - 2 2 ( i ) ï + ' 2 2 ( é ) Ç 

d X y ' d 

1 , 3 , 5 , - A — i).. 

Si d est pair, on auua : 

i ^ À - 1 , , 
v ^ v v ((l\ — 
2à{x) 2à 2i \p)\d\ 

/ v=i v=I 

ce qui est égal à 

— i) pour d= — S<o, 

tandis que cette expression est nulle si d> o. 
Pour d impair, | d\ = S> i, on a : 

S x ; " . - 2 f > ; 
Î>=1 

et cela est 
S-1 ? 
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Si <¿> 6 , cette expression est évidemment o, et elle devient : 

Pour d= y la somme 

2 © 
d\ X A 

T sera - , à 4 

et la première partie- du deuxième membre de (a) sera 

ô 

dans la deuxième ne figurent que les d impairs et elle coïncide 
avec l'expression 

S' parcourant les diviseurs impairs de A; on a donc, pour A pair : 

(* o 2 • - 2 f , M * ) ] Q ( - - 2 £ c i t - i r 
' S 

« 

On 
peut réunir les deux sommes au second membre en une 

seule, 

et on a : 
(4'*) 

S * 

(=hA un discriminant fondamental pair, dont — S parcourt les divi-
seurs qui sont des discriminants négatifs fondamentaux). 
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Prenons maintenant 

ce qui ' est bien une fonction à période i ; elle satisfait ensuite k 
l'équation 

/(> - * ) — / ( * ) 
f 

i 

dont il résulte que les sommes 

.2 (;)*»*• (S 
v— 1 

s'annulent, si d est un discriminant positif contenu dans A; car les 
termes de la suite se détruisent deux à deux en vertu de la cir-
constance 

d \ = (d 
A-vJ U 

qui a lieu pour d> o; cela a lieu aussi pour </= J , et il ne reste 
qu'à considérer le cas où dco. 

Pour calculer la somme 

1 

je pose v = p-\-Sfxy ce qui donne : 

S - 2 ( t ) r * ( S + 5 ) -
p— 1 1 ft = 0 

La première sommation s'effectue à l'aide du théorème suivant : 

a — 1 
2 sgn R* ( * + £) = sgn R* (as), 
a=0 
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qui se vérifie immédiatement au moyeu de la série trigonomé-
trique (8), chapitre ni, et qiii devrait s'obtenir aussi comme 
conséquence d'une formule analogue sur la fonction laquelle 
a été donnée par M. Hermite et considérée par M. Stern à maintes 
reprises; on n'aurait qu'à employer la représentation suiA7ante de 
la fonction sgn R (#) : 

t < 

l\ E(x) —2E(2a;)+ 1 = sgnR(.T), 

où il faut prendre sgn"R(#) = — 1 pour ~ ' ^ • • •• 

Cela étant, la somme S sera donnée par l'expression plus simple 

I i p — I 1 

ou, dans la dernière somme la fonction sgn étant tou-
jours = i, 

Si donc A est impair, la formule (G) permet de conclure 

(±À discriminant fondamental impair dont —̂S parcourt les divi-
seurs discriminants négatifs). 

En laissant de côté d'autres exercices, je veux considérer encore 
le cas 

f { x ) — COt X7T , 

en convenant de prendre f[x) = o pour x entier où la cotangente 
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devient infinie. La formule (C) donne, en supposant A impair, la 
formule 

k'TT V^'Vl fd\ .V7T? 
— - « 

A 

Pour d > î la somme 
— - - 1 • .i t, *. 

, vir 
cot — 

A 1 
s e ) 

est nulle, et il ne reste que les valeurs négatives d — la somme 

aS-l ^ ^ 
S - 2 ( : l ^ ) c o t l ^ , A , 

i r 

devient, après quon a posé = p + 

* «-I 

3 ( y ' ) 
p = 1 1 fî O 

et si l'on fait usage de la relation 

a-1 

¡1 = 0 

il vient : 

et, par conséquent : 

(43). S ^ T - ^ S ^ C H - i ) 
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( ± A un discriminant fondamental impair dont —S parcourt les 
diviseurs discriminants négatifs). Pour A premier, cette formule 
coïncide avec celle de M. H. Weber^. 

Si A est pair, on a, d'après (D) : 

g «o. • Ç •~ 2 2 (i.) oot £ + 2 2 1 ! 2 m cot ' k=i - d A % ~ d ^ ' à 

(X— 1, 3, 5, . A — i), 

l'astérisque au signe de sommation, dans le premier membre, signi-

fiant qu'il faut négliger les termes infinis où ~ est entier. 
Si d est positif, la somme 

? d\ , Xir 
x ) c ~Â~ 

est nulle, ainsi que la somme 

2 fé)««4?' 
V 

il ne reste que les sommes correspondant à d~ — S; si S est pair, 
oh a : 

et pour S impair on peut écrire : 

A ~ ~r * ' ' 

^ Nachrichten de Gœttingue, 1890. 

SAV. ÉTRANG. t. XXXIII, — % 22 
IUPMWEH1E S ATI OS À LE, 
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et cette forme contient aussi celle du cas précédent. Puis la somme 

— S\ .àV7T T*V'11 /— S 

( — ï ) . 
V-l V-i 

s'obtient comme précédemment sous la forme 

l\m nif - A 
T5 s/S TS \/S 

et on aura : 

ou bien : 

(44) 
p = l S TgVô 

(=k A un discriminant fondamental pair, dont — S parcourt les divi-
seurs qui sont des discriminants fondamentaux négatifs; l'asté-
risque au signe sommatoire signifie qu'il faut supprimer les termes 
infinis qui correspondent aux valeurs de v dont le carré est 
divisible par A). 

I L Considérons un système de nombres premiers impairs diffé-
rents ply . . . pv et soient e2, . . .ev des signés définis 
par l'égalité générale 

formons l'expression 

( _ i f i + (fiüA (_ x f * _L ( h h ) (_ l fv _L ( 

(45) M ? ) ' ( ¥ ) • " ( * ? ) ^ 
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en représentant par a2, . olv un certain système d'entiers 
qu'on peut supposer ne contenir <jue des valeurs zéro ou lunité; 
cette expression tss sera égale à 1, si la valeur s satisfait à v équa-
tions simultanées : 

et on a *us8 — o dans tous les autres cas. Gela étant, posons, pour 
abréger, 

p}p2. . .pv = A, 

et considérons la fonction entière 
A / 2siti \ TS& 

(46) ®(x\pu j>2, . pv; a^ . . . av)= — e * J . 
5=1 

Le nombre effectif des facteurs linéaires et, par conséquent, le 
degré de la fonction est : 

S- L 2
 S= 1 

A / _ t . « 4 

PIP: tr.f <r4 
2 p,p2... s=l 

la deuxième sommation portant sur diverses permutations sans 
répétitions des éléments î , 2, 3, • . . v qu'on représente par 
pjp2. . . . , le nombre des éléments p étant différent de o. 
En posant pour un moment 

%Pp> epj}p, • • • = | D' | = A', Q = p c j \ . . , 

D' sera un discriminant et on aura A = A ' Q . H s agit de la somme 

2 2 . 
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Posant s=m-\-nA', on aura : 

4 ' / D > \ V / Q" 
S - X ( m ) 2 ( ï r + ï ï î ) 

m= 1 « = L 

Comme Q est premier avec A', la somme intérieure est égale 
à <p (Q) et il s'ensuit S = o. Toutes les sommes dont se compose 
la deuxième partie de l'expression N sont donc nulles et il vient : 

2 

le degré N est donc : 

±0(&)^ELi±PilLL. . .Ennl. 
<2vTK ' 2 2 2 

En supposant dans (46). \x > i , prenons les logarithmes des 
deux membres; il vient : 

oo A 2MJITÎ 

(a) log © (x) - N log - 2 • 
«=l 5=1 

On est conduit de la sorte au problème qui consiste à évaluer Ja 
somme 

(47) 
5 = 1 

qu'on peut regarder comme une généralisation des sommes de 
Gauss. 

Pour y parvenir, posons, pour abréger 

A '¿nsiri 

S = 1 
A 2WJ1TÎ 

5=1 
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À 2/W7TI 
H S K « 2 ) = ( - 2 

l 
• * • • » • • • • • • • • • • « • * 

A 2/î iri 

H,(a,, a , , . . <*„) = ( -
*=1 

on aura évidemment : 

/ 2^Gn = H0 + [H1(a1) + H 1 (a 2 )+ . . . + H 1 ( a J ] + [Ht(« lf04) 

(6) .j +H2(a1,a3)H-H2(a2,a3)H j-H^a,,^, a„)] 

l +[H S ( 

Au lieu de H^ il sera plus commode d'étudier la quantité 

si l'on pose, pour abréger, 

SiPi-^/V • = / V1- • *Pv== Q ' 

D0 sera un discriminant fondamental et ^ s'écrira : 

5 = L 

on parvient à la valeur de cette quantité, si l'on fait usage de 
l'identité (5) qui donne : 

A0 Q«* Smnirt 

d 1 

d parcourant les diviseurs de Q; on a d'abord : 

A0 Qrf 2m/i7Ti 

s . - S p w ^ s C S ) - ' 3 ^ -
d m= 1 
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Pour transformer la somme 

À0Qrf _ Smmrî 

m = 1 
j y p ° s e : 

m = $ + (s = 1 , 2 , . . A0; /î = ô, î , 2 , i); 

on aura alors : 
A0 2n57Tt "IkllTli 

¿=0 
/ 

Introduisons l'hypothèse que n soit premier avec Q; alors les sommes 

QD — 1 2/WFFÎ 

2 e Qj 
k=0 

« 

seront toutes nulles pourvu que Q<*> i, et il ne reste que la 
somme <r où Q<* = i, c'est-à-dire ¿/ = Q; elle a pour valeur 

^mniri 

et, par conséquent, nous aurons : 

or ju,(Q) = (— et il sensuit : 

Celte expression 
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qui peut s'écrire 

{— i)"H (an «j , . . .«p) 

se simplifie en faisant usage de l'identité 

V « I P I - H P I - • - V V 

et il vient 

f ( - î ^ i y « , , ^ «J 

a,, — l ("PiPv-Vu-x 
m • • 

La quantité H0 exige une détermination à part; elle est, d'après (5), 
évidemment identique avec la somme 

Imniti 

m=l 

En supposant n premier avec A , , i l ne reste que le terme d = A 
qui est 

c'est-à-dire : 

(c0) ( - i ) » H o - i . , 
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En substituant dans l'équation (6) les valeurs obtenues (c) et (c0), 
ce qui a lieu pour n premier avec A, on aura, évidemment 

(48) ( - i ) ' a ' G . 

. . [ . - ( - ^ ( s a ^ ) ^ ] 
Pv 

ou bien : 
npr . -p^ipp+i- • -pv 

(\a / ' *• r » p • » f 

_ 1 ) p ( epPp 
(48*) 2 « . . ~ - { - - . r n - — r * — 

5 = 1 p - 1 

(A=pi ,p 2 - • -p„; « positif et premier avec A). 
Le premier membre n'est autre chose que la somme partielle 

2 
UnsTti 

* e~, 

dans laquelle l'indice sommatoire s est assujetti aux conditions : 

le nombre des termes est 
a" 

Si, en particulier, — a2 = • • • = a„ = o, les conditions seront 

P I / W 

et exprimeront seulement que s est un résidu quadratique pour le 
module A et premier avec A, Le premier membre de (48*) pourra 
s'écrire, dans ce cas particulier : 

A-l 'Hnk'-Kl  

¿ 2 e A 
3 i 
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en supprimant cependant les termes où k n'est plus premier avec A. 
Notre équation peut s'écrire aussi comme il suit : 

k=l x 1 L X rP ' 

(A=pxp2. . .pv; n premier avec À). 
Passons maintenant au cas où possède un diviseur commun 

avec A, et posons : 

A' étant premier avec m; on aura à étudier la somme 

A' A" 2msm 

s - 2 

Soient pi, p2 . . p7 les facteurs premiers de A', et posons, pour 
abréger : 

p = 1 p = y-\- L 

on aura 
. .r tr / ./ /y // 

7St « , + A, — «.,, + A" ~ i 

et la somme en question devient : 

A' A" Snwri 

5 - 1 

posons-y s = r + il vient = et alors 

A' 2mnrt A" - 1 

s — A ' 2 
r = 1 fr = 0 

SAV. ÉTRANG. t. XX XIII. — 2 3 
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Pour un r donné, l'expression r-{-kùi parcourt un système com-
plet de restes pour le module A", et on a : 

À"-i A" 
n V // 0(A") 

k = 0 l 2 

il s'ensuit : 
À' Imrxi 

« - y ^ r ' 

ou bien, en faisant usage du théorème (48*), 
/mpr..p xp v..p \ 

w î ^ ^ i - r O M JVeprp 
1 J} s=i * 2p-r<p(A'y 1 

(A'^j^p2 . . A'A" = A; m premier avec A'). 
Cette formule est plus générale que (48*), qui en résulte en 

prenant y=*v et alors A' = A; elle fait voir que les sommes (47) 
s'expriment comme multiples des produits de facteurs de la suite 

i^N/gjft 1 \fSjPi l^shvPv. , 
2 1 2 ' 2 

l'équation (a) permet alors de conclure que la fonction €>(#) mul-
tipliée par 2V est l'agrégat d'un certain nombre d'expressions de la 
forme 

les coefficients de Y(#|pp, pG, . .) étant des entiers ordinaires, le 
nombre des termes sera 2V. Ainsi, pour 2 , on aura : 

/ , p , «y; a, (3) 

= Y0 {x) + Y, (x) + Y, (X) \J±7j + Y3 (a?) \/±j) \/±7h 

Les fonctions A (a;) et B [x) correspondant aux discriminants im-
pairs se composent de ces fonctions S[x) par multiplication. 
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En appelant type de fonction ®(x\p1,. . .p^; a^a*,,. . â ) le 
système de valeurs a n . . .av il y aura 2V types différents; la 
fonction A(#) et la fonction B(#) correspondant au discriminant 
^ P i P ï - \ -Pv s o n t chacune le produit de 2|;~1 fonctions en 
particulier A(#) se compose des fonctions qui correspondent 
aux types satisfaisant à la condition 

+ + * - + «„ = 0 (mod. 2). 

Peut-être une étude de ces fonctions © (#) pourrait contribuer à 
augmenter nos connaissances sur les fonctions Y (a?) et Z(#) de 
Gauss et Dirichlet. 

12, Les applications suivantes, qui s'occupent des cas les plus 
simples, sont les premiers essais qui se présentent sur la voie indi-
quée. Nous ne considérons que le cas où tous les nombres a sont 
nuls; dans le cas de v — 2 , les deux nombres premiers seront dési-
gnés par p et </ , et la formule (48*) devient : 

f 2 / ï j t t ï 

( a j l * r 

i p-1 9-1 

( .-(-.)', 2 ; 
» 

l'entier positif n est supposé premier avec pq, et la somme s'étend 
sur les entiers s de la suite 1, 2 , 3, . . pq qui satisfont à la double 
condition 

y 

Si a est remplacé'par /¿p, n étant premier avec <7, on a, 
d'après [!\9) 

2 / m r i 

(b) 4 2 * « — — , ( i - i ) ( i - ( ï ) v / ? î ) . 
S 

20 . 
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et puis, d'une manière analogue : 

2/15711 

(V) A r « " — ( » - ' ) ( ' 
s " 

notons aussi 

Si maintenant p = q = — i (mod. 4), de sorte que s = e' = — î , 
les formules précédentes donnent, en ne retenant que les parties 
réelles : 

f V** 2HS7T . ( Tl \ 4 / 

« 

s 
> V * * 2/IS7T / \ , 2US7T / v 

4 2 , c o s — = - ( / ; - i ) , 4 2 , c o s ^ W - 0 -

Cela étant, reprenons l'identité 
CXJ 

— lOg j 2 Slll XTÏ = > COS n 

déconiposons son deuxième membre en groupes dont le premier 
ne contient que des termes où n est premier avec pq, le second 
est composé de termes où n est multiple de p, et ainsi de suite; 
on aura : 

c o o o 

— l o g | 2 sinÎCTT| = ^ / ^ y c o s ^ T T , , np 
n = 1 #i=l r 

oo oo 
^ fpy cos 2nqx7r . ^ri 

+ 2à U J Ta 
cos2npqx7T, 

nq 1 Jmd npq 
n=l ' 1 /i = 1 r i 

les valeurs singulières de x pour lesquelles les séries dont se com-
pose cette expression ne convergent plus, étant plus nombreuses, 
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je préfère employer la forme suivante, qui est identique avec la série 
simple dont on est parti : 

( [ " ] 
- l o g | 2 sinxir | = lim £ + £ Î V j S S Î ^ L 

m = oo ( l i=i ^ n ' 11 Ji = i nP 

[JL , [S] ' 
, V ( P\ C0S2nqx7r . ^ri cos2npqx7r 
* vn/ nq ' -¿J npq 

Cela étant, posons # = ^ et ajoutons les résultats pour les va-
leurs de s qui entrent dans la somme 2*, c'est-à-dire qui satisfont à 
la double condition 

Les formules que nous venons de rappeler s'appliquent immé-
diatement et on aura : 

- ¿ 2 * log (a sin 

TO = 0 0 \ n = I n = 1 np 

i - 1 f - 1 L?J , , , , . LpçJ 
y y i ; 

,ÎTi ^ n? ^ pq ¿iin\ 

la partie de cette expression provenant de la première somme : 

donne naissance à la série infinie 

gEto). 
n =5 1 
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M. MATH]AS LERCH 

- 4 log (2 sin 

[7] I*1* <> L p J » 
s o ^ H - a s a y * 'ii-00 \ n = 1 

/ 

- - I S 

i - i 
\ / \ 

Pour évaluer la limite qui figure au second membre, je consi-
dère la somme 

m 

« = 1 

qu'on décompose de la même manière que plus haut; on obtient : 

PI PI [-1 
fpqV1 f^Y 1 fpY 1 1 

2 \ n) ¿Là \nj (n) nq ^ 2 npq^ 

la limite cherchée pourra s'écrire alors : 

lim 
m — o o 

B , , . R] / D V , M 
A . - 2 a s - : 

Si Ton fait usage de l'identité 

B ,„x. ra ei 
y IX y y ~ qn 
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et de l'autre analogue, ladite limite devient : 

s 0 a r uj w 
K™ A » " 2 S"- 2 H+ 2 S 
m=oo L i l l 

on s'assure aisément qu'elle est nulle, si l'on fait usage de la défi-
nition habituelle de la constante d'Euler 

m 

Km ( 2 — l o g i n ) - C. 
m \n = l 

On a, par conséquent, l'équation 

(5o) - li 2 * I o g 2 s i n ^ = Cl(/^)logE(p(7) 
s f 

(p, q étant deux nombres premiers de la forme + 3 et s par-
courant les résidus quadratiques du module pq premiers avec ce 
module). 

Si les entiers premiers p, q étaient de la forme 4/c+ i, on 
aurait e = s ' = î , et les relations (a) et (6) deviendraient : 

S 

4 2 * c o s ^ = - ( < 7 - i ) + (</- 1 ) 
S " 

En appliquant le même procédé que précédemment, le second 
membre augmenterait de l'expression 

rc — o o [ n — l n = 1 
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dont la valeur est 

en faisant usage de la relation 

la dernière cjuantité prend la forme 

- [ ' - ( » ) ] ( a t r i i o g E ^ + c i w i o g E i , ) ) , 

et on a la relation suivante : 

= Cl (pf) log E (p,) + [ , - ( | ) ] • [ Cl (p) log E [p) + Cl ( f ) log E (?) ] 

(p et q étant deux nombres premiers de la forme M + i et s par-
courant les résidus quadratiques du module pq premiers avec ce 
module ), 

Je reprends maintenant l'hypothèse 

p = (/ = — î (mod. 4), 
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mais, dans les formules (a) —(6 ), je ne retiendrai que les parties 
imaginaires ; nous aurons : 

M 
U 2 ' s i n ï f l - ( > / - > ) ( " ; ) rf-
\ s 

t 

Cela étant, transformons le second membre de la formule 

1 • M 
1 _ = iim y sin 2 fïxit 
2 m =00 ¿d TOT 

n= 1 

de la même manière que précédemment, 

m ~ o o 

PI 
m , . LpJ 

- q y S i n 2npX7t npir 

FI f-1 
U-l , .0 - Lpt/j . içi fp V si n 2 nqxTr . r̂i sin 2iipqx7r 

nj m/7r 1 ^ npqtr 

puis posons x = ~ e t ajoutons, en faisant, parcourir as les résidus 

quadratiques du module pq. Il vient, en faisant usage des for-
mules (d) : 

r f s m = o o i x /17T 

I - î 2 'lAvW 
/// "7T 1 <1 

y 
¿à \pjmr 

SAV. KTIIANO. t. XXXlli. — N° 2. 94 
111 l ' I l l M E M E N A T I O N A L E , 
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le deuxième membre est identique avec les quatre séries suivantes: 

(ï\ y ( - M1) ^Ë—ii] y w1) 
\p) n ) wr \qj ¿d \ n J nu 

+ . ï ) % ( i r ) Û + ( l - 5 ) % {~n) É' 

et en faisant usage du théorème 

-p 
H ) ' <1 / <I 

il se réduira comme il suit : 

[ - ( * ) ] S ( ? ) £ + y 
1 — (L 

7 / J S: J Tilt1 

cette quantité ayant la valeur 

[ - ( D R a h r t + R 
p 

on parvient ainsi à la conclusion : 

(52) (p- l ) (•»->) 

(p, q étant deux nombres premiers de la forme 4A: —j— 3 et s par-
courant les résidus quadratiques du module pq premiers avec ce 
module). 

A cause de la réciprocité 

( 9 © — . 

l'un des deux termes du deuxième membre est toujours nul. 
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Supposons maintenant p = —i, q=i (mod., A), et comparons 
les parties imaginaires dans les formules (a) — (&'); on obtient : 

s 

* r » T - f e - • ) • ( = ) v f t 

/.V1* * insu 
* 2d s m — — = o; 

cîi opérant sur f équation 

0 0 s i il 211X7T 

Il7T 

comme précédemment, nous aurons : 

„ • i l ^ l i l M 
pq ¿d A I {n J nu 
f t . m = c o [ h = 1 

m 

[mi f ]\\ — 

n = 1 

le deuxième membre est évidemment la somme des séries sui-
vantes : 

qui, en remplaçant la seconde par sa valeur 

<1 ! V + 
2/1 
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.s'écrira : T 

on a donc ce résultat final 

(53) ( _ w ) + 2 ( , _ ( e ) ) Q ( - p ) 

% 

(les nombres premiers p et q satisfaisant à la condition q = — p= i 
(mod. 4) et s parcourant les résidus quadratiques du module pq 
premiers avec ce module). 

Le premier membre de cette équation est évidemment divisible 
par 4; on en tire, en remarquant que Cl (—p) est impair, le 
théorème de il/. Hurwitz : 

(54) ' C i ( - „ ) . , - ( « ) ( m o c U ) i 

il s'ensuit que Cl (—pq) est divisible par 4, si p est un résidu 
quadratique du module q. 

f 

13. Les équations (52) et (53) peuvent s'établir directement et 
aussi on peut les généraliser considérablement au moyen des con-
sidérations élémentaires. Dans ce but, je vais introduire la fonction 
numérique suivante : 

(55) (D,Q)-n (• -(?))• 
? -

dans laquelle D signifie un discriminant et q parcourt les facteurs 
premiers différents de Q. 

Cela étant, soient 

D „ a , - • Dm(D = D,D2- • -Dm) 
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des discriminants fondamentaux premiers entre eux, dont soient 

A ^ A a , . •Am(A = A 1A2 . • .A«) 

les valeurs absolues, et considérons l'expression 

V= l 

Eile se compose du terme 

v — 1 

et puis des termes de la forme 

la) 2i\ v là ^Wi'Ps*'"P*>> 
V=l 

où il faut prendre pour p i f V * *pa toutes les combinaisons du 
degré a des éléments 1, 2, • • • m, et pour a les valeurs. 1, 2, 3 • • - m. 

La quantité S0 est égale a ^ et pour évaluer la somme (a), 
posons pour un moment 

D D • D = D\ A A - A = 0 , D' —A', 
Pi Pu P* ? P«+» + » ^P« Vl ^ ** •• 

et la somme en question s'écrira : 

M ï ( 5 ? ) w 
V — 1 

Elle se ramène à la série considérée dans le n° 10 du cha-
pitre il, à savoir : 
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car en faisant dans la dernière v = A'Qj«,, elle devient : 

y / D ' Q V v P + ^ Q f V/Q'Q2A P 

Q 

ce qui est bien la somme (a); or, d'après la formule (7/1) du cha-
pitre ir, la somme (a") a pour valeur 

- ( D ' , Q ) ^ C l ( D ' ) , 

si D' est négatif, tandis qu elle est nulle pour D' positif. 
Ainsi les sommes (a) qui ne sont pas nulles correspondent au s 

combinaisons p2 • • • pa pour lesquelles 

et on a : 

s(PrP2>' • -p.) 

— f ( D f t D f t - D ^ V - V . - ' V i m - ^ ) ' 

où Trt= 2 si a > 1 ou si a = 1, D^ < — L\ ; puis t̂  = 6 pour 
Dpi = — 3 et T'J = li pour D'p = — h. 

-rf 

On fera bien en convenant d'écrire d'une manière générale 

¿ < a ( - A ) - a ( - A ) , 

car alors on aura : 

- - (DftDft • D,., à^à^,. • A,.) • a ( D „ D „ -DpJ. 

Notre somme S, dont nous sommes partis, aura donc pour valeur 
l'expression 

2 ( » A • d . - V . v . - • v ) ( w v - - i v ) ' 
(Pi pt'"p-) 
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la sommation s étendant sur toutes les combinaisons •pa 

des différents ordres 1, 2,- •m des éléments 1, 2,- -m, et 
où pa+\ • • pm signifie la combinaison des éléments restants. 

Or l'expression 

\ V f 2 

est égale à 1 unité, si l'on a simultanément 

et s'annule dans tous les autres cas; on peut donc écrire 

s - ' - r * m - ® -s 

O 

et notre résultat prend cette forme définitive : 

(56) 

= 2 2 i 0 . ,^ , - A . )Cl (D,D r i . -D, ) 
a ( r r 'V •••'"«) 

(Dj, D2, • Dm représentent des discriminants fondamentaux, pre-
miers entre eux, Ax, A2, • • *Am leurs valeurs absolues respectives, 
A = A j A 2 - • Am, la sommation au premier membre porte sur les 
valeurs s de la suite 1 , 2 , - -A — 1 qui satisfont aux conditions 

dans le second membre, il faut prendre successivement a= 1, 2, 
o, - • •m et former toutes les combinaisons / y v • #/a d'ordre a des 
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éléments 1, 2, 3,* - »m; les éléments restants, en supprimant ceux 
qui forment ladite combinaison, sont r ^ , rfl^2, • • -rm; le symbole 

(D, D,. . • • Dr., A , + 1 . . . A , , ) 

est défini par l'équation (55) et doit être remplacé par l'unité si 
les éléments Ar • • n'existent plus, c'est-à-dire pour a = m. 

Le symbole 
OfD 7 ) 

représente zéro, s i D > o , puis |C1(—A') si D = —A'). 

On a, par exemple, si l'on fait m = 2, Dj = — Aj , D2 = — A2, 

(les nombres T, et T2 étant les valeurs du nombre T pour A.= Ai, 
resp. A = A2; la sommation s'étend sur les valeurs de s telles que 

° < * < a, M ^ M ^ ' H > 
En prenant A x = p , A2 = <y, on a la formule (52). 
Posons ensuite, en restant au cas de m — 2, 

D, = D > o, D2 = — A < o ; 

nous aurons : 

(53*) i <p(DA) - £ ( - A, D) l C l ( - A) + C l { - AD), 

équation qui généralise la formule (53); les lettres D et — A signi-
fient deux discriminants fondamentaux premiers entre eux et la 
sommation au premier membre est déterminée par les conditions 

D o 
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Prenons maintenant m = 3 et supposons D{ = — Ax, D2 = — A2, 
D3 = — A3 ; on aura à prendre a = 1 et a = 3 puisque l'hypothèse 
de a = 2 ne fournit que des discriminants positifs; on aura donc : 

f ; W , ) - r < 

- Cl ( - A , A , A J + ( - A , , A 2 A S ) ± C l ( - A , ) 

Si donc Aj, A2 et A3 sont premiers, il faut naturellement qu'ils 
satisfassent à la condition 

Pi=Pa " Pi=— 1 (naod. 4); 
on aura alors : 

2 p,/)2p3^ 

On en déduit la congruence en admettant que les nombres p dif-
^ fèrent de 3, 

+ ( - ( £ ) ) ( ' - ( S ) ) - 4 < m ° d - 8 ) -
SàV. ¿TRÀ3SG. t. XXXllf. — N° 2. * 2 5 

i j 1 p m m e m e x a t i 0 5 a l e . 
/ 

57) 
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ou, en développant et observant que - j - = o , et ainsi de 
suite, 

t 

(58) C l = + + (mod.8). 

Puisque le produit des trois signes de Legendre qui figurent au 
second membre est, d'après la loi de réciprocité, égal à — i , il n'y 
a que deux possibilités : ou bien les trois signes sont — 1 et le 
nombre des classes sera congru à — L\ = + 4 (mod. 8), ou deux 
sont égaux à + î et, dans ce cas, le deuxième membre de (58) est 
nul; on obtient le même résultat en supposant px — 3. 

Je, prends maintenant DL > o, D2 > o, — A < o ; l'équa-
tion (56) donnera 

(59) ; m D , 4 ) - 4 r ' 

- Cl(— AD,D2) + ( - AD, , DJ Cl(— AD,) 
J 

+ (— AD2 , D , ) C l ( - A D 2 ) + ( - A , D , D J ^ G l ( - A ) , 

« 

où je crois inutile de répéter toutes les conditions. 
En supposant Di = D2 = p2, A = <y premiers, de sorte que 

s 

px = p2 = — q= y (mod. /|), 

on aura d'abord 

puis (—/V/, p2), étant pair, on a, d'après (5/|) : 

H M . F T > C ( - F T » M > - ( L " ( M ) ) ( M O D ' 8 > ; 

* 
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on tire done de (59) la congruence suivante, pour le module 8 

ce qu'on pourra écrire, en réduisant, 

(60) C 1 ( - , , M > - ( > - ( $ ) ( . - (*)) + ( • - (&)) ( (*) - (& 

(mod. 8), 

pourvu que 1 on ait 

p !=p 2 = — r/= 1 (mod. l\). 

On parviendrait à des conclusions importantes si Ton pouvait, 
dans la formule (62) et dans celles qui la suivent, déterminer la 
parité de la somme s par des fonctions élémentaires, 

La formule (56) fait partie dune catégorie très étendue des 
relations arithmétiques; pour en signaler d'autres analogues, remar-
quons l'exemple suivant : 

S > ; D l , V • - D j - 2 ( £ - 4 ^ - 1 * 2 . 
v=l 

les lettres D et A ayant la même signification que plus haut; cette 
fonction est le nombre des valeurs s telles que 

La recherche des valeurs s est commode, puisqu'on opère sur 
des discriminants considérablement moindres et on trouve donc 
rapidement les différentes séries arithmétiijues qui les fournissent. 
En choisissant convenablement la valeur de x , les formules expli-

25. 
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cites établies dans le chapitre n sur les valeurs de S (a;, D) per-
mettent de parvenir rapidement au but. 

Mais la recherche étant facile, je me contente d'avoir signalé 
cette méthode, en me réservant d'y revenir, si je parvenais à des 
résultats cpii ne se présentent pas immédiatement. Un exemple peut 
montrer le parti qu'on peut tirer des différentes relations pour 
abréger les calculs. Cherchons le nombre des classes du discrimi-
nant D = — 11396 = — 5. l\ 3.53.-

J'emploie d'abord la formule (52), chapitre ir 
r 

i 4 s - J î - U J ^ W - Y - o f — ï 

on a ici, en posant A = l\ 3.53, 

( T ) - 1 ' ( i ) = 1 ' ( - r ) — 

le numérateur de la fraction 'dans le second terme à droite est 
donc 

3 — 2 — 2 — 1 + 2 = 0 , 

et on a, par conséquent, 

C 1 ( - 5 A ) = - / | A , 

en posant 

¿A -A 
0 0 

Pour obtenir cette somme, composée environ de 75 termes, je 
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pose, pour abréger, p = 53 = 1 (mod. A), q = 43 = — i (mod. 4) et 
j'envisage la somme 

i 

ïïM 

En faisant usage de la formule (5), chapitre i, on a : 

i i i i 
GP7 p 5 pq 5 P 

2 U ) - 2 G ) - 2 ( t ) • 
6P* ô* 5" G* 

Jes seconds termes de ces deux différences se calculent aisément, 
mais les sommes faisant les premiers termes sont trop compliquées; 
on les simplifie en observant que 

lpq = 8q+ïq = 1p + lp, \pq - i 0? + | = + | 

de sorte qu'il vient : 

1 3 3 5 -pq -q + lQq -q g? 

2 ( ï ) = 2 ( ï ) = | : a ) + 2 ( ï ) = | : ( ï ) - 2 ( ï ) = - 2 a ) 
G* P P 

ou, en changeant s en q — s, 

1 2 -

2 ( ï ) - 2 ( Ï > 
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Ensuite 

i 
5W 

2 
7/1 

•s p+¡p 

2 P< 

OU 
/ \ 

, en ajoutant 2 (p) = 0 l 

i 

I 
GP 

ï — 21 < 1 - 2 • 
5P 

kP np SP 

— 2 G ) + 2 G ) ~ 2 ( 3 + 2 ( 3 ; 
rP 

/ 

la formule (/12) du chapitre it fait vöir que 

i 
ôp 

2 u )  
et il reste 

i 
5" 

i 
7>P 

On a enfin 

i 
0M 

2 3-2" 
5P 

i 

en sùbstituant, on .aura , si Ton fait usage.de la circonstance/ , ' 

S ' - . 
r— ' » 

S = A + 
i 

L Ô ? 7.1 

+ 
- i 

2P 

•2 

-5 P 

2 3 -2 
6P 

+ - m - i ^ + o , 
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ou bien 

p 2* 5P 

i a p — s + 2 ( | ) + 2 (|) - 2 ( J ) + [ Ç V [ÇT - 3-. P' 
X. ~ A. 

5P 

Comme 

on a donc : 
2 l 1 
5* 2* lP 

i a ( D ) — S + 2 ( J ) + 2 ( Ï ) - 2 ( Î ) + 7 3 . 

5* 5* 

On a maintenant S = 4N si N signifie le nombre de solutions 
du problème, 

En représentant les résidus quadratiques de p plus petits que ~ 
par a, on a d'abord 

et il faut déterminer k par la double condition 

a + kp\ i / a i 
( q j = ' ' ë ^ ^ ^ B V -

«w*1 

Les valeurs de a sont (p = 53 ) : 

i , 4, 6, 7, g, î.o, î i , i3, i5 , 16, 17 24. 2 5, 

et on aura à considérer les équations : 

a + kP\ , i 8, si a < 9, 
r * — 1 pour lî = ^ 

7 et 8, si 9, 
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puis 
. i v ( 8, si a<c 2/1, /— a + kp\ 1 ) -f —- J = 1 pour k = < 

r/ ( 8 et 9, si a = 2/| ou 2 5 ; 

en réunissant, on a les équations : 

== 1 pour tous les a, 

P o u r a = 9' 

\ = 1 P o u r a = 2 ^ e t a = 2 5. 

Ces équations se simplifient comme il suit, en négligeant la der 
nière qui a une seule solution : 

J = î pour tous les a, ^ — ^ — J = 1 pour a ̂  9. 43 

En écrivant tous ces symboles pour les différentes valeurs de a, 
011 en trouve 17 qui sont + et on a, par conséquent, N = 18, 
S = /m 8 = 7 2 , et notre résultat s'écrira : 

17 20 10 

i a ( D ) - . + 2 ( à ) + 2 ( à ) - 2 ( r â ) 
0 22 9 

= - 1 + 7 — 1 — 2 = 5 , 

Cl (— 1 i3g5) = 20, 

ce qui est en accord avec la congruence (60). 
M- Hurwitz M avait déterminé les restes des nombres Cl (— 8pq) 

pour le module 8. Pour y parvenir, je considère la somme 

D ^ D A , A = |D 
« 

Ada malhematica, t; XIX. 
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en supposant les trois discriminants fondamentaux D^ D2, D3 pre-
miers entre eux. J'y suppose que D ^ o (mod. 8), de sorte que D2 

et D3 sont impairs; on a : 

s - S ^ + S S i ^ + S S W + i f W . 
a v a v 

les sommations relatives à v portent sur les valeurs 

V— L, 2 , • - • A , 

et a parcourt les valeurs i , 2, ,3, (S et y désignant .chaque.fois les 
deux nombres restants. 

Pour simplifier le second membre, considérons la somme 
i , 

4 _ t 

jA'Q 

S i 2 ? 1 

Q étant supposé divisible par 8 ; on a évidemment : 

>i<t 
D ' \ V I /D' . 

_, r 

d parcourant les diviseurs de Q; ;pom\ceux qui donnent (¿{d) dif-

férent de zéro, le quotient est toujours entier, et il vient 

A = o; 

cela prouve que les sommes 

4 , 

sont nulles, et pour obtenir les autres, je vais évaluer la somme 

iA'Q 
Y Q 2 

SAV. KTRANG. t. XXXIII. — N° 2 . 26 
I M l ' M U i ; n T E N A T I O N A L E . 
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pour D' pair, Q impair; les sommes relatives à v dans l'équation 

* Q ' 4 

ne s'annulent plus en général, puisque l'indice ^^'Q' n'est plus 
un multiple de à! ; or on a : 

4 4 4 

en représentant par k le reste de la division de Q' par 41 de sorte 
que 

< y - t ( . n o d . 4 ) , 

On aura : 
1 L -À'Q' -A ' 4 b 

D'\ /D ' 
W 2 Œ - 2 G ) ' 

si D' > o, cette quantité sera égale à 

ou bien 

( tXTH 0 1 « - 4 1 ^ ' 
m 

ce qui permet d'écrire 

ou, en faisant usage de l'écriture (55), 

B - (tr) {- W Q); î C1(- W) ' D' > 
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Mais si D' est négatif et différent de — A, la relation 

Ci 
fait voir que la somme (a) sera égale à 

s*-
D'\ 

puisque D' est pair, et il s'ensuit : 

B—(D' , Q).|>C1(D'), D ' c o 

On trouverait aisément que ce résultat subsiste aussi pour 

D ' = — 4, et c'est le seul cas où le facteur -, diffère de l'unité. 
T 

Je poserai, pour abréger : 

w {DrQ) = ( = ^ ) ( - 4 D , Q) pour D > o , 

(DTQ) = (D, Q) pour D e o; 

et puis : 

K(D) = -Ci(—413) pour D > o , 

(*) 
' K(D) = ^C1(D) pour D < o ; 

2 

2 

et j'aurai alors cette formule : 

(c) B(D', Q) = (D', Q)K(D') pour Q impair, D' pair. 

La valeur de S sera dans cette écriture : 

A = 3 
S — K ( D 1 D 2 D 3 ) + 2 A.JKfD,]^) 

W " 
+ (D„ A A J K f D J + ^ Î ^ A ^ , ) (D1 — o (mod. 8)). 

2G. 
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Cela étant, je pose Dj . = — 8, D 2 —p, D3 =p ' , p et p étant deux 
nombres premiers de la forme kk + 1 ; il vient : 

t 

Or, en se rappelant la propriété établie plus haut, 
* 

Cl(_8 (mod.4), 

et en observant que S est divisible par 8, on en déduit : 

a w ) - ( , - ( f ) ) ( • - ( - ; ) ) . - ( • - (f•)) ' 

+(-(-;))(-(?)) (mot,-8>-
ou, en simplifiant : 

(«nod. 8) 

p = p ' = î (mod. 4) étant des nombres premiers). 

En restant dans l'hypothèse de D ^ — 8, je pose D2== —ç, 
D3 = — </', en1 supposant que les deux nombres premiers q et q 
soient de la forme 4/c+ 3; on aura d'abord : 

• a 

s - c i ( - % ' . ) - ( - s < i , q y - c \ [ - u < i ) 
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or on a : 
Cl(-32<7) = 2Ci(- 89), 

et puis : 
Q 8 9 ) = 1 - ( 1 ) (mod. 4); 

en observant que dans le cas actuet = 4 (mod 8), on en 
tire la congruence 

- ou, en simplifiant : 

(62) Cl { - 8 ? î ' ) - ( f ) + ( f ) + - > (mod. 8) 

(q = q' = — i (mod, l\) étant des nombres premiers). 
Prenons maintenant 

Di = 8, D 2 = p , D3 = — q (p = — 7 = 1 (mod-4)); 

nous aurons : 

s - a ( - s „ ) - ( , + ( a ) ) a ( - 8 r i + ( . - ( a ) ) c i ( - s?) 

d'où il suit : 

a s * ) = ( , + ( a ) ) ( , _ g ) ) + ( , _ (M)) ( , - ( i )) • 
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ou, après une légère modification, 

(63) c ( _ 9 w , . ( I _ ( e ) ) ( I _ ( i ) ) + ( I _ ( i ) ) ( 1 _ ( . 

(mod. 8) 

P 

(les nombres premiers p et q satisfaisant aux conditions p = .i, 
q = ~ i (mod. A)). 

Je vais maintenant transformer la somme S dans l'hypothèse de 
D, — — k* Les sommes A qu'on devra considérer seront alors : 

Ia'Q 
D'Q A = ^ ( — D ' i m p a i r , Q divisible par l± et non par 8. 

Dans l'expression 

V=l 

les sommes qui correspondent à des d impairs seront nulles, puisque 

^ est alors entier; mais pour les ¿pairs (impairement pairs), que 
. . . O • 
j'écrirai 2d, on a = impair, et 

1 A 'rv A'Q — 1 1 1 À' 

de sorte qu'il vient : 

A—SfwOÏ:® 
d parcourant les diviseurs de y • 

On a donc 
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Les sommes B étant de la même forme que précédemment, 
nous aurons à ajouter à l'expression de S obtenue plus haut les 
termes suivants : 

Dans le cas de D2 = — q, D3 = — q [q = q =— 1 mod. 4)> q et q 
étant premiers, on aura : 

l'ancienne expression S aurait donné : 

Ci ( - % ' ) - ( . + ( 1 ) ) i Cl ( - 4 2 î ) - ( . + ( i ) ) i Cl ( - 4 V ) ' 

(ll') + ^ 

r 

en l'ajoutant avec la quantité S0 et en faisant usage de la relation 

c i M ' ï H ^ . ^ - ^ C i h , ) , 

il vient : 
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Cela posé, observons que les nombres — ^ 2 — (^j j Cl (—9) sont 

impairs et puis, comme cela se vérifie aisément, 

2 
nous aurons : 

(a — 1 ) (a' — 1 ) 
' ' ' - -j" 2 = 2 » 

•1 

(64) ( - ; ) ( ' + ( * ) ) - $ ( • + $ ) > 

(mod. 8) 

(les nombres premiers <7, q étant de la forme l\k + 3). 

Si au contraire on fait D 2 = p , D 3 = p ' (p==p'== i (mod. 4)), la 
quantité S0 deviendra S0 = o, ei nous aurons : 

S - C» ( - Upp')+(,-(£)) [ c i ( - 4 p ) + C l ( - 4p')] + , 

d'où cette congruence : 

a ( - * > " ' ) = ( > M - M . 
ou bien 

(65) C i ( - 4 - ( £ ) ) ( , _ ( £ ) ) (mod. 8). 

(p, p deux nombres premiers de la forme l\k+ 1). 
Ces résultats sont dus à M. Hurwitz. 



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 2 0 9 

C H A P I T R E IV. 

SUITE DES RECHERCHES ANALYTIQUES. 

1. Soient v, io deux quantités complexes dont le rapport ne 
soit pas réel, puis soient >;, Vo des quantités réelles que je 
suppose ne pas être des entiers; cela étant, la série a double entrée 

ia) > ? (ira, n — ± i , ± 2% ± o, • • • 

sera certainement convergente, si Ton suppose la sommation effec-
tuée, d'abord par rapport k lune des deux lettres m, ik La même 
chose a lieu pour la série 

2d 
m 

en supposant, dans les deux séries, le même ordre de sommation, 
multiplions la première par v, l'autre par iv et ajoutons; alors la 
quantité + (*/ + /*)tu apparaîtra au numérateur, et en rédui-
sant, il vient : 

V 2d („ -L m)v -I- (n À- n\î#,l W Ad (* + n) [(? + m) v + {v + n)w] ^ ' (£ + m) [(£ + m} v + (v + n) ta] 

^ rî + n 2d Ç + „ . M 
^ ~ — oo m—— oo 

Si l'on admet que la série (a) ne change pas sa valeur en inter-
vertissant l'ordre de sommation, ce que l'on,pourrait .d'ailleurs 
montrer directement, mais avec peu d'élégance, si i o n s'appuyait 

SÀV. ÉTRANG, t. XXXIII. — N° 2. 27 

i m i ' i u m e m e n a t i o n a l r , 
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sur la méthode de sommation partielle d'Àbel, on pourra simplifier 
le premier membre de cette dernière équation; on a en effet 

00 Jlkovi Jiffuiri 
M 2 i 0 « ^ 1 ) . 

k=-00 * 1 

ce qu'on peut écrire, en changeant a en — u : 

U "h fc , — g"2"™ 

On obtient ainsi, en introduisant les hypothèses o < £ 0 < i , 
0 < 770 < 1, la relation : 

'¿TTl y 
00 — ( * + « ) 

1 e v 

1 

(3) 

C L 

co 2î?7Ti + (li - ç0 II - ï;0m) {£4* m) 

Ç+m 
<? 10 — 1 

airi e""" 

Cette relation a été remarquée par M. Lerch dans ses études 
sur les recherches que Kronecker a publiées les dernières années 
de sa vie; il résulte desdites études comme bien probable que 
Kronecker avait en vue la formation de certains invariants de 
formes quadratiques: en tous cas, on parvient dans cette voie à dif-
férentes propriétés de la transcendante 

2 n = — oo Tl + II ! _ 

(les parties imaginaires de co et s ayant le même signe et celle dè s 
étant plus petite ). -



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 211 
•s 

Elle admet par exemple une transformation linéaire remar-
quable dont la formule (3) n'est que le cas le plus simple. Cette 
dernière formule appartient d'un autre côté à une région plus 
transcendante où intervient par exemple la série à double entrée 

2 A n ri (« + + nwY 1 

mais je ne ferai pas usage, dans ce qui suit, de ces études limi-
trophes aux deux régions étrangères, celle des transcendantes ellip-
tiques et les fonctions gamma, et c'est uniquement de la relation (3) 
que je vais tirer quelques conséquences pouvant intéresser les 
géomètres qui s'occupent de la détermination analytique du 
nombre des classes. 

Pour établir notre relation (3) d'une manière en même temps 
simple dans la forme et rigoureuse, je vais reproduire un passage 
d'un mémoire qui a paru dans les écrits de l'Académie de Prague 
( i8g3, A° 23). 

Soient v, w deux quantités complexes dont le rapport 11e soit 
pas réel, rj deux fractions propres, puis a, x, y des variables 
complexes, et considérons la fonction suivante de la variable com-
plexe z : 

( £ » + * » ) i 

{¿^ (** - *) _ j ) («* - y) _ j ) * z + a ~J\Zr 

Elle 
n'admet à distance Unie d'autres singularités que les pôles 

2 = — a, puis z n + x tt-br / » 10 \ 
— , = ± 2 > • * • ) ' 

qui seront simples, si l'on exclut certaines valeiu^s particulières des 
lettres a, x, y, ce que nous supposons rempli. Ces derniers pôles 
en nombre infini sont distribués sur deux droites différentes et y 
font deux suites de points équidistants ; on peut donc choisir une 
constante positive p, de telle sorte que les cercles décrits du rayon p 

A 7 * 
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autour des différents pôles comme centres ne se coupent pas, au 
moins ceux qui correspondent à des pôles suffisamment éloignés; 
en supprimant du plan les régions en nombre infini limitées par 
ces cercles (p), il reste une région connexe, et c'est dans cette 
région que je suppose tracé un contour C fermé et très étendu 
dans tous les sens; grâce aux hypothèses o < £ < i, o c i / c i , la 
fonction f{z) sera infiniment petite comme une exponentielle le 

long de la courbe C; il s'ensuit alors que l ' intégralejf (z)dz prise 

le long du contour .C tend vers zéro, si Ton fait grandir indéfini-
ment les dimensions du contour C. D'un autre côté, cette intégrale 
s'exprime à l'aide des résidus de f(z) aux pôles compris a l'intérieur 
de la courbe C d'une manière connue par le grand théorème de 
Cauchy; on parvient de la sorte immédiatement à la relation, où 
l'on a posé + wy = .v : 

2tvi 'Is-rti. 
oo —(s-Hi oo -—-iy + n) 

e v V ^ 1 e w y 1 < _ i V 
Ad x4-av4-n .. . , ' Ad 

c 1 C 1 1 

• —2IA7R T 27Tt e 
+ (« + «»)_ t ) (c-2Tri & + «)_!) 0 ' 

Faisant 

x + av = y + aw = £, 

et changeant en £0 et rjô  il vient 
oo (V + n) oo + 

e v , ^T! I c 
V+Til»EZZZ^i ^ 2d 

m 

» w 

"=r°° e » - 1 •— - g » • - 1 

27TÎ / S — £ovJrVoW 

0 i r ° [ o < | 0 < ! , o < Vo < « J 

Cette relation prend la forme (3) en changeant £ en — H et en 
écrivant dans la seconde série — n au lieu de /?; elle est d'ailleurs 
plus symétrique. 
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Je pose maintenant ^ = + = en supposant que la 

partie imaginaire de œ soit positive; l'équation (3) prend alors une 
forme plus simple : 

OO fiuTTÎ (îf + t) c o 

+ 2 r r 

. 1 f 
Irjiti-hlTzt (ç+w) 

C w 

U = — o o — 1 

717 C 
2 Sin tfTT sin £TT 

En supposant que l'on ait o < £ < i , la valeur absolue de la 
quantité 

e 
2tti 
ù) 

sera plus grande que î pour m ^ o et plus petite que î pour 
m < o ; en supposant rj réel, on aura donc : 

27Tt 

~~ïïri I = ^ 
( m + g ) + 

eoy — i ii~ 0 

pour m o , et 

— 1 

2iri 

i 

pour m < o; en faisant usage de ces développements et en écrivant 
— m au lieu de m si ce nombre est négatif, la formule (3Û) de-
viendra : 

o o 

2 n+vp2 

o o o o 

(3') 
O O 

+ 2 V 
ni 5o 

2?n 
e œ 

o o o o 

+ 2 2 - e 
, 2/i77irt — — (« — u) (m — £) 
1 e w 

7Ti c**1' e ^ ' 
2 sin V7T sin 
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h 
Cela étant, posons rj = - , où A est la valeur absolue cl un discri-

minant fondamental négatif; multiplions les deux membres par 

et ajoutons les résultats pour h = i, 2, 3 • • • A — 1 ; on aura 

au second membre la quantité 

- ^ 2 ( t ) cot ̂  = - c i ( - A) 
2 sin&r \ h J * * V V 'sin&r 

et au premier membre la première somme se simplifie en posant 
nA + h = m, ce qui donne : 

- A\ /- A' 
h J v m 

A 
j sgn m; 

dans la deuxième somme du premier membre, la sommation par 
rapport à h s'effectuera immédiatement au moyen de la formule 

A — 1 , SnhTti 
I H T H ^ ^ V Â , 

ut il vient la formule 
tîmuiri 

0 0 f 4 v ï 

— A\ sgn m e & 
£tt ^ V m ) m 

t' * — 1 

/X V V ' /- -=5!<-+«IC+») 

. (4) - ^ I . ? ^ - ) ' 
00 °° 1 /-AN "7T(m~-H"-') 

m—1«=1 
* 

(tt = ê o < | < i , 6 < 6 0 < i , o < w 0 < 0 ' 

dont nous allons tirer quelques conséquences. 
Elle fournirait une représentation du nombre des classes, si Ton 

faisait6 = car alors la sommation par rapport a m, dans les deux 

dernières séries, s'effectue à l'aide des logarithmes; mais le résultat 
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n'est pas aussi simple que ceux que nous avons établis dans le 
chapitre n. Mais j'ai en vue d'obtenir des relations qui ne présen-
tent pas des complications inutiles et je passe donc à une autre 
considération. La première série dans le second membre de (4) 
peut évidemment s'écrire : 

^ \ m J m \ 

ou bien, en développant les termes en séries géométriques, 

m = 1 n =0 

oo oo 2m7Ti w . 

m = 1 1 

2muTTt 2 m iti . 
— t — o o — : — — u ) - 2 £ 7 I i 

e A . * ĉi / - A\ 1 e A 
•) + ¿ 2 j£d\m / m H^LL^Tn 

— c A' 1 ] —e .A 

Cela étant, soit — A' un nouveau discriminant fondamental, et 

posons dans la formule (4) £ = multiplions par ajou-

tons pour h = î , 2, 3 * - • A' — i. 

11 vient 

h = l 
2miri 

e 
tn ] \ n ] m m = l n = l 

w _ 2 mni 
• a . /T7 v^ V^ A\ /— 1 

— 2 
0 0 0 0 

m = 1 n — 1 

- 2 2 ( - . — e 

0 0 " - 2 2 
fX=t /2= 1 1 
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en remplaçant la somme 

2 ("X~) c o t ^ P a r s a vftl®ur Cl (—A7), 

nous aurons : 

i £ d ( - A ) C l ( - A ' ) 

1 oo oo Imncûiti / 2mu i r i 2 n u o n \ 

(5) = V * 2 2 , fé) ( = £ ) 4 ^ ( « " * " + 
v ' i m = l /ï — l 

I oo oo * 2 m « i r i / 2/m7ri 2 f i u i r c \ 

\ m~l n — \ 

Cette formule se simplifie si Ton choisit A ' = A et si Ton y fait 
u = o ; elle devient : 

_ oo oo / _ A\ , / _ 2mn7li \ 

1 + • " " h 
1 1 

en faisant ma = a, on au ra : 

ni a a 

où @2 (a) signifie la somme de tous les diviseurs du nombre a; on a 
donc cette représentation du carré du nombre des classes, 

«-ï 

où nous avons posé w = de sorte que x ou est positif ou a sa -
partie réelle positive ; prenant par exemple x — ï , cette formule 
devient : 

(6«) d ( - A 
n = l' 
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Malgré son intérêt, cette formule a peu d'importance pour la 
pratique, puisque la série ne converge que lentement si A est un 
peu grand. 

On parvient à des formules plus utiles, si l'on conserve pour A' 
une valeur petite et si l'on emploie les formules établies dans le 
chapitre m : 

o o 

B = = Q ( S , - A ' ) 

A' 
« = 1 " 1 

où c est une constante choisie de telle sorte que la dernière expres-
sion s'annule avec z* On a : 

]oa m - W Y (z) — i Z {z) - Z (z) y/Â7 

& B (í) — ^ y (2) -f i \ÍK' Z (z) 2 i a i C t ^ Y(z) ' 

et, par conséquent : 

les polynômes Y et Z étant connus du chapitre m. En faisant, 
dans la formule (5), u=o et posant pour plus de simplicité cô = ix, 
x>o, les sommations relatives à n s'effectueront à l'aide des for-
mules que nous venons de rappeler et nous aurons : 

{ 2 m J 7 r \ 

(7) £ Cl(— A) Ci(— A ' ) - v E 2 à . ¿ ¿ T 
ï — e A 

/ 2m7T \ 
. v/A' Z W ^ - á ' y — 2 arc tg v -

jU \ /Il } \ ' O / 2M7T \ 
m=J V - A 7 

S AV. ETRANG. t. XXX11I. — N° 2. 
l i l P B 111 E M E Î U T I O J A L E . 
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Je pose, pour abréger : 

et j'aurai donc cette forme un peu plus simple 

(7*) 1 m=1 S 

m= 1 

les quantités réelles et positives 77 satisfaisant à la relation 

log £ • log Y) = ~>, v < i . AA 

Prenons par exemple A' = l\ ; on a : 

Q(z) = z - z \ Y(z) = 22, Z ( z ) = ] ; 

donc 
m 

QW * * x/^z + x 
= 1 y — aarctg^Y~ = 7 r — 2 arctg~ = 2 arctgz 

et, par conséquent, 
m a t t 

00 

€ V a 
ImuTT 

(8) { . + e Va 
„ mi: 
00 _ .... 

+ 2 2 ( ï i r ) a r c t & e 
m= 1 

Si A' = 3, on a : 
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et il vient : 

g a (_ £ (=?) • 2 (=?) 
(9) ' ' 

ni 

2U7T 2TT 

L'hypothèse de A = 8 fournit : 

Q = 2 + Z 3 — 2? — Z1, Y = 2Z2 — 2 , Yj = Z, y = G , 

et puisque 
Q 

î + s'1' 
on a : 

' = C K - A ) . ^ 2 Ç ± ) , s a r c t g ^ | 
/ V | m = 1 ' J S rn= J 
( i o ) 

U 7 T -JT 

2. Soit D un discriminant fondamental positif, et posons, dans 

l'équation ( 36), >? = jy puis multiplions par et ajoutons pour 

h = i , 2 , 3 . . . D — ï ; on aura : 

i/rS V (R\ _L < n r " V V _ L _ -V ("+ u ) (" , + i ) 

VU 2à \m) m + Zi + 
m = — o o D m = 0 n = \ * 

t» 1 

, V v ' -ir<"-"»<n'-fl 

»1=1 »=1 m 

Dans la première série, séparons les termes du m positif des 
termes du m négatif, et transformons les premiers au moyen de 
l'identité 

2ma7il 2mu7Ti 
e D — „ 1> 

Smônri . k2monri ~ . 1 
—n— 2Çm C D —l e D — 1 

2 8 . 
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la relation précédente deviendra alors : 

o o ' ¿ m u n i c o o o . . . 

m-1 m=0n=lm^ç 

+ 2 
o o o o . . . 2 l I I p , . . 

J /D\-—{"»-?)(«-») 
Fil — 1 JJ = 1 

m 
e 

711 =2 1 

2 01H 7T 

2M&NRT 
D 

+ (î 
2 m »TT« 

1) 

— 1 C 
2MÛM,I 

D + 2&ri 
— l 

où la lettre u signifie une quantité complexe de la forme 

ko+VoM, o < < 1, o < r ; 0 < i, 

Eu passant à la limite pour u = o, on a d'abord. 

M 

Cl(D)logE(D) 

o o o o 

'-Pu -
2 / i î T i fc, o o o o 2 / I T T i . 

(»»+£) I v-i i /D\ —-(*-£) 
m m ~ 1 n = 1 

\ / D | 
TO= l 

2 ) ± 
m ] m 2mû)7TÎ 

ï) + 2&r i 
" h - : 

— 1 (î 
2mcii7rt 

ÎT~ 
- 2|7T«* 

— 1 

Dans les deux premières séries, on pourra effectuer la somma-

tion par rapport à m, si l'on fait il vient ainsi 

/»/un oo .. 

Q(D)iogE(D) - ( 5 ) . " - + 2 © = ™ 5 = 
yurt m~l D 

2o» ötttTt 17 

(A — 1 ,3 ,0 , . . ), 
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et puisque 
Àmri 

1 +C « 
2 K • = 1 ° g »TTÎ ' 

i — e 

on retrouve la formule (8o) du chapitre IÏ. 
En isolant, dans le second membre de la formule (12), les 

termes où m = o et en remplaçant leur somme 

0 0 

î S ; 

2«é:iri 
ù) 

^ n- 1 
par sa valeur 

( \ 
(n\ 1 QVg "'D/ 

1 — e & 

on pourra passer à la limite pour £ = o ; en remarquant qu'on a, 
comme on sait, pour D positif, 

Q ( i ) - o . Q'(.) = o, Q * ( I ) - 2 ( ? K 
v—l 

on voit que la limite de l'expression (a) sera 

. 1 _ 
iri v i /D\ 2 

D ^ l t ) " ' 
1>=1 

t 

et il vient, par conséquent : 

. D — 1 00 00 _ Imniti 
7ri x-i /D\ 5 . v i v i /D\ 1 

i c m o s m ^ z i ï y + z i m * » 
v~l 11 

- i / D V f ^ i L 
V Ad \mj m e » - 1 

Si dans la première série on effectue ïa sommation par rapport 
à m, on retombe sur la formule (-8k) du chapitre 11. 
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\ , 

3. A ces recherches qui ont conduit à des développements con-
vergents, j'ajouterai quelques résultats qui concernent certains 
développements demi-convergents dans lesquels intervient le nombre 
des classes. Il serait trop long d'établir tous les raisonnements 
qui m'ont fourni les formules fondamentales pour ces développe-
ments; une. exposition méthodique des résultats en question trou-
vera sa place dans un mémoire sur les intégrales définies, et ici je 
me borne à vérifier les formules de départ, 

La formule suivante, qui est bien élémentaire et qui se vérifie 
immédiatement, 

C° SIN 2 aux + SIN 2 ( 1 — a) ax 00 

cv 4 - c~1' — 2 COS 2 (IX 
1 /I=0 

= 2 é'nv sin 2 (7? -}- a) ax, 

a lieu : si la partie réelle de v est positive et si ax est une quantité 
réelle; multiplions de part et d'autre par la différentielle 

C »// {hit 

+ 

et intégrons de zéro à l'infini; les intégrales qui apparaissent de la 
sorte au second membre se calculent à l'aide de la formule 

J> c o 

0 
x sin 2 ux dx — * \Jir a <r"\ 

et il vient 

(.3) 
J» c o 

0 

. eu SIN 2 aux I 11' 2, ( L — <r) ax i j ^ • , . Î c : a u j ¿ U U l J s - t - i a i i i A , \ i — u } j 

C' L ! ; ^ J- X dx 
0 cv.+.e-l> — 2 COS %(tx 

'A 
t ' 0 0 

n = 0 

équation qui subsiste naturellement pour toutes les valeurs de 
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réelles on complexes; on établit de la même manière la formule 
suivante, dont la précédente résulte par differentiation M 

* ev cos 2 aux — cos 2(1 — er) ax 
/ » C O 

e-* 
/0 ir -f- <" — 2 cos lax 

(•/>) ; 

dx 

m = 0 

Je suppose v réel et positif ainsi que a, et je vais passer à la 
limite pour v = o; une substitution directe n'étant pas possible, il 
faut d'abord transformer les premiers membres; en m'occupant de 
la dernière formule, je pose, pour abréger: 

/

./ \ .s ev cos waz — cos 2 (1 — cr)az 
w ev + e~v — 2 cos 2 az 

Soit p un angle contenu entre zéro et ^ les limites étant 

exclues, et appelons L la demi-droite indéfinie remplie des points 

& = [l> o). 

Dans les points inliriiment éloignés et placés entre l'axe réel 
positif et la ligne L , la fonction/^) est infiniment petite d'un degré 
très élevé, et on pourra appliquer le théorème de Cauchy qui 
donne l'équation : 

£ f(x) dx-J} f i z ) d z = 2 

en désignant par Hk les résidus aux différents pôles de la fonction 
f{z) placés dans le domaine limité par l'axé réel positif et par la 
droite L ; ces pôles étant 

2/t7r-f vi 
H 2 a 

^ Voir le mémoire de Kummer finitis [Journal de Grelle, t. XVIJ, for-
De integralibus definitis et seriebus in- mnîe (4-6)]. 
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où l'on doit prendre k — 1, 2, 3, • . •, si t>< 27Ttg<p, ce que nous 
supposons rempli, le résidu R* aura la valeur 

\ 2a j ev cos trahir + iv) — cos (i — a) [ikn + iv) 
, C TJ—  
* 2 ai (ev — e-v) 

On aura donc la relation 

2 ç-aUG + m^-mv 

m— 0 

/ x ' « r^+ivV 
(a) { 7r 2 ^ \ 2a J ev COS a (2ft7T + t'y) — COS ( l — à) (2fe7T + il)) > e a ^ ev — A — 1 

i 

i 
. J Z W 

Le passage à la limite pour v = o dans le premier membre n'offre 
aucune difficulté, et il faudra seulement chercher la limite de 
l'intégrale. Partageons dans ce but le chemin de l'intégration L en 
deux parties (o. . . £) et (£. • oo' signifiant le point à l'infini 
de la ligne L; on aura : 

¡jj(z)dz-Çj{z)dz+Cf(z)dz. 

Quant à la deuxième intégrale, la fonction restant finie pour v 
infiniment petit, on a immédiatement : 

Km C flz) dz = f er*' """ ~ so;* U - dz, 
W = 0 J Ç J K I J Ç 4SI IIS FLZ 

ou bien : 
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Pour les valeurs suffisamment petites de z on peut poser 
sm az = l et on obtient, en résolvant, z exprimé en fonction de / 
par une série de puissance ordinaire; on aura donc, comme il est 
aisé de voir 

dt f(z)dz = ¿ [•_,+«»(<•)]_ 
O - . - Y 

P(i2) désignant une série entière. Si donc £ était choisi assez petit, 
on aurait : 

r ' / - M * - i ( * • - . ) r - , — V - + 1 r , 
Jo J w « * 1 Jo ( - --S aJ0 / -

U 2 - e V +it W - e V 

où l'on a posé T = sina£. 

D'après l'hypothèse faite au sujet de l'angle 0, la quantité /2 aura 
sa partie réelle positive, celle de la somme 

v v * 

e*-e 2) +/lé-

sera encore plus grande, et le quotient 

/2 

v r -  4  

e2 + e ~ ) + l\t 

sera en valeur absolue plus petit que ^ La dernière intégrale sera 

donc aussi petite qu'on le voudra, si l'on choisit convenablement 
le point 11 s'agit donc seulement de la première intégrale, a 
savoir : 

dt 
/ V 0 V V ^

 á  

2 I 2 I I , J'» 
e + e J -f àt 

SAY. KTRANG. t XXXlli. — N° 2. 29 
I l I P H I l I E n i E N A T I O N A L E . 
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Elle a pour valeur l'expression 

~{ev -i) 
ax ' 

( I - Ï Ï 

arc tg 2T 

i» 

laquelle, pour v infiniment petit, se réduit à ~ 
Il s'ensuit que la limite 

lim I f(z)dz 
v-0 J L 

sera autant moins différente de l'expression 

- + - r 
¿Mt 2 Jy 

S«sin(i —acr)(iz ^ 
Ç sin az 

que £ sera choisi plus petit; par conséquent 

lim f f e~*'sin{\-™)azdz. 

En substituant cette valeur dans la formule (a), nous aurons 

r- f 

m-0 \ k=l 

(»5) , 2ÎV/7T V A* • / 
H ^ e sm 2k(77r 

oo Ar3 7TS 

- T S 
S/7T JL 

_zi sin(i — 2<7) az 
sin ae 

Si l'on fait usage de la relation Lien connue 

/ 
\ / c = 1 / m = — o o 
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l'équation (i 5) prend la forme suivante 

k2 IR5 

OO OO , f ' oo  4  

2 2 + a* sin 2kcrn 

m — 0 m — 1 k = 1 
2 T sin (l — 2(T)(IZ j 

v / W L s i i i m 

en supposant « et ex réels, on en déduit, par séparation des parties 
réelles et des parties imaginaires, différentes relations que je crois 
inutile d'écrire. Cette formule nous servira à établir un développe-
ment demi-convergent de la partie réelle du premier membre. 

Je supposerai désormais 
o < c r c i , 

(,5*) 

de sorte que l'équation suivante aura lieu : 

O O 

sin {i — 2cr)az y mr 
2 7 risin2N<77r' si n ai rv 7r — ar z 

n~\ 

En faisant usage de l'identité 

ïitv = y 1 a*'z*> a2™ z2rrl 

on aura 

. m — 1 o o o o 

sin(i — 2<j)az ^ ^ sin 2ncT7r 
sin az 

o V ^ V sinangnr , om 2w V sin 2ïi<j-k 
2 à ¿ M - - ' ( „ - - < . ' * • ) ' 

C'est de cette identité que nous nous servirons pour trans-
former le second membre de (i 5*); nous multiplierons de gauche 
et de droite^par e~z*dz et intégrerons le long de la ligne L ; en 
observant que l'on a, en vertu du théorème de Cauchy : 

J^ <r ~ dz =J^ <T a* dx = i T (y + l- ), 
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il vient : 

M. MATHIAS LEBCH. 

(•6) X ' ^ ï ^ 1 - 2 r ( v + i ) • 2 
r=0 iî — 1 

sin 2/ia7r 
¿Si (,l7r) 2y -H -4-R 

L \ XTM * 

OU 

(16«) 
0 0 _ - 2 9 m 

T> ^ 2m V^ SIII 2UO-7T /* C ~ 2 tk 

2 

Cela étant, je représente par R^ la partie réelle de la quantité 

Rm, et j'aurai comme conséquence immédiate des équations 
* 

5*) et (16) le développement suivant 

oo oo 
,-«'(" + a)* _ V /-«'(n-ff)2 

2 n = 0 2 
H ~ I 

Ttl — 1 O O 

V7* v = 0 n = I 

Sin 2/l<77T 

(mr) 2i> + 
- j - H 

où il faut encore donner une limitation du reste Rm ; on a, évi-
demment : 

R ni — |R 
\/7r 

et nous nous occuperons donc de Rm. Le point ci*z2 étant situé sur 
la droite faisant avec Taxe réel positif un angle égal à 2 <p, on a 

9 o 
Il a 9 ^ o 

M M 

on aura donc : 

Offl OO ~ 

où nous avons remplacé la valeur absolue de la quantité 

e~z*z2m par son expression <r*2cos2P#2n\ 

qui s obtient en faisant z = 



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 

En employant la notation de Riemann 

2 2 9 

o o 

« = 1 

nous aurons, par conséquent : 

R ni 

r(/n+i)Ç(am + i) 

î 
sin cos 22<P"rr2m+1 

a2m, 

et, a fortiori, 

(«7°) R m \fn 
7r2o,+1sin2ipcos 2 2 0 

1 a llm 

La quantité variable avec 0 
i m-f -

sin2(pcos 2(p 
devient maximum pour 

2(p = arc tg ö 

et on aura : 

i 
m -h-

Sin2<P'COS 2 2(p = 

Cette valeur fournira une expression de l'erreur plus exactement 
que toute autre valeur de <p, et nous aurons 
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Cette expression du reste du développement ( i 7) est celle dont 
on peut se servir dans la pratique; étant donnée la valeur de a 
suffisamment petite, on déterminera m de telle sorte que l'expres-
sion (176) devienne négligeable. 

Soit Àm le second membre de l'inégalité ( 1 7*), après la suppres-
sion du facteur £(2m+i) qui est près de l'unité; on a : 

2«+3 

(y) m 

Am + 1 

la fonction 

( y ) 

2m + 3 

5 5 
^"çy / £) N 

est décroissante et tend vers o , d'où il suit que Am tend vers l'in-
fini ; si a est assez petit, la valeur de m pour laquelle l'expression (y) 
devient égale à 1, sera considérable; désignons-la par m0; pour 
m < m0 on aura Am + l < Am, tandis que pour m > m0 on a Am+1 > Am. 
C'est donc pour m<im0 que Am est le plus petit possible; l'ex-
pression [ y ) ayant la valeur asymptotique on a, sensiblement : 

Si l'on fait donc m = m0, on trouve aisément 

.— 
2 y/27T* . \ V/2<? a* 

m < - Ç — + 1 )}L—e ; 
a* 

l'erreur est donc «proportionnelle » à la quantité ^e a\ de sorte 

que notre développement demi-convergent donné une exactitude 
analogue à celle de la série de Stirling. Mais dans les calculs effectifs 
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on ne va jamais jusqu'à cette valeur de m, et c'est pourquoi l'inéga-
lité (17*) est la plus importante-

Dans la formule (17), les séries trigonométriques 

0 0 

S1U 2n<T7T 

2 211+1 

sont des fonctions entières de <7, à un facteur constant près; ce 
sont les polynômes de Bernoulli; en appelant S2ff(#) la fonction 
entière qui, pour x entier et positif, coïncide avec la somme 

le second membre de (17) s'écrira 

( l7 C) l - 2 < 7 + 2 S H r ^ M ^ + R " 
v= l 

Cette nature du développement (17) donne occasion à une ob-
servation qui me paraît intéressante. Les séries dont se compose le 
premier membre de l'équation (17) 

0 0 

^ e-a*{n±v)* 

K = r 0 

ont une grande analogie formelle avec les transcendantes ellip-
tiques, tandis que leur nature est beaucoup plus compliquée. Elles 
font partie d'un groupe de transcendantes très étendu que j'ap-
pelle semi-elliptiques ou les analogies elliptiques de la fonction T. 
Prenons l'équation employée plus haut 

OO j j OO fr3 7T5 

a 1 a Atd 
m = - œ k — t 

Pour a très petit, le premier membre est très grand; on pour-
rait désirer d'en chercher un développement demi-convergent, 
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analogue à celui de (17) et à la série de Stirling; ce développe-

ment se compose ici d'un terme unique car l'autre partie du 

second membre „ , 
— co ft» 7T* 

R = IL V e û2 C 0 S 2k<7TÏ 
a ¿d 

k-\ 
a le caractère du reste; très souvent, les développements des 
fonctions elliptiques /(a, co) suivant les puissances du paramètre o) 
sont demi-convergents et ces développements ont cette particularité 
que le nombre de leurs termes est constant. 

Au contraire, le nombre des termes dans le développement 
demi-convergent de notre fonction semi-elliptique 

0 X 
» 

a son nombre de termes variable avec la valeur de a, également 
comme la série de Stirling. 

Cette circonstance pourrait rendre grand service dans certaines 
parties de la théorie des fonctions elliptiques; en particulier on 
pourra s'en servir pour prouver l'impossibilité de certaines rela-
tions, qui, elle, ne peut pas s'établir par un calcul direct. 

Revenons sur l'équation (17) et écrivons Rm(ex) au lieu de Rm. 
Soit — A un discriminant fondamental négatif, posons dans (17) 

multiplions de gauche et de droite par et ajoutons; 

en posant /¿A + /i = /c, resp. /*A — /¿ = /c, on aura, à la gauche, 

h 

00 

k = 1 

tandis que, à la droite, les sommations s'effectuent directement à 
l'aide de la formule 

» 
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on aura ainsi : 
• • 

oo n'a4 ni —1 oo  

1 1» ou i on pose : 

R t - Ï Î T ) 5 - ^ ) 
Les coefficients 

i 

o o 
' - A' 

n 1 + 1 
n= 1 f"7T)' 

sont des nombres rationnels; en particulier, le premier est égal à 

ï C i ( - A ) , 

de sorte que l'on aura un développement demi-convergent 

o o n 5 a 3 

2 { z é ) Î A ' ~ ï a ( - A ) + v 2 + v + . . 
n = 1 

Le reste R* est la partie réelle de la quantité 

la quantité R,* sobtient à l'aide de (i6a) sous la forme 

« * 

o o ^ 

R:=2a2" 'y/Â y ( — ) — 5 - ï r 
' é^i >n MB») A n'w-« 1 * 

on aura donc, comme à {17 ) : 
3 

3\ m + 2 

(18-) KI < 2 v / î - H ? ^ — v <*2m-
y 7T • , v m+-

K 2 
SAV. ÉTIUNG. t. XXXIJI . — N° 2 . 3o 
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Puisque le reste R* ne devient négligeable que pour a suffisam-
ment petit, la formule (18) ne contribue en rien à la pratique du 
calcul du nombre des classes; elle donne cependant une propriété 
intéressante de la transcendante semi-elliptique 

% t 
n — l 

dont on rencontre des cas particuliers dans la théorie des fonctions 
elliptiques de troisième espèce. 

Revenons sur l'équation ( 15*) ; en la différentiant par rapport 
à cr, nous aurons 

/ 

2 (m + a) r + J ] (m - <x) «r^o*—>' 
m = 0 m = l 

1 _ Q Q ^ Î "Jf ^ 

(19) -2Ï2LSIË y k e ' ^ c o s 2k<m 
a3 Ad k= 1 

ayfîrJ L sinaz 

En faisant usage de l'équation 
/ s 0 0 

cosii — ia)ai cos 2fcnr 2 
V 

ou bien 
sin az Ad vu + az 

<X> 

/ V O O 

cos(i — 2(r)az 1 ^ iwz cos inoir - - y 
IZ ¿d sin az az ïi27T2 — a*z2 * 

n= l 
on aura d'abord : 

m —1 00 oo ,2m 4-1 
1 y / \2ï> + 1 V» COS2n<T7T (fl-Z) COS 2IlOTt cos(i —aajaz i V* A \2j> + i V1 cos2n<T7r ( a z ) c o s 2naît 

sin az 

d'où, par l'intégration : 

1 Ç <,tt»(i ~ ^ ) a z 2 d z 

sin az 
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où Ton pose 

1 — — 2 a 2 m COS 2JIOTT 
C O y 

n=i M J l " ' f ' ~ «ä2s 2 m 

On trouve, comme plus haut : 

o o 

3 

sin i(p cos 2(p 

Si l'on remplace les intégrales par leurs valeurs et si Ton change 
m en m — i , on aura : 

x Ç ^cos(i 
« J L SI 

— 2o)az 
sin az zdz 

Ï 2 a — 2 

avec l'inégalité 

R m a 2m-2 
-

m + -
7T • sin 2<p COS 22<p 

dont on tire, comme plus haut : 

¡2 0") 
7T 

, 3 m-f-
2 

3 

En retenant de (19) seulement les parties réelles, il vient : 

0 0 0 0 

( 2 0 ) m=0 m = l 

m — 1 00 

a~ V ¿Ti T 

3o. 
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où Rm désigne la partie réelle de et, par conséquent : 
\/7T 

K < 4 = R m 

H est bon de remarquer que le reste Rm est donné par l'ex-
pression précise 

o o _ f ) m . 

( o n M R - V cos 2 n<T7r f e ~ .z~ dz 

Multiplions maintenant de part et d'autre l'équation (20) par 
2ada et intégrons; il vient, en représentant par A une constante : 

0 0 0 0 

A _ y —L- >•_ y —l-— 
Ad m + a- Ad m — a 

M ~ 0 M S = L 

e-a*[m->tT? 

M — L O^ 00 ~  

- » > « « « - H ^ r ( - + ï ) v 2 ; i ^ 2 + J 0 R » w 3 a d a -

Le reste 

I [\m{a)2ada 
J 0 

est évidemment la partie réelle de la quantité 

f RJa) iada\ 

il s'agit seulement d'évaluer la constante A; elle est égale à la 
limite 

X ¡ h r + 2. loe a ). 
Ad m+ <7 1 Ad m — tr 1 0 / 
m-0 1 m = 1 / 

t 

Pour la trouver, je vais considérer d'abord la quantité 
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pour a infiniment petit; soit u une quantité positive auxiliaire, je 
décompose la série S en deux parties, dont Tune contient les 
termes où + l'autre les termes restants pour lesquels 
on a donc (m-\-<j)a>u : 

2d{m + ar) ' 2d ' (m + er) * 

La dernière série pouvant s'écrire 

a(m + <7) a{m + <T)>u, 

il est clair qu'elle a pour limite l'intégrale 

îim S2 = 
n = 0 vu X 2Ju* X 

Il nous reste donc encore la somme S^ L'inégalité 

o < i -e~a*[m+a)%<tf(m + <ry 
donne 

2 " m + o- < f l 2 2 (m + (x)<^(« + a)2, 
m = 0 0 

d'où il suit, en désignant par 5 une quantité positive plus petite 

<ïUe ï* ["-cri [-—al 
L û „ J -aVm + ir)2 La J 

S = S - z + 
m + a Ad m + cr v 1 / 

o 1 o 
ce que l'on peut écrire 

[ H _ 
i o g a + 2 

€ 

o 

G-'] 
- l 2 d ^ - ' o g ï j . + ' o g » - ^ ^ « ) 5 

/v * 

V 
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Choisissons pour u une constante suffisamment petite, et fai-
sons tendre a vers o; on aura, par conséquent 

Umpogfl + S;) — Ç ^ + l o g u - M 

ou, en ajoutant la limite de S2 trouvée plus haut : 

^ lim (log a + S) = - ^ + log a + ^ £ 

Si Ton emploie l'intégration par parties, 

le second membre prend la forme 

- n H - + 1 (:1 - e ' ° y i ° s u - i v i •+Î £ x d x -

La quantité entre parenthèses peut être rendue aussi petite que 
l'on veut en choisissant convenablement la quantité auxiliaire u, 
et il s'ensuit que l'on aura 

lim ( l o g a + = I e x\o%xdx, 
d 0 4 

ou bien 

S Î ^ S ^ - î n o - f ê 

11 s'ensuit que la constante cherchée A aura pour valeur l'ex-
pression 

.1 — 1 \ ; r(<T) r(,-<7)' 
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et, en désignant par G la constante d'Euler — l v ( i ) , nous aurons 
la formule cherchée : 

1 V y 
Zà m-\-cr ' 2Là m-j-er 1 Au m — cr 
m=0 m — 1 

m — X o « o o 

COS 2TMT7r 

— I Rm(a)2ada. 
/ n 

(Mr) 

Le reste qui figure ici sous la forme 

- r Rm (o) 
J 0 

2 ada 

sera, en valeur absolue, plus petit que l'intégrale de l'expres-

sion (2oa), multipliée par 2ada, à savoir 
SJ1T 

(2i°) I f Rm(a) 2ada \ >t . \ l \ 3/ „2m 
J U r 

m7r2ni+i ' / . i\m + 2 

Gela étant, représentons par D un discriminant fondamental 

positif, et posons, dans le développement (21), = multiplions 

les deux membres par (j^J et ajoutons les résultats pour 

h = i , 2 , 3 , . D — 1. 
Il vient : 

00 ^ A2«* \ /D\ 1 D, 
• D 2 • 

D— 1 r T M — 1 9,. 00 > 

W ( — V ? ( 2 ) ^ 
D-i _ ^ 
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en désignant le terme complémentaire par 2 R* , il est clair <jue R 
sera la partie réelle de l'expression 

* m 

où Rm(a, <x) est donné par la formule (206), qui donne, pour F (a), 
l'expression 

-S* _2M 

/ (iMT)' 

dz 
2* 

Celle-ci étant en valeur absolue moindre que la somme 

00 

a 2m-2 
S / B 2 U (ftTT)2"1 • sin 2<p 0 

e-x'cos-Vx2mdx, 

on aura : 

H 
.2m 00 

* m 2 \ / D T 1 

v/71 m v 

î r M 
1 

sin 2 (p cos <p 

ou bien, en choisissant <p comme plus haut : 

R m 
2 m + -77177 2 

En faisant usage des formules. (7") et (8) du chapitre premier, 
^ \ 

D—1 N R ( L ) 

P ( D ) = - È 2 ( ? ) 4 f y P ( D ) v ^ = Cl(D)logE(D), 
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la formule (S) prend la forme suivante : 

2 4 1 

0 0 

2 n-1 

naa» 
D' 

n } n 
m — 1 

C i ( D ) l o g E ( D ) + 2 ^ V 

où l'on a : 

R 1 2 m+-
m7r 2 

On pourrait aisément exprimer les quantités 

0 0 _ 

2 s 1 
1 

/ (fnr)~v 

sous forme finie, au moyen des nombres de Bernoulli, ce que je 
crois inutile d'effectuer, la chose étant bien connue. 

SAV. ÉTRANG. t. XXXIII. — ¡V2. n 01 
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