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Předmluva. 

Zesnulý prof. M. Lerch měl v úmyslu vydati učebnici teorie effip* 
tických funkcí a integrálů ve dvou svazcích. Provedeni tohoto plánu 
zmařila smrt. V pozůstalosti prof. Lercha nalezen byl rukopis prvého 
svazku dila. Vyžádal jsem si tento rukopis od choti prof. Lercha a nabyl 
jsem přesvědčení, že by bylo možné a prospěšné vydati jej tiskem. 
Choť prof. Lercha se vzácnou nezištností vzdala se nároku na honorář 
a ministerstvo školství a národní osvěty umožnilo tisk povolením úhrady. 
Zda a jaké změny by byl prof. Lerch ještě v textu snad učinil, nelze 
mi ovšem s určitostí říci; zdá se však, že by se byl omezil na menší 
změny, doplňky nebo opravy při korektuře. Toto vydání liší se od ruko
pisu prof. Lercha pouze tím, že: 1. bylo opraveno několik malých chyb 
(v numerických výpočtech a pod.), 2. byla přidána tabulka nejdůleži
tějších vzorců a obsah. Tyto změny provedl s mým vědomím p. dr. 0. Bo
růvka, který také obstaral korekturu. 

Eduard Óech. 





Hlava I. 

§ 1. Funkce trigonometrické* 

Některé funkce, které nám podala trigonometrie, máji zvlášť jedno
duché vlastnosti v počtu integrálním. Euler ukázal, jak lze je definovati 
ryze formálně na základě tohoto počtu a vyvinul touto cestou jejich 
základní vlastnosti. 

Jako přiklad vycházejme z integrálu 

f ăx 
(1) 

takže v okruhu | # | < 1 platí 

—-(I*) Í+(V)T-(-.*) Í+-
Obrácením řady obdržíme pro dosti malá u 

íjj5 aA> q/l 

# = « + «sgT + «fe5y + «Tyj- + --- (2) 

inversní funkci integrálu (1). Na místě (1) můžeme psáti diferenciální 
rovnici 

se začáteční podmínkou 
#r=rO pro U — O, 

při čemž odmocnina yl—$* má přejíti v 1 pro M = 0 . 
Na místo (3) pišme 

dbc 
a derivujme; na obou, stranách objeví se činitel 2--r-j jejž potlačíme; 

i vyjde d*x /A. 
3 ? — * (4) 

důležitá rovnice diferenciální 2. řádu. VyjádHme-li její obě strany podle 
řady (2), obdržíme nejprve pro dosti malá u 



u . vř f tr , 

t*8 t*$ 

odtud Tyehází 

a , - — 1, a 5 s = — a » = + i, a , = — a 5 = — l f . . . 
obecně 

«JV + 1 = ( ~ l)vt 

a hledaná íuTersní funkce integrálu (l) má pro dosti malá u rozTOj 

w3 . ti5 wT . w9 i#u . /fnskX 
^ = „_„ + _r_™ + ™__ri + . . . ( 2 *) 

Rada ta je TŠak stále konTergentní — celistTá transcendenta — 
a řeší problém inTerse integrálu v celé obecnosti. Tím docházíme k funkci 

# = 8inw, 

OTšem bez jejího Týznamu geometrického*, a její deriTaci 

dx 
-=— = cos u. 
au 

K Tetě součtoTé funkce sinus Tede dTojí řešení diferenciální roTnice 

yr^ + yr=7 $ (o) 

jedno řešení jest 
f dx 

V(x) + tfj{y) = c< ^(^)=Jyfz^^ 
o 

kde c značí integrační stálou, dosti malou, aby se jevila jako součet 
hodnot ip{x) a ty(y) pro malá x B. y. 

Druhé řešení roTnice (5) obdržíme, když jí udělíme tTar 

ýl — y*dx +i\ —$*ély — Q. 

Majíce na zřeteli, že y je funkce proměnné #, integrujme ICTOU 
stranu po částech, i Tyjde 

to jest Tzhledem k (5) 

xІl~f + jt1l-ař=C, 

* Geometrický význam vystoupí tu však také přirozeně, uvědomíme-li si, že 
na integrál (1) védo úkol rektifikace kruhového oblouku. 



k d e G j e n o v á integrační stálá, j e ž musí být i funkcí veličiny c. 
Pro x=zQ máme e=ty(g)$ 0 = y , 

tedy 
c^fiC), 

a tak m á m e addiční větu funkce are sín x 

%p(x)i-tp(y)^y(xjl~-y*^t!p--~x*) 
a klademe-li 

#~sini#, J = BÍÍIÍ?, 

základní větu trigonometrie 

sin (u -f- v) = sín u cos t? + cos u sin r. 

Podmínky, aby u a «? byly dostatečně malé, se snadno zbavíme, 
uvážíme-Ii, že obě strany rovnice jsou vyjádřitelný řadami stále kon
vergentními. 

§ 2. Eliiptické funkce Jacoblovy. 

Známý výraz pro délku oblouku na ellipse 

** + f — i 

*• J- a I f . ,,. • dt, l* s= 3—> (1) 
j 11-ť a 3 W 

vedl k tomu, že se veškery integrály tvaru 

ÍRacfkce (xf lR(x))dxf (2) 
kde 

Tt(x) — #<> 4- a x # + a3a?8 ~j- a$ař + «*^ 

nazvaly éttiptickými. Při tom se předpokládá, že aspoň jedna z konstant 
«s> a4 není nulou. Možno je skutečně převésti lineárními substitucemi 
na tvar, kde B(x) má vyjádření (l — x*)(l — ti*x%)f a integrál (1)spadá 
skutečně do toho druhu, neboť jej lze psáti * 

( l-~l*t* ^ , p . 
Ji(l~(*)(l-X*t>) f 

t a k ž e naše konstanta h jest tu značena L 
Budeme se tedy zabývat i integrály elliptickými 

i Eac. fkce (xf lB(x)dxf 

kde 
#(#) = ( ! — a ^ L l _ jfc*a,*). (A) 



Z těch není vlak integrál (ld) nejjednodušším, nýbrž 

jíR(x) jvci-^a-ft^y 
o o 

tak zvaný integrál prvního druhu, který ostatně k úkolu délky oblouku 
na ellipse nemá bezprostředního vztahu. 

Vyjdeme z integrálu (B) pro malá % a budeme studovati funkci 
obrácenou x jako funkci w, a ukážeme i Ábel, Jacobi), že funkce ta jest 
jednoznačnou v celé rovině. 

Jacobi kladl v integrálu 
x = sin (p% 

takže jest 

/

d<p 

a nazval obrácenou tuto funkci cp proměnné u její amplitudou. 

Značil pakyi—k % sin*<p=^<p, <p^=zamu, a zavedl funkce 

x — sin am u, ]/1 — ař = cos am u, 

y i—F# 8 = // am &, 

které jsou vesměs, jak uvidíme, funkce jednoznačné a nazývají se elliptické 
funkce Jacobiovy. Veličina h nazývá se modulem. 

Funkce amu není jednoznačná a má nekonečný počet hodnot; 
z Eulerovy identity 

e W = cos tp + i sin <p 
pak vychází 

a»íí(-=-r log (cos amu -\~i sin am tt), (4) 

takže se tamw jeví jako logaritmus jednoznačné funkce. 
Přes to, že se amplituda svojí složitou povahou nehodí jako prvek 

theorie, má přece znamenitý význam mnemotechnický, neboť prostřed
nictvím této funkce <p a definic právě uvedených máme dle (3) 

dámu * dsin amu A —5 ^=iéamu* , ^^ůoBamuJamu, du du 
dcosamu 

du 
d Л am u 

= — вЫатиЛатщ (5) 

~ — ¥ sin am и cos am щ 
du 

což jsou vztahy veliké důležitosti. Připomeňme ještě, že s i n á m 0 = 0 , 
c o s a m O = l , ^ a m O = l t 



§ 3. Součtové věty. 

Uvažujme integrál 

U^JlW)> *(*)«(!-*0(--*"-f)5 

pro dosti malá x máme 

ux=zx-j-atx
$-^aixP-k-a$%'1^*.. 

a odtud inversi rovněž pro přiměřeně malá u 

x—u -f- fix a3 + ft H5 4- fi$ u7 + . • . 

ZnamenámeJi náS integrál 

u = xfj(x)} 

má diferenciální rovnice 
dx dyщ 

— + 7 Б & - 0 (1) yjs(«) ^ yjsM 
řešeni 

^0*0 + V(y)=*> 
kde c je integrační stálá, již předpokládáme dosti malou, aby se jevila 
jako součet malých veličin ty(x) a ty(y). 

Naší rovnici (1) lze též uděliti tvar 

dx dy . 
ÍR(x) iR(y) 

kde u je pomocná proměnná. Máme tak rovnice 

( S 2 ^ * ^ = i - ( i + ^ + * a í c 4 

(!) 3 =i-a+w+*v, 
jichž derivováním plyne 

<Px 

(2) 

= = — ( 1 + *-)Л?+2Ä»ÍЄ», 

Л.- в-( 1+*'JH-S Ï*V; 
dîł2 

éPp 

první násobme y a druhou — x a sečtěme 

.... ,,...... .„„,._,, m * 
9%?-*T& ******<**-*)•• . ( 3 ) 
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Dále máme z rovnic (2) bezprostředně 

těmito výrazy dělme v rovnici (3) na příslušných stranách, odstranivše 

ze jmenovatele činitele yj~-\-Xj?* 

d%x d%y 
y duř x du* _ 2Wxy ( dx , dy\ 

dx_x<ty ~ l—&a?jř{í,du'1rXduy 
* du du 

Na levé straně je čitatel derivací jmenovatele (dle u), napravo je 
závorka derivace součinu xyf takže integrace podá , 

log (*Ž~*J9 = I o g ( 1 -**f)+l°s o, 
kde C je nová integrační stálá. 

Máme tak druhý tvar řešení diferenciální rovnice (1) — dosazujeme 
r , , dx dy hodnoty za -T- a —- — au du 

l-k»x*f ~^' 

Prvni řešení bylo y = sinam(c — u), pro u = 0 je y = sináme, 
0 = yf tedy 

(7 = sináme, 

t j . při označeni c—u == t>, # = sináme 

/ x sinamMCosamt>^amt; + sinamvcosamt*z/amw /Jt. 
sin am(w -f-v) = -; y é . . r-s f (4) 

v ' ' l—tťsmPamusmsamv w 

součtová věta funkce sin amu. 
Gudermann zjednodušil Jacobiovo označení, jehož funkce nazval 

modulárními (mod. sinus, mod. cosinus, diferenta) a sice takto: 
sinamt* = snuf cosamu = cnuf Jamu = dnu. 

Máme tedy: 
, , v snucnvdnv + snvenudnu 

Sn (U 4- V) = :- T i * ? i — 
v ' f 1 — Wsivusivv 

snusnfv -\- snvsríu 
~1—'Wsrfusďv 

Abychom odtud získali součtovou větu funkce cos aw, znamenejme 
Q — i _ fa* sn% u sn% v = 1 — &a?y* 



u 
a ve vzorci 

Q% cn% (u + t*) = Q% — (sn u cn vdnv + snvmu dn u)% (a) 

užijme na pravé straně identit 

1 - ¥ x% y% = 1 — x% + x* (1 — ¥ y%) = 1 — y* + y% (\ — ¥z*)f 

takže bude 
Q* —: (cn% u + sn% u dn% v) (m% v+ sn%v dn% u) ss= 

= (en* H cn% v + $n% u sn% v dn% u dn% v) + 
-f (sn% u cn% v dn% v + sn% vm% u dn% u); 

pravá strana vzorce (a) po rozvinutí čtverce zredukuje se odpadnutím 
poslední závorky a zbývá 

Q* cn% (u + v) — (cn ucnv — snu sn v dn u dn v)%, 
tedy 

, , x cnucnv — musnvdnudnv /KX 
en(u + v) = i - V m * u r t v , ; ( 5 ) 

znaménko určeno dle okolnosti, že pro u=r«; = 0 obě strany mají 
hodnotu 1. 

Dále máme 

Qidn% (u + v) = Q% — ¥ (snucnvdnv + snvmudnu)%, 

a tu vpravo užijeme indentit 

Q^\-¥x%f^l — ¥x% + ¥x%(l-~y%) 
^\—¥y% + ¥ tf(\ —x% 

jež dávají 

Q* = (dn% u + k% sn% u cn% v) (dn% v + k% sn% vcn% u) = 
= (dn% u dn% v + ¥ sn% u sn% v cn% ucn%v) + 

+ k% (sn% u cn% v dn% v + sn% vm% u dn% u) 

a odtud plyne po redukci 

Q% dn2 (u + v) = (dnudnv — k%snusnvcnucnv)*, 
takže 

., , . v dnudnv~¥ snusnvcnucnv / m 

dn (u + v) -=- ^ rs—5 s . (o) 
v l 1 — k% sn%usn%v K J 

Vyložený důkaz addičních vět Jacobiových funkcí podal G. Darboux. 
Připomeňme, že vzorce (5) a (6) lze také psáti 

, , . cnumv—* criucriv 
cn (u + v) ==- f y« s 5 > 

K x 1 — k% sn% u sn% v 
,* j , . v ¥dnudnv — áríudrív 
¥ dn (u + v) -=-= 2 n—i * • 

v ' ' 1 — ¥ sn% u sn% v 



12 

Poněvadž výraz 1 —- A* sn% u sn* v lze vyjádřiti jako cel* racionální 
funkcí veličin cnu% cnv a též veličin ánw, <fft#, mají addičnl theorémy 
Jacobiových funkci tento společný tvar k _ 

9 (u + v)^-R (y (IIX $P(t>), ý(u). <p'(v)% 

kde i? je racionální funkce svých čtyř argumentů. 

§ 4. Obor existenční; funkcionální povaha. 

Z vět addičníeh vychází jednoduchý způsob zjištění funkcionální 
povahy, jejž podal WeierstraB. Klade-li se v našich vzorcích (4)—(6) 
« = ť, máme 

ft 2sn u sn' u n cn% u — (cn' uY 
sn2u=- -~i—r—, C « 2 M = -= r « T > 

1—&4$n4«r 1—lřsn%u 

1 — Ar 5w* ti 

Původně známe tři naše funkce ve tvaru mocninných řad 
sn u =-= $& (ti), cn tt •= ^ (**)> dn u = ^ (u), 

z nichž první je lichá a druhé dvě sudé funkce; znamenejme g společný 
poloměr konvergenční, takže pro [ u | < g budou všechny tři řady kon
vergentní a tedy též jich derivace. Naše rovnice (a) pro každou ze tří 
funkcí — znamenejme ji <p(u) — dávají vyjádření 

O N -Pí (**) , ft N Bt (u) ,1 i ^ N 

* W ~ $ W ' f / t 2 í t ) = = W ' (N<</))' 
kde Pj (w), Qx («)... jsou mocninné řady. Vložíme-li tyto hodnoty do 
vzorců (a), píšíce 2*4 za &, máme 

* ( 4 Й ) Ä W ^ 4 t t ) = = i Ш 
Zde bylo dlužno předpokládati \2u\<.qf tedy | Í Í J < | ; ale řady 

P * . . . $ á konvergují pro }te|<(>- a tedy platí naše vzorce pro | u | < ^ -
Podobně nalezneme 

/o \ -Pa(w) t/Q \ íčafa) 

* ( 8 w ) = w * ( 8 w ) = í w ' 
kde řady konverguji pro | w J < f, a obecně 
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p (,-) 

eш łM- м-^f i<^ *(й 
Naše funkce <jp {«) dají se tedy v každém konečném oboru vy

jádřiti jako podíl dvou konvergentních mocninných řad, a chovají se 
tedy v celé rovině pravidelně až na některé póly (sing. mista bez-
podstatná). 

Snadno nahlédneme, že věty součtové (4), (5), (6) mají platnost 
všeobecnou, t. j , pro všecka u a t?, až na místa singulární, 

§. 5. Výjimečné případy Jfc = 0,+ i. Průbéh funkcí 
v případě reálném. 

Pro h = O máme 
f dx 

0 

tedy a? = sin u, t. j . 

snu = Binu9 cnu — coBtt, dnu—l. 

Pro &* = 1 jest 
C dx 1 , 14- x 

* = 8in am« = - - s — = Tg«*, 

cos amu = d owit=See«. 
Tyto případy krajní k = 0 a k3 = 1 nadále vyloučíme. Můžeme 

ae dále omeziti na případ |&|<1. Neboť je-li v integrálu 

h dx 
V(l— ař)(l— Wx') 

modul X absolutně větší jedné, přejde integrál substitucí x =s j na 

l f ds i 

uy(i—*-)ii—*-*»)' r 
kde i&l<l. J K n • 

Chceme blíže studovati reálný případ, kdy totiž modul h jest 
reálný, kladný a menší jedné. Doplňkový modul 

* Symboly Sinu, Cos w, tgu značí funkce hyperbolické sinhyp, cos hyp, 
tan hyp «* 
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V=fГ-î? 
je pak rovněž reálný kladný ryzí zlomek. 

Poněvadž funkce snu je lichá 

sn(—1*) = —snu f 

můžeme se omeziti na # > 0 v integrálu 

H~~Ji(i-~x*)(i-&xr 
o 

zde může se x volně pohybovati až do # = 1 ; u roste zároveň s x a 
největší hodnota u jest 

~ f d* _ř *9 
J Í(l-xÁ)(l~Wx*)~] y i — ¥sinV 
o o 

tedy máme 
0<u£K} O ^ ^ ^ l . 

V oboru u = (0. . .K) funkce snu roste a jest 

<m0 = 0, mK=l. 

Funkce enu a ďnu mají tu záporné derivace a klesaji od největší 
hodnoty = 1 počínaje; končí hodnotami 

cnK^O, dnK^W. 

Užijme addiční věty (4) § 3 pro případ u — Kf v = — u, kdy také 
součet u*\-v> t . j . K—u náleží známému oboru (0....BT); vychází 

/ T . x enu dnu 

t j . 

« ( ' — > = «5 ' « 
Pravá strana je v okolí bodu ^=.= 0 jednoznačná* a můžeme klásti 
— u za u, rozšiřujíce tak obor funkce; máme 

Známe nyní funkci sn v oboru (—K. . . 2JT); zejména jest pro 

* V těchto úvahách nepředpokládáme jednoznačnost obecně dokázanou. 
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0<í*<-ŽJKT funkce snu kladná, a jak plyne z (l 0) pro u = K, jest 

sn(2K)^Q. 

Uvažujme dále pro malá kladná u, kdež 

cn(K-u)= l / l m%u ^ ^ l ~ y j g > ) ~ ( * — ^ =
 VJL 

^ r ^ n * w dnu dnu* 

poněvadž levá strana a také x^snu jsou kladné. Jest 

f%r \ Usnu /(EYV 

/ . tr\ kfsnu / O A X 

<„(« + * ) = = - _ . (2«) 
Konečně 

*<*—•>- í/ i- ř^- iE^a-dei i-^ í 
má hodnotu 

d,,(„ + Jř) = , * L (8«) 
Připojme ještě 

tgam(K - «) = 

dnu 

1 
и%щатгС 

Derivace srí v ~ cn v dn v $ro v ~ K -f-u} t. j . na oboru JC< v <2K 
je záporná a funkce 8n# zde tedy ubývá. 

Funkce snu od w — 0 do ei —Jf roste, odtud do u~2K klesá. 
Její maximum na u == 2C jest = 1. 

Funkce cnw od w = 0 do u= 2K stále klesá od 1 do — 1 pro
bíhajíc nulou na u = K. 

Funkce dnu od ^ . = 0 do u~K klesá od 1 do &', od w —JT do 
W=-2JST roste od kŤ do 1. 

Pomocí vzorců (1°)(2°)(3°) docházíme znalosti našich funkcí v oboru 
(0....32T). Položme v nich u-j-K za &, a obdržíme 

r -4-2 7n cn(u + K) k'snum U 
^ ' ' dw (w ~f- K)~ d n u * d n u ' 

t j . 
sn (u -f 2 JK") = — snu. (4) 

Podobně nalezneme 
cn(u~\-2K) = — cnu, (5) 
dn(u+2K) = dnu. (6) 
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Tyto rovnice doplňuji definici funkci našich na cely reálný obor; 
poslední ukazuje, že dnu je periodická s periodou 2 K, kdežto snu 
a cnu mění při periodě 2K toliko znameni a mají periodu 4 JE": 

sn(u -f- 4K) = sn«, cw(t* + 4K) = mu. 

Tyto poznatky o průběhu funkcí $wu, cnu a dnu vyplývají jedno* 
duše z rovnic 

snu — Bin<pf cnu—co&q), dnu~Aq>y 

kde aplituda tp je určena z rovnice 

dtp 
- ! • • 

]/l — &* sin* 9? 

Veličina i( roste zároveň s tp a sice odpovídají hodnotám 

ÍP==Of g, *r, - j p 2tt, ... 

hodnoty 
11 = 0, iT, 2J5.T, 3X, 4JT, ..• 

Neboí substituce W7r + t/>-==qp a rozklad dávají 

trne - f a tt-Tt a a 

Jil-kHitftp^J + ] =m'2K+j yŤ3.^Bin>; 

0 0 0 o 

ale při tomto postupu bychom se nesetkali s důležitými vztahy (1) — (3°)* 

§ 6, Ryze pomyslná proměnná. 

Diferenciální rovnice 

~=)'W) (*-0,pro« = 0), 

která definuje funkci sinámu, nabude po substituci 
x = i v, w = iv 

tvaru 

•|-=y(i+^)( i+^y), 
z něhož plyne 

dy 

ІШ+ŕ. a)(i+*W 
takže v je zároveň s y vždy kladné reálné. 

(1) 
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Ostatně základní řada 

podává pro $?=ziy tvar 

u^iiy—atf + aty*—...), 

tedy v reálné, a taktéž rozvoj sn(iv) dle mocnin v podává ryze po» 
myslné #-=ríy. 

V integrálu lze za y klásti veškery hodnoty y od — co do + co 
a integrál při tom spojité roste od —Kf do Kf

9 kde psáno 

, _ f dy 
*• — / y'(\ —,A\(1 —,h*é.t\ 0-) m+y*)o-+*yo 

o 
Substituce j/=tgt// dává 

! ? _ i ycos2^-f F s i n ^ J y i —jfc'*sin*i/>' 
o o 

tedy zejména pro #=-=co (ip^r=- ). 

H 
[* dty 

K-Jil-k'*^ (2°> 
Integrál 2T' je tedy táž funkce proménné // jako integrál K 

modulu h 

Zároveň jsme našli, že platí 

$n(iv) = iy, y — tgipt ty—am(«?, #)* 

n l s .sn(v,hf) / o x 

(tv9 h) = « — ) - ^ K . (3) 
v ' J cn(v}W) v / 

/- 7N lA . rffei') 1 
K ' ' f l cn%(v,kf) cn(vyhy 

v y f ' cn2(v,k?) cn(v,k) 

takže vycházejí vztahy 
m ( i " '* ) = s í (by (* 

-•c-^-SŘŽj- (6> 

tudiž 

sn 

Odtud 
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Funkce 
y— — isn(iv,k) 

roste kladnými hodnotami do nekonečna, roste-li v od O do K'\ bod
u j i JT' dává tedy nekonečnou hodnotu pro snu; rovněž veličiny cnu 
a dnu jsou nekonečny pro u — iK\ Vychází to ostatně přímo z rovnic 
(3), (4), (5), kde pravé strany mají ve jmenovateli cn(v,¥) veličinu, 
která mizí pro v?=K'. Veličina ta je analytická funkce pravidelná 
v okolí v — K' a mizí tam pouze v prvním stupni, takže bod ť = 2f'. 
je pólem prvního stupně pro funkce sn iv, cn i v, dniv, jest tedyw = i2ř ' 
pólem prvního stupně pro funkce 

sn(u,k), cn(u,k), dn(u,k)> 

Totéž platí pro u — ±iK'9 ±3iK', ±biK',... 
Užijme nyní věty součtové pro u-j-iv: 

, . . . snucnivdnivA-sniv.cnudnu / N sn (u + tv) — - T~^ ^ , (a) v l J 1—k*$n*u$n*^v v J 

-u, v reálné. Poněvadž —sn%iv je reálné a kladné, je jmenovatel 
1 — k%$riÁu$n%iv>Q\ i může nastati nekonečná hodnota pouze pro ne
konečného čitatele. Veličiny snu, cnuf dnu jsou vždy konečné a tedy 
musí jedna z veličin sniv, cniv.dniv se státi nekonečnou, má-li býti 
sn(u-\- it;)= oo. To je možné jen pro v~ XK', X liché. Avšak při stálém 
sri* u > O je pravá strana 

,. , . . N 1 ,. cnivdniv 1 dn(XK',¥) 1 
lim sn (u ±>tv)~ — n lim -p— = ^ */i •&] ik = i 

„^Xif k*snu $ri*iv k%snu sn*(XK,kf) ksnu 

veličina konečná, a tedy muže nastati pól jen pro případ sn% w = 0, t j * pro 

u^2vK, (? = 0, ± 1 , ± 2 , . . . . ) . 

Funkce snu má tedy póly stupně prvního 

u — 2vK^X%K! p = 0, ±í, ±2,.. A 
U=±l, ±3, ±5,.. J 

a žádné jiné. Totéž platí o cnu & dnu. 

§ 7. Hodnoty f(u + lK'), f(u + K-\-lK'). 

Dle (3) § 6 

a dle (1«), (2°) § 5 
. . „ , ,„ cn(v,k') , , vr IJ\ ksn(v,¥) 
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t v /• • **rř\ i cn(v9lf) 1 takže sn(tv-t-1Kř) — — r , , jÁ — i—TT-JT, v J k $n(v,¥) ksn(w,k) 

a dle toho lze bezpečně tvrditi, že obecně 

sniu + i K ' ) ^ ^ (1) 

Plyne to přímo z rovnice (a) přechodem k limitě pro v=^Kř. 
Odtud bezprostředně 

cn ( « - f t K ' ) = l / l - F - 1 > - -=- + . , - " , v ' } k*$n*u ~ ksnu 

kde třeba ještě určiti znamení. Položíme u = iv, v <v 0, načež 

cn(iv+iKf) < v + t — -
K tV 

dává 

^ cn (iv + ?K') v i > I 

Derivace pravé strany pro v = 0 jest 

—sn (K% V) dn (Kř, V) = — A% 

a tedy znamení spodní: 
/ . *T^,s idnu 

cn(u + tK>) = - j ^ . ( 2 ) 

Dále 

dn(u + iK^=]/l -L = + <£»!?. 
v f $W*tt — SWtt 

tu je 
/ . --zrřx -Í / i -*^n .cnndnu cn(u-\~^K)dn(u~l^^Kř)~+ ^ — 5 — 

derivací funkce 
sn(u4-iKf)~j f 

x l J ksnu7 

tedy rovno 
cnudnu ksri*u 

a platí znamení spodní 
dn(u + iKr) = - t - ^ . (3) 

v { ' snu > <* 
Z rovnic těch plyne dále 

sn (u -f- 2 i2T) =s sn w, 
cn(u + 2iK')^~-cnu, ( 4) 
efw(tt 4- 2£BT') = — dw«, 

2* 
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a tak docházíme k seznáni dvojí periodicity našich funkci 

sn (u + 2 mK + 2 n iW) — ( — 1) m sn u, 
cn(u + 2mK+2niK') — (- l ) m +« cnu, 
dn(u + 2mK+2 niK) = (—l)»dn u. 

(5) 

Ve vzorcích (1) — (3) kladme u-\~K za u a užijme rovnic § 5 

sn(u + K+iK>)^P^~, 

m(u + K+ iK)=—T^—9 
K ' l J henu 

dn(u + K-\-iK')^ik'—. 
v ' ' ' cnu 

Tyto funkce Jacobiovy f(u) mají každá dvě periody, jichž poměr 
není reálný; znamenejme je 2w, 2OJ\ takže bude 

a sice jest pro 
f(u + 2mco -j- 2wft»')=/(w) 

f(u) = snu:2(o = 4K, 2co' = 2iK' 
cим:2fti = 4K, 2ft»' = 2 K + 2 ѓ K ' 
dnu:2co = 2K, 2ю*=4ѓK '. 

iK 

2Қ+2ІҚ' 

ЧK 0 ' 2K 

§ 8* Rovnoběžník period. 

Budte to, to' dvě veličiny, jichž poměr 

(O 

není reálný a u libovolná veličina reálná neb komplexní* 
Veličinu 

pak lze uvésti na tvar 

u 
(0 

v~Š + цt, 
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kde |,1J jsou reálné* K tomu čili určíme nejprve reálné TJ tak, aby 
v rozdílu v—r\T odpadla část pomyslná, Čímž r\ určeno jednoznačně; 
rozdíl ten-=-r| je reálný. 

Nyní jsou určena jednoznačně celistvá kladná neb záporná čísla 
nif n podmínkami 

£ :=! 0 . f m, 1? = % + **, 0 < £ | < 1 , 0<n<íf 

takže se objeví 
# = fo + *?o * + «• + » r 

a odtud 
u = | 0 G) -f* *?o W + M® + » #\ 

Každou komplexní veličinu tedy lze uvésti na tvar 

M==rffp--}-Jftfi) -j-n©', 
kđe 

při čemž £0, t}0 jsou kladné ryzí zlomky. Bod u0 leží obecně uvnitř 
rovnoběžníka, jehož tři vrcholy jsou O, co, ď, takže dvě strany jeho 
tvoři vektory co a co' vedené s počátku. Jen v případě, kdy jedna 
z čísel £?0, 7]0 je nulou, padne bod na obvod rovnoběžníka a sice do 
jednoho z těchto vrcholů. 

Bod «0 + wc» + M«'==tt 
vznikne z u0 pošinutím o m délek 
ve směru co a on délek ve směru 
Ů)\ takže u opíše určitý rovno
běžník shodný s původním, když 
w0 opíše rovnoběžník základní 
(O, co, ď). 

Tyto rovnoběžníky tvoří 
sí£, jejich strany jsou na přím
kách dvou řad rovnoběžek ekvi-
distantních, celá rovina se tak 
rozpadne v rovnoběžníky. Každému bodu u odpovídá pak v základním 
rovnoběžníku representant či bod ekvivalentní u0, jenž s ním jest vůči 
stranám obrazce homologickým. 

Má-Ii funkce jednoznačná /(w) periody cof co', bude 

/(") =/K + ™°> + *«') =/(0> 
t. j . v homologických bodech má dvojperiodická funkce stejné hodnoty. 

Rovnoběžník základní a každý jiný vzniklý z něho jakýmkoli po* 
šinutím bez otočení) nazýváme rovnoběžníkem period. 

Rovnoběžníky period, o nichž byla zmínka na konci § 7, mají 
stejný plošný obsah. 
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Obyčejně však vztahujeme íunkce snf cn, dn k rovnoběžníku 
vektor & 2J.C, 2%K% který není sice rovnoběžníkem period, ale hodnoty 
funkcí v stejnolehlých bodech se liSi nanejvýš znamením. 

V rovnoběžníku (u nás — při reálnémh < 1 —je to obdélník) 2KŤ 

2iK! mají Jacobiovy funkce snuf cnuf dnu jeden pól u = iK' prvního 
stupně a jedno místo nulové 

w = 0, Kf K+iK'; 
derivace mají hodnoty 

sn'0 = 1, cn'K = —V, dn'(K+ iK') = OTO. 

Vzorec (a) § G ukazuje, že může nastati 8n(u + iv)=z0 pouze při 

sn u cn iv dn iv + sn iv cnudnu = Of (fí) 

aneb když součin sn usniv je nekonečný. Tato okolnost může nastati 
jen pro snu$0, v = K'f ale v tom případě zůstává pravá strana 
vzorce (a) od nuly různou. — Zbývá tedy jen čitatel (/?); tu je první 
člen reálný, druhý ryze pomyslný, a musí tedy současně 

snucnivdniv — O, sniv.cnudnu=Of 

což vyžaduje u = 2mK+ 2niK'} v = 0. 
Ze součtové věty máme 

, , v , / N 2snucnvdnv sn(u + v) + sn(u — v)~ u—s g - , v v / i—k*sn*usn*v 
z . N / v 2snvcnudnu 

sn(u + v) -— 5n(« — t?) 1—^sn^sn 2 */ 

Pišme tt4*tf = #» et— ť = a ; poslední rovnice přejde v 

2 s w - — - cn—£— cto-^— 
S M # — s n a — 

i_FSM*£±f5tts^=J? 

#—a Pravá strana vymizí pouze když vymizí Čitatel a pro sn - „ - = cc, 
tedy pro 

--=-? i= 2mK-j-2mK% ^~- = 2fnK+ (2« + 1)ÍK', 

*±-?-- .- (2nt+\)K+2niK', ^ ^ = ( 2 m + l ) K + ( 2 w + l ) i l T ; 

poslední dvě eventuality lze shrnouti ve tvar 

^ ± - í = (2 m +1) JST-f ni2T, 
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první dvě se spojují v 

~^^2mK+niK'} 

a tak máme dvě soustavy hodnot 

*:=?a + AmK+2niK', x^(2K—a) + *mK-\-2niK\ 

pro něž platí $nx^ sna. 
Podobně bude 

cnx = cna pro x = + a + (km -f- 2) K ~f- (4» «j- 2) tX', 
dnx — dna pro # = + a +2w2£+4niX" ' , 

Nabude4i jedna z rovnic $nx — p, cnx — q, dnx — r určitého řešení, 
které můžeme předpokládati v rovnoběžníku period, má tam ještě (a jen) 
jedno řešení další. 

Později seznáme, že dané hodnoty p, q, r mohou býti zcela 
libovolné* 



Hlava II. 

§ 1. Pomocné vety % nauky o funkcích* 

Věta. Ghová4i se analytická funkce f(z) na miste z pravidelně a má 
v něm hodnotu od nuly různou} existují v každém jeho okolí body z + £> 
v nichž jest absolutní hodnota funkce menší. 

Důkaz. Mocninný rozvoj funkce v okolí bodu z má obecně tvar 

f(* + S) = f(*) + M*(l + alS + a$?+...), 
kde A je konstanta od nuly různá a v kladné celistvé číslo. Při označení 

<p ^ a ± + a^+a^+ ... 
lze psáti 

&±s=ffi>+ c, ( 1 +,.0 i 
položme pak 

-ILi — jf2e-B (trigonometrický tvar) 

a volme f tak, aby 
e + ic 

£v — _£v e . e , t. j . £ = pe'"TT-; 
tak se objeví tvar 

Z f e ± й s г ł « [ Л _ f . ( i + 9 , 9 l ! 

prostý obnos této veličiny je menší než 

(Jž--r) + fv+. \<p\. (a) 

Veličina |<p(£)| zůstává pod stálou mezí G7 pokud p nepřevýší určitou 
mez. takže veličina («) bude menší než 

J J _ ? v + ffpv + l = JB — P v ( l _ f l í p ) , 

a tato veličina je menší než B> jakmile se volí Q < -̂ -. Pro všecka £ 

udaného tvaru, volená s tímto omezením platí tedy 

/(* + £) < B = | M 
^ \ A A 

t.j- l/(*+0l< !/(*)!••) 

* Této metody užil Cauchy k důkazu existence řešení algebraických rovnic. 
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Uvažujme nyni funkci f(z)f která je ve vSech bodech určitého 
oboru £2 analyticky pravidelnou a v oboru samém jednoznačnou, a před 
pokládejme, že v určitém místě z0 ležícím uvnitř íi 
má funkce hodnotu absolutně menší než ve všech 
bodech okraje. 

Minimum funkce reálné a kladné )/(#)( pak 
musí příslušeti nějakému bodu zf uvnitř íi a musí 
f(/)=zQ; neboí by jinak dle předešlé věty ležely 
v okolí bodu / body s menšími absolutními hodnotami /(*) . 

Máme tedy větu, která zobecňuje základní větu algebry: Do-
$áhne4i analyticky pravidelná a jednoznačná funkce uvnitř nějakého obomíi 
hodnoty menši než na jeho okraji, leží uvnitř tohoto oboru aspoň jedno 
její nulové misio* 

Funkce, která jest jednoznačná i pravidelná v určitém oboru íi 
a na žádném místě jeho nevymizí, dosáhne svého minima absolutní 
hodnoty v některém místě okraje oboru Í2. 

Uvažujme nyní analytickou funkci pravidelnou a jednoznačnou 
na oboru íi 

f(*)zszu + ÍV, 

kde reálné funkce u, v jsou spojité funkce reálných proměnných x, ý 
(x-\-iy — z)} hovící diferenciálním rovnicím 

Z těch vychází 

Ъu Ъv Ъu Ъv > 
Ъx ЪyJ Ъy Ъx* ^ 

oxl dy3 7 d x* ' dy% K ; 

a funkce, těmto rovnicím hovící, slují logaritmické potenciály. 
Je-li potenciál u dán, můžeme určiti funkci vy která mu jako 

sdružený potenciál přísluší dle rovnic (1). Neboť tyto rovnice dávají 
úplný diferenciál 

, du du , 
dy r dx 9 

a integrací vychází funkce v. 
Tu se ovšem může státi, že funkce v není v oboru íi jednoznačnou, 

když okraj tohoto oboru je tvořen více Čarami. Funkce v pak bude tvaru 
v -f- mco -f- nmf A^p(aff - j - . вf 

kde m, n9 p,... jsou celistvá čísla, a a, wf, off... značí integrály vzaté 
podél vnitřních okrajových složek oboru ÍI. 

Funkce u-\-iv má pak nekonečný počet hodnot, které se liší 
o ryze pomyslné konstanty (periody). V takovém případě rozkrojíme 
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obor £i podél Čar č, /'.*., takže po provedení těchto řezů přechází 
obor v nový — stále ještě* souvislý — obor Qf,„ V tomto oboru jest 
f(#) — u-\-iv jednoznačnou, podobně jako eu+**, e^u^$K 

Minimální hodnoty absolutní (eu a e~~u) těchto ťunkcí odpovídají 
minimu resp, maximu potenciálu u} a dle dokázané právě věty musí 
příslušné body z ležeti na okraji bodu íť. 

Zbývá ještě ukázati, že tyto body padnou na okraj původního 
oboru Ú, t j . neleží na pomocných čarách lf 1%.. • 

Kdyby ráinimura ťunkce u padlo na př. na čáru l do bodu dy 

docílili bychom změnou Čáry l připadu, kdy rainiraura leží mimo tuto čáru. 
Poněvadž pak & + ** je ťunkce pravidelná, měli bychom v soused

ství body zff s menší hodnotou je*+*'*(, t. j . u by nemělo v bodě zr 

minima. 
Stejnou vlastnost dokážeme o funkci v, poněvadž v — iu jest 

analytická ťunkce. 
Věta: Logaritmický potenciál jednoznačný a pravidelný v jistém 

oboru dosahuje svých extrémních hodnot na okraji. 
T. j . na okraji oboru Í2 existují dva body /, z" s hodnotami 

potenciálu u\ u"a, pro všecky vnitřní body má potenciál u hodnotu 
obsaženou mezi vt a u": 

u'<u<u'\ 

Věta: Dva log* potenciály mohou míti na okraji oboru £2 hodnoty 
společné; v tom připadč nejsou však oba pravidelné a jednoznačné. 

Vymizeli jednoznačný a pravidelný potenciál podél celého okraje, 
jest identicky nulou. 

Věta je důsledek předešlé, neboť (v druhé části) jsou obě krajní 
hodnoty = 0 a střední hodnoty s nimi splývají. První část věty jest 
jen jiný tvar části druhé. 

Aplikace. Uvažujme nekonečnou řadu 

/ l ( * ) + / * ( * ) + / 8 ( * ) + . - . I. 

složenou z analytických ťunkcí, které se vesměs chovají pravidelně na 
oboru íl a jsou v něm jednoznačný, a předpokládejme, že tato řada 
konverguje s t e j n o m ě r n ě na okraji oboru. Ukážeme, že pak řada I 
konverguje také uvnitř £2 a sice stejnoměrně. 

Důkaz. Položme 
/v(*) = «*v + **w 

a znamenejme hodnoty na okraji wv, í?v. 
Pro předepsanou dle libosti kladnou veličinu d pak platí nerovnosti 

\2Í\<i, | !2Í i<d, (3) 
V=sr» V = ft 

pro všecka n dostatečně veliká a pro všecka kladná #v Je to bez-
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prostředni důsledek předpokládané konvergence řady okrajových hodnot 

<£(tlv-f i*>vV 
v=-i 

Avšak součty 
U=Zu„ Y=.St>. 

fl-ł-Г 

jsou log. potenciály jednoznačné a pravidelné na oboru Í2\ extrémní 
hodnoty funkce U přislušejí okrajovým hodnotám a jsou dle (3) mezi 
— <J a d, podobně u F; bude tedy pro body vnější i vnitřní 

|/7 |<d, |Y |<<J, 

t. j . dle Cauchyova principu, řady 

OD 00 CO OĎ 

Zu»2v„2(uv + iVv)^2fv(*) 
1 1 X l 

konvergují na celém oboru Q stejnoměrně. Ze známé WeierstraGovy 
věty elementární vychází, že součet řady je analytickou funkci z, 

§ 2. Problém Oirichletův pro me-rikruží, 

Mezikruží se středem v pólu souřadnic polárních r a 0, omezené 
kruhy r = rj a r = r2, rt>r^ bud oborem logaritmického potenciálu, 
který chceme definovati jeho okrajovými hodnotami. 

Zavedme značeni 

Tv = Oy cos v 9 + 6vsin v 99 T\ = a\ cos v 9 + h\ sin v 9f 

r 2 0 0 3 , 

při Čemž předpokládáme konstanty av, 6V, a\, h\ tak voleny, aby řady 
absolutních hodnot 

2?K|,2; |M,2? |aM,2J |y v | 

byly konvergentní, takže řady 
00 00 

2T„2T\ 
i i 

konvergují absolutně. 
Utvořme nyní součet 

+ vf 1TZГ^Г v l^~"^ vJГ v ; 
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jeho konvergence plyne z okolnosti, že Hm(> v=0 pro p ^ o c , a že 
veličiny 

§1~~> a% 
r% rt

 e r' 
rt rá r 

* r r * rj 

jsou ryzí zlomky; konvergence součtu S zůstává pak stejnoměrnou 
v celém mezikruží vůči proměnným r a 0, poněvadž řady 2Ty a 2 Ty 
jsou absolutně konvergentní. 

Neboť uvedené právě poměry nabudou nanejvýš hodnoty 1, padne-li 
bod na okraj mezikruží (r=^rtf resp. r$). 

Z toho pak vychází, že 

lira.S= J£TV, UmS — 2T%. 
r=srt v-?=l r=zr$ v s=-1 

Vzpomeňme dále okolnosti, že výraz 

aologr^ — ďologn q'9 — q0] 

2logp "*" 2Ioge S 

má za okrajové hodnoty 

pro rzzzrt veličinu ~> 
* 

pro r = r s veličinu -—-• 

Píšemeli k vůli stručnosti 

21og(> 2 log? ' ^ ' 

dospíváme tak k poznatku, že výraz 

U(r,B)^A + Blogr + S 

má na okraji mezikruží hodnoty 

9l(€i) = % + 2Twr = ru 
" v = l 

^ = 6 + ̂ ^ = ^ 
-a v = s l 

(2) 

Výraz ten je však logaritmický potenciál, uvnitř mezikruží (rx, ra) jedno
značný a pravidelný. 

U{r,ef) = A + Bhngr+JBT^(Z-tyTv + 
(3) 

, j , gV frlV «*) m, 
\Z i l— f^lf* rW w 



(4) 

m 

a jest podmínkami okrajovými 

U— <pt pro r—rt, řT==£g>ě pro r = r t 

úplně určen. 
Obecnost problému jest (pro náš postup) omezena značně pod

mínkou, aby řady (2) byly absolutně konvergentní; avšak řešeni to 
našim aplikacím úplně vyhovuje. 

Náš potenciál U je reálná část funkce komplexní proměnné 

#—rč l*6; 

FU = A' + Blog. + l ^ f f i , - S ± p r * ) + 

+ j? _ - _ _ _ f - _ ± _ _ _ ř , v _ . _ _ _ = _ ^ ^ ) . 

Zavedeme-li symboliku 

a_ v = Oy, a'_v = a'v, 6_v = — ftv, &'_v =_ — J' v, 

bude lze tento výraz formálně zjednodušiti 

P W = „ - + _ , o g í + J : r ^ F y ( - = i - - - ^ - ) , . w 

V obou výrazech značí A' konstantu, jejíž reálná část je výraz A dle (1). 
Čárka při 27' značí vynechání nemožného členu pro v = O, Bud nyní y 
ryze pomyslná veličina libovolná, co rovněž 
ryze pomyslné, ale kladné, takže reálná fftú J**2tt+us 
veličina kladná Q = ém je menší jednotky. 

Rovnoběžky s osou reálnou vedené 
v rovině komplexní proměnné ty body ty 

y a ty =.= j> -f w nechť určují pás, v němž 
я te_..~ 

je definována synektická funkce /(t/>) pro- * _ ^ 
měnné >̂, jejíž reálná část řJ je na obou přímkách periodická o 2#. 

Znamenáme-li 
él = r1} e*CT + «) — r , 

^ = ç __.••»•< i 
*•_ 

— což jsou veličiny reálné a kladné — 

a klademeJi v (4°) neb (4) 

tedy pro z=rď&f r~rly máme t/>__xy-f 0 a pro r - = r 2 p a k ^ = r y - f 
+ &> + ©. Proměnná # probíhá pak mezíkruži omezené kruhy (rt) a (r2), 
a sice zaajme každý bod svoji polohu jen jedndu, opíše-li proměnná ty 
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obdélník o vrcholech (7, y-\~2rt, y-\~2rt + mf y + <»), který z daného 
pásu vy tínají přimky vedené z bodů ty^y a t^ = y-f-2^ rovnoběžné 
a osou pomyslnou; funkce f(ty) přechází pak ve funkci F(/) proměnné 
z uvnitř mezikruži (rtf r2), jejíž reálná část U (r, (?) je v mezikruží 
jednoznačná a na pásu periodická o 2rt. 

Zejména jest tedy 

1. pro ty — y + ®, ET=s: ^ (©) — ~L -|~ 2 («v cos v & -j- &v sin *> ©).» 

2. p r o ^ = ?> + <y4-0, U=g>2(0)~^y + S (a\ooBP0+b%Bmr9). 
* V t r t 

Při takto stanovených konstantách a,b,..>b' platí pak následující 
vyjádření funkce /(t/>) pro tp v našem pásu ležící 

f(f) = A>+mi>+ ž' r £ _ í 3 ^ _ £ k ^ L . v h (5) 

§ 3. Aplikace na funkci . Funkce Haf). 
sri*u 

Funkce 1 

jfť # ( * ) = $nшu 

má periodu 2K a zůstává konečnou v rovnoběžníku 
(0, 2K, iKř) mimo body u = 0 a n = 2It. Mimo to jest 
reálnou na obou stranách horizontálních, dle věty 

u 2K 
$n Cn 4- iJSC') = ^ . 

x ' ' kmu 
Stejným způsobem jako #(w) se stává* nekonečnou funkce 

$ Q ( w ) = ; > 

takže rozdíl 
<[*(«)-*.(«)]-=/(*), v = x 

je funkce proměnné ^ synektická na obdélníku (0, 2*r, 2 r̂ -J -r?-, 

—-r-.—)j poněvadž #(w) má na horizontálních stranách hodnotu reálnou, 

má reálná část f(ty) na těchto přímkách tutéž hodnotu jako funkce 

, . iit% _ift% e^ . -

4J5L*sin*~ v y 
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Zde jest y .= 0, mz=z~~^-~, 

rt~lf r2 = eim — e K = £=.= £. 

Na spodní straně (r = rt) jest i # 0 ryze pomyslné, tedy trigono
metrická řada yj (é?) = 0, takže 

av = 0, 6y = 0. 

Na vrchní straně rovnoběžníka jest 

což dle identity 
z ** 

— 2vč< 
má hodnotu 

a reálná část 

což dává 

(i—f)-

ІJt3 » 
— ІФB ^ — -—Sv gveiv 

-&- V = l 

Я 3 * 

Ç>2 = ъ?*Яp(ľ S*П * ®> 
& v = l 

a v '==0, &/ = _ _ , ^2v. 

Ve výrazu (5) tedy veličina U = 0 a .4' je neznámá ryze po
myslná konstanta Ci, a máme po dosazení hodnot 

fty)=Oi + i2 -Jt—p^ + ^c-to*^ 
V = l J- <£ 

t. j . po úpravě 

7t* * V tf2v 

== Ci - - 2ì g з 2 ^ j - f - j - COS iv 1//, 

17^ + < ? — W 2 r-^ c o s ~ir~> ^ « ^ ^ - f ^ jrf

v«ii—a*v # ' (i) 
4JBC*sin2-~=z y x \ / 

kde C jest konstanta prozatím neznámá. 
Trigonometrická řada konverguje pro u — % + i% — 2Kf < r\ < 22T* 
Při opětné zkratce 

máme pak 

2 Ž . / g \ c o s y ^ = 2 7 r ^ - e ± ' v 4 : 
i 1 — 22v v , ± 1 _ fl^ 
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qЩøki^ 
— 2? Ľvq^e-^^ 2 

v . ± P ^(l-q^et^y 
" 1 1 

==..s { jj -^- + --j TTirí ^ 
p (gf*Cí — 2 - i - e Í ) 3 ( 2 i - e * _ g

 p
e 8 ) 8 

1 ™ 1 1 

což udílí vzorci (1) tvar 

1 ** 4- 0 + •••** I?' 1 

áKsxn2K 2K—* 

kde v řadě vynechán člen ^ = 0; ten však umístěn jest v čele pravé 
strany a jeho spojením s řadou vychází 

1 ft 1 

^ = 0 + l X v ^ _ « T T ^ T _ _ ^ w (2) 
S l i l -•• ' >»'• '•- yj, 

.Řada v právo konverguje pro všecka u mimo póly 

u^2ftiK' + 2vK 

a podává tedy vyjádření funkce všeobecně platné. Dosaďme sem u + iKř 

za u a uvažme, že 

4sma—•• v £ '—- 7t = 4sin3—~-^-.—rt, A = + l, + 3, + 5 , . . . 

a tedy 

pravá strana 

tf,~ш-i'+f; «> 

. _*c--É_g g l e ± ^ t = a-4£r-g *tf*a±»* 

což po sečtení vůči ř = l , 3, 5 ; . . . dává 

*• *»* « = G - — ^ j - f ^ COS -gr- . (4) 

Zde integrace od t í = 0 do u — K dává 
K 1 

CK= /Vsn8«<i*w= f~-- j=fLŽL-=. . , 
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Ze vzorce (2) máme pro funkci 

Zt («)== f(C J-) du- i + («) 
4 ' / ч stŕu' u к J 

_ / N 9t . uit . it • f . w-j-2/4tßT' . . u~-2fiiK' x 

a znamenáme-li 

vyjde 

feЫäu^logSШ, 

, Я(«) . 2K . , . ИÍÏ . 
Ьg ^ = Ьg — + logsm ж + 

Avšak 

. 2uiK' + u . 2џiK'—u 
sm ------nf- » вш 91r л\ 

+ s ҺA———UІK' — 
H-- l sin»l--£-я: I 

л. 
. 2f*iK + u . 2џiK' — u 

s ш _ _ _ _ ! — j t . ц r n f — я . 

= - i ( l~2 3 ^( l-2 3 ' A Š- 1 )2- i ' i , . 
Vltt 

kde § = e*"; obecný dlen naší řady zní 

w(l_________) 
1 0 S ( l _ 2 » | A ) í 

a vychází tedy 
uiti uleť 

B(U)- 1 _ _ s i n ií_ #0____________ 
il(«j_ ^ Brnkli (1 — g^)* 

Znamenejme 

^1(p|T) = 2/sint?^ JT(1 — (f*)Q. —£**•**) (l —tf**-*•*% (5) 
v = l 

kde q = etKi
f Im, f > 0 ; pak bude při vhodně volené konstantě náš 

výraz 
HW^MJŽI1^)- (6) 

Při tom je hlavní výsledek ten, že * 

n 1 m i r r M -Br"(tO f f l » i* /7\ (7 g— — D 8 l ogg fa ) a= Vrr V — { rrvT í- CD Stt*tť • ° v ' ff(w) l.£T(w)1 ' 

Ze vzorce (3) pak podobným způsobem soudíme, že 
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. XiK'4-u . UK'—u 
B m .. , .„ •, jg m n _ _ jt 

<>-*«*=* f** .twr« > 
aln9-mr 

(A = l ,3,5,7, . . . ) 
aneb 

C*-W$n*u^Du*log&(u), (8) 
kde 

0 w=^(žix ) f (9) 

&0(v\T)z=n(l— 2
S V)(l_ 2 »V-l ř J«-- . )( l_ 2 ÍV-l e -8-«l) > . (9*) 

Srovnáním (7) a (8) plyne 

D1 log 0 («) = J)í log H(« + i K'), 

a musí tedy existovati vztah tvaru 

ea"+P@(«) = H(«-f iK% 

Mv + £-\*) = e*"+t'M»\*), 
t j . obecněji 

. ^ f*» _ 

který se snadno verifikuje. Předně máme (A, = 1,3,5,.. •) 

u t 

A = 11(1— 3*v). 

Na pravé straně se výraz 

o g a f - i — l t 

spoji B první části součinu a vznikne 

^ („ _j_ JL) — i 2 - i e - «-< ^ n ( i _ ql & .-.) ( i _ q\ e-s .-.^ 

^(t> + ^ = *e~*(°+"^oO>). (10) 

Ze vzorce (8) 
(7— ftíSns,« = 7 T 7 ^ — ;T7\ 

©(«) \0(«)J 

plyne pro M = 0 — je &(u) funkce lichá a tedy @'(0)=0 — * 
* Y literatuře též přichází funkce Z(u)=t f&stčudw, ta má tedy vyjádření 

e"(0) e'(.«) 
^ w - e ( 0 ) M " ~ e(M)-
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o-e"(0) ťin 
6 - © ( 0 ) * ( 1 1 ) 

Zavede-H se označeni 
JE 

JT i a 

j r ? = jdn'udu^ ÍŮSZ^II dx^= j il—kHixx*<pd<p, (12°) 
o o o 

máme tedy 

E^K(l~0 = K[l-^.],K-B^^K. (12) 

V tom značeni přepišme vzorce (1) a (4) na jich definitivní tvar 

1 K—E , *r2 2rí* • *V V *>w;r 
»-—r= =-~ — P ^ - — - s — - - . COS ~--f--r, 

«**• * « w g * -Pv-ii-A-v *> ( 1 # ) 

dn>u = -E + -ErZi j - L c o s _ _ ( 4 * ) 

Vedle toho pak 

^^—¥sniu = dniu—~=z:Dnog&(u). (8*) 

Z této rovnice máme 
[, % , Eu . &(u) 

0 

vzorec pro délku oblouku ellipsy 

<c = aBm<p, y = &cos9>; ť = sin<p: 

s=a [Ů-kH'dt=a fdn*udu, »=f , ^ - ; 
J yrUť3 j J Ví— &4sinV 

kde ° ' 

a4 

Jak vidno, vyjadřuje se tu.délka oblouku jako jednoznačná funkce 
prvořadého integrálu u. 

Oblouk hyperbo'y. 

Délka oblouku na hyperbole 

£ = aCos9>, ?í=6Siny ( ^ - - X — i ) 

S* 
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jest 
s =-= f ja* Sin* <p + b* Cos?pd<p ==/ j(a2 + b2)Co*2<p~a2dtp. 

o o 

Znamenejme a2-\~b2~c2 a položme 

Uosg> — — , ag>~—.-•, ••,•• •• , 
*> xi\—x2 

tedy 

1 aČ^l — o;* 

Pro modul & = — , a; —sw(«, &) bude tedy 
0 

J sn2u v ' } sn2u 

AvSak 

@(0) sn2u ° v " 
tedy 

f du , ff(«) . , ~ \@"(0) 

takže vycházejí 

f o\ 1 a 

při čemž oblouk se měří od vrcholu <p = 0. 
V jiné symbolice 

f--*-ž--+tíib;-^< , r-* 

§ 4. Jiné odvození. Vyjádření si* u, cau, ďnif funkcemi theta. 
Hodnoty K a k, k\ 

Nalezených výsledků lze nabýti přímo. Zavedme k vůli zjedno
dušení na místě u značení 2Kv\ funkce 

4K2 

sn2&Kv) 
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i Kř * 
má póly v—m + nt; t = -=£-, (m, ti = O, db: 1, db 2 , . . . ) a na nich se 
chová jako příslušné výrazy 

sin8(«?—nt)stJ 

jich součet . •. \ 

/(»)= 2 * sin2 (v — nr) ú 
.. "• • >* 

jest jednoznačná funkce analytická, až na tyto póly pravidelná. Má 
periody 1 a t: 

f(v+l)=f(v), f(vfr)=f(v), 

a jest na obvodě rovnoběžníka period (0,1, 1+t, t) reálná; neboť pro 
reálná v jsou členy po dvou '(n = y a n = - í ' ) sdruženy, a pro ryze po* 
myslná v je ún(v~<~nt)3t ryze pomyslný, jeho čtverec tedy reálný* 

Totéž platí o sn2(2 Kv) a tedy rozdíl obou funkcí 

4 7T2 

je funkce v rovnoběžníku period pravidelná a na jeho okraji reálná, 
tudíž jest F(v) konstanta. 

Zavedené celistvé transcendenty H(u), Q(u) mají tyto vlastnosti 

H(u + 2K)^—H(u), 6(u + 2K)=tQ(u), ' (a) 

jež plynou bezprostředně ze, součinové definice funkcí &x(v) a #«(#):; 

^(v+1) = - ^ ) , Mv+1) = *•(*). ' (134 

Z definice (5) plyne 
« / 

&t (v + *) = — i£^(29 e8!-' — 1). g-1 e—"' A TI (1 — g8v+- «•«*) 

(1 _ e-&w) j j ( i — 2*v e-3""'), 
kde A-=JI(1 —2*v). -j 

Vpravo první závorka vstoupí do prvního nekonečného součinu 
a vyjde 

$! (v + r) = — 2 sin trn. er-'""'^ 1. A2Tff(l — 2 , v e8"*1) (1—g3 v «-*«'), 

^ ( ^ i ^ — V * ' ^ 1 ) £ . ( » ) . .. ,: . ( 1 3 ^ 
í 

Podobně vypočteme * 
. f - н 

&9(v + t)=z Ąér«<&+*)Ъ(v). (13c) 
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Tyto vzorce se kryjí s relacemi 

H(u -f-2__0 - — H(u)e~*("+iir), 
líc 

0(« 4- 2iK) — ~&(U)ě~ * ( " + i J r , • (6> 
O funkci __, v 

dle těchto vzorců zjistíme periodické vlastnosti 

y(u + 2K) — — q>{u), 9>(u<p2iK^ — q>(u). 

Nulová místa funkce S(u) jsou přesně 

u = 2mK+2niKř 

táž, jako u funkce snu, a stejně paly, nulová místa funkce 9{u) jsou 

u = 2mK+{2n+l)iK'; 

neboť z definice funkce ^(v) je zřejmo, že vymizí jen pro 

v = m + (n + i)T. 
Funkce 

snu 
Ў(«) 

= E(«) 

je tedy pravidelná v celé rovině a je mimo to reálná na obvodu obdél
níka (0, 2_T, 2K-\-2iK', 2iK0; neboť jest </>(«) reálná pro reálná u 
a ryze pomyslné pro ryze pomyslná «, jako snu. Bude tedy nutně F(u) 
konstantou A. 

. , . .R(u) snu^A<p(u) = A - ^ ; 

u = K dává 
_ i _ « _ _ D - _ _ 
^ ~ H ( K ) ~ V 

tedy 

^K-*.g(«)_**l(*-"°. 
^» («) ^- a / « л 

2_ľ' 
Derivací na u = = 0 plyne 

ЯҶ0)_ 
(0)" ~ 2_ľ.»в 

^ 2 

~~V 
Ъylo dosazeno 

(0) = = ^o(0) = = « ^ Q * 

H'(0)- */(0)_ 
2_ľ " 

_ * / 
~2_Г' 

(140) 
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._>.' = 2 ? r ^ Í 7 ( l - - 2 , v ) í . 
v«4 

Zavedme dalái dvé transcendenty Jaeobíovy 

, ff(« + *)--ff_(»)-M5x)» 
0 ( « + íT) = 0 1(«) = ^ ( - ^ ) , 

(16 o) 

kđe 
в ^ . (».*) = 

= ^, (» + i ) = 2/eos øяr.Л(1 — Î*V)(i + g»vc»-к.) (i + JÍVe-_tnf) (15) 
ì 

._>s ( ф ) = ^o (V + | ) = Я ( l — 2»V) (t + gíV-l #**) (1 + g«V-l Є-»«i). 
1 

Tyto cel. funkce hoví podmínkám 

# 4 (v + 1) = — &, (v), &a (v + T) = ť.-« j(»»+t)^(V) t 

# 8 (» + 1) = .5>8 (v), &t (• + »•)— c-«*t?-+t) # s (.,), 

Poněvadž 
.5.(^ = ^ ( 0 ) = ^ , 

(16) 

^ft^a 

dávají rovnice (14) pro « = .__* a (14°) 

tedy vyjádřeni periody 

které ještě zjednodušíme. 
Dělime-U 

-*/ = nr.2^1T(l — g^)5 
součinem hodnot 

obdržíme 

^ 0 = Л ( l - 2 * v ) ( i _ g » v - i ) » 

._*8 = 2 2 ^ Л ( l - 2 » v ) ( l + g«v)» 
* 8 = Л ( l - 2 * v ) ( l + g*v-i)», 

Л ' _ 1 

9 ( 3 ) = 2T(1 + 2 » v ) ( i + g »v-i )( l - ^ - 1 ) - = 
= _T(1 + g»v) ff(l — 2»(»v-i)). 

První součin lze štěpením na,sudá a lichá v psáti 

ff(i + 2*v)ir(i + g»(»v-i)) 
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a dosazením vychází vztah 

A , , , 5P(í)==SP(23). 
Odtud plyne 

9 (2) = 9 (2S) = 9 (í4) = 9 (28) == • • • • 
<P(í)~9>(2s"), 

tedy ježto lim (f(q*) = 1, 9>{?)= 1: 

.V = ^ 0 ^ 3 > (17) 
2K=n$z*. (18) 

Podobně jako vzorec 

5 " ^ w « ~ ^ 0 ( « ) ' . ( 1 4 > 

při čemž parametr funkci theta jest 

r = - r , 

nalezneme druhé dva, určujíce konstanty z hodnoty cn (0) = dn(0) = 1, 

„4^4^, (19) 
9^2K> 

, ^ / ' W 0,(11) .„. 
dn ti — —- — y-1 > /. (20) 

^3 » / « N © ( « ) ' 

Poslední dává pro u = K 
V — ̂ l ^»(t) 

* * * o ( i y 
fc* ./*-($'• £~i*, w 

^-(i-g)(i-g3)(i-^)d-gT)---
Y (i+íXa+^a+^a+ť)---' 

Z rovnice (10) 
.^(f + 4 ) = fe-

tó('+7)^(«) *' (10) 
plyne dále 

*o(v+Í)=ie-^M»);'' "' a°«) 
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tudíž obdržíme z (14) při u — 2Kv\ 

x 

Лиí-Г*'* i ( , г^ *"м" 
Tato hodnota má ale býti 

h sn u' 
a tak vychází 

--ar.*--* 
VF - VÍT * i (i + g8)(l + g 4 ) ( l + g 6 ) . - . 

r y í (l + 2 ) ( l + í s ) ( l + 2 6).. ." 

(22) 

Z těchto vzorci je zřejmý postup, jakým možno počítati hodnoty 
q, u z daných h a X'=8nu, o Čemž jednáno bude později. 

Neopomeňme si všimnouti zajímavého důsledku vztahů (21) a (22); 
F + &'* = 1 dává 

§ 5. Řady pro funkce theta. 

Vyjděme z celistvé transcendenty 

&t(v) = An(l + q**-xe*91«)(l + qĚ*-1e-*'*i), 

při čemž jinak je t zcela obecné. Je z tvaru součinu zřejmo, že bude 
lze tuto funkci rozvinouti v řadu stále konvergentní tvaru 

#$(v) = 2Ave
i*v*i. 

Součinitelé .4V se určí na základě vztahu 

q#%{v + v) = e~****Mi>yi 

dosazením řad vychází totiž 

2Ayq*v+1e%vv%i = 2Avet<y-~iy>v«i\ . - , . • * 
• -- — * c - > 

pravou stranu lze psáti 

— CO 

a porovnání obou řad dává . * 
Av+x=Ayq*?+l 
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čili 
. Av+l2-(v+»)« = Avg-V 

a je tedy 
A., £-*--= 4, . Ay — Ao^', 

takže bude « 
.?s(tr) = A0.S2Ve»v.i.i. 

Znamenejme A = 

T, (v) =.£g«,e »»««*, 
— 00 

To (») = -"•(» + i ) = -S(— l)"^"*^"'^ 

.Tjfr)--:—i «**(•+T)T0 (« + - ! ) = — Í Í ( — 1 ) - 2 ( " + T ) , « I - « + - > • * « , 

T3(r) = T1(v + i) = -Í2(" + i )%t , "+ 1 )" t < , 
i bude obecně 

Dle toho také 

sní 
/e, v-„\ ^8 Ti (V) ,„ r ^ ^o Tt (v) , (l> „ v # 0 Tt(t?) 

a derivuje li se první zlomek, vyjde po dosazeni 

To(tW(^t~TiWn>)=B^iors(tO, («) 

kde J5 je stálé. Zde derivujme dvakráte na v = 0: 

T0 Tx
m—27 Tt' = 2? ( 2 7 2** + 2 7 T,). 

Podle (a) jest 
T0Tť=*BT%Ti9 

a tedy předposlední rovnice dává, dělíme-li tímto výrazem, 

m fff m n m n m ff 
•*! £íL-L.£lL ' £jL (fí\ 
T{~ r0 "*" T* ^ 2 7 w 

Rady 2* hoví parciální rovnici 

a z ni plyne 

3»r . .dT 

1 Ъt ' Ъt7 

takže rovnice (/?) zní 

tilogГ1

,_(žlog.Гo (ŽІogГ, tПogГ8 

d* ~ ár "*" dt "Г dгr ' 
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a odtud 

Tt = cTaTsTt, 

kde c je číselná konstanta. Avšak dosazením výrazů 

Tt=l — 2q + 2qi-...,Ts=l+2q + 2qí + ...,Ts=2qi + 2qi+... 
Tl = 2rt(ď-3qi + ...) 

vychází odtud 
c=Jt, 

t j . 
Tt'=itT0TtT3. 

Poněvadž 
T* = V ( 3 ) ^ Tt

f = if>(q)^, 
vychází dosazením 

ri>(q) = V(q)*, ^(g)* = l, 
l + 2 2 + . . . _ ± ( l - ( 2

í ) ( l + 2 Y . . . 
tedy 

V(í) = l-

a máme tak čtyři Jacobiovy funkce theta (q = eXKi) 

&S(V\T)= 2 q*<»»*Ki= 2 e(»»'+«,t)tť, 

&0(V\T)= 2 (--iyq**e2H'Ki= 2 (—1)««(•••+•**>««', 

# 3 ( 0 1 * ) = jff gOft) ,e(2 w+ x) | ' , c i = 1? e ^ + ^ ^ + ^ + i ) 1 ™ 1 , 
— 00 - • 

&t(v\f) = — i 2 ( — l ^ + f r a P M - i ) * * — 
— 00 

= _ i jj ( « l)«^i» +l)wtH-(*+ &**«, 

Po sloučení symetrických členů vycházejí tyto přehledné výrazy: 
#3(1;)= 1 4 2 gcos 2 vtf -j- 2 gr4 cos 4 v it 4 2 j 9 cos 61># 4 • • • 

= l + 227gvScos2*>t?tf, 
i 

«#0 (#) == 1 — 2gcos2tf#-j-224cos4t;tf — 2g9cos6t?írr+ . . . 

= 1 + 22(~ \y>(fQoa2vvit, 
i 

-£a(t;) = 2g'*cost>#42gTcos3t?7r42g4 c o s 5 # # 4 • •• 

= 22?2*^2cosXt;7r, 
x i -ti 

^1(t;) = 22?sint?7r —22 ? s in3t?^422 4 s in5ť^ — . . . 
= 227(—1)» *2**'rinJlt»r, 

(A = 1,3,5,7,9,....). 
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Tyto řady vyznamenávají se mimo svůj elegantní tvar také rychlou 
konvergencí. * . ' ' 

Chování funkcí # vůči periodám 1 a x je vyjádřeno společnou 
rovnici 

-$*(*+ 1) « ( - Vf #gh (v), $9h{v + x) = (~1)* e - ^ + t ) ^ ) , (A) 

při čemž dvojí index, t zv. charakteristika či známka gy h se na jedno
duchý Jacobiův převádí takto: 

»n (i«) = »x (tt), -*10 (tt) = &i (i#), ^oi 00 *= ^o 00; ^oo 00 = #3 00 • 

Podmínkami (A) jsou celistvé transcendenty ^ charakterisovány až na 
Činitele nezávislého na v; podmínka 

pak nechává neurčitým pouze číselného Činitele. 
SpoleSným vzorcem se vyjadřují tyto funkce takto 

^ ( t t l r ) = ( ~ l ) ' * ^ (B) 
— OD 

1 X 1 + X 
Chování vzhledem k připojení polovičních period -̂ -, --p — I — líčí 

následující tabulky: 

* i (u + i) = *i(u), * . ( * + *) = — #i00> *»(« + *) —*o(«0> 
^ 0 ( t i + |) = ^ 3 ( t t ) ; 

^i(w + y ) " = ^ 4 ^o00> &s(u + -j) — e &*(u)> 

a t "i" ^ \ ~ * * ( t t + * r ) * / \ « / t * \ * •-*«*(* +-r) á / N 
#3(w + y ) = e *^' &o(u + Y)~te ' ^ ; 

a , . 1 + 1 T -K*(»+T)a / \ a / , l + *\ . -W*(«+T) a / \ 
# i 0 H g—) — e 4 *»(«*)> ^s(«* + — j - ) = — ie 4 ^ o ( 4 

_ t 1 -j- TN . -TCÍ(tt-f-l) ^ , N a / , 1 + 1 — *<(«+4o a / \ 
*B(«4 + —£—) = «* 4

 * I W Í *©{* + —§~) —* - 4 <**00- ^ 

Stačí si pamatovati tento typ: 

./«(«*+y)=/p(«0" , 4 > 
a, |3=-0,1 neb 1,0:^^=% 

cr, 0 = 2,3 neb 3 , 2 : í - = L 
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Podle obecné definice jest 

#0-f-.t, A = &gh> #íř,*-f* ~ ( — 1 ) ^ ^ f * f 

vztah velmi důležitý pro úpravu jistých vxorcá. 
V definici (B) pišme ?-{-$£ = ft, takže 

odtud máme 

Exponent lze psáti 

(„ + •)•-.„* _ ^ t t7ti + 2(n+£)(u + -tA') «< -

v / i l* + l»\ • — / ( « + — 2 ~ ) ^ ~ 

= (̂  + ^ Y ^ + - (^ + ^ ) ( « + ^ ) ^ - í / ( « + ^ V ) ^ -

- • < * + V ) y i 
máme tedy nejprve 

•»g\(U-\ £ ) = 

_ ( _ l / + ^ + ^ ( s + * ' ^ f f + í ; , i . + v ( t ť ) e ~ p ' ( , , + * ' ' t > , t i i--'»+»0, 

tedy konečně 

** ( « + ^ ' ) = ( - i r i ' ™ * r « ' W ' * * , „ f h + í , ( u ) . (B*) 

Poznamenejme ještě vzorec platný pro kladná i záporná n: 

.*s4 (U + nt) = ( - l f e-*{Cs-+-T) ^ ( w ) # 

§ 6. Vzorce součtové; vztah Weierstrassův. 

F u n k C 6 H(u + v)H(u-v) • 

H(u)*H(vý 

má periody 2K^2iK,
f jak to plyne si rovnic 

H(u + 2K) = — H(u) 
ff(« + 2iK') _ _ e*("+IJP).ff(«), 
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a mimo to v okolí bodu M = 0 má rozvoj tvaru 

-•y-p + SW.. « = ff'(0). 

Týž tvar rozvoje až na znamení má funkce -5—5-, takže součet 
, * a sn u 

H(uyH(vy ' a2$nJi* ^ v " v " 

je funkce synektická o periodách 2K, 2iK'. Funkce ta při reálných v 
je reálná pro u reálné a ryze pomyslné, tedy na obvodu obdélníka 
(0; 2JST, 2iK') a tudíž konstantou. 

Dosazení u = t; dává 

v - a?sn%v' 

a tedy plyne základní vzorec 

TP (tt\* S(u + v)H(u — v) _ J. 1_ (V) 

™K) H*(u)H*(v) ~sn*v sn*u* w 

Poněvadž 

J í (ti + iK') = ie~^iU+im)6(u), 

obdržíme záměnou u, v za u + iK\ v + iK' na levé straně 

H(u + v)e K . H(u-v)H'(0y = 

_ g(t» + tQg(t* — fy) „ ^ 

takže touto záměnou vznikne 

c n H cnH _ g W g ( t i + ») # O ~ * ) . ,m 
5 " *»* — " W tf0*(u). @*(ť) > W 

j n . M ^ ^ í ^ ^ H(u + v)(Hu-v) snu-snv-^ ^ j Q% ^ ^ Q, ^ . {!) 

Do identity 

(A-B)(C-D) + (A — C)(D — B) + (A — D)(B— 0 ) = 0 

vložme 
1 1 1 • 1 

^ - - i r > -5=--=nr> G = - i - , D : sn2 a ' 5n2 &' sn2 c' sn2 d} 
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a užijme rovnice (1); vyjde po zkráceni vzorec Weiersírassův 

H(a + b) H(a — b)H(c + d)B(c — d) + 
+ H(a + c)B(a~c)B(d + b)H(d — b)+ (3) 
+ H(a + d)H(a- d)H(b + c)H(b - c) = 0, 

aneb v symbolice funkce &t 

#i (a + b) »t (a — b) &t (c + d) &t(c~~ď) + 
+ &t(a + c)#t(a — c)#t(d + b)&t(d — b) + (o*) 
+ &t(a + d)&t(a~d)#t(b + c)&t (b — c) = 0, 

ke kterémužto vztahu se ještě vrátíme. 

Rovníce (2*) po odstraněni jmenovatelů nabude tvaru 

#0
2H(u + v)H(u — v)= 62(v)B2 (u)~H*(v) 62(u); 

vložme u + tK! za u: 

#Q
29(u + v)0(u — v)^e2(v)62(u)-H2(v)H2(u), (4) 

což lze též psáti vzhledem k identitě v r T T = llksnx: r 9 ($) f 

€k2&(u + v)G(u — v) 1 72 2 2 /jlslřN 

. #o n / \n»f \—" = 1 — A;8$n2u$n2v. (4*) 
O2 (u) 92 (v) v f 

Obraťme se nyní k funkci 

Z(u)-ílfSn*udu-Cu-^; 

logaritmické derivování (4*) dle u a v podá po dosazení hodnot vzorce 

snusríu sn2v 
Z(u + v) + Z(u — v)-2Z(u)^2k2 

Z(u + v)~ Z(u — v) — 2Z{p) — 

Q 
2к2 snv $rív$n2u ^ 

Q 

() = 1 — k2$n2u$n2v. 

Sečtením vychází addiční věta druhořadých integrálů 

„, , v r,f v ^ / . , ž $nv$ríu + $nusrív 
Z(u + v) — Z(u) — z (t>) == k2 snusnv ~ , 

V 
Z(u + v) — Z(u) — Z (v) — k2 snusnv sn (u + v). (A) 

Podobně obdržíme pro funkci 

H» rr t \ f du n W(U) 
Zt (u) --= I — r - =c Cu „•>/ 

1 W / m u H(u) 
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(kde integrační stálá určena podmínkou, aby funkce byla lichá) na 
základě rovnice (1) , , 

€nu(*nn cnvanv 
Zl(u + v)-Z1(u)-Zl(v) = - ^ ' " * ' • (B) 

$n2u $n2v 

Odečteme-li výsledky (A) a (B) užívajice identity 

rr / \ rr/ \ ^U CHU dnU 
Zt (u) — Z(u) = = — , 

v ' v ' snu snu 
vyjde 

$rí(u -f *Q sríu , srív $ríu$n%v — $rívsn*u f 

$n(u-j-v) snu * snv $nu$nv($n2v— sn2u) 
~\~h2 snusnv $n (n -f- t>). 

První tři členy vpravo dají 
snusríu— snv srív 

$n%u-^sn2v ' 

takže máme konečně vzorec 

srí(u4-v) snusríu — snv srív . 19 , . N / r i x 
* — T 5 !—r- = 5 s i-* &2$ttWSWVStt(w -f- Vh (U) 
sn(ti-f-t;) sn a i i— sn2v * v . / \ / 

Logaritmickým derivováním vzorce (4*) vůči v obdržíme po od
stranění — 2 

y2 snvcnvdnv $rílu &'(v) 1 &'(n — v) 1 &'(u + v) 
1 — k2sn2vsn2u ~líjpj + ~2 9(u~ť) ~~ 20(w + v)' 

Integrujme obě strany v&či u od w — 0 : 

* / 1 —J»*n»r»t*t* ~ 0(v) U + 2 g 0 (* + *)' W 

o 

Jacobi označil tuto funkci U (ti, t?); klademe-H 
ksnv — ef snu = a?- k2 snv srív— b^ 

zní levá strana [i 2 = e2 (1 — c2) (k* — c2)J 
, f x*dx h_ f íte 
J (l^éx2)iW?o)~^J (l-c2x2)i7f(xj 
o o 

*"> 

takže máme pro třetiřadý integrál eliptický 

/

dX X & TTf \ 
' „ , g - = u -J- -T- l i (ti, tOf f a — c 2# 2)y(i—a 2)(i—**«*) . & w ^ - 1 

<> ^ r K 'V ' (5°) 
sлť = y-, b — J<?$nv$rív. 
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Definice 

Mu v) - «ť -& 4- i lot e { U - v ) 
UKu,t) - H & (v) ^ 2 l o g 9 (u + v) 

dává bezprostředně 

n(u,v)-n(v,u)=u^-v^^vZ(n)~uZ(v). 

Dva třetiřadé integrály, v nichž vyměněny argument u a para
metr Vj mají rozdíl vyjádřený dvěma integrály druhořadými. 

Změňme označení: 

sn v = Cj sn'v — ili{c). 

n{u,v)^Wc fW(^i x%dx 

(1 — k3c*x*)ÍR{x)f 

rr Í \ í dc C¥x2dx 
V Z {ii) = / ,.' " , / , ; ,. 

Jin{c)JiB{x) 
v o 

Vztah tedy zní po krácení na i3: 

c1W®( -~-~-~-xiW)[ C%dC ,— • 
W J (1 - *» c8 a2) VB (a:) ř V 7 (1 - lcs c* *') yB (c) 

ľ dc ľ x3 ăx Г đx ľ ci đc 
jWðJTЩ JШðJjЩ 

§ 7. Trigonometrický rozvoj funkce $nu. 

Funkce snu má na iKř pól s residuem --9 takže se tam chová 
jako 

1 
k{u~iKJ 

Položme 
- — S mu—f(xfj)] 

f{xfj + *) = _/(t/,), /(t/> + 2*t) = /(t#. 

Potřebujeme ještě funkci, která má v určitém horizontálním pásu 

stejné póly s týmiž residuy; poněvadž v okolí u -= iJT', t. j . i/; =: --x-, jest 

fw= ^ r + " - -
2jr*(<p-- .*) 
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bude tomuto požadavku hověti funkce 

7Í 

Ш) 
2Kksin(ip--~) 

která mimo to má tytéž vlastnosti 

/-(V + *)-=- -/.(V)> /.(V + 2ÍÍ) =-/.(v). 
takže uvnitř pásu 

0 ^ I m . i ^ < 2 K ' . 
je funkce 

všude synektická. 
Máme tedy při applikaei základní věty § 2, vzorce (4°), klásti 

7 — 0* co — trt, Q^q9 

a určiti reálnou část U funkce * (tp) na přímkách Ox a její rovnoběžce 
bodem rj^zrrt, t. j . třeba klásti 

t / / = 0 , 17 = ^ ( 8 ) = § + Í ( a v c o s ^ 0 + 5 vsin^0); 

t ^ ^ + 0, ff=y,(e) = ^-f- Í ( a ' v c o s ^ 0 - f &'vsin^0). 

Reálná část funkce fP(ty) na ose reálné splývá s reálnou částí 
—í/o(®)> poněvadž if(&) je ryze pomyslné, podobně na přímce t//=r#-f- 0 
splývá Z7 s reálnou částí — if0 (vrt-j- 0). 

A tu jest 
rt 5t q^e~~ *® 

i/o( ) = 
ie-if -ie+^\ K* i —^--.e JГ*(в" ' — e , в т > ) 

= "Ã 2^e~viЄ' ('=1,3,6,7,...) 

л 

tedy reálná část 

yi(®) = - ^ ^ g T c o s ^ 0 ; 6a = ftlS=:6l.= . . . = 0 , a J | 4 = 0 , 

^^Jčh**' (^==1,3,5,...). 

Dále jest 

— t/ a(rrt -f 0) = * — 
< + i l ! -« - Ï5Í І Г Ä l - g в " ^ 

vt 

Kк 
2ľг8ev' . ( ^ = 1 , 3,5,,.,) 
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a reálná část 

5P,(©)=- — -£L-2q*cosre; 6 ^ = 0 , ^ = 0 , 

jt 1. 
o'v = —-jfáť' ( v = 1,3,5,...). 

Naše funkce *(t^) má tedy v uvažovaném pásu rozvoj dle (5) 
§ 2, ježto r. = l, r3=zq: 

í[/W-/o(^)J = 

^ + X l { f i ^ ( 1 + 2v)eiv'í-fr^v(23v + 2v)e-'vH = 
V 

(1) = ^ + ^ . - J 2 . 2 J T ^ 7 s i n ^ + 2J2»e-'v^J ; 

přičteme-li na obou stranách 

iMf) = --K
S

I2q^e-^% 

11TC 

zjednoduší se výsledek — po substituci ip —- ^ — 

s n u ^ ^ Z j ^ ú n ^ , (̂  = 1,3,5,7,9,...); (1*) 

konstanta A' vypadne, poněvadž obě strany musí býti funkce liché. 

X TC 

V nehotovém vzorci (1) lze klásti ty -f- -<r~ za tp; 

/ o W t y j - 2Kkúnty} 

takže bude prvni tvar pravé strany (1) po substituci 

a tím vychází 

= j- -^r-2J --p^—- sin ^f^p} (P — 1, á, 5,7,...). (2) 
mu ~TT • t*-^ i ř v i — 3 V 2JST,V ' ' ' ' í w SHvv 2Kún 

2K 

Dosazením u -f- K za u vychází z (1*) a (2) vzhledem ke známému 
vztahu 

4* 
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, . -~. enu sn(u4-K)—~i— v ' dnu 
v—i Jí 

enu 2n , 1 N — g- vuit , -, 0 K \ ,o\ 
dn-~--K-^-^ i f - ^ c o s - ^ - , (, = 1,3,5,...) (3) 

V — l 
dnu 7t r 2tit xy/ <~~~T' _ v vurt, -, rt _ - % /_% 
ČST^ , , t + T 2 H ) ré^veo.-^<,_l,8 f6,7...) (4) 

2Kcos—g-

Derivováni podá 
úst 

______ n% ^K '"** T< \\~^~ V(F • VU7t 

~~~~T-~K* 7~~~~~'K~'-{-1) T~~ď<Bin~2K' C4') 
C 0 S 2 K 

Derivace na u=~0 dává podle vzorů (18; a (21) § 4 

.V.V-1_4_(- - P S ^ (̂  = 1,3,5,...). 
V * 2 

V (1*) pišme 
Vít i 
2 A' * ^ . - V U7t y. „ 

e 2 A = Š , 2 m n - ^ _ £ * _ § - v . 

a dále v 

1 _ l - _ J J f l
1 T L

> ^ = 1 , 3 , 5 , 7 , . . . ) 
a ve výsledku 

^ . « l * = _ 2 ^ V ( | v _ § - v ) ( 5 ) 

provedme sčítání vůči *>: 

_ _ % „ « _ _ í _ _ _ l _ _ _ _ _ _ _ _ } 

( ^ ^ Í / Í - M , ^ . . ) . 

Pravou stranu lze přetvořiti pomoci identity 

_ _ _ 

_____i___ ________ 
1 — s»-|-- — i — 2 - J * | Í 

a objeví se 
Ji 

!£*«,,«_. 1? g 8 ^ C J = Í 2 ; j L _ . (56) 
* ,xl—fff*^ 2 ^ s i n _ l _ _ _ j r ' 

s i n 2 J f ?r и = ± l , ± 3 , ± 5 . ± 7 , . . . 
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Tak nacházíme řady konvergentní v celé rovině a rozklady v částečné 
zlomky: (> = ± 1 , ± 3 , + 5, + 7,...) 

i1. 

Klesnu = — i j ř Z — ! ^ — — * * - * 

J Jí 
K . * #v£ it • 1 

s»«" - .1—g-vg- 2 _ x . M-f2»'iK ' ' 
81" UK""" 

«Le " (5*) 
KhCnU = TtZ g ž ^ — "" *? * 

d»« ,* 1 + gl-S-~ 2 * « + ^ i K ' J 
C08 2K * 

jr.^=*ž---tl * j * 
« . tt „xl + 2» v|« 2 X u4-2v iK' ' 

0 0 8 2 K « 
při čemž veskrz ttlti 

Je záhodno provésti verifikace jednoho z těchto vzorců, na př. druhého. 
Funkce 

00 (p P » 1 
/ ( u ) = : — 2 i 2 7 t

 g tvtt-=Jg . * .„, ^ w -*»1—? i v r —• • u + 2vt2c 
* * s in— L - s - - £ ? *ř 

má vesměs jednoduché póly u = 2mJif—y^iJT, takže součin 

/i(u) = /(u)fl\u) 

je funkce veskrz synektická; poněvadž 

f(u + 2 iK') = / ( u ) , /(u H- 2 JT) = - / ( u ) , 
bude 

/i (u + 2 iK') = - <ř(* + , r ) / 1 (*0,/i(*< t 2 ř ) = / t H 

což jsou charakteristické vlastnosti funkce <9(M). Poněvadž se hledíme 
vyhnouti těmto metodám, ukážeme přímo, že funkce f(u) vymizí na 
u = iK'; je to samozřejmé, neboť v součtu 

f(iK')^E l " l 

s ш _ _ -, s m ^ ^ -

se Členy po dvou ruší. 
Tudíž je součin ,, s r i , . 

v ' &(u) 



54 

funkce synektická na rovnoběžníku (O; 2K, 2iK*). Na reálné ose 
jest f(u),H(u), 6(u) reálné, tedy též F(u); pro ryze pomyslná u je 
pak f(u) a H(u) je ryze pomyslné, 9(u) reálné, tudiž F(u) reálné. 

Funkce synektická F(u) má periody 2Kf 2iKf a je na okraji 
rovnoběžníka reálná, tudíž je veličinou stálou: 

. ( . ) - _ • $ 

Pro nekonečně malá u jest dle definice 

/(n) _ _ J _ + $(«,)== ̂ + % (U) 
J K J . urt l v s J rtu l ^ J 

sm2K 
4 9 ( » ) - A

 Q(°> I * (til H'(Q)~ *1' -******* 
Amu)-AWJO^ + **{Uh U ({J)~2K- 2K ' 

0(0) _2K 
AH\(S)~ir9A-***% 

/Y,A-<_ * *(*)_**%*»% &(u)_2KJ_ 
JW~^^WJ^)~^lTTzH(u)~ ft snu 

Tím zmíněná řada 'pro K:snu dokázána, a z ní plynou ostatní tři 
vzorce (5*). 

§ 8. Zrychlená konvergence. Aritmetické důsledky. 

Obraťme se ještě k dvojnásobné řadě (5). Rozštěpme ji na dvě části 
I + H, při Čemž I obsahuje členy j * > f (jtf=*>-j-2m) a druhá řada 
II členy n <, v (v = ft -f- 2 n); m > 0, n > 0. 

^v*4-v 

I___?2* ^ v - r v ) = 2 í 2 j - - - s m y ^ , 

II _= 2q^+"*&+*» - §-(^-2») 

-Sa\rí & „__ll___. 
~7 U-fl^l* i-2^- 2 / 
_ „ , « J ^ s i n ^ t ; - — g E s i n ( f t — 2)g-g. ____«_ 
— -»'•-- 1—2ai-co82»íř + fl-l- 'V~2K 

Tak nacházíme rozklad ve dvě řady rychle konvergentní 

m V v ' + V 

jr— snu = 22 -Binfvst-f-
c jt 1 — gv 

_ ^v'sinvt)?-—gvsin(y — 2) vit ^ ,„ 
+ 2 1 — 22 vcos2.?r + ř 8 v ' ^ 

( , _ A , » _ 1 , 3 , 5 , 7 , . . . ) 
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Vyjádření je všeobecné platné; můžeme je považovati za vztah mezi 
dvěma transeendentami na pravé straně, neboť jejich povaha je značně 
složitější než u funkce snu. 

Položme u = K do (6); po krátké redukci obdrží se 

t V = - - í ( - 1 ) V Í { r V y É f Í Í ( * = 1,3,5,...) («) 

± _ ! - - _ Í _ n ^ * * - + g , v -
1—22 ^ ^ 2 (1—í»v)(l--fl»)' 

(i_ř2v)(i_^) 71.J? ' ( i_ 2 .v ) ( 1 _ 2 S ) --i ,, li 

-t v, n_:o ^ 

Bud 
«» + y » _ 2N, N_l (mod.4) 

x,y—1,3,5,... 

Počet řešení znamenejme / ( N ) ; je pak 
# / i ^ = Ľf(N)q

s^^=ĽF(N)a% 

F(N) - ДN) + Л * r ~ 4 ) + /(-V-8) + f(N-12) + 
ІV 

Na pravé straně součinitel při qi zní 
v ~ 1 j y _ ^ 

i i. -r 
V~t» 8, 5, . . . 

takže máme vztah 

(E(N)_.s(-i) > {i+ar-jJЦ}, 

/ ( Л т ) + / ( 2 V - 4 ) + / ( Л т - 8 ) + / ( Л т - l 2 ) + . . . (c) 

-^(-1)^11 + 21^]}. 
v_:_, Tf—*'2 

2 {i + 2 , i V ^ 
V = 1,3, 5. 

Příklad. JNT_= 13 dává na právo 

(1 + »[_*D-(1 + 2LAJ) = 6; 
rovnice #2 +t/* = 2.13, 2.9, 2.5, 2 mají tedy dohromady 6 lichých 
řešení: Skutečně 

26 = l + 5*(2), 18 = 3 J + 3*( l ) ,10=l + 33(2), 2 = 1 + 1 ( 1 ) . 

Vložme ještě do (4) w = 0; máme 

^ _ V - - l + 4 _ ( - l ) ^ r £ L . (*>_!, 3,5, 7 , . . . ) . (d) 
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Kadu lze převésti na dvojnásobnou 

*2(-irrq**(k = l,2f3,...); 

dlen qn se vyskytne pro vk=n} takže P~Ů probíhá liché dělitele čísla 
nf a je pak součinitel při qn roven součtu 

42(— 1) 2 , t j . čtyřnásobné převaze dělitelů 4/*~fl nad děliteli 
4 * + 3. 

Poněvadž 

V^^+^te y = a ± l, ±2, ±3,...) 
máme větu: 

Počet rozkladů ěisla n ve dva čtverce (čísel kladných neb záporných) 
rovná se čtyřnásobné převaze dělitelů čisla n tvaru 4a~f-l nad děliteli 
tvaru 4a-f- 3, 

Př. n = 65 = 5.t3;cf = 1,6,13,65,rozklady 65 = 1 + 83 = 4* + 7* 
platí za 8 + 8 = 1 6 = 4.4 řešení jako # = ± 1 , y = ; + 8 ; * = + 8 , y = + L 

Ze (3) plyne při u = Q(r = 1, 3, 5, 7,...) 

Rovnice vede k výsledku, že (n .= 1 mod. 4) počet řešení rovnice 

#* -J- y* == 2 n 

kladnými lichými čísly rovná se převaze dělitelů čísla n tvaru 4 k -j- 1 
nad děliteli tvaru 4& 4" 3. Věta jest obsažena v předešlé; podmínka 
2 n = 2 (8) zaručuje totiž lichost obou čísel #, y. 

Utvořme v (1*) derivaci na místě w = 0: 

v_ 

V V = 42JT-^i----4i7/(n)gri' («) 
1 — í v .. = 1,8,5,... 

/(n) součet dělitelů Čisla n, n liché. * 
Na levé straně máme 

. - j ! + f á + ,., + , , ^ , ^ = 1,3,5,... \ 
4?,l*,» Wyí=o,±i>±2,..J 

a tedy počet řešení rovnice 

jest vyjádřen funkcí /(m). 



57 

V addičním vzorci 
, . v $nusn'v4- $nv$n'u 

s n (n + V = —* T T - 4 i — 
v 7 1 — fťsn2usri*v 

iKř 

položme ti = t; ===——; Jevá strana je QO, tedy musí 
, 9 iiKř - iK' i iKř

 1 /\ 4~k i i Kr
 mt4 t T , -x 

Vložme to do (1*); zde bude 

s i n _ _ = s m _ ^ - = : _ ( í i _ 4 - 4 ) = ^ ^ 4 ( 1 — 2 a ) , 

~ Ji 
ga * ifMTr i g4 

Tzr^8mTK~~2~~Hf 

a tak vychází 
v. 

^ ^ = 2 2 ? - ! ^ ; 1^=1,3,5,... (/?) 
1 + g* 

Pro w = - y m á m e 

_v v̂  

cnu 1 # 3 #2 *>t4# l qi 
cos-dnu~ j i &, l - 2 v 2ÍSC " * ! £ 

a tedy dle (3) v 

^ ^ 3 ^ 2 2 J ( ^ l ) ^ F í - i - 4 ^ 
1 — q* 

což se dá snadno vyvodit z hořejšího výsledku. 
Dále máme 

k' 
dn (K — u) = -Ť—> 

tedy 

tfn--"-V5F m*-1l=* a * - ^ ( l ~ * 0 . 
2 

tyto tři veličiny lze též psáti 

^ ' УГ+Ã?' Уl+Jf" 

(») 

Pro u =-£• pak sin -rr-^r = sin —T- = --^ kde řada znamének *«, a«, 
2 1 2AT 4 *y2 

5, % . . . sestává z periody 1, 1, — 1, — 1, takže 
v - i . v*~i 

cv = ( - ! ) — + - 8 -
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~K Z rovnice (1*) tedy plyne pro u = -j 

V 

. * , / . v - v = 2 / 2 _ - ( - i r ^ + v - ! ř - í - á i _ . „_-.i,8,5,7,.... ( i ) 

a řada (2) podá 

^ 8 M + ^ a o = V2 + 2 }l2 _ * ( - 1 ) " * " + " ^ T - I ^ ' >' = 1 > 3 ' 5 7 ' ' ' ' (» 

Pomocí addiční věty a hořejších hodnot funkcí pro ~-j a ----- obdržíme 

m E+jE =_ i/TEE I±i±__, (k\ 
2 |l i 1 + Jfe — Jfe* ' V ' 

AAl • * _ 7 + t í P dále jest pro M —= — ^ 

ï ' и n - - - ř _ - í - я n - | - ( f ' - t - w ) _ = - - g ( - - l ) 2 8 . г*--ÿ_.+ 

1 __i _i_rtã 
4 _ i J _ / 1", 8 „4 _____ 
+ î / 2 ( ' 2 2 

a tedy plyne 25 (1) 

' ' 1—os 

V 
v - i v M -j 

Ф*І i ^ з1 ____* 
_7(-l) • 

l + _ a 

z čehož odloučením částí reálné a pomyslné po dosazení hodnot 

W + WW-W-.Jav, 1 ^ l + ^ - l 4 

V s A » _ _ A . 2 _ a 2 » - -""V V ^ в 3 + ^ 2 2 ~ #0 1 л 2 
v 

i - г ï 
_l 

V« — 1 / > -

(0 
|^^=.У2Д-1)^--Ч;^1,3,5,7,.. . 
*в' + Л2B — лo* j _|_ y 

§ 9. Transformace, 

Konečně integrujme rovnici (1*) od u — O: 

/• 

4 „2 1 ~ 0 0 S 2 2 r 

Snudu——= -Srr-3 - J 
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ÍПtЄйГ-1 

/

/* ___. CLĽ 
SП U dlt = / , :„;,. .„• • . .= 

J У(l— _8)(1 — k*Z?) 
ÍC8) 

0 0 

se po substituci x* = z převede na 

dz 

"т/ (1 
Položme r -»m #, 

t 1 — Wг . f — 1 л w _ k'Ч _ , - - - . - tdt 
-ş—џ, ( ! — „) . _ _ _ _ _ _ <fcr_ 

Л 1 , . —fc 1 , 1 — fc 

- _ - _ . ; * _ _ - _ _ , ( l _ г ) . _ _ _ _ _ _ <fr_2tf-^-_j f c şj t , 

. _ f dt 1 . . —fc 1 . 1 
~ J .2_„2 — 2„ 10gť + „ 2Ä g l + „' 

1 

tïи « 
. = . , 

cnu 
f - 1 , ďnti — henu , 1 t I snudu=^^Tlog- J-- + ^y log / z& ° dnu + henu 21c ° 

______. 
-J-&CMM ' 27c * " & 1 — k 

= T I o g — ~ T l o g í 
a konečně 

h I snudu = log- ~~r = 
/ ° rfwii -f- henu 

A xi 1 í 2 n VWt- (?) 

= 4fTTz_ l̂1--C08-___-l-
anui-Jtcnu — ^ ^ ( „ . , » ~ 2 _ . 

Pravou stranu (7) lze psáti (fi, v = 1,3,5,.,.) 

1 H_ _ v _L _ - v __ 
4 _ 3 Í f f - ( l . - Í - ± _ _ - ) , £_=-(,-*, 

a tento výraz dle známo identity 

_ 1 1 , 1 -f * 
2 ? _ ^ v = i0g í _ 

? 2 ° 1—z 
má hodnotu 

2-iogi+4 -_iog p+.w+4.-o_, 
i* i _ _ . ( i _ _ . 5 ) ( i _ _ . _ - . ) 
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u , т 

' ; l°g j — 7 " ' 
* . ( 0 | - j ) * . ( ^ I Y > 

— log _ l0g _ _ , r._ ^ 

takže t 

/

-r 

sn u du = — log dn ( «-#- > 0 > (71) 
o 

kde l a L značí modul a poloperiodu pro parametr 4j-: 

,'/-- £_, 2_.==*V(0|-§- ; 
^a(0|-|) 2 / 

^ ± ^ = - c ř « ( | | , 0 - (7-) 

Poznamenejme ještě výsledek (7) pro u = K: 
K v_ 

A- / 8nM-cfa = l o g ~ ^ = 4.I7 — x^ • ; *> === 1,3,5, 7, . . . 
o 

Ze (72) pro K = 22_T: 

r ___.!-* / - 2ť* 
l + k' 1 + r 

(73) vymizí pro 

^ = Z + <Z' = 2^1 + 4 ) , tedy pro ti = 2_5T+iíT'; 

dn (u -f- /2T) = — t . cn (u + iK') = — %- ; 
v ! J snu v ' y Asnfí 

dn (u + iKř) + & cw (N + iKř) = — i — ; 

pro tt = 2J_7 vymizí čitatel i jeho derivace, čímž věc potvrzena. Derivace 
(72) dává 

ksnu—fXT—= ipjFm(v>l)cn(v>l)~kmu • < M ^ 0 5 V — - o * ^ C*8) 

Zde porovnáme hodnoty derivace na w-=0: 

z čehož vychází 
L } k ̂  1 + k 

2K~T~"~2~' 
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Rovnice (7*) tedy zní 

s n (U ZA - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ) . « _ _ ± i „ f7^ 
s n ( . « , 4 ) _ 1 + / c _ - _ _ _ - , * g - « . (7) 

Znamená-li se 

sn (u, h) — x, s» (v, Z) = y, 

vyjadřuje (74) transformaci integrále 

f dx /' _ 
J i(l-x*)(l-h*x*)~l + k J y ( l - j / 8 ) ( l - W ' 

(76) 2 ž V l T - 7 
# —_- l + jfc y i _ * y 

Transformace (75) jest Landenova. Abychom ji uvedli na obvyklý tvar, 
položme # = .r2, $ = y*, takže 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ 7 _ i _ _ tó 
O + A)8 1 - í 2«' 1 + *' W 

Odtud 
(1 — *)(l + *)-(l--i-«)-_ri-- J»,) (_ + * ) - _ 4s + 4 s 8 = " 

= 4s8 — 4(1 + h)s + (1 + h)s= (1 + h — 2sf, 
to jest 

! _ , _ _ _ _ _ _ _ _ _ . ř / J ) 

(i + A;)2(i—Psy w 

podobně 
í, 2* Y 

. - ^ í ' 7 ^ . 
1 —Z2S 

Dělením (a) a (/?) máme 
* 4 s ( l — s) 

l — * " (i I^jT—^*)-' 
a odtud 

2$nvcnv 
*mH~T+lt=?sJ-' 

Znamenáme-li tedy amplitudy 

am (a, h) = (p, am (v, Z) ==_ ^ 

máme transformační vzorec (Landen a Legendre): 

t g 9 ~ 1s + <to»2ilt a n e b 8 i n ( 2 , / J — 5P) = * e i n 9»» 

/___________ ________ J__£_ 
J y 1 — Psin* <p~ 1 + h J y L ~ 7 2 „ ň 1 ^ ' 1 + fc* 

<--> 
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S ním setkáme se ještě při otázce Číselného stanovení elliptickýeh 
integrálů. 

Při té příležitosti vyložme ještě blíže transformaci, kterou se pře
vádí modul k v modul doplňkový ¥. 

Při přechodu Je v modul ¥ vymění se integrály K, K% takže nový 
parametr ť příslušný k modulu ¥ má hodnotu 

, iK 1 T-W—T 
_i vychází vztah 

K(^) = K'(r)~^2_(r). 

to jest 

V(01~)-=-fV(O|*); MO|*)-=j/f*,(0|-^--). (8) 
Díle _ i _i 

*(-r)=*'W. r(~y=h(x), 
tedy 

ď ' < ° l — > *,(Q|,) 

tedy dle (8) _ _ 

^o (0|r) = | / - U 2 ( 0 | ^ ) ^ , ( 0 | r ) = | / | ^ 0 ( 0 | ^ ) . (8*) 

Veličina 

/(V)=_^(^i=i), 
má vlastnosti 

f(V-í)==f(y)e-T(<-\ /(„ + , )__/(„) . 

Můžeme utvořiti součin 

pro nějž platí 
2?(t>—1)==_F(«0; 

je totiž 

F(v-l) = F(v)eei~2v+1)^V-1) 

a stačí voliti 

Máme tedy 

i m A 

F(v) = e « * ^ J L | - - ł ) , 

E(í,_l)__E(v), _?(» + *)_=«-*«(-•+*> E», 

což jsou vlastnosti funkce &s (v | T). 
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P 0 d U
 r f , F(p) 

G(v)-^m 
je pro ryze pomyslná t reálný při reálném vf poněvadž jeho složky 
jsou reálné, dále pro ryze pomyslná v je F(ť) reálné a také &$(v); 
mimo to má G (v) periody 1 a rf takže jest G (v) na obvodě rovno
běžníka (O; 1, t) reálné. Je v něm však také synektické, ježto čitatel 
vymizí na všech místech 

7 = 2 ^ + ^ *' J- t ? = 2 ~> &> * = ±1> ± 3 > ± 5 > — 
na nichž vymizí jmendvatel Z toho vychází G (v) — konst 

Poněvadž pak 

».(0|=4) , , -

máme hledaný vztah 

M*\*) = ]/~*-*9'Mv
r-\'::±)- : W 

Ve vzorcích našich dlužno bráti odmocniny ] / — , y — kladně, 

Ste*n5 bychom dokázali vzorce 

tM^fá-^M?^), C 8 8 ) 

T --£-«« ,v , — L 

(8*) 

*.(*!*)=yŤ« ^^(f i-r^ 
i/T" ~—** v — l 

M*\*>=*y±' * *i(~\~v-)> 
1 # 

které ostatně vycházejí přímo z (83) substitucí p + i p » + -^. 

Při Landenově transformaci, kterou se integrál (p. 61) 

F&y)=í / t
 df. , 

o 
převádí na integrál F(lf <p) s modulem 

l^h(^)^2J— vzorcem F(£, V> = fZfkF^ W> 
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můžeme nový integrál přetvořiti týmž způsobem; tak tvoříme moduly 
hu h$, hn, a amplitudy <p%9 <p2, <pm  

sin (2<pn — <pn-t) — &«~i sin <p„~t (n = 1, 2, 3,.. •; <p» = <p\ 

načež 2 2 2 

'^Trfíhh h~i F(hn9<pn). 

Moduly hn se při tom rychle bliží jednotce, neboť 

*- *>« n 9cti* JL9c\Vm \ 2 ^* 

Pro integrály 

j r = r * ^y ic=f* d(p 

J il~h2&in*<p' J yi—*"BÍn»y 
0 0 

« tt 

JB= / *y i— F s i n > d y , # ř = / *^J — A^siťycty 

známe vztahy 

E^K-ÜK, O=;гЙ-тp 

2 A " = ^ V , iK = tK, 

Jbi 
'4K*$o' 

tedy 

^ = ^ - 7 ^ - («) 4K#0' 

Zbývá ještě vyjádřiti 
V(0R--) 

JET = JC 
4 ^ ^ ( 0 1 - ^ ) 

funkcemi parametru r. Znamenáme-li — tl9 máme 

tedy po dvojnásobném derivování logaritmu na «; = 0 

* . ( 0 | r , ) - * * » + * ^ ( O j r ) ' 
Je pak 

D3 log $-5?- = D2log CM(2iTt;); «i « = 1 —-—-}-. . . . t» == 0, 
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tt 

tedy 

€L tt O i 

^ 8 ^ o A ir* 

&O"(0\*Í) _ % . . 8 j V _ 4 fajn* 

* ~ A 4Kr~K #7TK'> 

^ = A + " ^ * 4 ^ (i?) 

Z (a) a (/3) máme 

EK + .F Jf = ~ + KK} (9) 

ellogantni vztah mezi uvedenými étyřmi integrály, který pochází od 
Legendrea, 

§ 10. Trigonometrické řady pro dnu. 

Způsob, jakým se získal rozvoj pro snu v předešlém paragrafu, 
vede na podobný obrat u funkce 

f(u) — cnu-{-i$nu=:eiai*tt*, (1) 
je patrně 

f(u) = idnu . f(u)9 

t j . 

Nulová místa i póly funkce / (u) jsou zahrnuta mezi póly funkce 
idnu; z rovnice 

x ' ' snu 
plyne, že na bodech 

iK'-\-2mK-\-éniK' má idnu residnum *f-1, 
3iKř~\-2mK-\-4niK' má idwt* residnum — 1 , 

takže první body tvoří místa nulová a druhé body póly funkce f(u). 
Tato má tedy stejné póly i místa nulová jako funkce 

iIC . . . 
t==-K' (-) 

Znamenáme-li 
k(2t) = ku 

M2K - | | 2 . ) 

^Uтr -£l-V 
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máme dle § 9 

tedy 

Pro veličinu 

pak platí 

ь-lĚL. y-1-*-
* — l . f V ^—i.fjfcj' 

Ä i ~ l + * " Ä I - T + У ' 

2JГ!-=:.«V(0|2r) 

K Ì+Һ_ 1 

2K.~ 2 '""1 + .V 
Veličina (2) jest až na stálého činitele 

— i , _, « — iK' , ч 

.a jest pravděpodobně 
Л + V iKt' , sn ( — 1 — м Лf Ä,) 

cnu + isnu — —r-. 

Hodnoty 

AKi , V i AKt , N - ,iK/ t v 1 + fci 

SM (_y, *o - ---=-, cn (-y, *.). *, (-y., h) - -r-.i 
pak dávaji 

, . sn'(wf kt) + i(\ + ^i) sn (w, &t) 1 + jfc' 
cnu4-^snu = — - í \ i ié i \ •> w = — s — w * 

1 1 + ht sn% (w, kt) ' 2 
Tu se pak přímo verifikuje rovnost Části reálných a pomyslných, 

uváží-li se, že hodnotám 

M + 2mi£+2wi.fi7 odpovídají w-{-2mKt + tti2£1', 

takže všecky čtyři reálné funkce mají periody 4 Jí, 4 i i f a jsou reálné pro 
reálná u} pro ryze imaginární u pak současně bud reálné neb ryze 
pomyslné. 

Podstatnou a hlavní otázkou jest, že log f(u) se liší od logaritmu 
výrazu (2) o veličinu stálou; výraz (2) Čili 

ff(l-«**-*§) ff(l-g*v+il) 
— ievtti(l — ge~**TCi) -j— 

J T ( l - g ^ ^ 5 ž ) 1 1 ( 1 — ^ - 1 * ) 

http://2wi.fi7
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ge přepiie na 
( l _ 2 * v - , | ) ( 1 _ ? * v - » 1 ) 

ie* K i U 

(l-q^->š)(l-q"-*±) 
takže bude pravděpodobně 

log/(M) = A + «7ř«4-.Š{log(l — 2 - v - t | ) — Iog(l — g«»-- * ) _ 

- i o g ( l - g * v - 3 § ) + l o g ( l _ í 4 v - S ^ . ) } 

a sice _á.c=0. 
Po rozvinutí logaritmů máme 

í-ic*--^'©--^^--'.*---?^.-

•žlog(i-s«»-»f)+lloga-í"-'D=£-i-rf4íi:5l 

>=-l v = I /* 1 f ? ř 

1 / r • \ ***** i O • $ 1 í** • f*W^ 
log (*nn + t8nW) = ̂  + 2 £ - T ^ ^ m n l ^ - , ( 3 ) 

čili 
«?t , 0 * 1 J-* • {AUTt / 0 j r A X a m t t = 2^ + , 2 £7r+i^ s m "K" ' ( 3 } 

a odtud derivováním 
dnn= Y Ě + - r 2 T T ¥ - ^ o s - i r . (4) 

Tuto rovnici dokážeme nyní přímo; položme za tím účelem 

UTt ©--.i * 

Y K = Z V Í e , - , l s _ ř 

s použitím řady geometrické máme odtud (JÍ — 1,2,3,,..; v = 1,3,5,,. •) 
v~l 

*(t;).= l + 2 27(—1) * 2 ^ ( ^ + 1^) 
V>> v 

a sečteme-li dle ^ 

*(,)=i + 2 z(- iMr^|- | + rífýjR).-... (56> 
Položme t? + r za t? a v druBé řade oilužme člen pro ^ = 1 

g - - | - - __ 2 
' i - a - - l - - - 2 l - i ' 

5» 
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k první pak připojme člen pro c — 1 , t.). 

2 g£ 2.--^ 
a uvažme, že 

i vyjde 

mimo to 

1-gg "1-a í 

1 + 2 2 ^ 

$(t>-}-*) = — #(»); 

«ř(»-f-!) = #(»). 

Při v = o - s . j e tedy . • -- reálná pro reálná u i pro M ryze pomyslná; 

funkce má dále periody 2K, 2iKr a j e tedy reálnou na obvodě rovno

běžníka (0; 2 K, 2 iK' 

hodnota £=-—q dává 

běžníka (0; 2K,2iK'). Podle (5ř)je#(i>) = 0, p r o r = - - t i ; neboť tu 

* = 14-2.27ť—1^ - ť g i W 

= 1-2f(-1)pTf?i !-+2f(-1>-TT?r = 

- « - T - f t 

Tudiž je 

dnu 

Bynektickou a následkem toho stálon; 

K2K ãnu — AФÇф^). 

Dle (bb) 
lim(l-qŠ-*)<P(v) = 2; 

dále 

(1 _ g $-1) (fa N = ( 1 _ 6 T 1 ^ ^ 

= 2«e SÍT" , A ; srn—^ ^ - *t dnu 

má dle vzorce 
, .cn(u~~ iKf) 

$n(u—tKf) 
limitu 

2 í 2 ř ^ t > = = K ' 
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tedy 

* 2A,A^=3t 

K " ' * — 2 2 T 
takže vychází 

dnu=m*[wK)> 
eož jest právě vzoree (4), Tvar (5*) pak dává rozklad v částečné 

zlomky (J-zzzex) 

^*._i+«(_i )-ť(_tí í +_££^). TO 

Dosazením «4-K , M-f-ťK', w-f-JT-i-t-K* pak nacházíme 

2KK 1 1 » t . qP- fiutt 

- 1 • 22Tf l í ^ í g V § l g V § " X \ 

^ Í ^ = i + 2 i 2 7 ( ^ l ) ~ 1
g JL4-2*2I(~1)—. g

 vÍU~i = 

i -}--.—- = e -f .,.. . =cotffť<r, 

tedy 

2Kcnu . urt 0 • w i W S l l í £ £ - 1 , 

x W7T . * ff9v . *Wť 
= c o t g ^ - 4 v . S t - - - - 7 - - 8 m - - - . 

Za účelem verifikace volme ÍÍ = -—: 

K 
«»-5- a 

___VF—-— 
- _ _ y * _ , 

tedy vychází (y — 1,3,5,...; j * = 1,2,3,4,...) 
V — 1 

У - l 

-ťîл v * ^v 
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.*„ &s = 27 ( - 1 )y f+* = (27 q^y — (27 2(« *+*)*)8 = 

— 2?24(««-T-^)_427^+ř't, i, / ' = 1,3,5,... 
a,a' = 0, + l, + 2 , . . . 

Bozklady čísla 2n ve dva sudé čtverce čísel kladných neb zápor
ných převyšují čtyřnásobný počet rozkladů téhoš čísla ve dva liché čtverce 
čišel kladných o čtyřnásobný součet 

£(_l)~r + s ' . 

Pro sudá n je tento součet ^>0, pro lichá n jest týž <^0. 
Vložme u + K za u do (52); obdržíme 

a 2 snu 4 U7t . * 22 v . fWГ 
0 røtt & 2J5Í ' t v x7 l -g2v J í 

Derivujme zđe na w = 0: 

J V > 
<M__ ^ , 4 n : w i v *_* *• - 2 K + x f ( - 1 ) r+2 

to jest 
V V = 1 + 8 i ( - l)v x - ^ 2 v

2 v _ 1 - 8 27 ( - l)i-+v „g-jiv, 

takže: součet znamének (—1)°+* utvořený pro všecky rozklady 

a8+o a+c3+á , 2 = 2«, (a,í,c,d = 0,±l, ±2, ±3, ...) 

ťOfMťí SÍ SOUStU 
— 8 2 7 ( — l ^ + ^ d . 

O tomto součtu 
/(W) = .S(-1)S+S'<J 

00'^=n 

lze říci následující: 
1, pro lichá n jest f(n) součet dělitelů čísla n; 
2, pro sudá w, lichá -^ máme 

/(.)_-/(!) _v(l)—./H9, 
3, pro m liché: 

/(4») =_ _ / ( m ) + 2f(m) - 4/(m) = -B/(m), 
/(8m) = - / ( m ) + 2/(m) + 4 / ( m ) - 8 / ( m ) = - 3 / ( m ) . 

(5») 
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Obecně 

/(2*m) = - 3 / ( m ) 

Derivuje-li se (5*) a (58)- vychází 

dnu • 1 Q. 4 
V J 9 " 

sin* 
{Ult 
2K 

+ 8 2ľ ., / o eos 
v=-t * + «' ř2v K> 

c»8м „мтr ' i ч ' l-ł-g í v 

C 0 8 * 2 K 

cos-
PИ"Г 

K 

(6) 

(6') 

Funkce 

hoví rovnici 

také ž 

mimo to jest 

tedy 

§ 11- Trigonometrické řady pro cnu. 

f(ii) =_ rfnw + iksnu 

/'&)—/(u).ilccnuf 

•i / » 

/(«0 

i.tc/>(w+ij_r')-=-

f(u + 2 mg + 2nig f + ?_T) 
^ - ( - i ) 1 w-ł-« 

takže residuum funkce LA-J 

funk 

póly 

a základní periody 

/(w -f 2mK -j- 2niK' + iK') 

O S na pólu 2mK+ (2n + 1 ) Í J T jest ( - 1 ) " + ' 

funkce /(«) má tedy mista nulová 

2K—iK '_=iK ' , 

2 K + iK' =E 3 iK' == — iK' 

4K, 2 K + 2 Í K ' . 

Tytéž vlastnosti má funkce I ív? = —~—• I 

. u — i K ' . 1 + r . 2__-_ 1l + r 
* ' ( ~ 4 _ T l - g - ) = = ^ ( ~ T ~ ' ~ 2 ~ ) 

rw-f-i_7.1 + r. 2t> + g 1-f r ' 

Jmenovatel je až na exponenciální faktor 

M 
0 — 1 ҷ _ «w» *ҷ 
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f{U) = \ ґ V + S' V==UK' 
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takže bude 

a při ! = £**** 

l o ^ ) - _ + I o g i = J ^ 
1 + 9 * ^ ' (l + ( - l ) v ? * l ) ( l + ( - l ) v í + i r i ) 

=^+iog^i-(-i)vC^.i+<-i)vC^-i= 
M + ( - l )v g

v -* i l _ ( _ l ) v 2
v - . - | - i . 

^A-izt^^W-s-*), 0*=i,3,5,'....), 
|-,v /-

tedy konečně (ft = 1,3,5,7, ) 

poněvadž konstanta -4'~=0 vypadne. 
Odtud tedy po derivování a krácení na i 

Ji 
fcc^=ířfr+^C0S^; P=M,5,... (i) 

či l i 

"* . » _ _ ( i * ) 
^ » 8 c w м = 4 z Г + ÿ i C 0 8 W 

Uvedeme-li to nazpět v řadu dvojnásobnou ((t, *> = 1? 3,5,. . . . ) 

2 - 3 ( - l ) * 2 * ^ + ^ ) , 
obdržíme 

v—l -- ž 

2 8 š -.Vc»« = 2 . S ( - l ) ' f ?* _ + , g g ' ), 
4 У Ц-2»{?» 1 — 2VІ-S îj 

(-) 

| = e 
ttftt 

2K 

Nyní lze uvažováním dvojperiodickýeh vlastností pravé strany 
vésti přesný důkaz jako v případě funkce dnu. Tak jsme zároveň 
získali vztah 

cL 

log (dnu + iksnu) = 4 Í 2J — j - 2 - — - sin ^ 

( ^ = 1 , 3 , 5 , 7 , . . . . ) 

1» 
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a jeho důsledek 
fv r . l - f r . r r . l - W 

aMii4-f*snti = 4 -r-r , J . = — — • 

^-íi-ť) ^ ^ 

Vzorce naše vycházejí ostatně přímo ze základní věty § 2 (5). Funkce 
dn u má periodu 2 JST a možno zavésti proměnnou 

U l . 2 * ^ 1 

volíme pak y==0, ea=—-£?-#, (>==g3. 
Z rovnice 

eřw (w 4* i ÜГ') = — i 
4 ł ' snu 

plyne, že funkce dnu má na pólu ilC residuum — i, takže funkce 

*m 
se chová v okolí bodu tp=^ jako 

í ; r x-v • u *%TC
 L M) tů. 

- n — 5 : č l h J a k 0 ~ 2 1 c o t * (f - 4 >' -KO---) 

která v rovnoběžníku (2 stf, a>) jiných pólů nemá. Výraz 

Jí, ,N T J / ^ " ^ , *•* x /V' t i T j T . , 
/ ( ^ ) == t [^ ( - ^ ) + ^ cotg ( | - - T r ) ] 

je tedy na rovnoběžníku (0; 2rtfco) funkce synektická, a na horizon
tálních stranách splývá její reálná ěást U s reálnou částí funkce 

-ré-« <$-?)-**«• 
Nyní iest 

~ TKl-qe-ié- 2 K [ l + x r e h 
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tedy reálná část 

<Pt(6) — ~~v~ 2?#vsin*>0; av = 0,6v = — ^g v . 

Dále 

4>(co-i-e)~-~cots(~4--)—-i í Z l i Í + l I 3 £ _ -
«P( W +u;~- 2 J ř c o t g ( 2 + 4 ; _ 2 j r . ̂  _<e „ i -

e - g z — e > j * 

- " - ^ [ 1 + 2 . 8 ^ ], 
takže reálná Část 

<pa(©)=-=— ̂ 2?#vsin*'6>; a'v = 0, &V = JV. 

Poněvadž zde ri = l, r2 = (>=g i
? máme pro kladná*' 

í ( ^ v - ^ v ) = = - ^ ( l - - 2 S v ) , í ( 6 ' - v ^ - & _ . / ^ ) = - i & v ( l - r ' v ) ř 

řada (5) § 2 bude 
*t ,\ %,-t. / e i v * o 2 v e — V 4 1 . 

t . j pгo « = — 

(4) 
d M M = = _ i J c o t g ( | _ ^ ) + 

+ffiTFv(civ*ř-ff2ve-iv*)-
Ve vnitřní závorce nahraďme #2v hodnotou (l + í 2 v ) — ^ načež 

vyjde 
C Í « M = - Í | c o t g ( | - | ) - | | ? 3 V e - v ^ + 

4~ -«• 2?v i Q cos .f i/>; 
' if i 1 -f 2 v 

první řada vpravo má dle (a) i se znamením — hodnotu 

a zbývá vzorec nám známý 

, tf 2j7t^ 2V *>«# .... 
^^žK+xfí+Fv^-r- (4*) 

Hledáme-li ťřw(^4"*^X dosadíme ty + ^ za ̂  do rovnice (4), která 
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platí pro celý rovnoběžník; tím výraz 

6v*<{í — £3ve-vi4 
přejde v 

qv(ťi$~e~»i<b)^2iq»smrty} 

a vyjde 
7 /,, i • VA *** wt i Srti'* #*v . vuit 

dn(u + tKf) = -WRCotgJjt+-T-2T^Sm-w-, 
t. j . po dosazení 

jako výše. 

cnu тt . uтt 2тt™ q%v . vuтt 

шrш cotg2K- ï fг íт î^-г (5> 

Obraťme se nyní k funkci enu; její reálná perioda je 4 Kt a tedy 
položíme 

, U7t 2iK 

ze vztahu 
cn(u -+- % jfi7)=r — 7  

x ' tou 
soudíme na povahu funkce v okolí pólu i K% kde se chová jako 

— i Í7t 
Hu-iK')-~ ^ 

takže funkce 

/(VD=-.[«i« + - - ] 
2Khún(i> — ~ ) 

je n a ^ = r — pravidelná, a poněvadž /(i// -f- n) = -*-/(#), je tato funkce 
synektickou na obdélníku ( 0 ; 2;*- co). Její reálná Část na vodorovných 
stranách je táž jako u funkce 

*o)= - 0), 2Khúxx(q-~) 
jest pak 

Л / Л ч І7t У g é — | в ^ vf "î «.f.a / * o c % 
Ф ( ) = - ^ Ä ^ = - K Ã ^ г **-'*,(v = l,3,5,...), 

яr 
5Pi(Q) — — j^2qJ sin v0, 

a stejný výraz vyjde pro 9>j(o). Je tedy pro lichá v 

&v = &v = — j ^ ^ j - , 
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kdežto 

Vzorec (5) § 2 pak dává 

V ==1,3,5,.. . A 2 2 

-í v + ̂ -
**. V Л 2* . vЛ_2_ * 

w-ift-<iV,,«-fq-.'-,',> 
takže po dosazení za /(t/>) 

cww — 
2 J O sin (t// 

v_ v̂  

» + . 0^1 + 2* Y i + gv e ^ (6) 
o-' 

( v = l , 3 , 5 , . . . , t / / = | ^ ) . 

Odtud obdržíme v okolí reálné osy, užije-li se identity 

v-f-r -r V 
2 * _ 2 2 „ 
t + 2v 1 + 2 V 2 

a další identity výše užité 

Ы * ĽЃe-^% 
2Khвm( —ү) 

definitivnS 

2îÜ _. ffs VUTt . o c - /ч*\ 
^ " ^ K Ï ^ Г + ӯ 0 0 8 2K? ľ - = l , 8 , б , 7 , . . . (I*) 

Přechodný vzorec (6) platí v sousedství rovnoběžky z bodu iK% 
a můžeme v něm klásti 

u + Í2JC' za w, t. j . tfj + — za t/>, 
-__• 

Čímž vyjde 
v l ' 2JOsmi£/ 1 Kk 1 + 2V 

levá strana má hodnotu 
. dnu 
t 

hsnuy 

a bude tedy po redukci 

SWt* 2iTsin|g * X + ?V 22SC CO 
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§ 12* Eliptické konstanty. Aritmetické důsledky. 

Pro funkci $—snu dává, diferenciální rovnice 

derivováním 

a odtud máme 

Podobně 

• 1 + * * 8 , 
snu = u ^—м8 + . 

dn u — 1 —-j- wг + . . . , 

a odtud plyne v okoli počátku 

dnu 1 , 1 — 2¥ 
snu « 6 «+••• (1) 

Z rovnice 

pak máme 
sin tp ty ~ 6 ' "'" 

JÍ 1 uit% . 
_ „ . U3t~ u + 2 4 J C - + " • 
2KBm2K 

Vložíme-li tyto hodnoty do (7) § 11, obdržime derivaci na « —0 

1—2F *' _ x* y **? 
6 2 4 K i — K^l-f-cr' 

takže 

( l . ~ 2 * W - = l - 2 4 - . r ^ ; ' = 1 , 3 , 5 , 7 , . . . ( 2) 

levá strana jest 
&ti _ 2 -*/ = V — ̂ 24. (2°) 

Stejně máme 

craw = l g* + • • • 

mu 1 , F — 2 . A . 1 ip . 
-— L ^ r. ..MCOtgt/>-= — - ~p-f . . . 

- j r c o t g ^ - = - - I - ^ ? i * + . . . , 
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takže (5*) § 11 podá 

Tt%~2 тŕ 2iŕ • vqЪ 
"<~1Ç>. rc*~' 6 T \2K*~ K* 7 l + 2 S v ' 

*• j -

( 2 - P ) V _ 2 + 4 8 Í r ^ - = 2 d 8 * - - ^ = V + ^ 4 . (3) 
Podobně 

1 1 , 1 + * * , 
— •••-!—;-—•«+..., SMÍÍ « ' 0 

tedy (2) § 7 podá 

1 + f c * _ _ _ _ _ ^ 2 5 j _ _ _ A , _ 1 q * N 
—73 24K* ~~~~ 1~~~~> i ? — ->*»•••;• 

(1 + ^ ) ^ = 1 + 2 4 - ^ ^ = ^ * + ^ * ; (* ==1,3,5 ,7 , . . . ) . (4) 

(2) a (4) dají sečtením 

( 2 - ~ ť ) V = 2 + 2 4 - - - ^ - ( i v _ l , 3 , 5 , . . . ) . (5) 

Srovnáme-li s (3), máme 

^ T ^ = f - Í T ^ T ' ( - = 1 , 3 , 5 , 7 , . . . ) ; (50) 
tedy 

_>2¥v_=_7(— 1)K-* p2«w*'. 

Znači-li sř(n) součet lichých dělitelů čísla n, platí tedy vztah velmi 
jednoduchý 

i ( _if-.d= s - w . m 
Př. n = 30; d = 1,2,3,5,6,10,15,30 

( _ l ) ž ' - i < j _ _ l t 2 , — 3 , — 5 , 6 , 1 0 , —15,30 
" ( — l ) s ' ~ 1 d = 2 4 = l + 3 + 5 + 15 

w = 12;s'(w) = 4; 27+«5 = — 1 — 3 — 2 + 4 — 6 + 12 = 4. 

Věc se dá verifikovati zcela elementárně. Rovněž indentita (5); 
pišme q místo q* a uvažujme rozdíl obou stran 

~(a\— - y g v 1 ^ l 1 * — ~ *g v jn ^ « v s _ _ _ _ . . 
y w " v l — a* 7 1 + 21- ~ 1 — 2^ l + í v 1 + 2 ^ ' 

první dvě řady dají 
^ 2»'2,v 

l —2 S v 

a tak vychází (p(q)^=^2(p{qi), takže 50(2) —konst. = 0. 
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Rovnice (5), t. j . 

2 . V - . V = 2 + 4 8 - S f
! ^ r v , 0 = 1 , 3 , 5 , . . . ) 

dává větu: 

Počet rozkladů 

n = a* + f+ ** + ?, (z,y,s,t^0,±l,±2,±St...) 

převyšuje osmerondsóbný počet rozkladů 

4« = aa-f b* + c* + ď3, (o,ft,c,ťí=l,3,5,7,9,...) 

o dvacetičtyrnásóbék součtu lichých dělitelů čísla -^; pro lichá n je tento 
rozdíl nulou. 

Trigonometrický rozvoj funkce snu pišme 
V 

^ ^ ^ = 4 2 T ^ ' 8 i n ř ' ^ ; 7 ř ; ' / : : = 1 ' 3 ' 5 ' 7 , • ' • ( f l ) 

podobně 
»^z^^^^^^AS^^Únvv7t. (a9) 

&x(v) amvrt l 1—q» v / 

Dříve ještě uvažme, že pro lichá v 

sinvvit 
BmVTt 

takže 

-=:1 + 2cos2г?л? -2cos4ľлr4- - • • -2cos(tv—í)vтtў 

i 

fsinvvтt , 4 

I ; dv~l. 
I 8Ш V?t 0 

Násobme nyní výrazy (a), (a9) a výsledek integrujme od v = 0 do 
r = l : 

v 3v 

V V = 4 2 ? T ^ + 8 2 ? ( i : f ^ - = ^ « i + 8 2 7 Í ^ 2 ^ 
t. J. Uy 

WW=z42pa s , ( ^ = 1 , 3 , 5 , 7 , . . . ) . (6) 

Násobme dále (a') funkcí 
V — 1 

#.(t;) = 2.2(—1) - q^\mvvrt, 

a integrujme od p = 0 do » = l : 

^ . > 8 = 2.2(— lf^q1 + 4.S(— 1) 

= 2 . S ( - i ) - g 4 - i ± ^ ( ^ = l , 3 , 5 , . . . ) 

v - 1 v* v - l „T** 

_1Л * î[ _ 
1 - 2 V (*) 

V~-. v' w 
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Koeficient při g 4 vpravo je 

hzL -
427(—1) * +2J(ýn), n=ží(moů.á). 

<vr 
kde Jtfn) je 1 pro celistvé ^n} jinak J " = 0 . 

Poceťrozkladů n = a*+ x* (a=-= 1,3,5,..., a»==0,±l,±2,±3,. . . ) 
je dán výrazem 

J ( y « ) + 2.2(—1) * , (w=l,mod4), 
8<V^ 

Me d probíhá liché dělitele čísla n. 

Dále vzorec pro --=--— dává po derivaci v dnu r 

— — — = .--Q, 27(—1) * Vr~—sm „v* ; 
dn*u K2k v ' 1 — gv 2JBT ' 

násobme řadou V 

2# _, q* . vuvt 
$nu= -TFT-2——r> sm 

Kk l — 4> 2K 

a integrujme od u -= 0 do u = 2 i f : 
2JT 

/ 

cřwaw 
levá strana 

ÍJT 

*>Й ïs я s я , , (J r-«)- s l--« , | Ş(J r- , i>» 

2 cn*(K—u)du = 2K—2 $n*udu = 2K— $n*udu, 
o o . 5 

a tento integrál můžeme stanoviti tak, že násobíme samu sebou řadu 
pro snu: $K 

Tedy též 

/ 
o 

/ 
0 

sn*uđw= 
Kk* ( 1 - 2 V ) 

ť J s и 2 « ł , o l r 4 я * ÿ» 

-—ău^2K--жџZìj—p, 

a porovnáním obou výsledků plyne 
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t. j . 

V V = 8 2 ( - l ) ^ - ^ + 8 * / _ ( T ^ ; ( v = l ( 3 , M , , . ) ( d ) 

Druhá řada má hodnotu 

( I — äv)ä — ~ ^ r - y ^ . l — д*!-
Radu 

násobme 
*"'=-І ^ = ^ _ + - ,£. iГÎ,тeм2'"'" 

-•0(t')= 1 -f 2_. (— iyq\k'eoa2fiV!t 

a integгujme od v = 0 đo v = 1 

t-j. 

r ^ V 

?̂ 
..Ә^o i-c". 

(•) 

______ + _iiiř_1y____-_, 

.5^3~2_C^ J_7 7 l ; l + ČV-

*,*,= ! +ASi-iyJL^. 
Obraťme se ještě ku vzorci (1) § 3 

1 a* , n 2a** vd** vuit 

^ AJC-sin'"* * ' . - - * » * (A) 

__e_-____L. 
° ~ 0 ( 0 ) .5*0.4__2 C7) 

Volba w = K dává 

(o- l ) .5*3 4 - t- l==82:(- i )v i -^- r v ; • <_*) 

V(0)-4*г=,«_-f-; 

ţ^_4«,_,iog*„#,-_(i-a,«)(i-s*«-1)' 

<w--_ѓ> t -
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tedy vztah hledaný zni 

. * - i 4- «___£__ -4.8 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ « - / n » _ _ _ ! . 

_8 - i + 8 _ r z r - r v - r 8 _ 1 „ g 2 v _ 1 8 _ ( - l ) v _ — - . 

Zde ruSí se kladné Členy posledni řady s částí řady první a zbude 

.V==l + 8 _ 1 - ^ + 8 _ T ^ - (,1 = 1,3,5,7.. .) ( 9 ) 
Z identity 

*<.+.•,-.-_)-i (._í;íS,:::) • 
p l y n e logar i tmickým deriTOváním 

- » „ _ * _ _ _ _ ; ( a ) 

l + í n 1 - 2 X ' 
je však 

2 g2X gX gX 
1 — ^X i _ t f X i_)_ 2X 

tedy 

S _ _ _ _ _ L + _ J _ ^ _ 2 _ ^ - ^ ~ i . l_ 2 2X i _ f i x i__3x 14-,/ ' 

Identita (a) dává 

_ J ^ __J_X_=__.2_3-» 
1 _ 2 X l + g» l-|_ g2»' 

takže vychází 
Q _ S - — — ~ 4 - _ - _ - _ . - — v r -

fl-il_íi+
Al+s..-;-i+(-.J)v 

a tedy vychází pro (9) původni tvar Jaeobiův: 

Výsledek lze psáti 

_ I o g - _ т * a . 

Po&ť rtóčwí rovnice 

a% + &2 -f" c2 -j~ d2 — n 

hladnými a zápornými čísly rovná se dle (9) osmeronásobnému so^^ctu 
dělitelů lichých a lichosudýeh čísla n * . 

* Lagrange první ukázal aritmetickyt že lze každé číslo rozložiti ve čtyři 
čtverce. 
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Pro n = 6 máme dělitele 1.3,2,6; součet = 12: rozklad 6—0 + 1 + 
24 + 1 + 4 dává podnět k ~ = 12 permutacím a z každé z nich vzniká 

kombinacemi znamének u tři prvků mimo O osm rozkladů. Všech řešeni 
tedy 8X12. 

Pro čísla n — 2* máme tedy pouze 3 X 8 rozkladů ve 4 Čtverce. 

Př. 16 = 0 + 0 + 0 + 1 6 ( 4 X 2 ) 
= 4 + 4 + 4 + 4 (21) 

32 = 0 + 0 + 1 6 + 16 (6X2 2) 

Obecně máme rozklady 

22v = 0 + 0 + 0 + 22v==22v-2 + 22v-2 + 22v-2 + 22v-2 

22v+.__0 + 0 + 22v + 22v 

a rozklady z nich odvozené; jiných rozkladů neni. 
V rovnici (A) položme 

K K il — TÍ 
u==-2>sn 2=-ir-> 

tedy 
_ F _ i _ , n _ _ _ ! * 2>yg*v 
1 — ^ " 2 _ 2 + K2 i ( ~ ^ l — j-ví 

levá strana = 1 + K a tedy 

C = = ( 2 K ) 2 ^ + ~ 2 ^ + K2? (-1)VÍ_YV («) 

Táž substituce do vzorce 

*» s«2 it = C — -"gŝ -S x __ g v co- - g - (-5) 
dává 

, ,. „ 2 ^ « 2f_-» .-. 

Sečtením (a) a (/?) vychází vzorec nám již známý 

4 ; Y „ f _ l + 4 j p ( _ l ) v _ - « £ _ = V M ( y ) 

kdežto odečteni dává hořejší vzorec (A°) 

7ř2 2 j t a « f « 2 v 

o—•- 4 K 2 ^ K 2 T V ; 1 —_*»* 

Volba w = O v (_) dává 
27T2 « rgv 

°=^-?i_T»' ( d ) K*^l — q 
6* 
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ÍJB? 

Vložíme-li do řady (B) u~~f vyjde 

Vzorec 

podá 

Zde 

0 ^if-ÍL.-*. (o 

1 = : 0 - D 8 l 0 g H ( « ) 
snгu 

0 - X 4-ЂH'M U ~ sn*u + x / " Я ( t ł ) * 

H» L?±M- x l±a.±^„4- l 
H(u)~2K&l{v)~"2K\v + 3 # . ' + " * ' } 

1 1 #/" « 
: T " "i*" 

tedy 

« ' 3 V 4K8 ' 
7) H» _ 1 . 1 V . 

u H(«) ~ «8 + 12 K2 V ~*~ * *' 
1 1 1 + F 

s n a « ~ « 8 + 3 +••'» 

ttf 

C-1+¥4- ľ W M 
Ь~-~T~ + Wк~~»ľ W ) 

* V rovnici (A) převedme prvni člen pravé strany nalevo a ve výsledku 
položme w-=0. Ježto 

7t* 1 , ?ř2 , 

vyjde 

4Jfrиn-fJ~ * 12Ä2 ' • " ' 

1 + /̂  тr* 
u~~ з 12 ю 

, 2 л ä » ^22v 

[ћи „ - p ** 
1 + /̂  тr* 

u~~ з 12 ю Г Ю ţl — ą** (90 

Vložíme-li sem hodnotu (?j), vznikne po zkrácení 

I + Í L I ^ Ž " g ž V • (V) 

1 X — l £ v i 1 X—- * V2 

g L V - = - - 5 ( - l ) « * 2 4 , 2 ^ - . ^ r = - 2 ( - l ) 8 * V , 

1 4. ^'" ^ ( - l ^ C P - Q g ^ ' (i = 3, 5, 7, . . . \ 
1 + i~~ *E~~~~ ' U=l , 3, 5, . . . r 

-5(— 1) * A2« 
"Vložme tento výraz do (t̂ ) a odstraňme jmenovatele, uváživše 

dříve, že 
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f T.-Sv'~-FI(,')-*y» /M— r—80učet delitelft »•» 
T ^ x,-i x1 ' + 1 

2 4 . £ ( - l ) » A/(i')^¥+T .-3:27(--l)"T'(í»--í) .l • 

Exponenty jtwm typu -y, kde 

« = A3-f 8 r _ l (mod. 8); 

porovnánim součinitelů pří # 4 tedy plyne 
x ~ l / M 3Í \ fO pro in irracionálni 

X=i,3>3.... I 8 ; | ( — 1 ) - (I3 —Z) pro /« = ř . 

Přiklad: n = = 2 5 ; / ( ^ l ) = 4 , / ( * 7 - i ) - S 

2 4 ( 1 . 4 - 3 . 3 ) = — 1 2 0 = ( ~ 1 ) • (5» —5). 

§ 13. Přímá verifikace základních vzorců. 

Uvažujme tři dvojperiodické funkce proměnné v 

derivace funkce /j (v) jest rovněž dvojperiodická, a dává podnět k úvaze 
o výraze 

* = M*) -KW-MvWtoi 
.̂(t,) = _i2?(-l)V-giv. |V) ^ ( ^ - S ^ l ^ g , ! . ^ . !_«.«!. 

V = = Í 1 » . ± 3 » . ± 5 ' " - ~~°° 
""* v —1 

^ ( v ) = ír2T(—1) * r/^ffv, ^ 0 'W = ^ť2r(—l)f*ff^2íi|fl*, 
tedy 

- $ = 2 J ( ~ 1 ) ^ + % 2 * V ' + ^ 
f^V |A,V 

»-= + -, _ 3 , _ 5 , M . 

Při stanovení An třeba klásti ^ = n -j- 2 ^, a vyjde 

< _ ! ) = ? _ - i (« + 4/1) g * * + » ^ - l _ 

= w^n 8Žg2íA ,+ t tíA + ^ n tÍ74 /U2 a^ ,+^^ = 
JA=. — oo JA=---«> 

= ngt # 3 ( — | 2 r ) + —g* ^ ( _ | 2 i r ) , 



86 

takže 

kde 
, , $,'(.» 12 r) 

^ ( ) = = M»\2*r 
Patrně 

<jp (u -\-m.2T) = (p(u) — 2mirti; 
poněvadž vždy 

|- = 2í«±-i-, ±l=-(-l)M 
máme 

9 <r%) — <P(± | ) — 2m -ří 

. 2 ,wx\ 2 ,, r . 
w H . w (-??-) = —. tp (+ -jt-) + 1 = 

1 -ÍÍT v 2 ' ni* v— 2 ' -
=±[i + | ^ ( | ) ] , 

takže vyehází 

^ = = f l + l i9 ' ( | ) í^ K 2 ^(T | 2 r ) -
Podobně součin 

«řt =* t (r)^,(r) = i ? 2 ^ + , A > - ¥ = 

. = 2M'BŠ»; A^J^+^+í1**, 
í l s a + l , - | - 5 , . . . JA srs — » 

t .j . 
A'й = 2 Ь , Л ( ^ | 2 r ) = ^ -

^ + ̂  
2 

1-+-
tedy vychází 

#o (») # , ' (r) — &t (v) *V (v) = 7tG #a (v) .*, (v), 

<*=í + ~<r(l). 
Pro r = 0 vychází 

t j-
* 2 1 i 2 / T \ • / \ ^J'(« 2r) , 
* , s s8 l+5? »<.*>• ^ M ) =s7 í .w (1) 

^ - * V / . W / . ( « ) . (2) 

Podobné byehom zjistili 

- ^ - - - - r t ^ V i (•)/.(»)» (3) 
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^ - - - * V / . « / . ( » ) . ' (4) 

Znamenejme k vůli stručnosti 

*r# 0 *;=a, ^^^b$7t^ = C;fx(v)^xfM^^^Mv)^^; 

naše rovnice znějí 
x' = ayzj / = —6^^, / = — cxy; 

odtud 

tedy integrací 

bx*'+af^a% c0 + af = a%£" 
&Q ^ 0 

éili 

V/^W + ^oVfHO^V, 

z dehož po zavedeni symboliky sntť, cnu, dnu máme 

cw* i* = 1 — sn% u, dn it- — 1 — F sn2a, 

w 

., = cn v dn u — y(l — sw2 n) (1 — A8 SM* u) atd. 

Výsledek (1) 

V-1+^(J) 
je sám o sobě zajímavý; tu máme pro « = o 

#,' («) — 2 ?ř i hv g» *•+v • 
— » 

tedy 

^ ° ~ 1 H -Sf l^+i)*-* 

^ > l 2 ? ( 4 y + l ) g » f t + i) t 

^o — 2 7 ^ + i)* ~~ 

_ g i - 3 g | + 5 g V - 7gV + 9gV-•.. _ 1 ^ , ( Q | -^ 
g l - j - g ! + g ? / + g V + . . . ^ ^ ( 0 ( 1 ) " (1«) 

Dále máme 

2 r °° A 4 V _ x /74v — s * — x a* 
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Odtud tedy známé již řady (A = l, 3 . 5, 7,...) 

v = 1 _ 4 _ ( _ i ) - T - 1
r | L r ( U ) /•„- = i — * _ ( i — Í) i -

a záměnou q za —q 

^ = l + 4 . S ř - 1YTT----.V= 1 + 4_ (-1) V^І-. ( 1 C ) 
Z (1 a) a (1 b), t. j . 

^ 0 2—1 + 4 _ ( — l)~Í~( + V l A = l + 4 _ 5 ( M ) g ' ' , 

plyne pro funkci 

*(*)-=£(--1)~Í~ + 1 * (5) 
jednoduchý vztah 

v» _ v« . „ v — 1 v» 

2J2T + 4_gT+»A
s(A I)=_*(_ l ) - ~ - ^ 2 T . 

» 
Součinitel při qs, n = l (mod. 8) dává 

n — t>z ^ í 0, je-li V« irracionální 
42?s(—--—) = { ,_j _ (5*) 

v-i.3,5,... 8 j ( _ i ) — ř - l p r o / » = t 

Přiklad: « = 65; *(8) + *(7) + *(5) + s(2) = 0. 
s(8) = l, s(7) = 0, s(5) = - 2 , *(2)-_l . 

« = 25; s(3) + *(2) = 0 + l ; 4 = 5 — 1. 

Na základě identity 

(2^ + l)» = 8 ( , ' + 1 ) + l 

můžeme pravou stranu v ( la) psáti 

- ( - 1 ^ ( 2 ^ + 1 ) ^ 
ř v + 1 i 2 q( 2 ; 

Xť) 

a máme pak identitu 
_- f v + - l . tlJ.fv4"- ,. <v"rl\ 

2J g
l - ) + 4i75( t a)2^ 4 ( * } = ^ ( — l ) ^ ( 2 ^ + l ) 2

l - '• 

z níž plyne 
> « r /^ + 1M (0> není-li w triangulární . 

4

Pf.?.fc( í ) J =V-i)-p-+D-i, j ~ . - < " í V 
Přiklad: « = 9; s(9) + *(8) + s(6) + *(3) = - l + l + 0 + 0 = 0 ; 

« = 18; * (18) + * (17) + * (16) + * ( 1 2 ) + * (8) + * (3)--
=-1 — 2 + 0 + 0 + 1 + 0 = 0. 
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Rovnici ( la) lze psáti 

* *(Ory) 

a poněvadž z řad theta bezprostředně plyne 

^•(0|Y) = *,(0|2*)-*,(0|2r), *,0|(-g-)-=<-*»<P|2t.) + $.(0|2*), 

vychází 
.V =. .V (012r) - .V (012r). (1 ď> 

Zde iest 
X _ . x X-i j X 

*.-.-.-l-42?(-l) » - J - p V(0|2r) = l + 4 Z ( - 1 ) * -£ ._-, 

takže 

V(0|2r) = 4 . 2 ( - l ) ~ ( - 2 ! ^ 
1 — qiK 1 + qK 1 — qik 

a vymění-li se r za -~~: 
X-i X 

V = 4 - 5 ( - l ) * —---r, ( A = l , 3 , 5 , . . . ) . ( U ) 
1 — g* 

Radu (lc) převedme v dvojnásobnou 

27(— l)^(2M-i)v ( ^ o , f > 0 ) 

a štěpme ji ve dvě I (^>,u) a II (^>^)-
V prvni pišme v = /i + «, 

J = 2?(~ l)|iff(«H+i)(|H-a) = Í ( - l)fig(ífi+l)(fi+i) _ J f - . + | , 

II=2(- l)v+aff(2v+i+«a)v = i ( „ l)v3v(2v+l) * _ , 

takže máme rychle konvergentní řadu 

v-i+*f(-iyfF ? i-4 . ?(-i) ' .A ?--. 
Podobně máme z (lť) 

— ix2 — -ix24-X 1 1 
.V = 4 - ? ( - l ) * 2 ¥ + 4 2 ? ( - l ) ž 2* ( - * - - * ) = - . "1 — ĝ  1 + зx 

X—1 j . 
2 _* 4-x*. 2 ^ 

-=4.гľ(-i)-в- U + т ^ Ь 
X = J , Í , 5 , . . . 1 —2»A 
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Vzorce (A) lze považovati za kvadratické vztahy mezi funkcemi 
&v(v) 

V V (?) = ^ W (?) - ^ W (v), 
V*s , (v)=--^a , ^o , (») - ^ W ( » ) -

K těmto vztahům připojme ještě určení funkce .£t (2 u); její nulová místa 

jsou až na periody m + nt patrně 0, -̂ -, - ^ T , tedy souhrn nulo
vých míst funkcí ^i 00> x̂? 00> ^o 00> #3 00> která jsou vespolek různá; 
tudíž podíl 

f(U) - **&«) 
J w ~ #0 00 ^1 00 ^2 00 <*3 0f) 

je transcendenta celistvá; mimo to jest 

f(u + 1) =/(t#), /(w + r) =/( t#) ; 

pro reálná u jest/(ti) reálné; rovněž pro ryze pomyslná. Funkce/(w) 
je reálnou na obvodě obdélníku (O; l , r) a tedy konstantou: 

/(«)--

#. (2M) 

^ O ^ І ^ S 

^г^QQ^Çм)^^)^^)^ 

Aby verifikace byla úplná, třeba ještě odvoditi věty addiční platné pro 
funkce theta* Tu již jsou však dány předpoklady pro důkaz vzorce (1) 
vyložený v § 6 

H'(p)*H(u + v)H(u — v)_ í 1_ 

H*(u)H*(v) sn*v sn*u9 

a z něho plynoucí vztah (2) 

H'(OyH(u + v)H(n-v) _ _ 
k*6*(ti)0*(v) —**" Sntf 

poněvadž vzorce pro 

sn(u + c)} cn(u + c)} dn(u + c)} c — K} iK'} K-\-iK' 

odpovídají vzorcům pro 

**(* + y), M» + Y^> Mo + ^r*' 
a netřeba je zvláště odvozovati. 

Odstraňme jmenovatele a obdržíme po zavedení funkcí # 

V ^ ( w + O ^ i ( ^ ^ ) = ^ W V 0 0 - V ( t í ) ^ W (6) 
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při éemž určení konstanty se stane nejpohodlněji v novém tvaru 
substituci » = 0. 

Dále jsou funkce 

&0(u + v)&l(u~v)+#0(u—vt&tju + v)__ « , v 
*.(«)*«(«) ~ l W ' 

.%(«-r v)&i(u-~v) — &0(u — v)&t(u -f v)_ „ , . 
_ _ — Jftw 

synektické. Neboř u Fx(u) vymizí Čitatel pro t i = 0 , a pro t * = <j> kdy 
tVt) (?()=. 0? je čitatel dle základních vzorců 

-r^^í^^oí—»)-^'^*u~»)*o(»)-==Oi 
podobně u í*á (w) je pro u — <$- čitatel 

#3 («0 #2 ( ~ v) - #0 (— «0 ^a O7) = O, 
1 + r 

a pro w = —g— 

'e ^ i W . ^ - f ) - * ^ V — * ) * » ( » ) = <>• 

Poněvadž funkce ty mají periody l a r , jsou synektické v celé rovině, 
Volime-li dále v reálné, jsou obě funkce reálné pro reálná uf a také 
pro u ryze pomyslná; neboť pro u •-= ix jest 

w c ^ _ — &*(* + &)&i(» — fe) + #ofo~ i^)^ifc + ^ ) 
* l ( l *) _ 3i(to)*i(to) 

a tedy čitatel jako rozdíl sdružených veličin ryze pomyslný, tedy zlomek 
reálný. Podobně u F2(ix) jsou oba členy zlomku reálné. 

Funkce Fx(u), F2(u) jsouce na obdélníku (0;l,r) synektické a na 
okraji reálné, jsou stálé a sice jest (w=0) 

F _ 2*o(*)*i(«) 

a (pro tt-=-|) 

F 2&*(p)M*)m 

Z našich zlomků odstraňme nejprve jmenovatele a sečteme výsledky 
i obdržíme 

*a*a*o(« + «0*i(* — v)^Mu)Mu)Mv)Mv)~ ( 7 ) 

~M*)M*)M»)M")* 



92 

Zcela podobně nalezneme 

*.(« + *)*,(«-.) + *.(«^^ 
*(H-»)*(«.-»)-*(«^^ 

* / , \ a / \ a / \ a / I \ 2 . ? . ( « ) i?2 («) .*,(») d 2 (») 
^0 (« + V) $3 (U — V) —1*0 (« — *>)&» (« + «) = — * * > 

takže vycházejí vztahy 

^0^2^o(« + »)^2(«-«') = ^o(M)^2(«)^o(«)^2(ť)+^ 1 (M)^3(«)^l(»)^á(») J (») 

#0 V o ( « + « )^3(«-« ) = ^0(«)^,(« )^o(«)^3(«) + *1 («) * 2 ( « ) # ! (»)•*«(«»). (*>) 

1 1 + r 
Z (6) plyne pak ještě dosazením w + -K- a « -j—-n— 

V #2 (« + V) ̂ 2 (« — «) — V (ť) V («) - *«" («) ^ l 8 («), (8°) 
V ^8 (« + «) ̂ , (« — »)-= V (») V («) - V («) #1* (»). (9°) 

Dělením výrazů (6) a (7), pak (8°), (8) a (9°), (9) vycházejí věty addični 

# 0
a . . . / i a ( » ) — / i 8 ( « ) 

»% V 1 { u + v ) ~/t («)/, («0/« («) -/ i («0/, («)/. («)' 
* . , r i . , rt_ /22(«)-/»8(«)/i800 

^ o ,• f t t , ť \ _ /38(«)-/3
8(«)/i8(«) 

* M + ;""/3(«)/8(«)+/i(«)/2(«)/i(«)/2o: 

Zde dosadme xrj><> trv* z a u a fy a ožijme hodnot 

л<rř ) з s s-5гw , ь / , ( iгг ) = = :-5г в , , , ,» 

a obdržíme nejprve 
, , v sn*u — sn*v sn (u + v) = ^ j — , v • ' snucnvdnv -- srtvcwwaww7 

, . N cw2te — dn*usn%v cn(u4-v\ — -z ^— * x ' ' cnucnv~f-snudnusnvdnv' 
, . . dn% u — k* cri* u sri* v 

\ T ; dnudnv+Wsnusnvcnucnv* 

U prvniho z těchto vzorců rozšiřme zlomek výrazem, který ze 
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jmenovatele vychází změnou znaménka — za -j-. Při označeni 

snu — sf snv = st 
máme pak 

( , (sl — sx
2) (snu cnv dnv -f- snv mu dnu)  

*u{n 1~v)~ **[1 — (l + ť)«i, + *í^4J — VU —(!+#)*• + ** *T 
jmenovatel přejde na (s2 — sx

2)(l — k?s2sx
2)f a tak známý vztah 

f , N snumvdnv4-snvcnudnu f * sn (u -t- r) -— z j ^ - 4 5 . (a) v 1 —k*sn2um*r x / 

Počínáme-li si podobně u druhého zlomku, objeví se ve jmenovateli 

cn2 u m2v — sn2 u dn2u sri*v dn2v = 
= 1 _ (*» + 8fl + s*Si2 [J» (52 + $t^ _ fr#8t* | = 

= i —k^s^St4 —(s2 + sx
2) (1 ~k2s2sx

2) = 
= (1 _ F 52 5i») ( ! + £2 ̂  ^ _ $Z _ Sity 

Činitel 
1 -f- Fs 2 5t 2 — s3 — sx

2 — cn2u — dn2 usn2 v 

krátí se proti čitateli a zbývá 

, , x cnucnv — snu dnu snv dnv /as 

cn (u 4- r) = z ™—s 5 • (P) 
K j J 1—k*sn2usn2v v ' 

Při úpravě třetího zlomku dn(u + v) vyskytne se ve jmenovateli 
dn2 u dn2 v — k* sn2 u sn2 v cn2 ucn2v-=r 

— \ — k2(s2 i- sx
2) + k*sx

2s2 — k*s2sx
2(l - s2-st

2 + s2sx
2) = 

== 1 — k*sAsx* — k2(s2 + st
2) (1 — k2s2sx

2)^ 
= (1 _ k2 s2 sx

2) (í + k2 s2 sx* — V s2 - k2 s^) 
a vyjde 

, y . v dnudnv—k2 snu snv cnucnv , N 

dn(u~t~v)~ z ri—§ r, . • (y) 
v ' y 1 — &sn*usn*v 

Vzorce (/?) a (y) dávají bezprostředně 

cn(u-{- v) — cnucnv — snusnvdn(u-j-v)i (ó) 

píšeme-Ii jej pro argumenty u-j~vf —v f vyjde 

cnu------ cn(u -J- v) cnv -{- sn(u -i~ v) snv dnu. ($) 

Znamenejme 

amu = <py amv=ip, am(u-rv) — ai 

naše vzorce pak znějí 
eos a = cos 9? cos ty — sin tp sin ipda, 
cos 9? = cos a cos ^ -f~ sin a sin t// z/y. 
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Do druhého vložme za costf výraz první: 

cos tp .=_= cos tp cos* tp 4* sin a sin tp Jtp — sin tp sin tp cos tp Ja; 

první dlen zprava převedeme na levou stranu a krátíme sinií>; vyjde 

cos tp sin tp 4" sin tp cos tp Ja 
£J XMS .--—' ' ' ' ' 

podobně 
Jtp z 

X 8Ul<7 

cos tp sin tp 4- sin tp cos tp Ja 
ip gin o* > 

a odtud (věta o součtu amplitud) 

Atp+Jty^A— sin(tp + tp), Jtp-Jtp^^~Bm(tp-tp). (n) 

Vzorce (a) a (/?) dávají dělením 

tg am (u + v)~ f—- 4, V J — : r ~ » 
° ' y l — t g am it tg ammánu au 0 

t - j . 
t g g : r r . tgtpJtp + tgtpJtp m 

s . \—tgtpigtpJ(pJtp^ 
při počítání tg am (it + v) za daných y, t/> zavedeme úhly to & d-

tgtpjip = tg0, tgtpjtp = tg»y 

načež 
tg am (a 4- v) = tg (w 4* #)• 

Položme — za nat? : 

tgamu~tg2toy tgc*> = t g a m - ^ d n ^ 
a dle (?j) 

7 — 

2 __ án tt -f-1 m 

u u snu 
sn-jcn-j 

obě rovnice dají 
9 u í snu , s in2w 

s n o — *ř w - ^ TT = tg ttl . v í V/o ;v 
2 e d/í ee 4" 1 1 + __/ (2 e>y 

8n-0- = smcj / i . / 0 >; t g 2 w = . 
2 p 14- J(2toy & cwt* 

Odtud pak vzhledem k výrazu tg o* 
u 

CП-j 
—-~- = cos 0 
dnү 

. _ ^ , ^ ^ _+_ cos 2 ft) 
|r 1 + --Ҷ2t»/ Є M Y — f í l + _Ż(2ю) ' 
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1 '-/ 
= COS (Ů I/ ••••;-. v 

u M ( 2 © ) 
dn — i *J \£tW)-\~ COS 2Cd 

Ze vzorce (a) máme (*i = t>) 

l—k*sn*u ' 
identity 

1 — ž* $n4 «-= <JW* u -f sn2 ÍÍ dn* u = <řw* w + 1 * sn* u cn* u 

umožňují tvar* 

i — Arsn t̂i: 1 — #2$?i4u 
Dále máme 

0 cn*u— m*udn*u 
cn2u —— — — ; 

l — k*sn*u ' 
čitatel = 1 — 2 s* + k* $*, tedy 

1 . 0 2 ( 1 — s*) 
l + cn2w = - ^ - ^ F ^ , s—snu, 

*• J. 
i , 0 2cn2tf . 0 26n*tt<b»*u 
1 -j- cn2u = ^ Ť»—T—, 1 — cn2u — z ^—z-. 

l — k2 sn4, w 1 — k* sn* u 
Konečně poskytne 

, fcl dn*u — Jřsn*ucn*u 
dn 2u— - —j 

1— k*sn*u 
vztahy 

i . ^ o 2dn*u . , 0 2kř$n*ucn2u 
l + (ín2ií = c =-5—j-, 1 —rfn2u = --j c * — 3 — . 

1 l — k2 sn4, u 1 — k2 sn4 u 
Odtud plynou jednoduché vzorce 1/!•—cn2u _ dlogcnu i/l —rfn2u 1 ďlogďnu 

Vl + en2u~ du ' fl " " ~*" " a * + dn 2 tř /•; du 
Konečně / 7 , . - . 2 

dfn2u + ft'sn2tf = 5i 5—4-s—2 -• 
1 1—jfc28»4te 

Poněvadž jmenovatel 1—h^sn^u má derivaci —4k*$n*ucnudnu r 

která s ním nikdy současně nemizí, jsou jeho nullová místa 1. stupně. 
Z funkcí 

V1 + sn uf y r + T i n u , y 1 + <w t*, j/l + cfo u, y<in n + &' an u (10} 

* Hermite, Note etc. p. 814. 
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žádná není jednoznačná, je však jednoznačnou funkcí podíl a součin 
každých dvou z nich. 

Můžeme k nim připojiti eiiamu, poněvadž 

( u , . u , u\* Un^-f-tsn-^dn-^X 
eiamu ~:€nu^iSnU~ . 

\—k* sn4 ̂ r 

Kromě uvedených rovnic zasluhují zmínku ještě následující, kde 
$=z$nu: 

(dn2u-¥)(\~k*$n4u) = \-2k*$* + (\+¥)k*$4-kf; 

po dosazení W = (\ + kT)(\—¥) přejde pravá strana v 

(l_í/)[l_(l + il/)^ 

12 
tedy 

A o i> n 7 , J l - ( l + F)sn2M]2 

dn 2 u — k = (1 — k ) f—' \ L 

v 1— k*$n4u 
A o . i> /i , „%[\-(\-r)$n*u}* 
dn2u + k' = (\+k)* r ^ — T T ± • 

1 v * / 1 — 7c2$n*t* 
dn2u — kf_i—kf(cn*u — ltsn*u\* 
dn2u + k' 1 + k' [cn*u + k' sn* uj' 

Dále jest 
(kcn2u + iV)(\-k*$4) = k(\~$*)-k$*(\-k*s*) + ik' — ik'k*s4 = 

= k + ffl — 2ks* + k*(k-ik')$\ 
což vzhledem k identitě (k + ik')(k — iJf)=l lze psáti 

(k + ffl)[\ — 2k(k — ffl)$* + k*(k~~-ffl)*$% 
tedy 

&6n2t*-j-t-^ [1 — k (k — ik') sn*u]* [dn*u + ikk'$n*u]* 
k + ik' ~ \ — k*sn4u ~ \ — k*sn4u ' 

Konečně 

fccn2t*-f ffl k+ ffl (dn*u + ikkísn*u\* 
kcn2u — ffl k— ffl \dn*u — ikk'sn*u) * 

• u 

, A , o 2cn*udn*u , 0 „ 2k*sn*u 
an2te+-cn2ti = -- ^—-—, dn2u — cn2u = 1 ^—r-> 

1 1 — k*sn4u 1 — k*sn4u 
dn2u + kcn2u 1 —k$n*u 

\ + k \ + k$n*ti 
Vyjádříme-li funkce 1 + snu elliptickými transcendentami H (*+), 

&(*o") objeví se jako společný jmenovatel 
2 

-Æ)(l-.V«--J)---в-Æ)-HҶ-J). 
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Tato funkce vymizí na místech, na nichž snu =roo, tedy zAroveů 
a &(u), a podíl 

*(£)- -*(£) 
m = — ^ - ^ 

mA zřejmě periody 4.K* a 4iiT; je pak reAlným na obvodě obdélníka 
(O; AK, AiET), musí tedy jakožto funkce synektickA býti stAlou veličinou; 
u-z= 0 dAvA 

/(O) = 0'(O). 
takže 

0*(J)-£P(í) = VO(«). 
^ W - * i 4 ( f ) = *as*o(2r) 

a dosadíme-Ii t; + | 
W{v)--W(v) = WM**)- (11) 

Vložme sem 
-* . * i! 

zní levA strana 

a- + 5'- + c- + d- , a(o+ft + cF<i) |.(a» + S« + Y t+í>) í taa | - S F Y + S 

2q § ~£fl\ S • 
a, £,_<?, a* a , g y , o 

Stálé Členy v těchto řadAch vzniknou z podmínek 

a + b±c±d = 0, a±{J±y±ó = 0 

a odtud mAme identitu 
<H vr a-+&*+<,*+(a+&+<,)* J[a» + P«+Y«+(a + p+YW ,.. 1 0 < 
t/0 — ^ 2 — - & # ( i i ; 

Zde můžeme vyměnit q za —q, 

3 j - ^ » a * f & « + c - + (a !-& + •)* , ^ |[a« + p« + Y«+(a + p + T)»] Q j n 
3 "' J. 1 . x 

a,M a,p,Y 
První řada obsahuje samé mocnosti sudé, druhA se skládA z moc

ností lichých; odtud soudíme, že 

rozkladů čísla n ve tři čtverce 

(» = a?8 + ý í + **; a?,y,* = 0, + l, + 2,...) 

Je íoZft jako rozkladů 

n = = a « + 6 * + <* + (<* +& + *)», (a,&,c, = 0, + 1 , + 2,+3,*..) 

je-li n sudé, dle tolik jako rozkladů 

4n = a^ + ^ + f±(a + (J + yf,(aJ,y = ±l,±B,±5,.^) 

je-li n liché. 
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Tyto rozklady tedy neexistují pro čísla tvaru 4& + 7, která nelze 
rozložiti ve tři čtverce. 

Pro »-=13 máme « = 02 + 22 + 32, což dává 3 X 4 = 1 2 řešeni 
Rovníce 

52 = a* + /?2 + f + (« + § + y)2 

jná řešení 
« = ± 1 > /? = ± 5 , y = + 5; 

máme tak dvě řady 
x, o, — o; ——• i, o, --*--* o ' 

a jejich permutace; počet rozkladů = 6 + 6 = 12. 

* * 

Na konec ještó přovedme transformaci čtverců #»*(«*), &s*(u)> 
Nejprve násobme vespolek řady 

»z(%i)^2q)^^~Eq^^^, g —*«**, 
a v součinu 

*,»(«) —.Styl-* *•*{?«- _ v ) 

stanovme koeficient při £2"; položíme (i — *> = » a obdržíme 

V(»)-=--5C.,il«-, 

kde 

On = 2»» 2? 2* « v + - * = fi«« ̂ 8 ( M r j 2 r). 
V — — « 

Zjednodušení tohoto výrazu závisí na paritě čísla w; pro n liché 
máme 

^ ( n r | 2 i r ) ^ ^ ( r + ' 2 2 * 1 2 r ) = g 2 ^ 2 °£ 8 (*j2r) 

^ ^ - 4 . J . * 

a i ^ t f
2 " + 2 ^ ( r | 2 r ) = 2 ^ 2 ( 0 | 2 i r ) , 

a příslušná část nalezeno řady zní tedy ( n = + 1,±3, + 5,.-.) 

I^2qh*«.&2(0\2T)^&2(0\2%)#2(2ii\2T). 

Pro sudá ii jest 

# , ( M r | 2 r ) = £ 5 ( - J . 2 ř | 2 r ) = 2~~>-(0|2r) 

a příslušná část řady (« = + 2, + 4, + 6,...) má hodnotu 

ÍT=^,(0j2r).3?2-|»-=:*,(0|2r)^.(2ft|2r), 
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a tak získáváme vztah 

V(»)=--^t(0 |2*)* , (2» j2r ) + «l» l(0|2*)^t(2i»|2r). (12) 

Dosaame ft-f-^; vzorce 

v> 30«+|-)==e- , c < f--+*^ s(í.),.? s(2M + p|2tr) = e- : 5 Í ( í , '+^)^ s (2 t t j2 r ) 

podají — společný činitel exponenciální odpadne — 

*,-(tt) = * , (0 |2 r )* , (2 t t | 2T) + ^ , ( 0 | 2 O ^ 1 ( 2 t t | 2 » ) . (12') 

Z (12) a (12') plyne při označení 0V (v) -=s £v (v \ 21) 

*,-(„) -^ - (n) = (©,-e,)[©,(2tt)-©,(2tt)J, 
#3* («) + W («) = (0a + ©,) I o, (2 «) + 0, (2 it)J. W 

Je však při eV7Ci — £ 

es(v)+o^)=zq^+2qin? (;ZIYM±K'..) 
a obě řady se shrnou v jedinou 

_|ff-^-*.(|i*-), 
což dává 

•>,(»|2r) + ^ ( t > | 2 r ) - - - * , ( ^ j J ) , (13) 

podobně 
M°\2*)—Mo\2*) = MV2\l), W 

takže naše poslední rovnice («) znějí 

^ , - ( t t Í T ) - ^ - ( « | r ) . - = * o ( 0 | _)*«(«*! _) , (14) 

V(«l*) + *.í(«l*) = ^(°l JW"' 2^ (14,) 

Násobením těchto rovnic vychází 

V 0 0 ~ V ( « ) = ^ ( o l | - ) M O | | ) ^ ( » l _ ) ^ ( t » l | ) . (15) 

(14) dá pro » = £ 

*"V—2 
takže se (15) přepíše na 

V ( » ) - * . * ( * ) = V ^ o ( » l ^ ^ ( " l - l ) (15*) 
7* 

^ ( ° I ! ) ^ ( O І £ ) = ^ Л ^16) 
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a hořejší vztah (11) pak poskytne 

#»(«l|)#8(«|f) = Vo(~*0--
Ze (14) a (14') vychází dělením 

cfo2 (2 Ku | v) - h en* (2 Ku | r) r 
^ ( 2 - T t » | r ) + * « i » 0 ř i r i » | r ) - - r f n ( j í l . | | l l ' 

í = ^ ) , L = K ( | - > 

Pišme nyní u za 2J8Tt4. 2r za 2L^u tedy 

_ £ w _ l f & 
" - 2 l C ~ ~2~U' 

rovnice bude 
dn2 (u, k) —h cn2 (u, h) Y_ n „ , 
(ht2^tyk) + kcn2(u}k)~(fnX2\l) ^ } 

Při xz=:sn2^l zni levá strana 

1 — k 1 + kx Jřl+kx 
1 + k # 1 — kx 1—kx 

a řešením plyne odtud 
7 t */ 7\ 1 — dnCžtjt) Jsnvcnv2 

k x — ksné (w, ř) = t , , ; 0 A = ( — J ) > 
v y l-j-cžra(2ť,f) v dnv ' 

t. j . transformace Landenova 
<, 7N 2 sw(ť,Z)<řn(r,ř). 

SW^*> = T T * ~ ^ M ) ' < 1 7 o ) 

, 2VA 1-4-& 

Výpočet podal zároveň 
^ ro ?\ 1—hsn 2 Uisk) 
dnVv>l^i+hsn\u,hj xm 

Hodnoty l a L plynou z našich vzorců přímo; (14) a (14') dává 
pro u — 0 

• * , - + * . ' - = - * , ' ( 0 | | ) , ^ 3
2 - ^ 2 = V ( 0 | | ) , 

z čehož 

^(i + *)i ir, |-=i + *. 



Hlava III. 

§ 1. Některé integrační vzorce. 

Vedle diferenciální rovnice 

g=y(i-^(i-w), 
kterou se definuje funkce 

x = sn iiy 

vyskytují se ještě další, které tu sestavíme v tabulku: 

x = cnн, ^ = - Ä - ' j / ( l - ^ ) ( l + | l ^ ) ; 

x =r á» iř, ^ = — У(l — xÿ)(x*—^2); 

*=tgam«, -^=У(l+«»)(l + Яř-*»); 

a? = cotgamм, - г - = — Уl + лл) (ft̂  + J^) ; 

*=ЯÏ' Š= + фг-'K*'+F>; 

-=üV s—Л»'-W«'-^i 
1 <fø 

*=sг I=ťc*"-iKi-'^)-
Tak na př. při stanovení integrálu 

i 
dx 

^ j y ( a ? 2 _ 1 ) ( 1 _ ^ í 

užijeme posledního vzorce, kladouce 

i 
dn (ti, ¥) 

_1 Pro # = 1 máme « = 0 , pro #=-r-jest w = K', tedy — funkce x 
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v daných mezích stále roste — 

t— / ăt J— \ du — K'% 
o 

dx 
i(x*—řxi—k2x*y 

_ fҡ 

" ^ / гtЛj.2 1V1 Z.2,..2V V1) 
1 

Integrál ten se vyskytne při šetření průběhu integrálu 
X 

dx F(x) = [-==—= w jУ(l-^ c 2 )( l— Fa?2) 
o 

pro případ, že # probíhá všechny reálné hodnoty. 
Od xl= — t do x = 1 mění se integrál od F ( — 1 ) = — Jí do F(1)^=K 

jednotvárně. Poblíže a?==l pišme výraz ve tvaru 

F(x)^(-~_ . ^ = = . 
J yi-^yd-f^íi—Fa; 3)' 
o 

druhý radikál ve jmenovateli je funkce na bodě x—1 jednoznačná, 
a třeba jen vyšetřiti, v jakou hodnotu přejde ]rl — xy když bod x opíšo 

/>~4 ŷ ~N v s e v e r n * P°I°vici roviny malý polo-
T-»M £^P*—' v — kruh y; proměnná 1 — x opíše při tom 

malý polokruh d v jižní polovici roviny, 
ve směru naznačeném šipkou. Odmocnina / l — # má při tom hodnotu 

i - ^ yg e8,5P = ( 0 . . . —3T), kde .o značí poloměr kruhu, a tedy 
1 1 _» 

y l — # y(> 
vrátí se do osy na úsek ( 1 . . . oo) s hodnotou 

1 Ë 
7=Є* 

takže pro 1 < x < «-r- bude 
X 

F(a)=:K+i í , ŮX ; 
1 

proměnná u=F(x) opise při pohybu # = ( 0 . . . 1) interval O... K na 
ose, načež opisuje přímku kolmou na osu, od « = K do « = iK'. 

Nyni je z tvaru 

F(x)~K^-i[-~, dx 

J Í(v l)(l+to)Уl — hx 
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* 

zřejmo, ježto po opsání polokruhu kolem #==-=- proměnná - « = « « vrátí 
* yí — kx 

t 
se do osy s hodnotou -=====?, že F(x) pokračuje rýrázem 

}kx— 1 

F(x)^K+iK'~ í r
 dx 

J "H 
.i. 
-t 

hod u se pohybuje na přímce rovnoběžné s osou od bodu K+iK' do 

K+ÍK'- r-—™——sssK+ar-j, 

(x> — !)(&**- — 1)' 

AУ(æ3~-l)(/l-âíГ3 —1) 

když x opisuje dráhu j y • • • <*> | . 

x Substituce -r- do integrálu poskytne 
fc 

? dx 
J= / i(j^k*j(x*-~ i) ' 

I 

a předposlední vzorec tabulky ukazuje, že tu třeba klásti # = ; tu 

je pak pro x— l, u—K pro x — oz, ?Í = 0 ; tudíž vychází J~K, cesta 
od #==0 do a? = co po severní straně osy končí hodnotou 

u^iK'. 

Opíše-li x půlkruh nekonečně velký opíše u část malého okolí bodu HC, 
funkce 

j(x*~l)(1řx*~\) = hx*)l{\ - i ) ( 1 - ^ j ) 

zůstává jednoznačnou a vrátí se do reálné osy (okolí bodu — oo) 
s hodnotou 

+ 1(x> — l)(k2x2 — 1). , 

Mění-li se x o d — oo do — r - , probíhá u — F(x) přímku rovno-
1 

běžnou s osou od u~iK' do «* = ilT — Jř, pak pro a? = (— -r . . . — 1) 
přímku kolmou na osu od t * - = — K + i K ' á o — K, načež se tmění od 
— 1 do O s hodnotami od -ec ==.—JBT do w — 0 : 

Vedme v rovině # řezy (1 . . . -^) a (— 1 . -. — -r~) v úsecích osy 



K*iҜ KчK 

•қ p к 

104 

reálné; v rovině těmito řezy opa-
~TJ "Zf~ ~Q j \ třené zůstává}'(! -&) (1 - V~£) 

funkcí jednoznačnou a můžeme 
v ní definovati F(x) pro x na sever od osy v její blízkosti; když j, 

opisuje tento okraj severní polovice roviny* 
opíše u = F (x) okraj obdélníka (— K, K} 

K+ iK\ — K+ iK'\ F (x) je pravidelná a 
jednoznačná v okolí úseku (— 1 •.. 1) a pře-
stoupí-li x do jižní polovice roviny, přestoupí 
F(x) do hodnot pomyslně sdružených, a ze
jména opíše u *= F (x) obdélník ( - KyK,K^ iK\ 
— K—iK') symetrický. opíše-Ii x okraj jižní 
polovice roviny (x). 

Oba obdélníky se skládají v jeden (-K- iK% K— iK\ K+ iK\ 
-*-K~\~iK')9 který dlužno považovati za obraz (rozkrojené) roviny (z) 
zprostředkovaný elliptickým integrálem u — F (x\ 

§ 2. Pokračování. Nové odvození předchozích výsledků* 

Aby se stal integrál n přístupnějším úvahám, provedme v něm 
substituci tx za x, dovolenou pro reálná kladná x; tím obdržíme výraz 

i 

F(x)= I _ ._ ,} (A) 
J i (i — ^ 2 ) 0 — V**?) . 
o 

a je třeba jen rozšířiti jeho poznání pro komplexní x, aby se docílilo 
propagace funkce F (x)> Tu třeba především definovati odmocninou, aby 
byla určitou. Zvolíme 

Í(l-t*x2)(l~kH*x*)=il--txÍÍ+txil~~lctxÍl-t1ctjc, 

kde za odmocniny bereme hodnoty h lavní , jichž reálná část je kladnou. 
Integrál nemá určitý smysl pouze pro taková x, pro něž naše 

odmocniny přestanou býti konečnými neb určitými. 
Taková x umožňují, že pro některá t mezi O a 1 nastává 

U j . jsou to hodnoty tvaru 

kterým příslušejí body položené na ose reálné a sice na její úsecích 
(— oo . *. — 1), ( 1 . . . oo), které znamenejme jako řezy II, J ; poněvadž 
předpokládáme 0 < & < 1 , jsou oba druhy bodů na těchto řežích polo
ženy a je vyplňují. * 
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Pro všechna x v rovině položená mimo řezy I a II je pak inte
grál (A) konečná funkce analytická — synektická — a tvoří propagaci 
integrálu u do roviny opatřené řezy I a II 

Předešlé řezy ( 1 . . . — ) a (— 1 . •. — r - ) jsou částai těchto řezů 
A znamenáme je . 

I«, IP] 

zbývají pak Části P = (- - . . , oc), IP — (— oo . . . — -r~). 

Funkce 
ғ> (*)•=-= 

V ( i — J ^ ( Í - * » . * - ) 

uiá v protilehlých bodech řezů I" a JI8 hodnoty opačné, t. j . 

F'(x + iQ) + F'(x—iO) = 0 

pro 1 < x < -,-, resp. — 1 > x > r-; následovní 'bude 

F(x +iQ) + F (x — iO) = konst. 

Kolem bodu a? = 1 zůstává funkce spojitou (když ne jednoznačnou) a 
platí zejména 

limF(l~rfi +iO) — \imF(l — s±iO)^ 

= . l i m F ( l —«) = F ( l ) = Jf; 
E = 0 

naše konstanta je tedy 2JK" a máme na úsecích Pf IP 

F(x -H tO) + F(x - iO) = 2JC (B) 

Na úsecích P a I P jest naopak 

F'(a?^ riO) = JP'(a? —iO), 
i bude zde 

jp(^ ^ /o) _ F ( # — iO) = konst -= 2A. 

Abychom? tuto konstantu určili, položme v (B) x — ~y~ — e, zde pak 
1 . . 

.£ — — -j-$, a provedme limitní přechod «~: 0; vyjde 
rC 

F(j. + i0)-F(±-i0)=2k, 

F(j-+iO)-j-F(±-iO)~2K, 

tedy 

í , ( y + i O ) = - . « : - r . l . 
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Víme však z dřívějšího, že 

p ( ^ 4 - i O ) = 2T+ iK', 
tedy l = iK% 

F(x^ iO) ~F(x~~ iO) ^ 2iK% , (B') 
pro x > 1. 

Hořejší základní poznatky chceme ještě jednou vyložiti na základě 
tvaru (A). Nejprve se jedná o limitu 

F(x0^iy) pro # = 0,1 < a 0 < T - . 
tc 

Tu máme (#==#<,-pájí), 

i 
x dt , /* #eřč 

F(x0 + <y)-j ť ( l — ^ ) ( l i r F ^ +]iŤy^Ž 
1 

í a)(l — **«*<-) 

První integrál je spojitou funkcí ^ na t/—O a má hodnotu krajni 
zcela určitou. V druhém integrálu činitel ji— k2x*ť* zůstává spojitým a má 
kladnou limitu il — lfix^fi, podobně }'l + xt má limitu };1-f %0t, #naproti 
tomu 1 — xt — 1 — t x0 — ity = — (tx0 — 1 + ity) má pro y > 0 pomysl
nou část zápornou, rovněž reálnou, tedy 

lim i'! — to = — iitx0— 1, 
lim 11 — /»*» — — i ]' tЧй — 1. 

lim Ì-^^L =-- = i ì X»ăt 

y 

1 " 1 
Avšak substituce txQ — !; dává 

i. 
* 0 

Г Жр<^ __ С d | _ _ ^ 

Jya-^^a-^-v^~1у'(1-.|«)(1-*»!•)"" ' 
о о 

Jl4*o2*2-l)(l-*Wa) JVl 
JL 

(a-o2*2 - l ) ( l - f c W a ) j Vfê--l)(l-*»g») 

t. j . pro o?-=a?o + ií/, y2:°> Kx0<-j: jest 

lim E («o + *У) = E(Җ, + i0) == K + ij få2_í){i_ЏЩ 
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a hodnota 
F(**-iQ) 

je sdružená, 

Je-li dále x — x$ + iyf a\>>l, máme 

(l — x*t*)(l~&fia*) = (l + ta:)(l+htx).(l ~~tx)(l—ktx\ 

první dva činitelé mají při y <v> 0 limitu kladnou, u druhých dvou to 

platí jen pro některé intervaly, a sice jest na / = (0. . ,—) limita kladná 
a ? 0 ' 

pro oba výrazy, na 

ť—(;r---!v) Jest > 1 — ť(«o + <y)^~iV^0~~i 

a na 

tedy 

Ví — k(x0 + ty) t ro yi — &ar0f, 

ť = fe- • •l) ie s t Vi—'(*o + *yí ̂  ~ i i u ^ l * Лř Xy 

Уl — Л/(a?0 + i y) л> — i УÄřo?0 — 1, 

V(l — f* &)(\— Je2 ť*x*) %> — V(ť»a?0 — 1) (*»*„ ** — 1) 

a tak vychází 

1) (**£»-!)" 
E0rв + ť O ) = = . й : + ť K t - [-=^=^==£1====^, (sr9>y). 

Tím zároveň máme zjištěn hořejší vztah 

Fítr + ťO)—F{x — ťO) = 2ťK', a >í=-; (B') 
/£ 

pro ar položená na březích řezu IP užijeme vlastnosti 

F(x ± ty) = — -F(— oc^iy) 

a máme týž výsledek (B'). Naproti tomu platí na řezu IIa 

(t. j . — L < * < — 1) na místo (B) 

F(x + iO) + F(x — iO) = ~2K. 

Předpokládejme nyní, že //^~JC\ 
proměnná x mění se spojitě a ' i L ^ l 
dospěje do blízkosti řezu I S -A -tf 0 f«mr /k 

Taylorovský rozvoj funkce F(x) v okolí bodu a*0 

F(x)^(x~xQ) 

konverguje pak pro \x — # 0 | < r , kde r značí vzdálenost středu xQ od 
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nejbližšího singulárního bodu, zde tedy od bodu 1 nebo y . Bylo-Ii xn 

dosti blízko při řezu, překročí konvergentní obor osu, takže jeho Část 
— v obr. stínovaná — octne se na jižní straně řezu. Zde však řada 
ty(x — x$) nepodává více integrál F(x)f neboť pro x na řezu musí 
ty(x— x0) splynouti s hodnotou 

F(x + iO)=:2K— F(x-iO), 

a spojitost funkcí vyžaduje rovnost 

%(x — x{)^2K— F(z), 

pro x representovaná částí vystínovanou. 
Podobně překročí-H proměnná řez IIa, přejde funkce F(x) spojitým 

přechodem v hodnotu — 2 K — F ( x ) . 
Přestoupí-li proměnná x řez P neb IP ze strany severní do jižní, 

pokračuje funkce F(x) hodnotami F(x)4- 2iK', děje-Ii se překročeni 
směrem opačným, jsou hodnoty funkce po překročeni dány výrazem 
F(x) ~2iK\ 

Znamenejme nyní u analytickou funkci definovanou prvkem (ele
mentem) n = jP(a?); opíSe-li proměnná x uzavřenou dráhu, která se vy
hýbá singulárním bodům + 1 , +y, a která: 1. w-krát protne řezy 
Ia neb IIa, 2. po tó n'-krát přestoupí řezy P neb IP ze severu k jihu 
a n"~krát řezy tyto z jihu k severu, vrátí se funkce u do původní polohy 
bodu x s hodnotou 

u^F(x) + (n'~ ď)2iK\ 
je-li m sudé, aneb 

u^e2K—F(z) — («'— n")2iK'} 

je-li m liché, při čemž e=~j~l, byl-li překročen řez i*, a £ ~ — 1 pří 
překročeni řezu Ib. 

Předpokládejme dále, že uzavřená cesta spočívá v m-násobném pře
kročeni řezů Ia a ITa (střídavě) a sice tak, že se tím v kladném neb záporném 

směru obíhá segment (— 1 . . . 1), a pak 
v překročení řezů Ih a IP jako předešle; 
funkce u~F(x) vrátí se do původní 
polohy bodu x s hodnotou 

B=±mAK+(n' — n")2iK'~j-F(z). 

Z cest v obou případech popsaných lze každou uzavřenou dráhu 
složiti, a tak vychází: 

Opiše~li proměnná x uzavřenou dráhu, vráti se analytická funkce 
u — F(x) do původní polohy s hodnotou 
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n = F(x) + 4mK+2mKř

f 
aneb 

11 = 2K- F{x) -t- 4mK+2niK% 

kde m, n jsou celistvá čisla kladná nebo mporná. Naopak he pro přede
psaná nu n na nekonečně mnoho způsobů zvoliti umvřenou dráhuf která 
jednu neb druhou z napsaných hodnot vyvolá. 

Hodnotu — 2 K — F(x) + • . . jsme zde nerespektovali, poněvadž 

— 2K=2K~~ 4K 

a — 4 K se spojí s periodou 4mIC 

§ 3. Riemannova plocha. 

K rovině (x) znázorňující proměnnou x připojme ještě jednu rovinu 
s ní v malé vzdálenosti rovnoběžně a pod ní vedenou, v ní počátek a 
osy budte pravoúhlé průměty týchž prvků roviny původní. V tomto 

^spodním listu" vedme také řezy Ia a IIa
} t. i. ( 1 . . . -f-) a ( — 1 . . . — y), na

ti* k 
proti tomu odstraňme řezy P a IP v původním vrchním listu. 

Algebraická funkce 

8=:)\l—jČ)(l—lc*а*) 

je pak definována jeđnoznaőnë v t chto dvou rovinách tíш, ž stano-
víme pro x = 0 hođnotu 8=1 pro łist vrchní a hodnotu s = r — 1 pгo 
list spodní. Hodnoty funkc 8, k nimž na obou listech dospějeme po 
různýeh cestách vycházejících s pocátku, vyčerpají soubor všeck hodnot 
dvojznačné funkce s. 

Na březích řezů př. 1 < x0 < -j- máme 

s (x0 — íO) — — s (x0 - iO) 

na témž łistě, nebof veličiny s(x0— iO) docíłím po dráze tém ř uza-
vřené y ležící v rovině vrchní. vycházejíce 
z polohy x0 — iO; avšak dráha y obihá pouze 
jeden bod ramifikační x — 1 funkce $, takže 
oběhem jejím se m ní znamení funkce, 

Totéž płatí pro druhÿ řez a pro oba Y 
řezy spodni roviny. Naproti tomu jest na odstran nӯch řezecҚ t. j . 

x <— a p Г 0 x > _ 
k k 

s (# - iO) = s(x — i0)9 
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Hodnoty s(x) na stejnolehlých bodech obou listů jsou si opadne 
rovny a platí zejména, znamená-li 

s(x)i hodnotu na vrchním listu, 
s(x)u „ „ spodním n 

vztah 
s(x)i — —s(x)ih 

tedy na březích řezů 

$ (#-f-i())i — — s(x -f- iO)n= -f s (-c — iO)n 
a stejně 

§ (x — fO)i — s (x -j- iO)n, 
čili jinak vyjádřeno: 

FunJcce s (x) má na severní (jižní) straně fezu vr&nílio listu tutéž 
hodnotu jako na jižní (severní) straně řezu ve spodním listu. 

Zavedeme-li spojení obou listů podél obou řezů, tak aby severní 
břeh vrchního listu byl bezprostředně spojen s jižním břehem listu spod

ního a naopak, dospíváme k útvaru, t, z v. ploše 
x R i e m a n n o v ě , jejíž body jsou navzájem jedno

značně přiřazeny bodům algebraického útvaru (x, s). 
k jehož názornému pochopení slouží. 

Uzavřené čáře v rovině (x) neodpovídá vždy uzavřená čára na 
ploše Riemannově; ta jest uzavřena jen tehdy, vrátí-li se dvojíce hod* 
not (x, s), a není uzavřená, když na ní jako dráze vrátí se s s opač
ným znamením, tedy do stejnolehlého bodu na listu opačném. 

Vedme na vrchním listu uzavřenou Čáru objímající těsně přechodní 

* - T H- o *- úsek (I- .-£•) , považujíce ji 

za řez na Riemannově ploše, 
který proměnná nesmí překročiti; plocha ještě zůstává souvislou, pře

chodní úsek ( -r-,..— 1) tvoří spojení obou listů. Překročí-li proměnná 

x tento úsek (sestoupí do spodního listu), přejde integrál u~~-F(x) ve 
tvar — 2 K — F ( x ) — u, a podrží jej až na eventuální periody, pokud 
se proměnné nedovolí návrat do vrchního listu. Vůbec jsou hodnoty 
integrálu u 

na vrchním listu F(x) + 4mJf-f 2niK\ 
,, spodním „ 2K~~ F(x)-\-4mK-T2níK\ 

Dosud jsme vyšetřili, jaký obrazec opisuje proměnná u — F(x), 
když proměnná x opisuje oba břehy původních řezů J a II a úsečku 
volnou (— 1 . . . 1) na vrchním liste. Znamenejme úseky na severním 
břehu 
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(0...1) = a; ( l . . . | ) = 6; ф . .+ «>) = *; (- •CO. Ť>= r f' 
(-4---- 1 )=«.(-I . . .O)=/І 

na protějším břehu se s nimi kryjí úseky a% b\.. ./\ 
Při tom co bod x opisuje úsečky a, 6,.../, opisuje integrál u = F(x) 

strany obdélníka týmiž literami znamenané, a sice bude tu 

a = (O...JT), b = (K...K~f~iK% e=(K+HC...i}C% 
íi = ( « T . . . - K + iK), e = (—K+ iK>.. . - J C ) , / = (-JÍT.. . O). 

-зк 

-KЖ iK' ЊiK 
C" 

6 
a" 

ď 
ë 

r -K 

cГ c 
b\ 

0 JL 
aм 

ď ë r 
e 

b 
к 

CK-iK* 

Dále, když x probíhá úsečky na opačném břehu a\ V.../', opíše 
u obrazec symetrický vzhledem k ose; celkový obdélník o stranách 
a, a% by b% . . . /, f (v němž a, a', / f zapadnou dovnitř a nepatři vice 
k obvodu) je pak obrazem vrchního listu při transformaci u = F(x)* 

Nechť nyní proměnná x pomocí přechodné čáry (— "*:••• — O 
sestoupí do spodního listu, funkce u tím přejde na t v a r — 2 K — JF (.*?), 
zůstávajíc spojitě připojenou ke své hodnotě na přechodní Čáře. Mysleme 
si také na spodním listě vedeny řezy JT a J I ; staMi se přechod ze severu 
na jih, přešel vrchní severní břeh do spodního jižního, a tedy se jižní 
polovice spodního listu zobrazí tak, že se jeho příslušná strana c v ob
délníku sjednotí s přímkou e původního obdélníka; vyjádření 

ӣ=-2K-F(x) 
1 

to ostatně podá přímo. Výraz F (x) na jižním břehu úseku (—r- . . . - J), 
/£ 

t. j . na úseku e' má hodnoty tvaru F(x)~ - K— itý a bude poslední 
výraz po dosazení této hodnoty u = — JSC -j- it 

Hodnoty 
u=:F(x) a u^—2K~F(x) 

mají ostatně střed 
t* + K —_x 

a vychází tak vlastnost polární symetrie bodů u a u vzhledem k bodu 
jako pólu. 

к 
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Tím se k obdélníku o vrcholech dzKdziK' jako obrazu vrch
ního listu připojil obdélník o vrcholech —BKdbiK', —KdziK* jakožto 
obraz listu spodního. Oba obdélníky se spojují v obdélnih o vrcholech 

— BKáziK, +K±iK% 

Iderýjest obrazem Biemannovy plochy, navzájem ji jednoznačné přiřazeným. 
Známá nám okolnost, že rovnice x = sn ti má až na periody jen 

dvě řešení u a 2K — u, se s tímto faktem kryje, neboť hodnoty 
s 5= cn ̂ l dn u se pro « a 2 K — u liší znamením, a body u a 2K— n 
náležejí tedy opačným listům. 

V našem „rovnoběžníku period* souvisejí protilehlé* strany Vf V" 
a bV transformací (u... ti -f~4 K), strany c'ďd"rcnr a eddřf,(fř trans
formací (ti.. .u + 2iKř); tím by nanovo byla dokázána dvojperiodická 
vlastnost funkce sn «, kdyby byla jiným způsobem zjištěna jednoznač
nost této funkce. 

Hlavním výtěžkem těchto úvah je poznatek, že řešení rovnice 
x = sn u pro reálná x nemůže náležeti vnitřním bodům rovnoběžníka 
period mimo úseky afař,f% poněvadž tyto úseky a body na obvodu 
dávají tato řešení po dvou — tvaru u a — 2K—^u 

Uvažujme libovolný komplexní bod ^^ uvnitř polovičního obdélníka 
omezeného přímkami bV}eeř; veličina x — snu bude komplexní, tedy 
mimo řezy I a II; veličina 

F(x) = F(snu) 

je pak uvnitř tohoto obdélníka, také na úsecích a,/, funkcí jedno
značnou a pravidelnou; na úsecích těchto máme 

F (sn ^i) — u, 

a tato rovnost platí v celém tomto oboru; na levé polovici obdélníka 
period pak 
ť l F(snu) — — 2K—u. 

Uvažujme dále v rovině (vrchní list) opatřené řezy I a II libo
volný bod x; veličina 

sin am [F (x)] = <p (x) 

jest funkce synektická v rozkrojené rovině, a na úseku (— 1.. .1) platí 

9>(;r) — x; 

rovnice ta platí tedy v celé rovině, a tak vychází důležitá věta: 
Bovnice sn u ~ x má vždy řešeni, a sice jest jedno z nich 

t i = = F ( a ř ) f 

Myš bod x lezi mimo řezy I a IL 
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Mysleme si nyní rovnoběžník period sestrojený z jemné ohebné 
pružné látky, na níž pomocí sítě velmi malých obdélníků jest analyticky 
\yznačena původní poloha bodů, i když podrobíme obdélník jakékoli 
deformaci. Za takovou deformaci volme ohnutí, kterým se strany cd, 
<tď, e'V", <f'ď" převedou k sjednocení, takže z obdélníka vzniká roura, 
omezená kruhy, v něž přešly úseky b bf a b" W\ Tuto rouru pak ohneme 
v prsten, aby se v stejnolehlých původně bodech kryly tyto kruhy* 

Tak jsme v našem prstenci docílili uzavřené plochy, jejíž body 
jsou navzájem jednoznačně přiřaděny bodům Riemannovy plochy, a 
tedy bodům algebraického útvaru (#, s). Uzavřená' plocha, na níž lze 
vésti j> uzavřených navzájem se nestýkajících řezů, aniž se tím plocha 
rozpadla v nesouvislé kusy, sluje rodu j). 

Dvě plochy, které sobě navzájem jednoznačně odpovídají — bod 
y.a bodem — jsou téhož rodu. 

Prstenec je rodu 1. 
Teorie funkcí elliptických dává podnět k analytickým funkcím f(u)f 

které mají periody 4 Jí" a 2iIC, a jsou algebraicky vázány se svojí 
derivací1 , , n 

a tak, že při tom sn u a mf u lze vyjádřiti racionálně pomocí f(u) &f(u). 
Pak jest při f(u) = s, f (u) = y rovnice 

* ( * y) = 0 

rodu 1. t* j . uzavřená plocha, v niž lze přetvořiti Riemennovu plochu 
znázorňující funkci y proměnné gy je rodu 1. Neboť si páry *, y jedno
značně odpovídají s body prstence a každé uzavřené čáře na prstenci 
přísluší uzavřená čára Riemannovy plochy (zy y)> 

, § 4. Metody výpočtu. 

První způsob Číselného stanovení integrálu prvního typu 

f d<p 
u — / — r—-z w — am «, 

/ yi — #sin« 9 
podává řada ' 

* - = f̂— 1)» f~%2«sin*«o\ 

která konverguje při F s i n 2 g > < l , tedy pro každé reálné q>, když 
I h j < 1; obdržíme tak 

+ .ŁL .W + ( 1 ) 
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kde položeno 

Я.,(ÿ)-=./яn--ţ>tiji>. Җ = <p. (!•) 

O těchto integrálech platí vztah 

TT frA—2n~l TT siny 2 t t- acosy 

který se snadno verifikuje diferencováním, a jehož pomocí se postupné 
vypočtou hodnoty * 

Hx^=z\<p — \sin<pcoBgy .Hi = |<p — (f sin<p + -Jsin3*g?)cosy, 

obecně (ft]>l) 

2 2.4 
Pn — eos<jp (siny + -gr sin3 <p + «- -- sin6#> + . . . + 

2.4. . . (2/*-2) 
+ 3 . 6 . . . ( 2 i i - l ) B m W>n<*> 

Pt — sin y cos y. 

Vztahu (2) hoví též výraz 

jBTn — sin <p cos y (sin1* <p + ~ • T ~ sin2*+2<jp + 

(2K + 2)(2K + 4) 
+ (2n + 3)(2i* + 5 ) s m y - r - - - i \ 

Pokud | & sin <jp | je dosti malé, lze řady (1) skutečně užíti k vypočtení 

hodnoty w. Pro případ <p = ~ ? | jfc| < 1 obdržíme rozvoj integrálu 

І V Í — ÎІ 

î(p 

/ V Í — &2sin2y 
u 

Návratný vzorec (2) tu dává 

a odtud 
, rr 1.3.5. . .2«—1 *r . ^ TT ** 
1 ; g — 2.4.6...2u 7 ' ježto g0 = Y ; 

možno to psáti 



1Í5 

a rovnice (1) podá 

-r-fŠ.fV)'tN <3> 
řadu konvergentní pouze pro j&]<l, která je však upotřebitelnou jen 
pro zcela malá h 

Dosadime-li do (1) nalezený výraz JET*, upraví se nyní dle (ti) 
výsledek takto: 

M= J.Ky-f(-i)p.4V-, (1*) 

Ěada (1) nicméně konverguje rychleji než tato poslední (1*)» 
Vývinem ještě rozvoj integrálu K' podle mocností kf dímž zároveň 

poznáme povahu funkce K v sousedství bodu A?== 1-
Vyjdeme od integrálu 

A* 

J—i log snu du. 

Vlastnost sn(2K—tt) —SMK umožní psáti 
%K 

2J— ílogsntuш. 

o 

Při označení u — 2Kv máme 

SHli==iT"W I o g ^ = l o g 2 ^ s m ^ + 5(t,), 

s(v) = ihog (1 — a2* e-iw) (1 — <fn «-«»-) — 
i 

— Í?Iog (1 — a-»--t*«) (1 — g-"-1«-i l«) = 

= — 2.272-- f-227fl<-—»;- , (m,n = 1,2,3,4,...). 
«», n "* «*, » " * 

Z toho plyne 
J/S(t>) *>==(), 

2 T= 2 J5T /(log | = -j- log 2 sin vít) dv; 

\\og(2ánvrt)dv^Of hgqi — _ , 

tedy 

2J=^K\og\-^K\ 
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z čehož plyne 

-*-4*-*T-5* 
t. j , po dosazení snu^Binip v integrálu J 

jf, \TT\ JL ^ f. foggJQy^y 
~;F o g & li* / yi—Fsiijčc/ ^ 

b 
K podobnému konci vede integrál 

jr ÍT 

\ P _=. 2/log cn w du = /log &i w <fa, 

pro nějž substituce u — 2 Jň;? 

M*o(")' 
log cwtí — log l/_ -f- log (2g* cos vat) 4- i;A,, cos 2M VÍT, 

r // n=-l 
dává 

•P = 2 K f(log l/*. — ~ ^ - + log 2 cos v it) dv; 

ř _ i }• 
/ log (2 cos v 7t) dv = 2 /log (2 cos *> irr) dv — O, 

j.=m.,*-f;r, r=-|.-ь,í-I.», 
t j . 

K' — - Klo<* — — — fhscoa_fd<P. 
it bh ajjl—k2am*(p' 

Počněme s posledním integrálem; máme nejprve (|&|<1) 

n o g c o s y d y ^ J f__n 

_! 
3 

efw r= f sin2* 9 log cos tp d tp* 
o 

Částečná integrace dává 

fsin2n </> log cos q>d<p — — cos tp sin? n ~~l <p log cos q> + 

-j- /cos y [(2 n — 1) sin2 n - 2 y cos tp log cos y — sin2 n~~xq> —] d<p, 



ш 
7t 

% čehož po substituci mezi O a - ^ 

kde Hn má tyž význam jako výše: 

a 1.3.5. . .2» — 1 „ ?ř 
" ~ 2 . 4 . 6 . . . 2 » 0> °~ T 

V rovnici tak nalezené 

2 « T . ) - ( 2 « _ 1 ) J B _ 1 _ - . H I , 
násobme obě strany 

2.4.6. . .(2 » —2) 
1.3.5...(2» — 1 ) : 

2.4.6 . . .2» r 2 .4,6...(2» —2) T 

1 .3.5 . . . (2»— 1) " 1.3.5...(2« — 3)Jn-1 

Sečtením výsledků plyne 

2.4.6.. .2« т т я » 1 

2 

# , 0 

(2»—1) " 1.3.5,..(2» — 3 ) ' " , - l ~ 2n' 

2 Г Г — -^o 

l . 3 . 5 . . . 2 » — 1 B ~ ° 4v~i»' 

Znamenáme-li tedy 

s»==l + - 2 + | - + . . . + ^ 0 = 0, • (6) 

máme vzhledem k hodnotě 

,/0 = / log cos <p d (f = — f> log 2 

o 
vyjádření součinitelů 

л I yi—Ä2sins«ř в o \« ; ^ i i w 
s„fc 2 в . 

0 
27?* 

První řada vpravo j e dle (3) -—- a spoji se v rovnici (5) s prvním 

členem, čímž vychází 

2 F _ - Klogi^-fl (""*]%„ fc2». 
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Řada přicházející v literatuře se obdrží na základě vztahu (4i. 
Tu jest £ 

H o g a J n y ^ j , j-iyM) M„ 

J'n = j sin2" tp log sin q> d<p. 
i) 

Parciální integrace dá 

J ' „ = ( 2 « - l ) ( J : „ _ . - J ' „ ) + (HB_1-HK \ ; 

TT JT — g " _ l - 3 . * > . . . ( 2 n - ~ 3 ) H0 . 
_*„_. ň « — 2 w — l ~ " 2 . 4 . 6 . . . ( 2 w — 2 ) " 2 M ? 

takže vychází 
2 . 4 . 6 . . . 2 n __ 2.4.6. ..(2» —2) _ ff0 

1.3.5.. .(2 w — 1 ) J " 1.3.5.. .(2 n — 3) ' "- 1 ~ 2»(2n - l? .(2n — 1 ) " " 1.3.5. . .(2« — 3) n _ 1 ~ 2 » ( 2 w - l)' 

Odtud 

Я — -

^=<-»(_ t) [•r-+íf iw-n l-

J*'0 = / log sin <p cřy = — -j log 2, 
o 

a, po dosazení do (4) vychází 

J T = - i n o g £ - 2 2 7 Ý ^ ; r - 7 ^ TN*8"- (4*> 
7t tofc „ = i U j v-=t2y(2f —1) v 

Oba vzorce (4*;, (5*) podobně jako (3) jsou .způsobilé k výpočtům 
jen pro zcela malá k, ukazují však. jak se chová integrál K! pro ne
konečně malá Je: roste logaritmicky přes všechny meze, blíží-li se h nule. 

RosteJi h od nuly počínajíc, roste funkce Kf jak to vyplývá 
z řady (3); funkce K = K (fl — F) při tom stále klesá od oo do 
# ( 0 ) = - Pro & blízké 1 pak funkce K^K (JT^Wj se stává ne
konečnou 

Poměr K 
K 

tedy ustavičně klesá, probihá-li h interval (0...1) a sice klesá od oo 
do 0; veličina tt-, 

q — e ~~ "F* 

tedy při tom roste od nuly do 1. 
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Hodnoty h a q si odpovídají navzájem jednoznačně a může se g 
krajní hodnotě 1 libovolně přiblížiti; zafldíme-li však předem integrály 
tak, aby k* <£ | , bude K';> AT, a teáy 

í ^ c - * = 0-(Vt82l39l8-.. 

Ze vzorce (4*) plyne 

kde položeno 

Položme 

máme 

« / _ 1\3 я O 

Tl n j T2ľ(2ľ— l) 

_ * » D " 1 
x~ř ^т-T(2T=T)- r < r ' ' ; 

2 тr m/ -> 1 , , 9 _ , 25 „ , 25.49 . . 
- J Г = Ş ( . ť ) = l + æ + 1 ж 2 + _j-ж-J+~gj-a'* + 

. 49.81 . . 9Л».11» .. , 

,fi + _ _ .f". -f . . . . ^ 64 * ^ 64 

n , x ' . 9 , . 25 , . 25.49 , 
a(a?) = a_.r-t- ^oix

i + ^a^ -r-----<** a?1 *r • . ., 

7 37 533 
a _ = l , *_-,-.., a . ' - - - , . ^ - - ^ 

_'_íí27 
ffs 1 2 6 0 " " 

Výpočet metodou neurčitých součinitelů dávA 

1 , 5 . 11 , 469 . 1379 _ 177306 _ 
. _ - _ - 1 /y. ^ * 2 . , _ . 3 ^_>4 _ /_•••> _ _ , .„ . ,. „, •.-,- ,, _ f " . _ _ 

?(a?) 4 * 4"* 64 •* 64 a 4* 

odtud nalezneme 

Tím dospíváme k výsledku 

Je-li í blízko 1, položíme 1 — F = *f a máme 

Г=JГ(ł , fT--15)--JГ(i.); 

JГ = JГ(УГ=^-)--2Г(il), 
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tedy dle (3) a (4*. 

*-ří(--T<" 
tf^-r-jriog-—2_s *| T.*»_S „ j i — n ; 

r . « = l — F . 

Landenovou transformaci lze každý případ na tento tvar převésti; 
podle této transformace vládne mezi moduly k a k. vztah 

tf______),yr_ ___!__ • 

a pro příslušné integrály K a __"_ platí 

J ř .=-( l + *)i_-, (9) 

(9«) 
což lze též psáti 

ҺҖ^ŽІkK. 
Z rovnic 

iЛГ ' = ÎГ Jř_Г, i -ÍC'i = ^ J5_ľt? 

pak máme 

Kť — \Kг.j£> 

*•_• 
~ — 2 l£i. 
K Kx 

(10) 

V případě ž = f máme ku pť, 

^ = f ] / 6 = 0-979796, if = 0-04 = 1 — *-*; 

podle vzorců (7) máme tedy pro transformované periody 

2 ^ = 1 + (>)W+(-)W. + (4-|)W.+.... 

*-4*'-*»-»{(ir^^(_iir(_!T+-M^"}-
V prvni řadě máme dleny 

Sj—0O1 
S£2_= 0000225 
£ 3 = 625 
S4-= 19 

(S_-6-__0-086) 
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tedy 
~ J i y = 101023144. 
7t 

Součinitelé, jimiž jsou tyto členy v druhé řadě opatřeny, jsou: 

1 7 37 533 
ť \'I m' 840' 

a JBOU tedy členy ty pořadem 

0-005 
0-00013125 

385 
12 

0-00513522, 

Kt = — K.'log 20—001027044, 
TC 

log 20 = 2-99573227355, 

— Kx' log 20 -= 302638293, 

#,•=301611249. 

takže 

Odtud se vypočte 

т - 4 K{ т я3 101023144 т 

§ 5. DalSí metody početní. 

Možno počítati veličinu q} je-li dáno K. Máme 

y^K=»n=:l+2q + 2^ + 2^+ ...9 

tedy položíme-li m-K-\ ==:g, 
Z Vř n 

máme rovnici 
(p(q)z=q + ql + <f-\- ...—1=-=0; 

prvni sblíženi je patrně 
2 i = | — I 4 , 

další plyne dle Newtonovy metody aproximační; máme 

< ř( 2 l) = - ! * + ( ^ _ 4 ! ' + 6Š l<>+...) + Š 9 + . . . = 
=- — 4 f + |» + 6 | 1 « + . . . 

9 , ' ( í l ) = = l + 4 ^ ' - 3 Š « + 3 r , ) - r 9 l d + - . -
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a pro opravu možno se omeziti na 

ň„ - 4g 7 ~g 9 -6g ' ° __g7(4-gg-6g»)(l~4f), 
"-* — 1 + 4I 3 ~ 1 — 16^ 

*• j . 
2 = |-ř*-f4r-r-22|,° •{-..., (1) 

•MŮ* S-^Nl^tf-i . 
V připadě i = f (§4) se pohodlně (po Landenově transformaci) 

počítal integrál .ŽT/; položín^e-lí terly 

i-T(|̂ '-i)=i(V^---0,-V=|jr1'. 

dá nám (1) hodnotu 
-«£ 

q, - -e *', 
takže Log #£• Log q. — TT-Log21'. 

Omezíme-li se na logaritmy sedmimístné, kladouce 

N=see*rt, 2£ = tg9rt; 

N= 1-0102314, Log N= 0-00442086 

Logseeo = 0-(X)110521, a —40 5'93" 

Log tg « = 8-8539049 
' 7-7078098 

0-3010300 
Log § = 0-4067798 — 3, Log?4 = 0-62712— 11 

§ — 0-00255141, q, = | ; — Log qt — 2-5932202 

Log -r = 0-4971499 
Log Log e = 0-6377843 — 1 

Log (t* Log é) = 0-1349342 
0-2698684 

Log Log —=0-4138393 
6 ° (\t 

0*8560291 — 1 

Log-i=— 0-7178423 
fa 

Log <tf = 0-2821577 — 1 
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Scheibner a Weierstrasa užili indentity 

yi- = £! = 2 ^-f /r .^-- 
' #3 l - r 2 r / - r 2 ř / + 2íi ! ,- r ••••' 

z níž obrácením vychází rozvoj </ dle mocnin /ÍV. 
Znamenejme k vůli stručnosti 

načež se rovnice přepíše na 

/(g) = f + | » - r l M + . . . - * ( H 2 | - + 2|«« + 2 | » « + . . . ) - = . 0 i 

první sblížení dává §-=A, druhé jest 

| 1 = A-r2A^, 

a pro zdokonalení užijeme Newtonovy metody aproximační. 

/(§,) = A + 2A5 + (A" -j- 181" + 144A17 + . . . ) — 
— A[l + 2(A* + 8As + 24A12 + 32At6) r 2 * « - + . . . ] ; - -

= —[15A9
 r 30A , s —78A17 f-...J; 

f/'(f) = f + 9 f 9 - 2 A [ 4 f « + l C f 1 « ] + . . . . 
!,/'(.?,)-= A + 2A5 + 9[A9 + 18A18 + 144A17] -

— 2A [4 (A* + 8 A8 + 24A12 + 32A<«) + 1(»A16] + . . . 

Oprava — ( A + 2A5) A S - r je řádu A9 a vystihle přesnost řádu A"; 
si/ (si) 

proto bylo dovoleno vypustiti vyšší mocnosti než A17. Po redukci jest 

fi/'(fi) = ?> — tiW — 55A9 — 30AIS + 1O08A17 + . . . 
a opravené řešení zní tedy 

1 Ó 5 8 _ L . 3(])u 7R3.Í6 
5 ~ ^A ^ - A A l _ i ~ 1 — (> A* — 55A8 - 30A12 + 1008 A16'' 

Éád sblížení A17 se nepoškodí, vynecháme-li ve jmenovateli členy 
A12 a A16, i vychází tak 

15A8 + 30A12 — 78A'« 

£ = ,/, X = iik. 

Poznačení chyby jako řádu 21. pochází odtud, že rozvoj dle 
mocnin l obsahuje mocnosti 1,5,9,13,17,,.. z nichž první vynechaná 
ie 21. 

«-(i+«-.(i + -";I^L 5 5 y")+«"). 
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Rozvinutím pravé strany pak vychází obvyklý tvar 

| = A + 2A5-f 15P-f-150Als-f-1707Al7-f . . . (2* ( 

Pohodlným je tento rozvoj jen pro malé hodnoty X. Scheibner a Weier-
strass zavedli na místě h do poetu nový modul, který se objeví po určité 
transformaci. Z rovnice 

fk'. _ ^ o 1--fӣ_ .»* - Л fk'. _ ^ o 

1+fF #в + #« 

2 + 29 + <ŕ + • • * 

plyne po dosazení řad 

- - V ^ - o g + ž9 + g 2 5 + - - » _ _ _ _ _ ) 
1+1V l + 2q* + 2q1' + 2qs6+... $3(0\áv)' 

Parametru 4r přísluší modul, který znamenejme Z; je pak 

ilT_i=_2 T!7:_^-(°l4*) 
1 + 1 ť ^ 8 í p | 4 ř ) ' 

a můžeme užíti vzorců (2) pro hodnoty Š — q, l — %fl, to jest máme 
q_ X + 2Afl -f 15P -4- 150A13 -[- 1707A17 + . . . , 

Může se státi (pro malá A), že </ vypadne tak malé, že se na užívaných 
místech objeví vesměs nuly, a výsledek se nehodí k výpočtu veličin 
řádu qi; v tom případě užíváme vzorce (2). 

Je-li Je tak blízko jedné, že l nevypadne dosti malé, můžeme užíti 
transformace ještě jednou, kladouce 

i—iv 

načež řada (3) dává q*. 
Také můžeme voliti 

i=-ł 

Я = 4 

i + 1 l r 

1 — fk 

i + j lF 

načež řada má součet g*=.e 4 t = e 4 j r ř . 
Tak v případě & = £ by volba A = | V T —£ nedávala řadu 

s rychlou konvergencí; zato již 

X = -I f f = 31 — 8 VIS = 00161336 

se k výpočtu výborně hodí-
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Potřeba je však také početní metody pro stanoveni integrálu u, 
t. j . pro řešeni rovnice snu — x při daném a". 

Vyjděme z identity zřejmé 

&a (v) — #<,(?') _ 2.~gt-'co8 2 (tm ífjt — 1, 8, 5, . . A 
*»(«0 + *o(O " 1 + St/eoaSvvn l»' = 2, 4, 6, . . J 

čili 
* . ( » ) ' I 
&0(ti) _^(2f|4r) 
M*) , ţ~^(2r!4гrУ 
*„(») + 

a po dosazeni známých hodnot 
, - L « , 

(?n (u, k) — j V _ , - c"(-g-> «> 

ÍÍM («, /.-) + V~ ~~ ' 2 L ~ 

kde 

/ , " - | V ( 0 | 4 t ) 

*»(=£-. 0 

jest integrál X" příslušný k modulu /. 
Tu opět plyne z rovnice 

v? " * , ( 0 | т ) 
L ~ * , ( 0 | 4 г ) 

rozložením dlenu čitatele podle sudých a lichých mocnitelů čísla g 

i / - f _ . » 3 ( 0 | 4 r ) + ^ ( 0 | 4 r ) ,/y 2 

r L ~ ~>T(ojl~) - ^ ^ - i + yy w 
Tak máme pro multiplikátor 

^ . „ 2 2 , 2 „ ( l - r / F ) a J . , T 1 - y T 
" * - i~ - (i + yj)- •- 2 ' y i + 1 ! F ' 

a náš výsledek se přepíše na 

đn(u,k)~- YW __ f- Cn(Włu,l) 
đn («, Ä) -f f F ~ ~ ł dn(Шu,l)' 

(5) 

Pro početní praksi v tomto případě doporučuje se zavésti x — sn*u 
jako danou veličinu, podobně pišme 

s = sn*(Wlufl); 
klademe-li mimo to 

V dnu + ÍU i\—k*x+iť V ; 
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objeví se (5) ve tvaru 

Q'^1.1-* 
1—Ps' 

Šili 

*~Í(llJí)- iUl 

Pokud 
°^3R"^^ («) 

plyne z rovnice s — SM2(ÍDÍ«, Z) 

' » - . - . / rf^ • = / ' < » ' • 

/ 2 / Í J ( i „ í ] ) ( i _ ^ t ? ) j y(1--**)(!_7***)• 
5Ш< 

Dělíme-li 3J2 a dosadíme za u příslušný integrál, obdržíme hledaný vzorec 
transformační 

v* v* 

J i (i - řo (i - *• řo ~ (i + y «o* J y(i - <*) (i - p <*)' * 
o o 

Podmínka (a) se přepíše na 

°£U<AK> *• j- ^ ! . y (O 

Veličina Q je kladná pro tyto hodnoty, vymizí pro u— - , # = . „ a je 
K 1 ' 

zápornou pro M==(--y.. .Jř), t. j . pro # = ( ,.. .1). 

Zavádíme-li amplitudu t/>, sint// — ] / s> můžeme ji počítati ze vzorce 

Máme-li počítati integrál (6) pro a?> y , užijeme vzorce 

sn (K — u) = ---—, 

Ir načež K— u= «3 je v žádaných mezích 0 a -=-, a jest 

Л*4 
l—X 

Í-Wxm 

Integrál 

Щ = SГЃ щ — 

V * . 

< Г = f lЦ 
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se vypočte dle (6) a hledaný integrál i* bude 

tts-if—jr. 

Veličina Q (#j) je tu kladná a liší se od Q (a?) jen znamením* 
Nový integrál s modulem l se pohodlně požitá přímo dle (1) § 4-

p f t * > - . f c ^ - =•+•''-«+*él,B<+ílJa'"-•+• • • 
Jíš — ty, Ut ~~ {ip — I sin t/í cos t#, 

r r / . x 2W — 1 rr SÍnán~1tí>eOS1í> 

při čemž sin t// = ]'s. 
Průsvitnějši je tvar 

F (l, ty)'— ip + 7j2 (i/> — sin t/> cos ty) l* + 

l 2 32 

+ 2 2 7 4 ^ — 8 i n V e°8 V C1 +Jsin 2 VOJ í* + 
l 2 32 52 2 4 

+ 2T~.-76- ^ "" s i n ^ c o s ^ <l + * s i n S ^ + sŤ5ísin* ̂ - * ' + * •* 

Hada konverguje tak rychle jako geometrická s poměrem Ps. 
Volme jako přiklad 

* = $1/5, a ;=^ r (=s« 2 «) ; # — } . 
>T= 5 — 2 ]/6—0-1010205, 

^ p ^ _ ? l r L | l 1 1 _ 0-0811766, 
v yi8+yi3 6 

ř- — 0031041, o.2ť* == 00*672; 

cos V —-?-= ( 1 - 0 0 * 185). 

«=-. 0-3864366. 
Dostaneme 

Z rovnice (5) máme stále při označeni 

dn(u,k)-jV 
v dn(u,k)+fR 

, 9 ? _ ž 2 c n 2 ( t ; , 0 _ ž 2 - l + ^ 2 ( g , 0 
V í - ~ cto2^,?) ~~ íí«8(t;,ž) > 
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takže 
dni%l)^iíém - (6d) 

Poměr Q utvořený z této funkce znamenejme 

**(*,*)+/? fr+ii — Q*ť v 

pro velmi malá ř máme v moci počítati čitatele se stejným poetem plat
ných míst jako u jmenovatele, neboť tu klademe 

Připomeňme dříve, že po zavedení veličiny 

p=-4 
se naše výsledky píší ' 

T/1 _ p * py 
tg V - , c o s ^ ^ - ^ = = = - p p ; t/> = am(M) = «w(£«M)-

Zavedeme úhel 0 
cos© = P, 

načež 
1 

tgv=ytge. 
Nyní obraťme se k opětnému užití transformace (5), zavádějíce 

další modul lt a multiplikátor Sfti: 

^ - i + / r ^ - - "(i+yro3' 
Veličina 

^-^ íM-^aJW.) l T l ( 

je dána vzorcem (7a) čili 

P 1TJÍ_ZJ__2 
u * yř + yi_p.p 

jest třeba jen vypočisti Pt a určiti úhel rpt rovnici 

Můžeme obyčejně a velkou přesnosti bráti Z/-=l, takže bude 

tpt == ©j — are cos P t ; 
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současně jest BO stejnou přesností (s chybou typu 1t*) 

cn (r, l%) = cos t\ dn (vf lt) — 1, r = 9Jl3Jli ÍI ; 
tudíž 

P, ~ cos r, v — 01 ? 
a vychází definitivně 

are cos fi (1 ^ ťO* O ~ tá)* T> /W 
" "^ ̂ SÍfíT= ~ 2 " 2 a r C C 0 S P í ' ( 7 > 

Iterační postup v každém případě osvědči se pro poěitání polo
viční periody JT. Stanovíme-li moduly Jcv fc_... dle zákona 

t + V*' " t + i V 

a znamenáme-li Kv Kj,... příslušné úplné integrály, máme dle (4) 

Poněvadž l\ je nekonečně malé, je Kn™~ a odtud 

! _ : _ (t + v*;)* (i +y£)»(i +y*,)»... (A) 
*s -= (i + /*!) (i+iF2) c i+y*",)... 

Pro &=--!— na sedm míst to zní 

#3 = 1-1010205 X 1-0*130 - 1-1010348 

a stačily by tyto členy pro dvacet míst, kdyby byly s tou přesností po
čítány. 

Počítání dle této metody neni obtížné ani pro hodnoty k > ~7=, na př. 
pro & = sin75°; tak můžeme stanoviti oba integrály Ki K' & pak určiti 

K' 
Log ff-s — íř-gr Loge. 

Analogicky s Q-aussovýmaritmeticko-geometrickým* průměrem možno 
počítáni modulů ku k3,... . _ 

y *» + 1 -i+yi7 
vpraviti do následujícího algoritmu: Položíme, značíce a, & veličiny 
kladné, z nichž jedna libovolná, 

/ * = —; S a t - ^ a + y ? ^ 2 , 2 ^ = a — y S ^ F ; a 

2 a i _ a 1 + t l a 1
4 — V , 2 & 3 _ a 1 - - } V - V i • •• 

* Viz na str. 146. 
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Je pak 

y*-=£, fh=K... i+y^=A i + y£=£,... 
tedy (i+y*o(i+yF2)...(i-ry^)-fř 
takže máme 

^ = lim~; l ^ ^ I i m í - ) ! 

Také multiplikátory ffif 3Jlv . . . se tu přehledně vyjadřují, takže 
máme po n transformacích 

a* 

Vyložme tuto metodu na příkladě 

k -^ sin 75° =^ i- (/6 + j/2), 

Je' = | ( ]/6 — /2) -=- 0-25882. 

a=l, 6 = yi*, 

kdy 

Volíme 

tedy 

Položíme 

načež 

ts^-yř, «,=irf, ».=Ц£ 
УÄ' = COS/Î, /3 = 590 25'14", 

a, = cos2-|-, 6. = sш2-2-; 

Log oj = 0-87758 — 1, Log bt = 0-39030—1, 

0 l = 0-75437, 61 = 0-24564. 

( •ji \9 

—j = sin ax, )!«.* — bx

A ~ ax ycos «,, ycos «j = cos /?,; 

« J = a i cos* -^, 6á = a, sms -=-

Log a8 = 0-87696 — 1, Log b, = 002936 — 3, 
aa = 0-75330, 6, = 000107, 

a8 = ag, 68==0. 
Nalezneme 

X = ! = Ý ^ = 2 - 7 6 8 2 -
Na posledním místě má státi 1 místo 2, jak plyne z údaje 

„C, Rungeova (Acta mathematica). 
Význam tohoto aritmetického procesu je pouze mnemotechnický 
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a nelze říci, že by tento početní postup vykazoval výhody před přímým 
stanovením čísel k, a před vzorcem (A). 

Ukáže se to na vzorci (?*)• 
* VB 

V případě k — ^ máme* 

Log fí = 0-00440% - 1, Log y ^ = - Oi 154464 - 5, 

tedy Log *_* = 0-461... — 20, tedy / , ' = 1 s chybou na dvacátém místě. 
Při počítáni výrazu P_ podle (7 a) bychom kladli 

_ cos m 
Pl s= sin cti, ~jjT = cos (Ú% 

načež by 

Avšak úhel w' se tu stanoví velmi nepřesně; neboť výpočet dává 

L cos ca __ 99999854 
Ly? = 9-9999887 

a tedy veličina o>' stanovena logaritmem 

_ _ _ _ _ 33 
yr ""W 

jenž vznikl odečtením dvou zlomků, v nichž se všecky jisté číslice 
zrušily a zůstala jen dvě místa, z nich druhé již nejisté. Závada ta se 
odstraní transformací 

t. j . 

P _ A _ - + yr Vrptn 4- n -í i- t4.yr--2coe-.iy., 
1 iyz'4-yi — P 2 ? - ; 1 v ' J ' yi-p*ř!=-cosfl>; 

cos21 y.  
(2 P 2 cos2 ^ «! — ! ) . - P i - w + j'i w — yi 

Operace o jednom kroku, spočívající ve stanoveni P a t / ; , zdá se 
výhodnější. ^ ^ 

* 

T T 
* Klademe fc-=- sin a, fc' = cos a == cos2 7, načež yfi ~ tg2 -g, tg^—í-Asína,, 

ľ _= cos a, = cos* үt, V*t — *_? У* • • • 

У* 

http://t4.yr--2coe-.iy
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Jiná, avšak pracná metoda řešeni rovníce $nu?=zc spočívá na 
identitě m 9 m ^ 

smvrt — q2 sinová + q* Brnova —.., cyk 

1 — 2 q* cos 2 t/rt + 2 g* cos 4 t?# — . . . 2 fq 

jež poskytne první sblížení (při známém q) 

cj~% sin ą, я? = т̂y=» w0 = 2 JKľгv 

Z addiční věty pak plyne při značení <jp = amw. <p0 — amu0 

. / \ tgq> A <p0 —tg <p0d<p f JN 

tg aw (tt — u0) =. D / T* «?y r — tg (a — b\ 
v \+tg<ptg<p0A<pA<po

 & / ? 

tg « = tg <p A <pof tg b = tg <pQ á <p. 
Veličiny a, 6 známe 

r, snu 7 , snu0 . 1 [tg a = — cwt^, tg b = an t*J 

a z nich vypočte se 
ip == am (t* — te«) = a — bf 

načež 

o 

— sin t/> cos 1// (1 + | sin21/')] + . . . 

Stanovení hodnot snu0, cnu0, dnu0 vyžaduje výpočet všech čtyř #«(%)> 
čímž se operace stává obtížnou. 

Jiná někdy výhodnější metoda spočívá v použití funkce delta. 
Je-li dáno snu, vypočteme dnu} načež nám rovnice 

* s ( š T > i 
7— ~ 7?7 dn u 

* ( & > i' 
podá 

1 -f- 2 qcos ~^r -f- 2q*cos—trp- + 2 g9 cos —=?-- + . . . 

= i p awu[1 —* 2# cos - « + 2 g* cos - ^ 2 <f cos-^r- + . . • ] 

a odtud při označení — 
n dnu — f &' 

2t*яE 
0 0 8 ^ = ^ . + Ï 1 <? eos-jp з 8 c o s - ^ + . . . t (d) 
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Zpravidla jsme již nuceni zanedbati 2*. » dostáváme jako prvni sblíženi 

U 7t O 
cos ~ff~—~ s chybou řádu g s # ; 

dosadíme 
2ЩJҐ 2Q* л 

™-ж--- ř~1 

a máme s chybou řádu (fQ2 

Uirt , rt л Utit 2uxтt 
= cos -~~ + 2 g* cos -*~ cos——-, 

Jx Ji. JĹ 

(Ь) 

Kdybychom na př. při # = 0 0 0 6 užívali tabulek 5-mistných při 

počítání čísla Q, dostali bychom poměr ~ a tedy též u jen na dvě 
ů (J 

místa správná; proto je třeba stanoviti fy se zvláštní pédí. 
Kdybychom měli stanoviti 

_ r d<p _ i /,/ fr \ ^ % 

o 

máme při F = u, Je = -fa rovnici 

sn (u, kr) = sin -rr = 4 ]/3. 

J e pak 
$n(iu, Je) = i tg am(u, Ji) = í / 3 , 

tedy 
r/>í(m, ž;) = y i + 3/c2, 

takže zde bude 

v yr+šF—yť 
Vypočteme dle Scheibner-Weierstrassovy metody 

2 = 0-00510257, Log 2 = 07077890 — 3, 
dále 

, i / 7-~_24 _ y 7 7 2 —5y24 
* ' ~ - ( l 1 ~ 2 5 í ~ 2 5 ' ^"~y772 + 5ll24' 

Máme tak 
3-2899905 

^ ~ " 52-2797855' 
logaritmy jsou 

0-5171946 a 1-7183338 
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a dostáváme 
Log J - -= 0-7900418 = Log Cos %; 

druhý člen v (b) má jen slabý vliv na poslední místo i možno jej 
vynechati. 

Abychom určili uf položme 

takže 

Zde 

Je však 

Cos~^~ = sec ip, Sm -g — tgip, 

l i st 1 

- ^ = I o g t g ( T - r T ^ ) . 

Log cos 1// = 9-2099582, 1// = 80° 4ff 2-612" . 
Log tg 85° 20* 1-306" = 1-0881878 

log tg — ~ , x. 2-505645. 
K 

1-K— 10205144, tedy u = l-2785234. 
Tí 

* * 
* 

Rovnice (5) ve tvaru 
cn(v, Q _ , r , _ i _ 0 dn(u,h)-YVt 

dňlfri) ' 1-~ÍlV' V - dn(u, i) + fk' K 

r-mu w^+IW- 2 , 
i_iK« f M- 2 ( 1 + ^ ) a ' 

se řeší ve tvaru (P=sini/>') 

_ r d$ ř d<p 
V-J }'0.-§i)(.í-P?)~-J1l-Pán'9' 

p 4»" 
což lze též psáti ^ 

_ / • ! _ _ _ _ _ _ _ _ r—JiVi + lHoa*?' 
4' 

a zavede-li se -=- — e/> za <jp, 

r = j yr-+j»«n»y ^ f U J ff-W>r-+»> 

t// = ~ t̂ *, cos^ = P. 
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V uvažovaném případe k=^f$n(u,k) ~~[žř> 

Log P = 9-9050216, 
máme 

t// = 36°31'40-769". 

Veličina^-==P(na osm míst) =0-0-10404, 

— =1-0*5020, a vyjde (pro sedm míst) 

v = y | y — +- (V — sin f cos i/>) 00310404J. 

2 T / / ^ 7 3 0 3'21-538" 
Log ( | sin 2 ty) -= 0-679 6958 — l 
LogO0510l04 = 0017 2003 — 4 

0696 8961—5 
l2 

sin t/> cos ifJ M — O 0*497(5 

.t/>=-0637 5337 

^-=--00*6633 

r-= 0-637 5296X10*502 = 0637 5616 
« = 0386 4409. 

Obraťme se nyní k transformaci obrácené; považujíce v, l za útvary 
původní, hledejme příslušné k nim prvky odvozené u -= i\, k = t.; ob
držíme tak transformaci 

^efafa^-HrT^faO. ff=±=JL ( 9 ) 
W ? " ' íž»(M) — >'I cn(v,l) " \ \-il W 

Při opakování této transformace se moduly lu l3 . . . rychle blíži 
jednotce, tedy ]'Z.', ]7 4 ' , . . . jsou brzy velmi malé a výpočet podává pravou 
stranu ve tvaru málo přesném. Proto dosadíme za ]7.' jeho hodnotu a 
výsledek 

,1ní„ n _ dn(v,l)+fm(v,l) l~fl 

an ^ h) - f^-jj ^ ^ ^ _ ^ ^ ̂  ^ 
upravíme takto 

d»i?t,ti)-[ j—fj j ((n,(Vfl)_,lcni{Vfl) 

Ve drahém zlomku lze krátit činitelem i — I a obdržíme 

án{Vuh)^hM!±^!!M>\' 1 ( 9 o ) 
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Připomeňme ještě vztahy 

1.1,/j- 2 2 v (1+íT)* , O I A 
l + pX — -=:, # . = « - = = - * * r •/•• ty, (96) 

T ' 1 + Vř (1 ťVZ/)3 2 v ; 

Opakuje-li se tato transformace několikráte, tvoří se řada dvojic 
h> vt\ h> v2\* • • a brzy dospějeme k dvojici řn, í?n, v níž ln je tak blízko 
jedné, že veličina í/ z výpočtu vypadne a lze klásti ln^ 1; je pak 

. <fo (*„, I,) = dli (v%> 1) — :—/?*" nc = Sec t;n; 

veličinu t?„ vypočteme z rovnice 

COS tfn = -7-7 y-rj 

načež určíme 

v--(±±iEl (±±J&..A±±JEZvn== 
2 2 2 

*V 

Vzorec (9 a) lze upraviti na tvar pohodlnější pro výpočet, jakmile 
jsme u modulu ív, jehož doplněk £v' je dosti malý. K tomu cíli máme 
řadu 

cn (t;, řy) = idn* v — Zv'
2 sn2t? = cjín t> [1 — $ v (v)], 

kde 

ft(*)=-=i*« + ÍJ» + A ^ 

B~ dn{V,k) ' ~ řy* Ul2(V fi;) j 

Po dosazení této hodnoty nabývá (9 a) tvaru 

dnfy+u Ui) = , . V ^ h ^ i Ji %=SV(«,)1! (9c) 
v H v + ' 1+ív — án»(t^, žv)[ l + f*v

 v ; J v J 

Jakkoli nevelký tu třeba stanoviti počet výrazů (9) resp. (9 c), přece 
je počítání únavné. Obraz o tom podává dosud uvažovaný příklad 

Položíme 
llr;=cos6>, V<7=tg«-|; 

pak 
Log cos S = 9-93618, 0 =- 30° 18' 25", 
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Log cos ~ -= 9-98463, Log tg - | -= 9-43268, 

y/7 = 0073343, V 2 =00 4 2893, 7, = I — 0-Ol1446 

i je zřejmo, že můžeme bráti 7/— O, tedy it = 2; 

i . n U + VV)2 - «-

t . j . 

# = 
4 cos4 --y 

Náš přiklad dává 

Logdnv t = 0-90883 — 1, dn2v t = 065715, *-* = 00415, 

a tak vypočteme 

— ^ — = 2-04344 = Cos va, * d -= 1-84168, 

načež v.= 0-38643 ve shodě s předešlým výpočtem. 

Jakmile dospějeme při předešlém postupu dosti malého lf9 a to 
nastane vždy již pro * ' = 1, můžeme změniti metodu a stanoviti integrál vt 

jiným postupem. Znamenejme pak vt~u, lt — h; rovnice 

dn (ti, h) 
řeší se pak integrálem 

r d% 
U~J y(i?3ri)7rzrp^ > 

aneb též 

u— i r ^ ^ r , oo& <p — dn(u,k). (10) 
J yeosPrp — hfl 

o 

Užijme tohoto posledního vztahu; vychází nejprve 

u = j?( ~ ty [~ *) #*» M., (10a) 

^ = / c ^ % ; 2 í « = i o g t g ( | + ^ ) ; (106) 

nutno předpokládati | # | < | c o s y j . 
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Z identity 

L 4. n [ ~£___ = m f
 d(P 4 . a i a y v ^cos,ft+2<jp / cosw<jp ' cos*+1y 

plyne pak 
2ttSlfl = ( 2 t t - l ) 2 l n _ 1 + ^ f c . (10c) 

C08**9> 

Z rovnice této Ií?e postnpně počítati 9I„2IS,..., ale možno také 
stanoviti explicitní vyjádření; nejprve 

2 .4 .6 . . .2n 0 f 2.4.6.. .(2tt-2) 
1.3.5...(2« — 1) " ~ l..í.5...(2» — 3) " " ' "t" 

4_ 2.4.6.. (2n— 2) siny 
+ 3 .5.7. . . (2n —l)co8a"f/>' 

f«.-i.^ + J_JL. 
1 " ' cos8<p 

Odtud T 

2.4.6.,.2я " ' " " ' cos>v* ' Sco y ' 3.5cos> ' " ' 

2.4.6..,(2я-2) l _ _ м ( l o < 0 
1 3 .5 .7 . . . (2 n — 1) COÍK-Ty 

^ - i ^ + _££], ^ - ^ [ ^ - f . - i L - ^ + l-V-)], 2V ' cos29>J 2.4 L cos29>v 3cos8<jp/J 

takže při dnw==cos(jp (pro isolaci členů s 2l0) 

-«.^+_í[@w(i4r*«(,+i_,)+' 
+ (žToF** t1 + 5 s e o> + TX " " ' l + 

+ ( m H 1 + S~'* + Í T -~*» + S757-7SM>) + • • •] <10,) 

V našem číselném příkladě M = t>„ it — t, 

A'* = 0-0*289, Log dn n = Log cos f/> = 9-90883, 

tp _ 35c 50'26-7", Log tg ( ^ + _j9>) =0-29134, 

l o g t g g + | 9 > ) = a 0 = 0-67083. 

- A" _ 1 + £*'-' = 1-0% i - ^ - 5 _ _ = 0-056. 
řt ' * * COSfjp 

Tedy 
r, = 0-67083, i> = ^ L _ _ = P | », t> = 0-38642. 

(1 + VO2
 2 o M - | 
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Výsledku poslednímu íze uděliti poněkud přehlednější tvar. Zna* 
menejme u* řešení rovnice (při daném dnu) 

dn (u\ 1) =ss dn («, k), (a) 
ěili ježto 

dn(n%l) ^Secn% 
dn (ti, 1c) -= Sec u*; (%) 

při zavedení hyperbolické amplitudy ty zní to 

1 
Čos^ 

đn (u, k) — cos ц — ^ ,f Cos «' = see ц, 

načež 

«'-=^IogtgJ-J + -2spJr.r-«0, 

a výsledek lze psáti — hodnota a příslušná k danému dnu — 

u^^ + \jr-[t^^^...^n'^^^±Smu'CoBn')-f-.. (b) 

jakožto řešení rovnice (a) o neznámé u, dostatečné pro velmi malá //-
t, j . pro Z; velmi blízká 1. , " 

Rychlejší než (10a) bude konvergence řady pro funkci 

J-Í*.?)-/*, d<p - V — d<p 

I y t _ jfci sin-1 rp J } W 9> -j- ¥s sin* r/> 
o o 

příslušné k malému h\ Řada ta zní 

F(k1cp)^Ž[~J)A„(rp)l^, 
n—0\ '* / 

M9) = fzj^> A«-logtg(f+^4 
d 

s konvergenční podmínkou 

(u) 

\Vtgq>\<l. 

Koeficienty se stanoví na základě identity 

d (sin**1 g> cos*-*1 y) = (íř-j~l) sina ^ cos* ydy — (b — 1) sin*** ty cosh~%d y 

jež podá 
{2n + l)A. + Vn + 2)An+l = ̂ V + * 9 . (Ha) 

Pro explicitní vyjádření máme odtud 
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2.4.6. . . 2я 2.4.6.. .(2n + 2) _ 
* ; 1 .3 .5 . . . (2n~Гj " ^ 1 ; 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n - f - Г Y A " и ~ 

1 / . , . . «. . , 2 . 4 . 6 . . . 2 n 

( Ш ) 

cosy J & r " 3 . 5 . . . ( 2 n - j - l ) ' 

Znainenáme-li 

J " cosy^,*- ; 3 . 5 . . . í 2 y + l ) X g y 

^c^^f>'"^g>+-34tg5,ip---- + 

+(-i)-I:5:::g:iii-^-1^ 
Tx — *££, y2 — J L [tgy — f tg3a>L... 1 cosy c o s < p l b ^ ¥ & r j ? 

obdržíme z posledního vztahu obecné vyjádření (n = \, 2, 3 V . . ) 

^ - <-»)- 2 ^ 7 6 : : : ( 2 ? ~ 1 ) ^ - T »)=("»*) < * - ^ 

a hledaný rozvoj zní 

F(k, <p)- A0 -i-1 (-+)* [Jo -T nJ*«-, (li*) 

Ao — l o g t g ( | + iíp). 

V této vazbě 

-40 + (I)' (Ao - Ti) V + [já)* (Ao ~ Ta) V* + . . . 

je konvergence rychlejší — pokud tg (f < 1 — než po rozštěpení: 

F(k,(p)-= ^K'A0-Ž(~^Tnk'*»*. (Hc) 

V polynomu T„ dleny střídají znamení a klesají, je-li tg <p < J, 
t. j . 9><4f>ft. rro tato tp bude pak 

„ siny 
eosz<p 

* Hodnota sin y— -——, tgy = -7==, splňuje konvergenční podmínka; pro 
ni jest . V- + * V* 

—. » K 

.F (*,->)-- — 

a tak nám (11«) přimo okazuje povaha fankcé F(k, <p) pollíže sing. bodá £-~.l. 
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Rozvoje tohoto lze také s výhodou užíti v případě pomyslného q> = t o>; 
pak jest 

A0 = log tg ( I -fÍ |?) = 2 i are tg [T9 f ) = 2 *(arc tg ew - £). 

r _ * *-- 2.4. . .2y * + _ 
^ " " ~ C o B W ? a . 5 . . . ( 2 i ' - r 1) l^fa — tl«' 

F (k, i a,) _ - 7C i _*0 — ť £ (~ *]* 2Y *""; A'0 == 2 are tg e"» — | . 
íT i w í / * 

Vzorce ( U * ) lze někdy užiti bez předchozí transformace; tak 

v našem případě k' = | ,/.-=-= Lr., sw it = sin «p _ -^U máme ř ' tg <p = -7= ť * * 3 * ]'65 y n 
a stačí v řadě vzíti pět členů: 
Log sin <p = 9-57067, w = 21° 50' 44-2" 
Log tg cp — 9-60303, Log tg (45°-f-19) = 016975 
Log cos cp — 9-96764, Log Log tg - 0-22981 — 1 

Log log 10 = 0-36222 
Q.%764 —1 

Log (A0 cos 0) — 0-55967 —l 
A0 cos y — 0.36280 

L tg cp = 0-60303 — 1, L tg" 9> -r 0-80909 — 2, L tg5 9) _ 0-01515 — 2 
L f = 0-8239l-l , L T y ^ 0-72700 — 1 

0-63300—2 0-74215—3 
tg w — 0-40090, f tg3 cp =r. 004295. ?-^ tg5 w = 000552; 

L tg7 cp = 0-22121 — 3, L tg° cp = 0-42727 — 4 
L-ffc — 0-66005 — 1. L | f £ - 0-60890 — 1 

"0-88126 — 4 ' 003617—4 

| l Í ^ t g ' r j P = 0O0076, | d l | l | t g > = 0O0011. 

.Součiny Tnco$(p tedy postupně jsou (n -= 1, 2 ?..*5): 
0-40090, 0-35795, 0-36347, 0-36271, 036282, 

a budou pak příslušné rozdíly (A0 — Tn) cos tp 

— 0-03810, 0-00485, -~0'0S67, [0-049,-0-0*2); 

dlužno je násobiti f~*j- #*«, tf-=-f: 

Ta čísla jsou 
^ fc>^i 25 

* V2 - i, *** =- A> é f M ' F 6 " i ^ * 0 ' 0 0 8 5 

a je zřejmo. že dva členy f ] odpadnou; tedy 
E.cos w = A0 cos cp — 0004233 -f- 0000134 — 0 0 5 6 = 0-35869 
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Log (F. cos <p) =r 0-55472 —1 
Log cos cfi = 0-96764-1 

Log F = 0 5 8 7 0 8 - 1 
F = 038643. 

P o z n á m k a : Z identity 

aresm# . 9 « . 2 A . . 

yl_# l í * n 3,o r 

vychází pro x — i tg tp 

T* = *-r are sin (i tg ^>); položme sin a = i tg y, tedy 

COS « = yl -f tg4 y = , e " = —-*- = tg (-7- — £«>) 
' ' ° x cosy cosy o v 4 i r 

rrf 

T„= — ta = log tg ( j + i y ) = s ^ o . 

§ 6. Metoda Landen-Legendreova, 

Základní rovnici transformace Landenovy 

-, ,1 + i 1N dnu 4-henu , 2i//^ _ . 

ť i W ( - ^ - « , 0 = = - T ^ F - , í - j ^ (i) 
můžeme přepsati na 

<fa(—£-*,*) = -, 
1 + Je sn2 --j-

čili po záměně ti za 2uy 

* l<« 1-^'J-ÍŤKÍPř < 2> 
Kdybychom se pokusili opakovati tento proces, tvoříce postupně 

moduly _ 
j - * A - M L je - 2V*» 

iež se rychle blíží jednotce- zaváděli bychom argumenty 

«*i — (l + h) u, u2 = (1 + fa) uu % = (1 + fa) *% • * • 

jež rostou rychle (řadou geometrickou); v rovnici 

dn(un,kn)=:2, t. j . dn(Unyl) = 2, 

kterou 'přepsati jest na 1 

Cos un = —, 
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bychom měli neznámou «„ nepřesně určenou, poněvadž obě strany jsou 
těsně při 1. 

Lze však toho postupu užiti při transformaci (1), která při udaných 
modulech zavádí argumenty 

1 + k 1 + i , -. . 
„, —_Ý~«, M 4 - = — - ^ — M , , . . . [I a) 

s určitou limitou u„, poněvadž nekonečný součin 

1 + k 1 + kj 1 + ks 

2 * 2 * 2 •" 

konverguje a to velmi rychle; jsme tak při označení 

1 + k 1 + *, 1 + *2 

vedeni k určité rovnici 

dn (w, 1) = £, t« j . Cos li? =r - , 
z 

kterou lze řešiti, a* po jejím řešení máme 

-т 2 i h t Jc$... 
v=a,i,2,... - t ^ ř * 

Pokud #v není příliš blízko 1, může se pravá strana (1) počítati 
substitucí 

^ ^ 5 = ™ e v, d W ( % + 1 , ^ 0 = 1 ^ c o s ž t*K«»*o 
čili 

dn (uv+u Jc^+i) = ^ cos2 -~ rfn (wv, £v). (16) 
l^v ^ 

Tímto způsobem si budeme počínati vždy, je-li modul daný Je > - = # 

y2 
Tento postup neposkytuje však žádné výhody u porovnání s klasic

kou metodou Landen-Legendreovou, jež operuje amplitudami <p9 rpu tp% . . . ; 
<pv — am (tev, &v) a spočívá ve vztazích 

sin (2 (pt — q>) = & sin <jp, sin (2y2 — <px) = ^ sin jpj,,.•. 

Máme pak pro &»=-=l 

5W (ft«, 1) = Sin ipn = Tg %ny COS t*n = seC #>„, 

wn = log tg (-j- + iSP») = w. 

* 
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Obraťme se nyní k rovnici (2); považujme vf l za dané a od
vozujme z nich ltf vt; / 2,t? 2;... 

7 , _ v 
lt — fcf vt -— u — - — — • 

rovníce 
r _-__•• 7 . _ Í Z _ 

i + F i + r 
dává tu zákon 

' - ~ r ~ 7 ' ' 2"~r~~'/"- ^° } 

V _ V\ v% 

t , 1 _ r _ _ * - - - - ; , 1 . - - 5 . . . 

Veličiny řlf ? 3,... rychle se blíží nule a tedy existuje limita 

wf = v^y sn (w\ 0) ~ sin wf = lim sn (vn, ln). 
l̂ s. čež 

p-tfíT + iíXi + y a + í,)... 
Rovnice (2) dává 

i <.n*(v ; N _ L = _ _ _ 0 

Dle tohoto vzorce lze počítati, pokud lt není příliš malé; dosazením 
výrazu pro i*, plyne 

sw 
t . j . 

^ l j ~ l + dnM> i— r — U + ánJ 1 — V* f 

r n ri 7̂\ sn(v,T) 2 snv / O J X 8n (#i, /i) = (1 -f- V) i , , , n = i «' 7 1 i j « ( 2 6) ^ J K l •y 1 -J- an (vj) 1 + lt 1 + ani; v ' 
Pro malá ř možno užíti řady 

8n(t;i;Z0 = (l + O ^ ( t ^ z U + i Š á + i V r + - - * ] í 

g^=:lsn(vfl). 

Z (2b) plyne, že pro sn(v, ř) = l je též 

sn(t>1,Zi) = l , . , - sn(tf„,ři>) = l, tedy s i n w ' = l , w ^ — , 

a odtud 

L-f(l + W(l+y( l+* S ) . . . (3) 

kde £ znáči úplný integrál K pro modul Z. Možno tedy výsledek psáti též 

v — w. — L. 

Početní mechanismus 

ř = sina, r = c o s « , íi = tg2 — = sinat, 
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lt
ř—øosat> lÄ = t g 3 ^ — SШÖI, . . . 

$n (vf ђ = sin кpy l sin <p = sin ; «n (rv, /v) = sin ç?v; < 

cosa # COS3 -s1-

sm y t = -
cos •JЃ. 

sm y, sm ç>á = 
cos 

smţp., 

Poznamenejme ještě 

èili 

— L = sec2 -̂ r sec8 -~ sec* ~ • • 
-T Л J & 

<L a ax a* 
&« — sec-s sec ~ sec ~ -, • 

2 2 2 
l'5 

Tak pro J = -V̂  nacházíme postupně 

(«') 

24o 5' 4 1 " 
5" 46'6" 
17'32" 

Logcos-^- j Loc s c -̂ -

9-96041 003959 
9-99780 000220 
9 99999 _ 1 

Log.> s — 0:Ó418Ó 
Skutečně tu #s = 1-1010. 

Theoreticky je konvergence součinu (o') rychlejší než u řady &s. 
Z rovnice (2) snadno obdržíme obvyklý tvar 

(1 — s n u ) (1 — ksnu) 
1 -j-ksn2u ' 

w / l-f-7íswa« l-f-/.- v ' / 
a odtud vypočteme 

1 — 5» (f, f ): 

i+/w(r>o---(1 + fr)'; 
poslední dva vztahy dávají 

1 — /& sntt i / l — Jsn (v, X) 
1 -4- ] hrnu 

)!ksnu: 

l - f lsn(y,ľ) 
l — F 

= - F , 

(4) 

(4a) 

(46) 

(4c) 

(5) 

T + F 

Veličiny ?, = &, ls,... blíží se nule a proto upravíme pravou 
stranu na tvar 

10 
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. i - r „ v ( 5 a ) 

* - r + F U~T+T 
Dle tohoto vzorce budeme počítati (l s? in, t? s= ^ ; k=Z* 4.1? w=t; n + 1 ) , 

je-li &-=-=?„4. i tak malé, Že by dělení na fk ohrožovalo přesnost výpočtu; 
před tím užíváme metody (6), kladouce 

načež 
k sn (vn, ln) — cos \pm tedy Vn — tg 2™> 

yC^5n(^4. 1 ,Z«^ 1 ) = tg |- j~-Yj-

Mechanismus početní je tedy tento 

\ l * 
^ + 1 = Í 4 T p i ^ = 0,1,2,... 

lsn(v,l) = eosy, c o s i ^ y ^ t g í~ — ^)> 

cos^i^=y?ftg ( j — y ) > — 

Poslední výpočet, kdy Zn-fi jo již velmi malé, užívá rovnic 

. cost//„ : . * $n(vn,ln)^~yZ~, 
t . vn 

•J-
1 # 

^ sw(t>», h) = j= tg(j — ítyn~~i) 

a rovnice (5 a) pro určení $91(17*4.1, ín-fi). 
• . • Po té jest již Z \ + 1 — 0 a máme 

sn(vn+1, řn4. t) =5rsn(w,0) = sin w; 

tím určeno w a odtud 
»=-.w(l + ř,)(l + ř , ) . . . 

Veličiny k, kt> ftg,... vedou k algoritmu t. zv. aritmeticko-geometric-
kého průměru (Gauss). Zavedme homogenní vyjádřeni 

a ' <*i a/ 
Rovnice 

_ zpn _ 2 i т а 
я + 1 T + Ã „ ~ ~ a « + &-
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vede k substituci 
* + i~H^ + h)9K+t—fítt9 (6) 

t. j . postupně se tvoří veličiny 

ax = | ( a + 6), 6i=}/a6; a%^^(at + bt)f 6a=VoT&"i;* -• 

Veličiny hu hĚ}... tvoří řadu rostoucí- lim kn = 1; máme tedy, 
ježto hx < 1, 

« n + l = 2 < a w ? & n + i = Ot l6w==-^->6„S
> 

tedy 
a > a j > a j > a 3 > a 4 « • . 
6 < 6 1 < 6 i < f c 8 < 6 ^ - -

lim an = lim &rt» 
Tato limita nazývá se průměrem aritmeticko-geometrickým kladných 

veličin a, 6; jest jich homogenní funkcí-
Veličiny 

1 4- h 1 -+- ^i 
th——g--u9 u2 = -~j^luu... 

se tu přehledně vyjadřují vzorci 

aí a* an •̂  — ~- $* f#a= — u9... un— - u. 
a ' a a 

Značí-li a = lim av uvažovaný průměr, obdržíme po vypočtení hod
noty un — n dosti veliké — z rovnice * 

$n(unf l) = Tgwrt 
výsledek 

a 
u — - un. a 

Obraťme se nyní k modulům žv. Dříve zavedeme čísla c} cuc%}. .* 
určená rovnicí 

6./ + ^ = a v
2; (7) 

snadno shledáme, že 
&n — bn tfn + i = — g — ' e* = a»~i — <*»• (7a) 

Položme při daném modulu l 

a 

•5« (Un, &n) = sin <p, Cos «»-=- seof • ««-= log tg í-j + 1* ? J « . 1 
f j . 

10* 
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tedy 

obecně 

Dále 

takže obecně 

7 __1~_1 a~~ Ь Cl T ^1* 

ь-TFT—Ъ+Ђ—ъ h ~~' 
7 _ l ~ l V _ _ _ _ _ _ _ ^ - 7 ' _ 6 * 

1 + Zt' â  + žҷ at a3 

lñ = % l^Һ, f^ì. (7c) 
an an a 

i 7 2 a _ a i i 7 _ % 

a + & a- ' * a2 

jako dříve. 
Vzorec (3) přejde na 

an Vn = — V, a 

т тt a яř r a . ,, Ь /ţiJi.ч 
X == ~ — = -̂  Һm — i l = — (d*) 

2 tt 2 a„ a ч J 

V rovnici (4) 
, 7X (l + h)snu. / 1 , 7X 5 n ^ 7 ) = l ^ ^ , ^ ( 1 + ^ w \ 

položme i u, i v za te a v a užijme vztahu 

sn(iw7 h)^zitn(u, ¥), (ín = tgaw) 

a řešme výsledek vůči h: 

tn(v, V) — htn2(u, ¥)tn(v, r) = (l+k)tn(u, ¥), 

htn(u, ^)=1+tn^Uf¥)tn[Vf ry 

Položme nyní F = fe, h=hf, l = mf, l' = m, 

7 , _ 1 — * _ i — _ * ' _ c~T^-T+h'-m> 
y l _ ř i _ m 2 

V = t 

a pišme 
am(u, h) = cp, am(v, m) = y 1 ; 

výsledek zní 
t g ^ — <p) — hftgq>. 

Zaměníme-li litery h, m za h, h1} máme při 
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načež 
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$n(u, k)= siny, $n(v, /n) = s iny 0 

^ ^ т ? ^ + i ^ ^ v> èv-ғi = Ì ^ Л i 

, (?y 2*av 2a t 

Oy a a 

Z d e veličiny &y se r y c h l e blíži n u l e a j e p r o dosti m a l é kn 

sn(uny &*) — sin utt~ s in y„, (*»=-=-y„ 

jest pak 
" ~ 2 » « ' 

fï—î/Л a n _ o , «_-tJ>. 

2 V& Pomocí (4a) obdržíme ze (4) ( ž = • *•,) 

tg M ( „ o - a - i - t ) , ^ ^ ,y.-P+»)«. w 
Tohoto vzorce nelze užíti k počítání funkcí argumentu u, ale můžeme 

ho užíti pro £=?»_!, jfc=Zn, když in je velmi malé; pak je totiž 

dn(u, &) = 1, tg am(w, k)^~tgu. 

a výpočet končí rovnicí* 

tgvn-±=:tgam(vn„u ln~t); 
b c když bylo ke Gaussovu algoritmu zvoleno V = —, a kladeno Zv = —, 
a tty 

máme při algoritmu (5) — n i k o l i při postupu (8) — 

tedy 

av 
t? v = — - * ? , 

a 
a 

* * 

* Totéž nám podá rovnice (4): m(Un—if U—t)=-»#(«ni Jn)-== sin ÍI* ; věc je 
totiž obsažena v rovnici am(un—ii!«— t) — «** 
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Známe-li tgam(vn~if ln^t)~Tn^u a»iž lze zanedbati lnf můžeme 
počítati na základě (9) 

(1 + h)tgam(vn, ln) — Tn^xdn(vm i»), 
dn(vny ln)^l~\h*$n*'Vfí — £/„4$w4t?„, 

T — 
když se snvn nahradí sblíženou hodnotou sin (are tg t *i * ) . 

& _ 2 / ^ i? _ 1 J T * V . 
% - F l — t Y-M. •> #y 4 ^ — i i /. > 

1 + ^y X + '*V 

Výpočet integrálu K. Zavedme opět rostoucí moduly k, ku &v. 

**-fi 

příslušné úplné integrály 
"TT Tf TT 
A, i l i , JL2,... 

jsou vázány vztahem 
1_L_Z-' , * 2Ky 
1 + ftv+1~íTfc7~Kv7i' 

a odtud máme 
(i+*tO(i +*i0- • •(' +JtV)-=-g?. 

Je pak 

|.5.-=V(0|fj-=24^-(0|=f) 
-.=»4{i+^-+2q«--*+...} 

a tedy s velikým sblížením 

Kn rt % 1t 
což dává 

§-2T=(l + V)(l +*fOO +*/>• • • (10) 

Výsledek se kryje s (3), zamšní-li se i za F = l. Klademe skutečně 

v algoritmu Gaussově A? = —, kf—Cy, 1 + kj — -^^. 

Obraťme se nyní k integrálům 2. typu 

o 

jako funkci proměnné w ji značme 

elu — E(k, amiý^fdďudu—elfy, k)\ 
o 



*tø 

pro případ 9 — V píšeme 
2 

mř 

E(k) neb prostě E místo E(h y). 

Základní vzorec transformace Landenovy 
dnu 4-henu , , tN l+A* , 2ik 

podá utvořením Čtverců vzhledem k identitě 

jt2 cn% u = rfn* u — V2 

dn*(v, T)^rr^m\2dniu + 2kenudnu — k^\i 
(i T ») 

tu jest 
tf* ' l 4- & 

.——.—l_-i , rfr=--Ý--rftt; 

násobíme-li dv a integrujeme, obdržíme tedy 

eJ(v}ř)- f q ^ f ^ ^ * ) + A*»tt| — —J-t t . (11) 

Tento vzoreo tvoří základ pro přímý výpočet integrálů 2. typu 
(sr, přísl. kapitolu v Sehloemilchově Conipendiu), avšak ty jsou sotva 
jednodušši než užití funkce Q(u), a proto je pomíjíme, omezujíce se 
na ůplnó integrály. 

Ze vztahu r 

» - = p ^ kde L — K(l)> 

plyne, že platí současně ti==2if, 0---Z, e1(u)=:2E(k), el(v) = E(1) 
a tedy 

• B ( 0 = r ^ ^ ) - ( 1 - * ) ^ (12) 

Zavedeme opět rostoucí moduly h, ^=^1, h,... 

T. - T *V 7 . ' 1 *v -* 1 _ 1 _ I . ' 
fóv4-1~T+*v' ^ + i ~ r + T J ' T+K~ ~f~h+u 

máme tak dle (12) 

E(kJ+1)=(1 + V + i ) J - W - (1 -*V>Kv, 
a odtud 

Jg(*v+i) -B&} 
(i + * i O ( i + * f O . - - ( - + * v ' + i ) ~ ( i + * i O ( i + *iO--.(-+*»0- «-

Q-*v)Kv 
( i + * i O ( i + * f O - - - ( - + V + 0 * 
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Veličina (1 — ky)K, se vyjádří na základě vztahu 

kn'+1Kn+1=(i — kn)Kn ( » = 0 , 1 , 2,...) 
ve tvaru 

(i-.V>Kv= (i~K(i-h)..f~K) K 

Čili po dosazení 
1 ь 2 n + t 
X ЃÇn ... . ^ , 

1 +^„42 

jim vzniká vzorec — píšeme jSv = .E(Jfcv) — 

(i + *,0(i + *.0...(i + *»0~ 
.E v + 1 . 2»+-y v + 1 jr  

~(i + A!lO(i + /%íO...(i + V + i ) i "( i + VYa + V)2...(i + V+0S!" 
(»<=-0, 1, 2,...) 

Sečteme-li tyto výsledky od 1̂  = 0 do v = n — 1, máme 

*?(*)--» 
K , K • 2 ^ 

~ ( i + ^0(- + *-0...(i + * - 0 " ť " ( - + *i7(- + *.0'...(- + V)'' 
Tu jest pak pro w = oo 

Ur 
2 

lim kn = 1, lim / y 1 — #«* sin2 r/> d qp = 1 = li 

a dle (10) ° 0 

r — — — J 

výsledek náš zní 

n? 

üm (i + *,0(i +*.0-• .(i +*»0= ^ K'; 

7 ^ ^ mrn^Tt Ť 

EQO = 2 ^ + ^ í t d + V)2 (1 + Wř.. -(1 -r *vT 
Při užití algoritmu Gaussova 

j b , ftv Oy + &v 7 /—r-
"a? ^ = = Z ; a v + * ~ — 2 — ? v̂4-i = rav^v 

máme 

a v
7 v * Oy 

a rovnice se přepíše na 

<b л(ï)-»+-:І1-*ír <15*> 
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Př.:„ = | ; a = 2 , 6 = 1, c=j% 
a. = 1-5, „, = 1-41421, c.=0-5, 
a, = 1-45710, b9 = 1-45647, c, = 0-04290, 
a s = 1-45678, 6 8 = 1-45679, c8 = 00332. 

Řada ee redukuje na 

{a,, c} + f Oj c8 + f- a8 c8. 

V rovnici (12), kterou pišme (1 +k)E(l) = 2 _.(£) — (1 —k*)Kf 

dosaďme hodnoty 

#*<*)-»+*(-») (*)*••• 

JL_Ci-*>-i+f [(-*) '- (,-*)']. <Bn 

tedy 

f - i ) s _ f - i ť - __ f - i ls _____! 
l n i l« — l) ~ U-lJ (2»)» ' 

f-l]fi)___f-if__ri 
l » J U J ~ U —li (2n)2 ' 

O ~ ř 1 \2 Vtn 

ii-j-w-d-^i-i+fL-yp-í a máme tak 

E ( n = ^ - i - n + - + - - + í ~ r - + í 1 - - - - - 5 ) - + • K (12*) 
W 2 1 + J> t 2 í + 4 4a M2.4J 6«M2.4.6j 8* i ' ' K } 

k-TT~r 
Současně platí řada o stejné konvergenci 

_ ( 0 _ Í = |-(I + *)(I + | F - 1 - ( ^ ) V + ( ^ ) ,
Í . + ...). 

Je-li na př. l — \> jest 

fc_____ÍI = 7 — 4 V 3 = 00717968, jfca = 00051546; 
2 + / 3 

obě řady tedy rychle konverguji. 
Vzpomeňme rovnic 

„ . E , ©'(ÍÍ) / ' (M) , 

e í ( w ) - _ _ _ t t + ___2, ^ . . . - . „ ^ 
/(tt)s--h(«, i); 
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tak vychází z (11) integraci 

L 2 T ®(°; •) 
lrE(k)u>, &(u,h) . . . . . i i -*» , 

Dosadíme-li hodnotu za v, vypadne dle (12) un z rovnice a výsledek 
zní 

10(0, í)j d M t ? ' ; ~ © i 0 , 7;)' 

což by vedlo k určení hodnoty 

°̂ (TL! T> ^ (2T' T^ ! ^8 (§XI *) = k o n s t* 
7? 41 £ 

cili po substituei M = 2Kf , 27™Z"F::==1^, 



Tabulka důležitějších vzorců v textu odvozených. 

D e r i v a c e funkc í snu, cnu, dnu, amn. 

D*snu — cnudnu\ Ducnu~—snudnu; Dudnu — — Je*snu cnu; 
Dnumu r- dnu. 

Z v l á š t n í h o d n o t y funkcí snu, cnu, dnu. 

, 0 
! 
i 

к 
2 

к 2K iK' 
2'" 

ìK' 2ІK' 

snu 

enu 

đnu 

i ° УT^T' 1 0 
i 

)/¥ 
QD 

00 

0 

- 1 

snu 

enu 

đnu 

1 

1 

0 - ì 

ì 

i 

)/¥ 
QD 

00 

0 

- 1 

snu 

enu 

đnu 

1 

1 

yдҷi-AO 
k 

0 - ì 

ì 

i 

)/¥ 
QD 

00 

0 

- 1 

snu 

enu 
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P e r i o d i c k é v l a s t n o s t i funkc í snu, cnu, dnu. 

, sn(u + 2mK-r2niKř) — (—l)msnu; cn(n + 2mK +2niK')~ 
==(— l)"»+»e»«; Jn(w + 2 m / f + 2 w i J ř ' ) " ( ^ l ) « c í w ^ 

S o u č t o v é vě ty pro f u n k c e snw, dnw, cnw. 

, , , snucnvdnv + snvcnudnu 
Sn (U + V) •= : T a ? § • 

v ' l—W$n*usn2v 
, , . cnumv—snusnvdnudnv 

Cn (U + V) = .r~ —fí—s 5 
v ' ' 1— WsnHisnH 

dn(n + v)-
dnu dnv — k*$nu $nv cnu cnv 

1 — k*$nhi$n*v 

R a d y pro funkce snu, cnu, dnu. 
I 

2rt ^ q1 • XuTt 
snu = 21 —-—r sin ; 

KX-X»i •»»»-. l — í x 2K 
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X 

2tt _., q* Xurt 
cnu — £ —-—r-cos : 

Kk%~w,.* l + qx 2K 
, st , 2# * 2V ?•#** 

ďnti = -27—-—cos : 
2K K t l + q** K 

1 st . 2it ~ a* Ai*# 
— j 2 —^-r-sin—~; 

snu n t ^ , «*# .ÄT X«i,í,6f..l — qK 2K 
řinw # 2rt ^ 2 Awrt 

— 2? —-—rsm-jrv?; 
SWÍÍ 2Ksin|J -ř»-.M..l-r? 2K 

2K cnu ^ wt A * g2v . rw;r 
n snu *2K v« i l + !r 2.ST' 

dnu 7t . 2it -, , ^.~ g x Xu7tm — L 2J ( — i ) 2 —-—^eos-Tr-r?) 
Í5ACOS^sr X * 

x 

- — = ^ 7 -27 (— 1) * —-*—rcos^r^r) 
dnu ÄÄX**,»,«,.. l—qx 2.ÄT 

JBT—JE7 , ?** 2 T T Ž .* w*v ^ ^ 
— h — ; — - ^ 2 7 • * cos • 

A 

d t t M =K+K 2 fr^rv C 0 8 T-
S o u č t o v á věta pro i n t e g r á l y d r u h é h o d r u h u . 

Z(u -\-v) — Z(u) — Z (v) = Je*snu snv sn (u -j- v). 

D e f i n i c e f u n k c í the ta . 

»0(v\t) = Ů(l — q**) (1 — 2
sv-i €*<**) (1 — 22v_1 e-*™); 

&! (v 11) =r 2#} sin«?t 77 (1 - Í / V ) (1 - 2 2 v c2""') (1 - 2 2 v tr*™*)', 

&a (v j t) = , ? . (t>+-I | r) = 2<^eos»jr jff(l-22v) (1 + ^ e2vKi) (1+2Sv e" 8 ^) ; 

# 3 (v | T) = #0 (»+^ 11) = Ů (1 - 2
2 v ) (i 4- 2«v ei-iti) (i +. gsv * - * * . ) . 

D e f i n i c e funkc i Hťw), @(«), HiO*)> ©i(*0-

H(«) = M ^ I * ) ; H,(«) = ^ ( 2 - ^ | f ) ; 

0(«) = .5o(f^|r); ' 0.(«) = # 8 ( ~ | r ) . 
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Per iod ické v lastnost i funkci theta. 

Znači-li se &01 («) =- &0 (H). &n («) = &t («> #10 («) = #«(«), 
#oo(«)=-*s(«). jest 

^ ( t > + - ) = (- i) 9^»ft>); 
&gh (v + T) -=- ( - l)» e - ^ * +1) ̂  (t,). 

Chování se funkci theta vůči polovičním periodám, viz tabulku 
na str. 44. 

Transformační vzorce pro funkce theta. 

i - Ş * a (v . 1, 
-e т #«(— ); 
t n r ' t n 

*i(И«)-=ł|/jГ"Ч(^|--|); 

M^)=j/{<Г^Ч(^|-|); 
^(И^-j/jгт^^i-l). 

Rady pro funkce theta. 

# 0 (u) =: 1 -f 2J? (— l)v r/*cos 2WTT; 

k=J u , 

X-=t,3,5 ,. 

# 2 (w) = 2 Z #* cos Aw # ; 

X—1,3,5,., 

# s (f|) .-=1 + 2 ^ C O S 2w3t. 

Vyjádření funkcí snut cnuf dnu funkcemi theta. 

$nw=-^ ; cnu — -—* ; dnu — —- ~. 

**^2W ^ o ( 2 ^ } ^ o ( 2 F 

Zvláštní vzorce. 
— & 9 < n 

&1
ř — gt&Q&2&$; ]&:= — ; E—K—Ifc*). > 

„_,,v. .?_*. y-^4^,5,; 
EK' + E'K^ J + KK'; 
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^=(i + Æ)(i + йг)(i-t-У^)...; iK^~Җ УŽ;=І=Æ,.. . 

•V-=-1 + 8-3 v$-

Л 4 — V = = l — 24 27 

x l + (—2/ v ' 

x=t,8,5,..i + qì 

V + V - 2 + 4 8 1 ^ ^ ; 

V + .̂*-=-T+24 27 J * L ; 
X=i,8.б . . 1 — ÿ 

X 
^ # 3 = 2 27 — i i - . X=i,s,&,.. 1 ' 

1 + 2 4 

řv
s4v 

^ ^ 8 = l + 4 2 7 ( - l ) v T l - ř í ; 

X 

.V*,8 = 4 27 J ? ~ ; 
X-=4,3,5,..l — q^ 

vv-=i+8s(-iy' r ^-- v . 

I n t e g r a č n í v z o r c e . 

Viz tabulku na str. 101. 

Vzorce pro n u m e r i c k ý výpočet . 

Transformace Landenova: 

/

dep 2_ f dty ^ sin2ifr _ _ 2jk' 
Ji -~Je2sin*cp ~ 1 + hj f l — í2sin* V g í P ~ * + cos2^' ^ T + A * 

o o 

Výpočet integrálu prvního druhu u = / * . 
j y i — ^ s i n 2 ^ 
o 

i. «^2(~iy[~J)w»Hn(<p)-, |*|<i. 
JET,(y) = ^ ' ^ ' ^ ' 2 ^ ~ [SP—P„J; P« = cos$p[siny + ---- sin8q> + 

. 2 - 4 • i. , i 2 .4 . .2»—2 . , n , . . „ 
+ 0 S i n y + < - , + 3 . 5 . . 2 » . - l S m ^ J ? * - * 2 -

PtrrrsinyeOSy. 
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2. ._l_._if-_*j ,_.^ 

a. «=A+|(-f[-.-T.]i".;r.--i-[tg.-|-t..T. 
+||t..+...+(-i)-^; :^-f,•-..], ,,_2. 

* - _ _ 5 ' * - - * * [ . _ + _•• 
Výpočet, úplných integrálů. 

2 4i_/ * t M 2 » 1 

~'-#-"-«T- + ?(.') «•*•*' s'=fT-
O 4. o~ / 1 \_i n 1 

_r '__£ r j r iog-f -2__ ř *) -?Q .o .v*8". 
?r ° „ i \ n ; i 2* ,(2»'—1) 

£jr_-a+*»0(i +Wi+*-0...; ^ = r f e ' ^+.=YTI-

_-(.)-=|-(l+*)[1+1*» + (H)V-i- g^|)*•+..]; *-"-i=f. 

-?(*)=22=?+-^f (i 4- ř.'). ( i + k 2 y . . . (i + fc/Y' 
_,,_ n- i |fct i „* . ř i .3y* 8 . ri.3.5y* 8 . , _. ( 0 = =-__._-- :_- [i+_+ T T í + |__ íj ___+^__-_ :j_5 + ...J. 

*-- i + r 
Výpočet parametru _• z modulu h nebo z úplného integrálu, 

fc - A 13 23 , . 2701 . , 

ff*-__X-f-2A& + 15A9 -j- 150.V» +1707/l» + . . . ; l = ~fk. 

g _= A + 2A« +15;.9 + 150-18 + 1707.1" + . . . ; k _= ~ 1~~\ír 

-* 1 + y« 

í - - ^ | - + 4§'-.9-22r«> + :..; |-=i-(j/|-__-l). 
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