Lerch, Matyas: Scholarly works

Matyas Lerch
Elliptické funkce

Pfir. Fak. MU Brno, 1926, 159 s.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/501629

Terms of use:

© Masarykova univerzita, 1926

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the project

\ DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/501629
http://dml.cz

N

ELLIPTICKE" FUNKCE

NAPSAL

MATYAS LERCH

VYDANO § PODPOROU MINISTERSTVA SKOLSTVI A NARODNI OsVETY
NAKLADEM .

PRIRODOVEDECKE FAKULTY MASARYKOVY UNIVERSITY
V BRNE



Matematicky Ustav AV CR, v.v.i.

knihovna

IR

#3267030089%

4

llll

|

TISKEM POLYGRAFIE, BRNO.



Pfedmluva,

Zesnuly prof. M. Lerch mél v Gmyslu vydati udebnici teorie ellip-
tickych funkei a integrdld ve dvou svazcich. Provedeni tohoto plénu
zmafila smrt. V pozistalosti prof. Lercha nalezen byl rukopis prvého
svazku dila. Vyzddal jsem si tento rukopis od choti prof. Lercha a nabyl
jsem pFesvéddeni, e by bylo moiné a prospésné vydati jej tiskem.
Chot prof. Lercha se vzdcnou nezidtnosti vzdala se ndroku na honora¥
a ministerstvo Skolstvi a ndrodni osvéty umoznilo tisk povolenim uhrady.
Zda a jaké zmény by byl prof. Lerch jeitd v textu snad udinil, nelze
mi oviem s urditosti ¥ci; zd4 se viak, Ze by se byl omezil na menif
zmény, doplitky nebo opravy p#i korektufe. Toto vydani li’l se od ruko-
pisu prof. Lercha pouze tim, Ze: 1. bylo opraveno nékolik malych chyb
(v numerickych vypodtech a pod.), 2. byla pfidina tabulka nejdflezi-
t&jich vzoreid a obsah. Tyto zmény provedl s mym védomim p. dr. 0. Bo-
riivka, ktery také obstaral korekturu.

- Eduard Cech.






Hlava I.

§ 1. Funkce trigonometrické.

. Nékteré funkce, které ndm podala trigonometrie, maji zvl4at jedno-
- duché vlastnosti v poétu integrilnim. Euler ukdzal, jak lze je definovati
ryze formélnd na zdkladd tohoto poétu a vyvmul touto cestou jejich
zékladni vlastnosti.

Jako pifklad vychdzejme z integrdlu

dx :
—_— 1
“ [ 1—a¥ @
0
takZe v okruhu |z| <1 plati

wmo— () 2+ (F)5-(H) Z
U=z (1)3"‘(2 5 (3 7t
Obricenim ¥ady obdriime pro dosti mald u

u®

x‘“‘u+a33,+a55,+a171+ (2)

inversni funkei integrdlu (1). Na misté (1) miizeme psdti diferencidlni
rovniei
. dz Y e 3 '
se zaditeéni podminkou
=0 pro u=0,

pii demz odmocnina Y1 —a® méd prejiti v 1 pro u=0.
Na misto (3) piSme

AN ’
a derivujme; na obou stranich objevi se &initel 2—%’5—, jejz potladime;
i vyjde d'z
H = @

- délezitd rovnice diferencidlni 2. ¥ddu. VyjadFime-li jeji ob& strany podle
Fady (2), obdrzime nejprve pro dosti mald u



u5
Oy 1!+a531+a1

ud u5
= e Y gy O = ——
3317 T5ht

..
o

odtud vychézf

ag‘:-:———l, a52—"a5:+ l, Oq == -—a5:—l,.. .
obecnd
Cyy 1= (“" l)v,

a hledand inversni funkece integralu (1) m4 pro dosti mald « rozvoj

3 ) u® u'l ud wlt

u
r=u—grTE AT Ter It

@

Rada ta je viak stdle konvergentni — celistvd transcendenta -—

a Fei problém inverse integrilu v celé obecnosti. Tim dochdzfme k funkei
T =sinu,

oviem bez jejiho vyznamu geometrického *, a jeji derivaci
dz

—— == CO8 .
dut

K vété soudtové funkee sinus vede dvoji FeSeni diferencidlni rovnice

dx dy
Vl—w’+l/1—y’

=0; (©)

jedno Fedeni jest g
z
Y@+ Y@ =e ’P(w):jm»
0

kde ¢ znadi integradni stilou, dosti malou, aby se jevila jako soudet
hodnot ¥ (2) a ¥(y) pro mald z a y.
Druhé FeSeni rovnice (5) obdrzime, kdyz ji udélime tvar

yT=gfdr +yT—2% dy=0.

Majice na zieteli, Ze y je funkce proménné z, integrujme levou
stranu po ¢dstech, i vyjde

dy
2 T—y +y9¥T—2"+ aw(},l__y.+
to jest vzhledem k (5) )
zVl—yp+y Yl —22=C,

-

1z

* Geometricky vyznam vystoupf tu viak také pfirozend, uvédomime-li si, Ze
" na integrdl (1) vede ukol rektifikace kruhového oblouku.



kde C je novi integraéni stélé., Jei musi byti funkel vehémy c.
Pro £=0 méme e=1(y), C=y,

tedy
e=9(0),

a tak méme addiéni vétu funkee are sin 2

Y@+ Y @)=yl —y' +y{1—2")

z=sinwu, y=sinv,

a klademe-li

zdkladni vétu trigonometrie
sin (u - v) == sin u cos v 4 cos w sin .

Podminky, aby » a v byly dostatetnd malé, se snadno zbavime,
uvézime-li, Ze ob& strany rovnice jsou vyjadfitelny Fadami stile kon-
vergentnimi,

§ 2. Elliptické funkce Jacobiovy.
Znédmy vyraz pro délku oblouku na ellipse

x!
=+ &=

Y1—7¢ Q2 a® —?

h = = Q

vedl k tomu, %e se velkery integrily tvaru
" [Rac. fkeo (&, YR (@) de, )

R(w):'—'ao + a1w+a3$s+ a5$3+ a4$4

nazvaly elliptickymi. P¥i tom se pfedpoklédd4, Ze aspoli jedna z konstant
as, a, neni nulou. MoZno je skutednd pievésti linedrnimi substitucemi
na tvar, kde R(x) md vyJédi‘eni (1 —2%) (1 — k*2?), a integral (1) spadé
skuteéné do toho druhu, nebof jej lze psiti

” 12342
_dt,
(T=ma =)

kde

1%

takZe naSe konstanta % jest tu znadena A.
Budeme se tedy zabyvati integraly elliptickymi

f Rac. fkee (z, YR () dz,
kde ' :
R@=(—)(1 —Wa). )



‘ s
Z téch neni viak integral (19) nejjeaﬁodﬁ‘éﬁim', nybrz

(B)

[ dx [ dz
“-[ VR@) ) {A =)A=~

tak zvany integral prvniho druhu, ktery ostatnd k kolu délky oblouku
na ellipse nemd bezprostfedniho vztahu.

Vyjdeme z integrilu (B) pro mald z a budeme studovati funkei
obricenon z jako funkei u, a ukdZeme (Abel, Jacobi), Ze funkce ta jest
jednoznaénou v celé roviné.

Jacobi kladl v integrélu

z=sin ¢,
takze jest

dp

1—X¥sm?g

o

° ==

C)

a nazval obrdcenou tuto funkei ¢ promémné u jeji amplitudou.

Znadil pak Y1 —Fk'sin? p=d ¢, ¢ ==amu, a zavedl funkce

x=sinamu, J1-—a*=-cosamu,
V1—ia? = damu,

‘které jsou vesmés, jak uvidime, funkce jednoznadné a nazyvaji se elliptické
funkce Jacobiovy. Velidina % nazyvd se modulem.
Funkce amw neni jednoznaénd a mé nekonedny podet hodnot;
z Eulerovy identity
ef=cos ¢} ising
pak vychdzi ‘ :

amu == % log (cos am u -} i sin am u), : (4

takze se iamu jevi jako logaritmus jednoznadné funkee,

" Pres to, Ze se amplituda svojf slozitou povahou nehodi jako prvek
theorie, m4 p¥ece znamenity vyznam mnemotechnicky, nebof prostied-
nictvim této funkee ¢ a definic pravé uvedenych mime dle (3)

damu dsinamu
—— == A am Yty ————— =cos am u 4 am u,
du du
dcos am u . ;
e — —ginamudamu, - (5)
du
ddamu 2
7 amanke k? sin am u cos am u,

coz jsou vztahy veliké dileZitosti. PFipomeilime jesté, Ze sinam0=0,
‘cosam0=1, 4am0=1,



§ 3. Soudtové véty.
UvaZujme integral

dz |
u_.-—::.d[v“n-;(-—;, Rx)=(1—a2%(1—k2%);

pro dosti malé  mdme
u=a+ o, 2% 4 03 2° a3’ . ..
a odtud inversi rovnéz pro pifiméfené mald u
x=u-+ P4 fyub+ B’ +...
Znamendme-li nd8 integral
u=1v(z),
dz dy.
VR@ | TRG)
Y@+ P@)=¢

kde ¢ je integraéni stild, jiz predpokléddme dosti malou, aby se jevila
jako soudet malych velidin vy (z) a Y (y).

Na¥i rovnici (1) lze téz udéliti tvar

m4 diferencidlni rovnice

=0 (1)

fedeni

dz dy

kde % je pomoens proménnd. Méme tak rovnice

() =r@=1-0+ma Rt

, @
() =1—a+me+ry,

jichZz derivovénim plyne

&L o (A F)z 28025,

du?

2
= — By 2Ry

T
prvni ndsobme y a druhou —z a sedtdme:

d*z dy ‘ 1 ,
Vg s = 2R ay (@ —y). S C))
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. Déle méme z rovnic (2) bezprosttedns

(.’/dff')s (J;d’/) =@ -"x’)(l—-—lc’x’ )

du du

témito vyrazy délme v rovnici (3) na pi‘isluﬁnych strandch, odstranivie

ze jmenovatele dinitele yg——z + x%:
dz_ &y
Yaur % ad o 2k’wy (
z Ny o —kiz?y? du dy}
Y @ du

Na levé strané je ditatel derivaci jmenovatele (dle «), napravo Je
zdvorka derivace soudinu zy, takZe integrace pods

1og( Zﬁ”-—x?y) — log(1 —#*a*y") + log C,

kde C je novd integradni stald.

M4me tak druhy tvar feSenf diferencidlni rovnice (1) — dosazujeme

dy :

du

YWR@+2VR@) _

1 x’ o

Prvni feSeni bylo y = sinam (c—wu), pro u =0 je y =sinamec,

C =y, tedy

dz
hodnoty za i

C = sinamec,

t. j. p¥i oznadeni ¢—u == v, y = sinamv

) __sinamu cosamv 4 amv - sinamy cosamu 4 amu

sin am (u + 1 — k? sin® am u sin® am v @

soucttovd véta funkce sinamu.
Gudermann zjednodusil Jacobiovo oznadeni, jehoZ funkee nazval
moduldrnimi (mod. sinus, mod. cosinus, diferenta) a sice takto:

sinamu = snu, cosamu = cnu, 4amu = dnu.

Mime tedy:

__snucnvdnv 4 snvenudnu
sn(u + ) = 1— k¥ sntusnty -
__snusn'v 4 snvsn'u

1 —ksnfusniv

Abychom odtud ziskali soudtovou vétu funkee cos am, znamenejme
Q=1—F Fsmlusn®v=1—kay
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a ve vzorei '
Qren(u L v)= Q' —(snucnvdnv -+ snvenudnu) (a)
uzijme na pravé strané identit |
1—-RB2yP=1—24+1-Py)=1—y+ 9y (1 -2,
takie bude
Q= (en' «+ snP udn®v) (en® v+ snP v dn' w) =

== (cn? u en® v 4 snd u sn® v dn® u dn® v)
+ (sn® w cn? v dn® v 4 sn® ven® w dn® u);

pravd strana vzorce (@) po rozvinuti dtverce zredukuje se odpadnutim
posledni zdvorky a zbyvd ’

Q@ en?(n+v)=(cnucnv— snusnvdnudnv),
tedy .
enucny—snusnvdnudny

1—&sniusndv ! ®)

cn(u—{-v)z

znaménko urdeno dle okolnosti, Ze pro u=v=0 ob& strany maji
hodnotu 1.
Diéle mime

Qidn’ (u +v)=@Q*— Rk (snucnvdnv- snvenudnu),

a tu vpravo uzijeme indentit

Q=1—-Faty=1—-F2 4+ P21 -9
=1y + By (1—a),
jez davaji
QF = (dn®u 4 K? sn® u cn? v) (dn® v + & sn* ven® w) =
= (dn® u dn® v + k* sn® u sn® v cn® u cn® v) +
+ k2 (sn? w cn? v dn® v + sn® v en? u dn® u)

a odtud plyne po redukei

Q' dn® (u+v)=(dnudnv—ksnusnvcnucnv),
takze
dnudnv—ksnusnvenucny

11—k sn¥usniv : ©)

dn(u + v)=

VyloZeny diikaz addinich v&t Jacobiovyjch funkef podal G. Darboux.
Pripomeiime, Ze vzorce (D) a (6) lze také psiti

cnucny —cn uen'v
1 —Fksn?usnty
Bdnudnv— dn' udn'v
1 —1Psntusndv

en(u -+ v)=

’

Bdn(u4v)=
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Pouévadz vyraz 1 — k* sn® u sn® v lze vyjadiiti jako cel. raciondlni
funkei velitin cnu, cnv a té3 velidin dnu, dnv, maji addiéni theorémy
Jacobiovych funkei tento spoletny tvar  _

@ (u +v) = R (¢ W), ¢ (v), ¢ (). ¢(v)),
kde R je raciondlni funkee svych étyf argumentd.

-

§ 4. Obor existenénf; funkcionilnf povaha,

Z v&t addi¢nich vychdzi jednoduchy zptsob zjisténi funkciondlni
povahy, jejz podal Weierstraf. Klade-li se v nasich vzoreich (4)—(6)
% == v, mame

__ 2snusn’u o enlu— (o0 u)?
sn 2u= 1 —Ekisntu’ ondu= = — k¥ sntu @
k? dn® u— (dn' u)? .
.3 D Py
dn2u=—3 — Kk sty T

H

Piivodnd zndme tii nae funkece ve tvaru mocninnych Fad

- snu=P,; (W), cnu="P; ), dnu=Psu),

z nichZ prvni je lich4 a druhé dvé sudé funkce; znamenejme ¢ spoledny
polomér konvergenéni, takZe pro |«| < ¢ budou viechny t¥i Fady kon-
vergentni a tedy téZ jich derivace. Nafe rovnice (a) pro kazdou ze ti
funkei — znamenejme ji ¢ (u) — dévaji vyjddreni

¢mplb,mm~§$,wmm

kde 2, (u), ¢;(%)... jsou mocninné fady. Vlozime-li tyto hodnoty do
vzoreh (@), piSice 2u za u, mdme

P , Ry (2
¢ (4u) = —@-:—%l—z—g—, ¢ (4u) = 82 gzg ;
Zde bylo dluzno ptedpoklddati |2 u|<g, tedy |ul<;g—; ale rady

P,...8; konverguji pro ju#|<eg, a tedy plati naSe vzorce pro |u|<pg.
Podobné nalezneme .
Py (u) Ry (w)
q)(gu')"" Q ( ))SD ( ) SB (“)7

kde rfady konverguji pro |u|< g, a obecnd

P, (%)
Qv(:j), lu] <o

g (2tu)=
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B (‘;‘7) F*(u)
ili ( ): = , < Qvo.
&ili ¢ (u o (2%) o7 () [e]< 20

Nage funkce ¢ (u) daji se tedy v kazdém konedném oboru vy-
jadFiti jako podil dvou konvergentnich mocninnych ¥ad, a chovaji se
tedy v celé roviné pravidelnd az na nékteré pély (sing. mista bez-
podstatn4).

Snadno nahlédneme, Ze véty soudtové (4), (5), (6) maji platnost
vieobecnou, t. j. pro viecka u a v, aZz na mista singuldrni.

§. 5. Vyjime¢né piipady k=0, + 1. Prib&h funkci
v pFipad& realném,

Pro % =0 méme
dx

==
b

tedy z=sin u, t. j.
Snu==s8inu, chu==cosu, dnu=1,

Pro k*=1 jest
dz ——ll 14
v=|T-g# 2 %77
b

tedy 02" —_1

&1

z==sin amu= =Tgu¥,
cos amu= A amu==Sec u.

Tyto pripady krajoi k=0 a k*=1 nadédle vylout¢ime. MtZeme
se ddle omeziti na pkipad |%k|< 1. Nebot je-li v integrdlu

dz
f 10 —a) (1 —a?)

modul 2 absolutné vétsi jedné, prejde integral substituci w:.—% na

1 j dz %: 1
L) yA=aHd—=rasy "N
kde 15| <1. _ : )
Chceme blize studovati redlny p¥pad, kdy totiz modul % jest
redlny, kladny a mensi jedné. Doplitkovy modul

" * Symboly Sinu, Coswu, Tgu znaéf funkce hyperbolické sin hyp, cos hyp
tan hyp .
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F=y1—#

je pak rovn&z redlny kladny ryzi zlomek.
Ponévadz funkce snu je lichd

Sn(— u)=—snu,

miZeme se omeziti na >0 v integrilu

dx .
”sz/u»—-v*) A—kF2)’
[}

zde miiZe se z volnd pohybovati az do z=1; u roste zdroveli s r a
nejvétsi hodnota u jest

1 =
K dx 2 dy )
T /YA =) (A —Fa®) T | Y1—Fsin’ g’
tedy m4dme ’ °
0<uK, 0<2L1.
V oboru #=(0...K) funkce snu roste a jest
sn0=0, snK=1.

Funkece ¢cnu a dnu maji tu zdporné derivace a klesaji od nejvétsi
hodnoty =1 poéinaje; kon¢i hodnotami

nK=0, dnK=FN.

Uzijme addiéni véty (4) §3 pro piipad u =K, v=—u, kdy také
soudet u -+ v, t.j. K—u ndlezi zndmému oboru (0...K); vychdzi

sn (K —u)= =i fﬁ“ d:: n
t. j.
cn
N (K'—u):m. (1)

Pravé strana je v okoli bodu u#=0 jednozna¢ni* a miZeme kldsti
— u za 4, roziifujice tak obor funkce; mdme ’

s (u+ K)= =¥ )

dnu’

Znime nyni funkei sn v oboru (— K...2K); zejména jest pro

* V tichto vvahdch nepfedpokléddme jednoznaénost obecné dokidzanou.
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0< u< 2K funkce snu kladnd, a jak plyne z (1°) pro =K, jest
. sm(2K)=0.
Uvazujme déle pro mald kladnd u, kdez

_ ety VA=K —(1—7") ¥z
en (K —u)= Vlﬂdn*u - dnu T dnw

pondvadZ levd strana a také x=snu jsou kladné. Jest

K s
en(K —u)= dn‘: , )
en(u+ K)= —J»‘—C—;—%:—‘. (20
Koneéné o
Vg g e VA=) — B (1—a")
dn (K —u) = ‘/l k dn*u dnu

m4 hodnotu

dn(K—u)= di = . G))
a dn(u + K) = ?I’%‘— (3%
Pripojme jestd

tgam (K - u)= Wigamw

Derivace sn'v=cnvdnv prov=K -+ u, t. j. na oboru K <v <2 K
je zdporni a funkce snv zde tedy ubyvi.

Funkce snu od u=0 do #=K roste, odtud do u==2K klesd.
Jeji maximum na uw=K jest =1.

Funkee c¢nu od u=0 do u= 2K stdle kles4 od 1 do — 1 pro-
bihajic nulou na u=K.

Funkece dnu od u=0 do u=K klesd od 1 do ¥, od u=K do
u=2K roste od & do 1.

-

Pomoci vzored (1°) (29)(3°) dochézime znalosti naich funkei v oboru
(0....3K). Polozme v nich 4 K za u, a obdrZime

o+ E)  Keou K
sn(u+2K)= dn(u+K)~  “deu dnu’
t. j.
sn(u+2K)=—snu. “4
Podobné nalezneme i ' )

en(u+2K)=—cnu, (5)
dn(u+2K)=dnu. 6)
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Tyto rovnice dopliiuji definici funkef nasich na cely redlny obor;
posledni ukazuje, Ze dnu je periodickd s periodon 2 K, kdeito snu
a cnu méni pfi periodd 2 K toliko znameni a maji penodu 4K:

snu+4K)=snu, cn(u+4K)=cnu.

Tyto poznatky o pribéhu funkef snu, cnu adnu vyplyvaji jedno-
duse z rovnie
snu==sin @, cnu=—=cosy, dnu=4dJdg,

kde aplituda ¢ je uréena z rovnice

=
[ V1—%s ——Ic*sm’
Veli¢ina u roste zdrovefi s ¢ a sice odpovidaji hodnotdm

7 3
¢ =0, 9 , 9 2x, .

hodnoty
=0, K, 2K, 3K, 4K, ...

Nebof substituce mmw 41 =¢ a rozklad divaji

ny o o
dy
_/]/I—L’sm” _[+ fzm'2K+[}’1-—-k’sin”q>;
[} 0 0

ale p¥i tomto postupu bychom se nesetkali s ddlezitymi vztahy (1) —(3°).

§ 6., Ryze pomyslna promé&nna,

Diferencidlni rovnice

@—]'R(a) (=0, pro u=0),

- kter4 definuje funkei sin amu, nabude po substituci

=1y, =W
tvaru

— =11 +y") A+ #y),
z ndhoZ plyne

_f R o @
takZe v je zdrovell s y vidy kladné reilné.
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Ostatn& zdkladnf fada
U=t 02t ezt ..
poddvd pro z=iy tvar
u=i(y—ey P+ ayy*—...),

tedy v redln, a taktéZ rozvoj snu(iv) dle mocnin v podivd ryze po-
myslné z=iy.

V integralu lze za y klisti vedkery hodnoty y od — o do +
a integral pfi tom spojité roste od — K’ do K', kde psdno

' Yy .
K ‘“f AT T 79 @
Substituce y=—=tgy divi ’

_ ay
[Vcos’tp-f—k’sm"tp }'l—k"sm’w

tedy zejména pro y=o0 (Y= »2).

‘f}/l — k" sin?y @)

Integrdl K’ je tedy t4Z funkce proménné I jako integrdl K
modula %.

Zéroveli jsme nagli, Ze plati

sn(iw)=1iy, y=tg P, w=am(v, ¥),

.sn (v, K)
(0, 7Y’ @

. __l/ s (v, k) 1
on (i, )= |/1 + en? (0, k)" en(v, k)

o oSt (0, K) Y1 —K?sn? (v, k),
dn(iv, k)_V1+k (0, ) (o )

tudiz
sn(iv, k) =1 —-"5%
Odtud

takZe vychézejl vztahy

cn (iv, k) = z;@lj—kr) ’ (4)
: dn (iv, §)= T ) ‘ )

en(v, k)’
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Funkee
y=—isn(iv,k)

roste kladnymi hodnotami do nekoneéna, roste-li v od O do K’; bod-
u=iK' didvi tedy nekonetnou hodnotu pro s u; rovnéz velidiny cn u
a dnu jsou nekoneény pro u=iK’. Vychdzi to ostatnd p¥imo z rovnic
(8), (4), (6), kde pravé strany maji ve jmenovateli ¢n(v, k) velidinu,
kterd mizi pro v=K’. Velitina ta je analytickd funkce pravidelni
v okoli v=K' a mizi tam pouze v prvnim stupni, takZie bod r=K’,
je pdlem prvniho stupné pro funkce sniv, cniv, dniv, jest tedy u =i K’
pélem prvniho stupnd pro funkee

sn(u, k), cn(u, k), dn(u, k).

Totéz plati pro u=+iK', +3iK’, +biK’,...
Uzijme nyni véty soudtové pro u -} iv:

, shucniwdniv 4 sniv.cnudny
sn(u+ i) = L—k* sn*usn? iv ’ @)

u, v redlné. Ponévad:i — sn'iv je redlné a kladné, je jmenovatel
1—k sn'usn?iv>0; i mizZe nastati nekonednd hodnota pouze pro ne-
konedného ditatele. Velidiny snw, cnu, dnu jsou vidy koneéné a tedy
musi jedna z velitin sniv, cniv.dniv se stiti nekonednou, m4-li byti
sn(u+iv)=o0. To je mozné jen pro v=AK’, A liché. Aviak pfi stdlém
sn'u > 0 je pravd strana

1 .. enivdniv__ 1 dn(AK,F) 1

,l:ilxim (u+ ) =T st Bsnu sn*(A K, k) ksnu
veli¢ina koneln4, a tedy imuze nastati p6l jen pro pfipad sn®u=0, t. j. pro
u=2vK, v=0, +1, +2,....).

Funkce snu méa tedy pély stupnd prvnibo

=2y K+ iiK’ (u::(), +1, +2...)
l’——-":'*_‘l +3 l)’---

a 24dné jiné. TotéZz plati o cnu a dnu.

§ 1. Hodnoty f(u - IK'), f(u 4 K 4 iK’).

Dle (3) § 6
sn(w-{-zK’) j:gi;g, ]7;,)

adle (19, (2% § 5
o+ K, B)= Gl ,’g en(o++ I, 1) = —Son 0],
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o epn_ i oen(mk) 1
takze sn (v 4 1K') = E (o B)— kon (@
a dle toho lze bezpednd tvrditi, ¢ obecnd

(oK)= o)

Plyne to piimo z rovnice (¢) pfechodem k limitd pro v=K".
Odtud bezprostfedns

cn(u+zzc')~‘/1 [ yqdnu

sn’u — " ksnw

kde tfeba jesté uréiti znameni. PoloZime u=ir, v ~ 0, nadez

R 1
cn(w-—l-zK)wj—_t—-—-kiv
dédvi

1 A
j‘_’fﬂNm:Cﬂ(U‘!‘K,k’).
Derivace pravé strany pro v==0 jest

.__m(K’, kﬂ) dn (Kr, k’) —_ _k,

a tedy znameni spodni:

e tdnu
on(u+iK") = — ksnu’ @)
Dile
n=|/1— Pt
dn(u+ K" Vl stu izsnu’
tu je
"y 4 CRY dnu
en(ut+iKdn(u+iK")= Lsn’u
derivaci funkce
1
sn(u+tiK )Mksnu'
tedy rovno A
chudnu
T Thsniu
a plati znameni spodni _
L agen__ _icnu
dn(u 4+ iK)= YT . (3?’
Z rovnic téch plyne déle K
sn(u+2iK")=snu,
en(u—+ 2iK") = — cnu, 4)

dn(u-42iK)=—dnu,
2*
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a tak dochdzime k seznini dvoji periodicity nasich funkei

sn(u-+2mK -+ 2niK)=(—1)"snu,
en(u+ 2mK + 2niK') = (—1)"1t" cny, (5)
dn(u+2mK 4+ 2niK')=(—1)"dnu.

Ve vzorcich (1)— (3) kladme « + K za u a uZijme rovnic § 5

dnu
Lenw’
ik
kenuw’

an (4 + K + iK’) = ik’ S22

enu’

sn(u—+ K+ iK') =

on(u+ K+ iK')=—

Tyto funkee Jacobiovy f(u) maji kazdd dvé periody, jichz pomér
neni redlny; znamenejme je 2w, 2w, takZze bude

f(u+ 2mo + 2n0") = f(«)
a sice jest pro

fw) = snu:20=4K, 20" =2iK’
enu:20=4K, 20'=2K -+ 2iK'
dnu:20=2K, 20'=4iK".

4iK

ik KK’

0 4 0 4K 0 2K

§ 8. Rovnobéinik period.
Budte w, w" dvé veli¢iny, jichZz pomér

T=—
)
neni redlny a u libovolnd velitina redlni neb ko}nplexni‘
Veli¢inu

—_——

w
pak lze uvésti na tvar

bvx§+1}'t‘,
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kde &7 jsou redlné, K tomu cili uréime nejprve reilné 7 tak, aby
v rozdflu v—n7 odpadla &ist pomyslnd, &mZ % urdeno jednoznadnd;
rozdil ten=1§ je redlay.

Nyni jsou uréena jednoznadnd celistvd kladnd neb zdpornd ¢isla
m, n podminkami

§=&+m n=n+n 0<E<L], 0L <],

takZe se objevi -
v=E§ + N7+ m-+nv

u==5 w0+ 170 +mo+nw',

a odtud

Kazdou komplexni veli¢inu tedy lze uvésti na tvar

u=1y+ mo 4+ nw’,
kde
Ug==Ey 0 4,0,

pii ¢emZ &, 7, jsou kladné ryzi zlomky. Bod u, lezi obecn& uvnit¥
rovnob&znika, jehoZ tfi vreholy jsou 0, w, o', takie dv8 strany jeho
tvoii vektory o a o' vedenéd s politku, Jen v pipads, kdy jedna
z &sel &, 7, je nulou, padne bod na obvod rovnob&inika a sice do
jednoho z téchto vrchold.

Bod uy, -+ mw 4+ ne'=u
vznikne z u, posinutim o m délek
ve sméru o a o ndélek ve sméru
o, takZe u opiSe urdity rovno-
béznik shodny s piivodnim, kdyz
uy opiSe rovnobéinik zdkladni
(0, o, o).

Tyto rovnobé&zniky tvoii
sit, jejich strany jsou na piim-
kédch dvou ¥ad rovnobézek ekvi-
distantnich, celd rovina se tak
rozpadne v rovnob&iniky. Kazdému bodu » odpovidéd pak v zékladnim
rovnob&zniku representant & bod ekvivalentni u,, jenz s nim jest vidi
strandm obrazce homologickym.

Mé-li funkce jednoznatnd f(u) periody w, o, bude

JWw)=f(uo+mo 4 no)=f(u,),

t. j. v homologickych bodech m4 dvojperiodiok}i funkce stejné hodnoty.
Rovnobéznik zdkladni a kazdy jiny vznikly z ného jakymkoli po-
inutim bez otodenf) nazyvdme rovnobéinikem period.
Rovnobéiniky period, o nich% byla zmfnka na konei § 7, maji
stejny plosny obsah. .
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Obydejné viak vztahujeme funkce sm, ¢n, dn k rovnobézniku
vektort 2K, 2iK’, ktery neni sice rovnohéinikem period, ale hodnoty
funkei v stejnoleblych bodech se lifi nanejvys znamenim.

V fovaobé&zniku (u nds — pfi relném k < 1 — je to obdélnik) 2 K,
2:K’ maji Jacobiovy funkce snwu, cnu, dnu jeden pél « = iK' prvniho
stupnd a jedno misto nulové

u=20, K, K+iK';
derivace maji hodnoty-

sw'0 =1, WK = —F, dw'(K+iK’) = iK0.
Vzoree () § 6 ukazuje, Ze miiZe nastati sn(u -+ iv) == 0 pouze pii
snucnivdniv-+ snivenudnu =0, @

aneb kdyZ soudin snusniv je nekoneény. Tato okolnost miiZe nastati
jen pro snux0, v=K’, ale v tom pi‘ipadé ziistdvéd pravd strana
vzorce (@) od nuly riznou. — Zbyvd tedy jen ditatel (8); tu je prvni
&len redlny, druhy ryze pomysiny, a musi tedy soucasns

snucnivdniv =0, sniv.cnudnu =0,

coz vyzaduje u = 2mK -+ 2niK’, v =0.
Ze soudtové véty mdme
2snucnvdnv
3”(“'}‘ ?J)+Sn (ﬁ‘—"'v) == T:m—m,
2snvenudnu

(o) —emlu—v) = ;T m gy

Pifme # 4 v = &, u—v = a; posledni rovnice piejde v

x;—acng_—;—_gdnx—}—a
R TR ax—'“.
1 Lsn‘ 5 sn 5

2sn

SHEL—Sha =

H4

Pravé strana vymizi pouze kdyZ vymizi ditatel a pro sn x_-2-g =00

tedy pro
T—a

— 2mK 4 2niK’, ?—‘2'-‘3=2mK+ 2n+1)iK,

‘F_'%'_E = @m+ 1)K+ 2niK, ‘”'2*‘“ =@@2m+1)K+4(2n+41)iK’;

posledni dvé eventuality lze shrnouti ve tvar

218 @m+ 1)K +aik,
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-

prvni dvé se spojuji v

z—a
2

= 2mK + niK’',

a tak mdme dvé soustavy hodnot
z=a-4mK+ 2niK’, x=_2K — a) + 4mK + 2niK’,

pro néz plati snx = sna.
Podobné bude

enx =cna pro £ =+ a -+ (km + 2) K 4+ (4n -+ 2) iK’,
dnz=dna pro 2=+ a+ 2mK -+ 4niK". '

Nabude-li jedna z rovnic snz = p, ecnz = ¢, dnx = r urditého feleni,
které miizeme predpoklddati v rovnobdiniku period, m4 tam jesté (a jen)
jedno FeSeni dalsi.

Pozdsji sezndme, e dané hodnoty p, g, » mohou byti zcela
libovolné.



Hilava Il.

§ 1. Pomocné véty z nauky o funkcich.

Véta. Chovd-li se analytickd funkce f(2) na misté z pravidelné a md
v ném hodnotu od nuly rienou, existuji v kaédém jeho okoli body 2+,
v nichZ jest absolutni hodnota ﬂmkce menst.

Dakaz. Mocninny rozvoj funkce v okoli bodu 2 m4 obecné tvar

fle+8) =rf@E)+AVA+al+asl?+...),
kde A je konstanta od nuly rizns a » kladné celistvé éislo. P¥i oznadeni
9 = ot ol +

lze pséti F+0) £(9)
2 &
= —Z——}-C“(l*l-sv-@');
polozme pak
.Lf?. = Re¢® (trigonometricky tvar)
a volme [ tak, aby
. Q+r
= —¢e®, t. j. L=p¢ Vs

tak se objevi tvar

.ff_(_‘ijf:.@. =e9[R— o' (14 9.0)];

prosty obnos této velidiny je mensi ne#

(B—eg")+ovt || (o)

Velitina | (L)| ziistdva pod stdlou mezi G, pokud ¢ neprevysi urditou
mez, takZe veli¢ina (a) bude mensi nez

R—¢'+ Ge't!' =R—¢'(1—Go),

a tato velidina je mensi neZ R, jakmile se voli ¢ <%. Pro viecka §
udaného tvaru, volend s timto omezenim plati tedy

£ < |49

b J. f+) | <If(.*)

* Této metody uZil Cauchy k didkazu existence fedenf algebraickjch rovnic.
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Uvazujme nynf funkei f(2), kterd je ve viech bodech uréitého
oboru £ analyticky pravidelnou a v oboru samém jednoznadnou, a pfed
poklidejme, Ze v urlitém misté z, lezicim uvnitf Q
mé funkce hodnotu absolutnd mensi nez ve viech
bodech okraje.

Minimum funkee reilné a kladné |f(2)| pak
musi pFisluSeti n&jakému bodu 2’ uvnitf¥ 2 a musi
f(#)=0; nebot by jinak dle predeslé véty lezely
v okoli bodu 2’ body 5 mensimi absolutnimi hodnotami f(2).

Méme tedy vétu, kterd zobecliuje zdkladni vétu algebry: Do-
sdhne-li analyticky pravidelnd a jednoznacnd funkce wonity néjakého oboru
hodnoty menst neé na jeho okraji, leZt uvnité tohofo oboru aspor jedno
jeji nulové misio.

Funkce, kterd jest jednoznadnd i pravidelnd v urditém oboru 2
a na Z4dném misté jeho nevymizi, dosihne svého minima absolutni
hodnoty v nékterém mistd okraje oboru L.

Uvasujme nyni analytickou funkei pravidelnou a jednoznaénou

na oboru 2
f (@) =u+iv,

kde redlné funkee u, v jsou spojité funkce redlnych proménnych' z, Y
(x + iy=2¢), hovici diferencidlnim rovnicim

du _0%v du __ dv a
9z~ 0y dy oz )
Z téch vychdzi

9y , Nu ? ?2%v '
e Tap e ey @

a funkee, témto rovnicim hovici, sluji logaritmické potencidly.

Je-li potencidl « dén, mizeme urditi funkei v, kterd mu jako
sdruzeny potencidl p¥slusi dle rovnic (1). Nebof tyto rovnice ddvaji
Gplny diferencisl

Av=—— du dz+ Ju dy
2y oz

a integraci vychdzi funkce v.

Tu se oviem mtiZe stiti, e funkee v nenf v oboru 2 jednoznadnou,
kdyz okraj tohoto oboru je tvofen vice darami. Funkee » pak bude tvaru

v4+motne +po” ...,
kde m, n, p,... jsou celistvd &sla, a o, &', @”,... znadi integrily vzaté
podél vnitfnich okrajovych sloZek oboru £.

Funkece u - iv m4 pak nekoneény podet hodnot, které se li’i
0 ryze pomyslné konstanty (periody). V takovém pipad8 rozkrojime
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obor Q podél éar I, V..., takZe po provedeni téchto Fez& pFechdzi
obor v novy — stdle jeit§ souvisly — obor &, V tomte oboru jest
f(#)=u-iv jednoznadnou, podobné jako e*tiv, ¢—u—i,

Minimdlni hodnoty absolutni (¢* ae—*) tdchto funkei odpovidaji
minimu resp. maximu potencidlu u, a dle dokdzané privé véty musi
piisluiné body # leZeti na okraji bodu &'

Zbyvi jeité ukdzati, Ze tyto body padnou na okra] plvodniho
oboru £, t. j. nelezi na pomoenych éardch I, 7,.

Kdyby minimum funkce % padlo na pf. na éziru ! do bodu 7,
docilili bychom zménou &4ry ! piipadu, kdy minimum lezi mimo tuto ¢iru.

Ponévads pak ¢*+iv je funkce pravidelné méli bychom v soused-
stvi body #” s men3{ hodnotou [e*+#*|, t. j. « by nemélo v bodd 2
minima.

Stejnou vlastnost dokdzeme o funkei v, ponévad: v—iu jest
analytickd funkce.

Véta: Logaritmichy potencidl jednoznacny a pravidelny v jistém
oboru dosahuje svyjch extrémnich hodnot na okraji.

T. j. na okraji oboru £ existuji dva body #, 27 s hodnotami
potencidlu «’, «”a pro viecky vnitini body mé4 potencidl « hodnotu

obsazenou mezi « a u”: , ”
waulu

Véta: Dva log. potencidly mohouw miti na okraji oboru Q hodnoty
spolecné; v tom pripadé nejsow véak oba pravidelné a jednoznacné.

Vymizi-li jednoznaény a pravidelny potencidl podel celého okraje,
Jest identicky nulow.

Véta je disledek predesls, nebof (v druhé &ésti) jsou obd krajni
hodnoty =0 a stfedni hodnoty s nimi splyvaji Prvnf ddst véty jest
jen jiny tvar &asti druhé.

Aplikace, Uvazujme nekonednou fadu

L@ L@+ @)+ L

sloZenou z analytickych funkef, které se vesmés chovaji pravidelnd na
oboru Q a jsou v ném jednoznadny, a predpoklddejme, Ze tato Fada
konverguje stejnomérnd na okraji oboru. UkédZeme, Ze pak fada I
konverguje také uvnit¥ Q a sice stejnomérné.

Dukaz. Polozme .
H@=u,+iv,

a znamenejme hodnoty na okraji #,, ¥,.
Pro ptedepsanou dle libosti kladnou veli¢inu d pak plati nerovnosti

n+_f_' ntr
lvz_‘:‘v‘<"; li':’.v1<6’ 3)

pro viecka n dostatetnd velikd a pro viecka kladnd r. Je to bez-
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prostfedni désledek pfedpoklidané konvergence fady okrajovych hodnot

(8, -+ ivy).
y=1

Aviak soudty

nlr ntr
U=Z2Zu,, V=23v,
y=n y=n

jsou log. potencidly jednoznadné a pravidelné na oborn £; extrémni
hodnoty funkce U pkisluSeji okrajovym hodnotdm a jsou dle (3) mezi
—d a d, podobnd u V; bude tedy pro body vn&jsi i vnitfni

U< 4, ¥I<4,
t. j. dle Cauchyova principu, ¥ady

21 Uy, Zl"vw{"(uv + ivv) = zl".ﬂ (2)

konverguji na celém oboru 2 stejnomérnd. Ze zndmé WeierstraBovy
véty elementdrni vychdzi, Ze soudet ¥ady je analytickou funkei 2.

§ 2. Problém Dirichletiiv pro mezikruii,

MezikruZi se sttedem v pélu soufadnic polérnich r a O, omezené
kruby r=7r; a r==1ry, r,>r, bud oborem logaritmického potencidlu,
ktery chceme definovati jeho okrajovymi hodnotami.

Zavedme znadeni

=<
0= " <1,
T,=aycosy @ 4 b,8inv O, T', = a’ycos+ O 4 ¥, 8inv 6O,
re < r<ry,
pii Gem# predpoklidéme konstanty a,, b,, o', ¥’y tak voleny, aby Fady
absolutnich hodnot , ,
Zlay|, Z|by ], 2|, ], 20|
byly konvergentni, takZe fady
1,21,
1 1
konverguji absolutns.
Utvofme nyni soudet

3. @ _’I_’EZJ
S’;il__ozy(rzy rv TV+

]

EN

[t e\l rlv ry ) .
+ 2t (55
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jeho konvergence plyne z okolnosti, %fe lim =0 pro v=ox, a Ze
velidiny
=T, 0

73 ry r

eﬂ:ﬁ’ e —

jsou ryzi zlomky; konvergence soudtu S zfstivi pak stejnomérnou
v celém mezikruzi vaéi proménnym r a @, pondvadz fady 27T, a 2T,/
jsou absolutnd konvergentni.

Nebot uvedené pravé poméry nabudou nanejvys hodnoty 1, padne-li
bod na okraj mezikruzi (r=ry, resp. r,).

Z toho pak vychézi, Ze

limS=37T, limS=ZT,

r=r v==1 r=1ry v==1
Vzpomeiime ddle okolnosti, Ze vyraz

aglogry —d'y
2log e

1
ogr1+ QIogq D 1og

md za okrajové hodnoty

s @
pro r ==, velidinu ~2—°;
’

-
pro 7 ==y veli¢inu -29—

PiSeme-li k vili struénosti

__aglogry—dy log:, ao—-a(,
4=""3Tze B=SToge’ @

dospivéme tak k poznatku, Ze vyraz
U(r,0)=A -+ Blogr+ S
mé na okraji mezikruzi hodnoty
(PI(@)Z%E'{.‘V{?\H r=ry,
a'y ® (2)
4’5(@):_2" + ETy, r=ry,
v=1

Vyraz ten je viak logaritmicky potencidl, uvnitk mezikruzi (ry, #y) jedno-
znadény a pravidelny.

U(r, 0) = A+Blogo+2 l_pv(ﬁ_ﬁ_) T, +
3 @ )
+ 11 ___glv (rv ;;y‘) 'T”V)



a jest podminkami okrajovymi

U=g pror=r;, U=q, pro r=ry
tplné urden.
Obecnost problému jest (pro n4% postup) omezena znaénd pod-
minkou, aby ¥ady (2) byly absolutnd konvergentni; aviak Feeni to
nafim aplikacim dplné vyhovuje.

Né8 potencidl U je redlns &dst funkce komplexni proménné
a=r¢®;

, % M —ib ib,
F)=4A +Blogzt£’11£e“v (avr’v Yoy — av'i‘vi Vr,v) +
+3 ¢ (a’,, + il ay— b, , )

y==1 1 - 9?" 2Y rl”

4)

r1V--
Zavedeme-li symboliku
4 ’ 4 (4
ay=ay,d_y=a\y, b_y=—0b,, ¥, =—V,,

bude lze tento vyraz formdlng zjednodusiti

T % @  (a,—1b, a',—ib :
F(s)=A +Blogz—}:=2im1 ——p"'( r,," v __%y ~ v) 2. (49)
V obou vyrazech znaé¢l A’ konstantu, jejiZ redlnd st je vyraz A dle (1).
Cérka p¥i =’ znadi vynechdni nemozného &lenu pro » =0. Bud nyni y
ryze pomyslnd veli¢ina libovoln4, w rovnds

ryze pomysiné, ale kladné, takie redln4 Y A HET+w
velidina kladnd ¢ = ¢™ je menii jednotky.

Rovnobézky s osou redlnou vedené 0 on
v rovind komplexni prom&nné ¥ body ¥ | T
==y & Y =17 -} o necht uréunji pds, v némz

je definovéna synektick4 funkee f() pro- _ & R on
ménné Y, jejiz redlnd &ist U je na obou pfimkéch periodicks o 2.

Znamenéme-li
el = 7y T+ 0) — 73
— co jsou velitiny realné a kladné —

LI p=¢<1
: ' 71

a klademe-li v (4°) neb (4)
z=¢Y,

tedy pro s=r¢®, r=—1r;, mime W=y -+ Oapror=r, pak Y=y -+
+ @+ 6. Proménné 2 probih4 pak mezikrui omezend kruhy (ry) a (ry),
a sice zaajme kazdy bod svoji polohu jen jednau, opife-li proménns
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obdélnik o vrcholech (7, ¥y +2x, y+ 27 + w, ¥+ ), ktery z daného
pésu vytinaji pfimky vedené z bodlt Y=y a 9=y 4 27 rovnobé&znd
8 osou pomyslnou; funkece f() prechdzi pak ve funkei F'(2) proménné
2 uvnité mezikruzi (ry, rg), jejiz redlnd &dst U (r,0) je v mezikruzi
" jednoznaénd a na pédsu periodickd o 2.

Zejména jest tedy

1. pro Y=y -+ 0, U::tp,(@)::%—}-:‘}(a,cosv@—}—b,,"sinv@),
y=1

2. proyYy=y+w-+0, U:wg(@)::%‘-’+37 (a’ycosv O 4 ¥, siny @),
ye=1

Pri takto stanovenych konstantdch a, b, ... 5" plati pak ndsledujict
vyjéddfeni funkee f(¢) pro 1 v nafem pdsu lezici

f) =4+ Biy+ B (bt Gl )

Yyr—o i Q’V 7'2v rlv

§ 3. Aplikace na funkci . Funkce H a @,

sn°u
Funkce

) 1
iK' ?(u)= shiu

ms4 periodu 2K a ziistivé konednou v rovnobézniku
(0, 2K, iK’) mimo body « =0 a « == 2K. Mimo to jest
redlnou na obou strandch horizontalnich, dle véty

— 1
sn(u—f—zK)zm.

Stejnym zpiisobem jako @ () se stdvé nekonedénou funkce
2
B, ()= — 2,

3 gin? M7
4K?sin 5K

takZe rozdil
umw

i[8W)— 2] =f(¥), v="F

je funkce proménné v, synektickd na obdélniku (0, 2, 2ﬂ+@ ,
iK'
K ,
mé redlnd ddst f() na tSchto pifmkdch tutér hodnotu jako funkee

); ponévadZ & (u) m4d na horizontdlnich strandch hodnotu redlnou,
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Zde jest y=0, whg—{—-—,

K'n
=1, rp=e®=¢ K =g=0p.

Na spodni strand (r=1r,) jest i @, ryze pomyslné, tedy trigono-
metrickd Fada ¢, (@) =0, takze

a, == O, b, =0.
Na vrehni strand rovnobéZnika jest

int  qe®

Y=0+0, —i®(u)=—r7 (T

coZ dle identity

ma hodnotu
i, () =T By qreive
K‘ y=1
a reilnd ddst
7 — K’ .vZ‘:qu siny 0,
coz déva

a,=0, b/ = — v

!
<

Ve vyrazu (5) tedy ‘velitina B—0 a 4’ je nezndmé ryze po-
mysind konstanta Ci, a mdme po dosazeni hodnot

f(tlJ)_—Cz—{-z 2 (b' 8"""'-}—1)’ 0"“'4‘)—
—_ - 3 Vq“'
Ci- 21K‘v~11—— = Co8 ¥ 1Y,
t. j. po apravé
1 2 OQn? w ’,qev YU

kde C jest konstanta prozatim nezndm4.
Trigonometrick4 fada konverguje pro u =& + in, — 2K' < n < 2K"
P¥i opétné zkratce

um
V=5

méme pak

@© qu ) _ vq Fiv
2§.1__q=vcosv'¢p__+1_qve $=

=
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T
=X qu‘?}lVe'_"JVq): =z —-——-—-—-——-—-——-————qpa_‘j =
vt p px (1 — gt eBidy
= 1
::p‘?:l{ ) __iv,[f-'_!' ) T ""}'“
(¢he¥ —g e ) (¢he T—g Pf«’%’
1 = 1 1
=—— - 5 .
4= {sin* (E ﬂ(._’t_)+sinﬂ (2__2”1{'”)}’
2 K 2 K
coz udili vzorei (1) tvar
1 _ U v S 1
sn¥fu 4Kﬁsm9“n+c+ 4K=’ p.,:_u in u-{—?uzlf’ !
2K 2K

kde v ¥add vynechédn &len p=0; ten vSak umistén jest v &ele pravé
strany a jeho spojenim s fadou vychdzi

1 n? 2 1
P i +4K’F___,,s AT )
3K

Rada v pravo konverguje pro viecka # mimo pély
u=2uiK'+2vK

a pod4va tedy vyjddieni funkece vieobecnd platné. Dosadme sem u -~ iK’
za % & uvaime, Ze

4smﬂ“+(2”+1)‘K —anint T 11 48,45,

oK oK
a tedy . - 1
R 'y e u—}—MK” (3)
sm’ —_—
oK

pravé strana
n? getid 2 +
= ¥ = (e = F p etV
K* V4 (1—getidy Il

co po sedteni vidi I=1, 3, 5,... ddvé

222, yo¥ YU
2 anay o (7
Bsntu=0C ——~K,VZ‘=11 e €08~ . 4)

Zde integrace od u=0 do u=K ddvi

K 1
CK=| BRsnudu= ol .
( )10 =a)0 =1
g
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Ze vzorce (2) méme pro funkei

z(u>—[<c~ du= 1 4 ()
u 4 2uiK’
2K

sniu

u—2uiK’

Zl(u)_.—-—- cotg ——~+—-—K—%{cotg 7 4 cotg 5K )

2K

a znamendme-li

f Z, (u)du=log (“)

log Héu) =log 2:( + log sin %%-}-

vyjde

2,uzK'+u . 2uiK’'—u
S sin 5K n:}

+3 log{ s
p=t sin’———-’“lgK n

Avsak

2mK’+un .Sin2‘”K —%

2K 2K
=—41—gPA—FrE g™,
uni
kde £=¢X; obecny ¢len nadi fady zni

og L=t (L — g §70)
(1 —g*)

-

a vychdzi tedy

_2GK . um (l—q’l*ex)(l—q’l*e K)
H(w=—"singe 11 T—gy

Znamenejme
1 »
G (v|7)=2¢* sinvmw II (1—q?)(1 — g®v e*™) (1 —g¥ve—2v®d), (5)
y=1

kde g=¢'™, Im. v >0; pak bude p¥i vhodné volené konstanté n4s
vyraz

iK'
H(w)=% (55| ) ©)
P#i tom je hlavni vysledek ten, Ze

H(w) {H’ (),

1 2
Go-—m:DalogH(u)_— I OMY () } - M

Ze vzorce (3) pak podobnym zpiisobem soudime, Ze



34

aneb
kde

MK 4w . MK —u

sin 7 gin 4
O—ksniu= D)X log 2K - 2K
Py sin? MK ' ’
’ 2K
(A=1,3,5,1,...)

C—K snPu= D, log O (u),

7.4
0(w)="3 (33| )

(®)
)

F0(v]9) =I1(1— ) (1— g=167) (1— ghv=t o=, - (9%)

Srovnanim (7) a (8) plyne

Dlog O () = D*log H (u -+ iK"),

a musi tedy existovati vztah tvaru

t. j. obecngji

e+ 8O (w)=H(u4iK’),

3y (v+ —22-[ 7)== e¥v+ B 3, (v]7),

ktery se snadno verifikuje. Pfednd méme (A1=1,3,5,...)

9 (v+ _‘_;,_)__..__.;:‘:_(eor:iq‘}__ i at)) q'}II(l_ql+2eivnf)(;_qle—2vni)

Azﬂ(l *—qa").

Na pravé strand se vyraz

qesmi__ 1 1
‘W q*

spoji s prvni &dsti soudinu a vznikne

9 (v 4+ —;—) = iq"}' e"’“‘AII(l _— ql edvmi) (r— qx e-—-ivm‘)’

T . —qi(e X
Sy (v ) =ie w9, ().

Ze vzorce (8)

9 " .—“@Il( @I 2
C—Rsndu= @(:))—~(@((:g)

plyne pro u=0 — je @' () funkee lich4 a tedy €’(0)=0—*

(10)

0"(0) 8’ (u)
Z(u)= 0 (0) ®— "9—(;‘).

* V literatufe té% prichdzi funkce Z(u)= J k?snludu; ta md tedy vyjddieni
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_6'(0) o
C= 370)" (11)

Zavede-li se oznadeni

]

K 1
— 3 P
E’::[dn’udu: fl’l— k) dxzf}/l—-—k’sin'g:qu, (120)
0 0 0

Y1 —a?
méme tedy
_ e 6”7 (0) 0”(0)
E=K(1 O)_K[l.- G(O)] K—E=gq K- (2
V tom znadeni pfepiSme vzorce (1) a (4) na jich definitivni tvar
L _K—E = __20g vy own
sn’u K 4.K’8im'ﬂ K o1 1—¢g% K’ (1*)
2K :
dn’u—-— -+ 270 3 cos 2¥Z “*
KK S T—¢Y K-
Vedle toho pak E—F ) _
TK T sniu =D! l“)g H(“)r (7*)
‘K E 2 098 4p o 9 ‘E... 3
T—-k sniu=dn 4 — = D?log O (w). » 8"

Z této rovnice méme

fdn’udu-*~ -+ @E:g,

]

vzorec pro délku oblouku ellipsy

z=asing, y=—bcosy; ¢t=sing:
s=a wdt——a dn’ wdu, u= 9
yi—4¢ Vl—--k’sm’q:
kde .
B =2 _;b .
a

Jak vidno, vyjadfuje se tu délka oblouku jako jednoznadné funkce
prvofadého integrdlu w.

Oblouk hyperbo'y.
Délka oblouku na bhyperbole
) 2 2
§=aCosq), nzbSinq) (.i_’_%_._: 1)

8%
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jest
8=f}’a’ Sin? ¢ - 5% Cost g dop =f Y(a? 4 6?) Cos? ¢ — a? dg.
0 0 . )
Znamenejme a® -4 b2==c? a poloZme
ospe L gy dE
Cosgp = = dq]*x}/l—-—xﬁ ’
tedy
§=— _____________Vc’ —___.__as a dz.
22 Y1 —a?

Pro modul kz%, x==sn(u, k) bude tédy

s 1—FRsnPu , .4 du
7——[—3757*"’“*"(““1‘)—_ e
Aviak
(0M4() 1
—@—(%)—)——-m—*D’logH(u),
tedy

d H(u) 0"(0
“fsT:‘;Z H((%)“HK )@((0))

takZe vychdzeji

H(w) , [6”(0)

- =log Hl%) [sop—#] &~
il
3

pti demZ oblouk se m&f od vreholu ¢ =0.
V jiné symbolice
u
31( P K)
5, T [4103

%zlog — 1] (K — u).

- § 4. Jiné odvozeni. Vyjadfenisnu,cau, dnu funkcemi theta.
Hodnoty K a k, k' "’

Nalezenych vysledkd lze nabyti pfimo. Zavedme k vili zjedno-
dufenf na misté u znadeni 2 Kv; funkce

4K?
sn? (2 Kv)
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mi pély v=m -} nr, rz%-, (m,ﬁz='0,£1,;i;2,...)ananichse
chové jako pHsluiné vyrazy
' w

sin® (v — nr) 70’

n?
» 8in® (v — nt) T

jich soudet

f)=_-

W%

jest jednoznaéni funkce analytxcké, az na tyto poly pravxdelmi Mé

periody 1 a 7:
Fo+D=f(@), fl+r)=f()

a jest na obvodd rovnobéznika period (0,1, 1+ 7, 7) redlnd; nebot pro

redlnd v jsou ¢leny po dvou (n==# a n=— ») sdruzeny, a pro ryze po-

myslnd v je sin(v —n7)7 ryze pomyslny, jeho &tverec. tedy realny.
Totéz plati o sn?(2 Kv) a tedy rozdil obou funkei

4K?

F @)= sns @ Kv) —f(v)

je funkce v rovnobézniku penod pravidelnd a na jeho okraji redlns,
tudiz jest F'(v) konstanta.

Zavedené celistvé trans(:endenty H(u), ©(u) maji tyto vlastnosti

Hu+2K)=—H®M), Ou+2K)=0(), ~  (a)
jez plynou bezprostfedns ze . soudinové definice funkei Jy(v) a &,.(v) &
HE+)=—30), HE+H=30) - = 134

Z definice (5) plyne ‘ ,
Ho+1)=— iq%(q’ et — 1):.q“1 ™4 1?(1 — g3 gtoni)
(1 =gt [ (1 — g¥e=sem),
kde 4= IT(1—g™). i

Vpravo prvni zdvorka vstoupi do prvniho nekoneéného souému
a vyjde o

.
-

H (v + z’) = — 2sinpm. e 2oni g1 Aqtﬂ'(l —g® emu) (1—gq¥ g—-zvm)

Qe = e mEAN @), (188)
Podobng vypoéteme "_# s h

e
. (vF7) = ——ﬂé""‘(’”“‘)& (). (13¢)
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Tyto vzorce se kryji s relacem;

H(u+2iK) = — H(u)e” Tt
O(u+2iK) = —0O(u)e K(““m (®)
O funkei
H(w)
¢ (u) = 10

dle téchto vzorch zjistime periodické vlastnosti
9 (u+2K) = —p@), 9(u+2iK) = p(u).
Nulovéd mista funkee H(x) jsou pFesns
u = 2mK + 2niK’
tdZ, jako u funkee snw, a stejnd pély, nulovd mista funkce @ (u) jsou
u=2mK+(2n+1)iK’;

nebof z definice funkece &,(v) je zfejmo, %e vymizi jen pro

Funkee v=m+(n+§) "
snu
O =TI

jo tedy pravidelnd v celé roviné a je mimo to redlns na obvodu obdél-
nika (0, 2K, 2 K+-2iK’, 2iK"); nebof jest ¢(u) redlnd pro redlnd u
a ryze pomysiné pro ryze pomysind u, jako snu. Bude tedy nutnd F (u)
konstantou 4.

snu = Adg¢(u) = A%E—Z%;
u = K dévé
4O _
HEK) 9,
tedy
u
Nnu — ..'?E. H(u) 8 .._i.(_.—_2:K_.‘) . 14
MU=5, 00w = ¥y (2 (14)
‘ 02K
Derivaci na u=20 plyne
g_i((_))_—-_._l’i__ = ‘93 (14%)

kde bylo dosazeno
: 9(0)=3o(0)=3o,

go=2220

9K ~ 2K’
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8 =2mgt T (1 — ).
va=1

. Zavedme dalii dvé transcendenty Jacobiovy

. H(u—l—K).—_-Hl(u):—.&,

U
(2K)’ (164)

6 (v + K)=6,(w) = %(zg),

kde

9y (v]7) =

= 9,0+ 4) =2qteos vm [I(L — ) (1 + g™ (L gve=2) (1)
J ()= @@+ 4= 1;1(1 — q™) (1 4 g¥—1 ¢ivmi) (1 - gtv—1 g—¥vm),
Tyto cel. funkce hovi podminkim

Hh+1)=—3), % (v+7)=c_m("+t)‘9l(”3r (16
B+ D=3:() (047 =c-sr+03,@). IO

Ponévadz

31 (3) = 33 (0) = 9y,
Fo (4) = 35 (0) = 3,

d4vaji rovnice (14) pro u =K a (149

1=2KD0 ,3’ :
tedy vyjddfeni periody
QK = ‘91' ‘98
T 909y

které je3td zjednodusfme.
Délime-li

soudinem hodnot

9 =m. 2@ (1 — g»y

So=1I (1 —g¥) (1 — gVl

Gy =

2% (1 — %) (L + )

9y=T(1—g") (L + ¥,

obdrzime

3/ 1

w \90 &g 193 - ¥ (q)"

¢@=I1+g"A+ g1 —g"")=

= IT(1 - g) IT(1 — g &v=),

Prvni soutin lze 5tSpenim na sud4 a lichd » psati
I(1 4 g¥) I(1+¢*™—")
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~ a dosazenim vychdzi vztah

¢ (@)=9 ()
Odtud plyne @ . ? )

P@=¢@)=9¢(@)=9¢(@)=....
9 (@) =9 (@),

tedy jezto lim ¢ (") =1, ¢{g)=1:
A== X

9 = 1.8, 9y 3, a7
9K = 1w 3,2, (18)
" Podobnd jako vzorec '

s, 913 E) % H@

SRY == *5; ” ‘32 ) (u) (14)
Y (53 ] K) o ’
pii femz paraﬁxptr funkei theta jest
T = —L]g:’
T K

nalezneme druhé dva, uréujfce konstanty z hodnoty ¢n (0) =dn(0)=1,

@
HhGr) s, H,(u)

— %
R = 9y 9 (‘;—4 — 3 @(u) (19)
(‘g’lfl—f—) ’@1 ()

dny= 33 ‘90( ) CION (20)

Posledni d4vé pro u=K" . (%)

' "90 3

¥=3, ()
t. j' . , "k’: (g-q) 2‘1__ -VLP (21)
‘707_—;(1-@(,;-—9:)(;—f)(i-—-q:)... 3

Z rovaico (10) +9+2) +q~'»)(, )

Caeih=irhaw o)

plyne déle

M(’i- %5

&(v—}——-—)— .9,(), T doay
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tudiZ obdrzime z (14) p¥i u=2Kwv:

3831(0"\"‘ 2) ‘933 (u) (3.3)2__1-
3230( +2) T I (v) \3) snu

Tato hodnota m4 ale byti

sn(u+4iK)=

ksnu’

F\2 =
=5, vE=3

V=T (10149 (9.
0+o A+OT+)-

Z t¥chto vzored je zfejmy postup, jakym ‘moZno poditati hodnoty
¢,  z danych k¥ a z=snu, o em% jednéno bude pozddji.

Neopomeiime si vSimnouti zajimavébo diisledku vztahd (21) a (22}:
B4 Fi=1 dévd

a tak vychdzi

(22)

94+ 9yt=94". (23)

§ 5. Rady pro funkce theta.

Vyjdéme z celistvé transcendenty
I (v): A;T(‘l + qsn-—tesmi)(l +q!n-le-—ivm'),
1
g=0'% |g|<1, A=II(1—¢g"),

pii demz jinak je v zcela obecné. Je z tvaru soudinu z¥ejmo, %e bude
Ize tuto funkei rozvinouti v Ffadu stédle konvergentni tvaru

35(t) = Z A, Vo,

VS -0

Soudinitelé A4, se urdi na zékladé vztahu
g9 (v+7)=e"? " Fe(v);
dosazenim ¥ad vychdzi totiz )
ZAvq2v+1e%v'vm'zzzveS(y——l)vM; o L.
pravou stranu lze psiti - -(*.°°
3,‘:»Av+1e””ﬂ,

a porovnini obou ¥ad ddvd =~ . C
Ay =4, g7+
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&ili
Ayprq~ OVt =A4,q"
a je tedy iy
A,gV= A,=4,q"
takZe bude i v 0T
I (v) =4, Zq“’ eV,
Znamenejme A= 1
J ETION
Ta(v)zzgln'eiuvm"

To(v)zT,(v-[—g-)—_.-—é(__l)nqn'eiuni’
T,(v)z—-ie"‘("‘"%) T, (v—{--;:—):—._—-—iﬁ(__ 1)64("‘*";')"3(:--}- Yeni

Ts(v)y=Ty(v+ g):ﬁq(""‘i)’e(h-&x;om,
i bude obecnd >

Ti(0) =¥ (q) 9 (v).
Dle toho také
93Ty (v) __ % Ts(v) _%Ts(v)
n(2K0) =3t pgy en@Ko)=3) i dn @ Ko) =3 70

a derivuje li se prvniA zlomek, vyjde po dosazeni
To() Ty (v) +— Ty (v) Ty (v) = B T3 (v) Ts (v), (=)
kde B je stdlé. Zde derivujme dvakrite na v=0:
TOTI""‘—TO"TI':B(T;,"T; + Ts"T’).
Podle () jest
TOT1'=.BT’ Tg,
a tedy ptedposledni rovnice dsvi, ddlime-li timto vyrazem,

Tl”’ T ” T," T ”

Tl T + T, T 7 T3 ('B)
Rady T hovi parcidlni rovnici
A — 4 vi T
3 ! o’
a z ni plyne
1 —ami 2 1y — 430,
takZe rovnice (8) zni
dlogTy dlog .'l'o dlog T, dlog T,
dr = ds t ‘
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a odtud :
Ty=cTyT;Ts,

kde ¢ jo &iselod konstanta. Aviak dosazenim vyrazd

T,=1—29+2¢"—..., Ts=1+4+2¢+2¢¢+..., Ts=2¢1 +2¢* +...
vychdzi odtud Ti= 2”@*—3 q% )
c=m,
T =nT,T,Ts.
Te=v(q) % T'=v(Q) %,

Y(Q=v©@ v(@'=1,
14-2g94...=+ (L —g)(1 +9)*...

Y (Q) =1,
a mdme tak &tyfi Jacobiovy funkce theta (g = ™)

t
Pond&vadz

vychdzi dosazenim

tedy

330}(1): 2‘ qm e2nvni — 2 g(’"‘i-ﬂ't)m"
\90(1)[1'):—_' 2‘ (—-l)nquieenvui= 2 (__.. l)ﬂe(ﬂn'-i-.lt)“i’

9y (v17) = 5 q FireEnt1)oni — 2 e(sn+1)ma+(n+i)-m«’

—_»

HH@|r)=—i ;j (— 1" q(u-t—i)' dEnt1)omi —

=—i 2 (— D g@ntyomit @b,

Po sloudeni symetrickych é&lent vychézeji tyto pFehledné vyrazy:
Ps(v)=1+42gcos2vmw -+ 2¢tcosdvmw 4 2¢°cosbvmw ...

=1 +2§q\"cos2vvﬂ,
1
3, (v)=1—2¢gcos2vmw | 2¢*cosdvwr—2¢°cosbvmw ...
=1 25(—-— 1)vg”*cos2vom,
1

25
3,(v)=2q}cosvn' + 2q%cos3wt +2¢q* cosbovmw+4 ...
=22q’”"c0slvn,
15
3,(0)=2q*sinvfr-—2q*sin3vn+2q‘sin5vn—. .

-1
=23(—1)7 .¢gMsindv,
(1=1,3,5,7,9,....).
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Tyto i‘ady vyznamené.vaji se mimo svﬁ_] elegantni tvar také rychlon
konvergenel. ’

Chovéni funkef 9 vﬁéx penodém lavr Je vyjéd¥eno spoleénoun
rovniel

I (b 1)==(— 1)9 I (), I (04 1) = (— 1P e~ WO*+99,(5),  (A)

pii demz dvoji index, t. zv. charakteristika & zndmka g, h se na jedno-
duchy Jacobitiv pfevddi takto:

Fy1 () = 9y (u), F10(w) =3, (u), Foq ('4)530(“); oo (1) = 35 ().

Podminkami (A) jsou celistvé transcendenty 3, charakterisoviny aZ na
dinitele nez4vislého na v; podminka

3t _, .99
K I ¥ /

pak nechdvd neuréitym pouze &iselného dinitele.
Spoleinym vzorcem se vyjadiuji tyto funkce takto

I (u|7) = (~ 1)yr\§e1:i(v+i9)7 t+2ni (v 49) (wt§h) ®)

Chovéni vzhledem k piipojeni poloviénich period —;:-, , 1—; "l
ndsledujici tabulky:

no| @

G (w4 =), ¥ u+})=—3(w), "98(““}"9*—‘90(“):

Fo (44§ =35 (u);
3 (ut5)=ie =HOED g (), aut _~)._ —HOED g ),
B FP=" P00, P =i Vo

1 T i(uf— 1 T . HOE S
9 (ut Jg) P 4’,98(@, 9y (u + ‘*2‘ )= —ig 4’.90( w),

—ri(e ) i
.9,(u+1—%‘l —ie "“T0 s, (w), &o(u-}-l;'):e MEFD 5, (). _
Stadi si pamatovati tento typ:
T —mi(a D)
Sa@ ) =fwee T,

e,8=0,1 neb 1,0:e=7, -
a,f=2,3 neb 3,2:6=1.



Podle obecné definice jest
Fota,0= I, Fgpr3=(—1)?Ia,

vztah velmi daleZity pro apravu jistyeh vzored.
V definici (B) pi§me » + }g==n, takze

I (u]7) = (— 1P Z M IOV,
odtud médme

19‘” (u + g—%t—’i) — (__ 1)”2.' en!m;.{, W'fﬁi+2n(u+"t”) ﬁ‘
Exponent lze psiti
(n ——)irm }9'vmi 4 2(,, _*_..2_) (u + h-+ h)m

— o ( +h—{—h i —

=0+ 2y emi g 26+ 25D (- By i g (i —
—g h+ G
o (L5 —

=(— 1)9"""(!'*‘9')(7‘1‘"')‘9.’.*_’" rew(t)e —#(s+iot)mi i"""("‘f"")’

méme tedy nejprve

tedy koneéns

T+ I ) —mig(ut 1o
g ; Y= (L) 7 B0 (4 r)%w'h“'(u)' (B%)

I (u+

Poznamenejme jesté vzorec platny pro kladnd i zdpornd n:

I (4 07) = (—1)" e ~"HEHD 9 (w).

§ 6. Vzorce soudtové; vztah Weierstrassiiv,

Funkee H (u 4 v) H (u— )
H (w)* H (v)?

mé periody 2K a:2iK’, jak to plyne z rovmic
H(u+ 2K)=— H (u)
T
H(u+ 2iK') = — ef("“mH(u),
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a mimo to v okoli bodu #=0 m4 rozvoj tvaru

1
T @ + B @), a=H'(0).
Ty2 tvar rozvoje az na znameni m4 funkce ‘?5—{,—'—2 , takie soudet

H (’;I‘t'u’)? g E:)T “) + a? s];zsu =f(u), a=H'(0),

je funkee synektick4 o perioddch 2K, 2iK’. Funkce ta pfi redlnych v
je redlnd pro u reilné a ryze pomyslné, tedy na obvodu obdélnika
(0; 2K, 2iK’) a tudiZ konstantou. .

Dosazenf u = v diva

FO) = Zramy?
a tedy plyne zikladni vzorec
wopElte H@+0)H@u—v) 1 (1)

THWHI @ sn’v sn*u’
Ponévadz

X (u +4iK)

H(u 4 iK")==1i¢ X 0 (u),

obdrzime zdménou u, v za w4 iK', v iK’ na levé strans

Hutge FU +mH(u-v)H’(0)’=

i T
—‘E(""}'%ix’)“f ("+'§'K') @’ (u) @g (v)

_Hu+v)H(@u—
0*(u) . 6*(v)

—) H(0),

takZe touto zdménou vznikne

H (s +v) H(u—1)

swu—stv=H'0) =35om. 07 ) 3 ®
, 8¢ 89 . (%) H'(0) 9,9
H (O)~ . -—-”:;T"') —(3;) > T-—'_‘,Ta‘s'y
9 [ 9\2 H(u+v)(Hu—v) .
sniu — snv= ( °2 ”) AONA0 . 2%

Do identity
(4— B)(C— D)+ (d— 0)(D — B) + (4 — D) (B— €)=0

vloZme

L1 1 1 1
Azsn”a’ B= sm2d’ T sn”c’D‘_ sntd’



a utijme rovnice (1); vyjde po zkriceni vzorec Weiersirassuv

H(a+b)H(a—0b)H(c+ d) H(c—d) +
+H(a+o)H(a—c)H(d+ b) H(d—b) +
+H@+dH@—d)HG+ ) Hb—c)=0,

aneb v symbolice funkce 9,

K@+ H(@—b)%(c+d)d(—d+
+H@te)HH(a—c)d(d+b)d(d—0b)+
+ 9@+ d)H(@-—d) % (b+ )9 (b—c)=0,

ke kterému¥to vztahu se jestd vrdtime.
Rovnice (2*) po odstranéni jmenovateli nabude tvaru

32 H (u 4 v) H (u — v) = 02 (v) H* (u) — H? (v) 62 (1);
vioZme u - iK' za u:

3¢ 0 (u + 1) O (u — 1) = 62 (v) 62 (u) — H* (v) H? (u),

coz lze téZ psati vzhledem k identité -I@IT«—— Vksnz:
OU+0)O(u—v) 2 2
_ 92 W) 1— & sn?u snv,

Obratme se nyni k funkei
O (u),

Z(u):[kgsn’udu::(} RCION
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@)

Cy)

4

4%

logaritmické derivovani (4*) dle » a v pod4 po dosazeni hodnot vzorce

Z(u+v)+Z(co—v)_gz(u)=2ks snusn;)usn?v’

2k snv sn'vsnPu

Q ’

Z(u+v)—Z(u—v)—2Z @)=
Q=1 —k?snPusn®v,

Seétendm vychdzi addiéni véta druhofadych integraly

snvsw'u -+ snusn'v
Q ’
Zw~+v)—Z(u)— Zw)y="FK snusnvsn(u-+ v).

Z(u—l—v)—-uZ(u)—-—Z(v)=kasnu.‘mv
t. j.

Podobné obdrzime pro funkei

H’(u)
II u

Zy (u) = Cu —

sn“’

&)
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(kde integradni stdl4 uréena podminkou, aby funkce byla lichs) na

zdklad$ rovnice (1) enu dnu endny

7, (4 0) — 2, () = 7 (o) = —% - ECCIN Y

snfu sn?v

Odetteme-li vysledky (A) a (B) uzivajice identity

sn'u enudnu
HhW—20)=——gor="""gr
vyjde
sn'(u--v)  sn'u + sn'v __sn'usn"v——sn’vsn’u+
sm(u+v)  snu sy snusnv(sn’v— sn?u)
+ K2 snusnvsn (u + v).

Prvni t#i éleny vpravo daji

snu snu — snvsn'y
sn*u — sniy

takZe mdme koneénd vzorec

s’ (w-v) _ snusw'u— snoswv
sm(u—+v)  sntu—snPv

+ Bsnusnvsn(u+v). (C)

Logaritmickym derivovédnim vzorce (4*) vidi v obdrzime po od-
stranénf — 2

snvenvdnvsniu @' (v) 10 (wu—v) 160 (u+ )

k? 5 = + = —_— .
1 — I snfvsniu O@ ' 20u—rv) 20wm-+v)

Integrujme obd strany vidi u od u==0:

9 [snvenvdnvsiiudu O (v) 1, O@um—v)
7"‘[ I—Feivsin — 00 ' T 7% 6@ @
Jacobi oznadil tuto funkei I7 (u, v); klademe-li
ksnv=¢, snu=uwa, BPBsnvsW'v=2>,
zni levd strana [0% = c®(1 — ¢®) (A* — ¢?)]

b 2t dx _br dx _ b u
J A=) VRE) 02_0/ (1—ca)VR@ ¢
tak¥e mdme pro tfetifady integral elipticky
dr c
=u+5II(v), |
0f(l —c) YA —a®)(1 —ka® - b )

¢
SnY = o b=1FKsnvsn'v.
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Definice
_ 9@ 0 (u— )
()= + 5 98 5 T o)
d4va bezprostiedné

I (u, v) — IT (v, %) = 4 — ) 203 g((u)) =vZ (1) —uZ .

Dva tretifadé integrily, v nich? vyménény argument u# a para-
métr v, maji rozdil vyjddieny dvéma integrdly druhofadymi.

Zméilime oznadeni:

snv=c¢c, sw'v==yR(c).

II(u,0) = k¢ { R (c) [(‘ — L,t:zx) VR ()

L" 22 dx

vZl)= [VR(c) @

Vztah tedy zni po krdceni na A%:

—_ 22 dx TS ¢l de .
o (c)of (I —Fea) R@ VR@?,-/ A—FeNTRO
de [ a'dz . " dx et de

“IVEQ VR VR@) TEE

§ 1. Trigonometricky rozvoj funkce snu.

Funkee snt mé na iK'’ pdl s residuem %—, takZe se tam chovd
jako
1
k(u—1iK')
Polozme

w=2EY ou—r);

J@ + m)=—f@), f(Y+ 27)=f(¥).

Pot¥ebujeme jesté funkei, kterd md v uréitém horizontdlnim pdsu

stejné pdly s tymiZ residuy ; ponévadz v okoli u = iK', t. j. Y = 5-2{-’, jest

)= ——" ...
2Kk (w—55)
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bude tomuto pozadavku hovéti funkee

Jo(¥) =

w
’
2Kk sin (¥ — 25)

kterd mimo to mé tytéz vlastnosti

f;’(w + ) = —fo(w)r f»(’/f + 2”) =ﬁ(¢)’

takZe uvnitf pdsu
0<Imp<2K".

PW)=i[f(Y)—f (V)
viude synekticka. ( [ 1))
Méme tedy pki applikaci zdkladni v&ty § 2, vzorce (4°), kldsti

7=0, o=17, 90=4q,

je funkee

a urditi redlnou &4st U funkee & (%) na pHmkédch Oz a jeji rovnobszce
bhodem =7, t. j. tfteba kldsti

PYv=0, U=¢,0)= %9 + 5 (aycos¥ O 4 b, siny 0);
1
/ ™
Y=rm+ 0, U-.—.%(@)z%z + 2 (aycos» O + V', sinv O).
1
Redlns &4st funkce ® (1) na ose redlné splyvd s redlnou &4stf

—ify(0), pondvadz if(O) je ryze pomysiné, podobné na p¥imee Y=r7x-} O
splyvd U s redlnou &4sti—if, (v7x 4 O).

A tu jest
1 .
) P b3 qie—i0
—ify (@)= & R LI
rmi s T 1 —ge—2i0
Kk(e‘e T, 8+ ) q
7 R4
= Zqle—vi0, (*=1,3,5,1,..)

Kk
tedy redlnd &dst

v
%(@)_-:-Iiik Zq%cosy0; b,=b=by=...=0, ay=0,

&=p7 1% r»=1,3,5...)
Déle jest
) 7 . w  g¥ei® ,
—ifp(rn+0)= T Tw =—Kk1——gc“9:

Kk(cied“T-—-e”‘e'-’—)

z..__%;gq?ew‘e, *=13,5,..)
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a realnd cdst

9’2(9)=--%a- 4% c0s»0; Vp=0, damp=0,
v
ay=— n’r ok r=13,5,...).

Nafe funkce @ () md tedy v uvaZovaném pédsu rozvoj dle (5)
§ 2, jeito ry=1, rp=gq:

iLf) —LfW)l=

v

+ch{z q’ mpe i qV)e"*~§ f_'w(qg”+q”)c"‘*'#}=

v
= A'+ {2 iz 47 — sinvy + "q* —‘V*I»} (1)
pfitteme-li na obou strandch
if.(¥) =— S 507 e,
zjednodusi se vysledek — po substituci ’P‘:“;Z‘—‘

ml<

2 . vumw
smu= 2 Lo, ¢ =1,3,579,..); (@

konstanta A’ vypadne, pondvadZ ob® strany musi byti funkce liché.

V nehotovém vzorei (1) lze kldsti ¥ 4 Eg—za LB

1
ksnu

i3 -
F(p+ D) =sn(utik)=
T T
SO+ 5= 3R hemp’
takZe bude prvni tvar pravé strany (1) po substituci

i(f—fo) ==~ ?]:2 qqsmmp,

a tim vychézi
1 /1 Q¥ . vumw

= -+~ sin y
U K 1—g¢g" 2K
2 K sin — K

snu

v=1,3,51..). (2

Dosazenim u + K za w vychdzi z (1*) a (2) vzhledem ke znimému
vztahu

4%
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cnu
sn(u-}.K)_._m
onu - gﬁv’ rusm
dnu KL“( D ]____qv 08 2K;("=1,3,5,...) (3)
dnw - yun
5"7”21{@ +K 2( 1) cos g (=1,3,5,7...) (9
3K
Derivovani podd
sin -7 1
Wisny @ = 2K 5 v . vum '
enu ~ 4K? os? un;'_'“KTZ(—l) f—-—qum'—ff{_' 4)
2K

Derivace na w==0 diva podle vzori (18) a (21) § 4

192 5t g 5
I =1—4B(— 1T LS r=1,3,5,...).
V (1*) pisme
umi
e =g 2zsxn __§V E-v,
a ddle v
7 5 7
1-qv=fq2’ w=1357...)
a ve vysledku Kk
(2.4 . TV e
— Snu -'£q & —& ®
provedme séitdni vadi »:

1

b _lig g1

-( 93 9° s
—”—Sﬂu—-—z 1 q}“ﬂ i qu_,)
umi

(6a)
(§=e“" ; #=13,5,..).
Pravou stranu lze pretvofiti pomoci identity
i b
T L
a objevi se
iKk q® § i 1
T SU= Z,',:l—-q}lgi 2€sinu+“”K’ (53)

oK
u=+1+3+5+1,...



b3
Tak nachdzime fady konvergentni v celé rovind a rozklady v ddstednd
zlomky: (u=+1,+3,+5,+7,...)

[
iz 2 Fe 1
Kksnu= z’tfl~*q*‘§’m4;sin"+#ﬂf' y
3K "
K o _in5 T _mE 1
snu 1”2aol~q”";3—_2"_i.~ﬁ"mlf' ’
sin — 5
(6%
cnu q2§ 14 1
P I Sl RERPSLA  B —
denu w1+ g8 2‘§cosu+yilf’q’
2K
dnu__ﬂ“”__J_ve,i~:___f_z, 1
enu  wl g2V 2"“'(3 u—f—ZwK’ ’
2K
pFi dem? veskrz w i
E=¢lk,

Je zdhodno provésti verifikace jednoho z téchto vzored, na p¥. druhého.

Funkee
g’ § __°° 1
f(“)‘—"'o“-'l___qzvm "zisi u+ ),,,Kr
' 2K

m4 vesmés jednoduché pély w=—=2m K-—2viK’, takZe soudin

Ji(w)=f(w) H ()

je funkce veskrz synektickd; ponévadz

flw+2iK)=f(u), f(u+2K)=—F(u)

- R
filu+2iK)=— i (), f1 (w2 K)=f;(u),

co% jsou charakteristické vlastnosti funkce @ (u). Ponévad% se hledime

vyhnouti témto metoddm, ukédZeme piimo, Ze funkee f(«) vymizi na

u=1{iK'; je to samozfejmé, nebof v souctu

bude

S 1 .1
fEK) == @y LK [ wikw

_ 2K 2K
se ¢leny po dvou rusi. '

TudiZ je soudin
PLCLIC
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funkee synektickd na rovnobézniku (0; 2K, 2iK’). Na redlnd ose
jest f(u), H (u), O () redlns, tedy té: F (u); pro ryze pomyslnid u je
pak f(¥) a H(u) je ryze pomyslné, O (u) redlné, tudiz F (u) redlné.

Funkce synektickd F (u) md periody 2K, 2iK’ a je na okraji
rovnobéznika redlnd, tndiZ je velidinou stdlou:

1) =45

Pro nekoneénd mald jest dle definice

f=— ="K L9
sin

2K
@ (u) @(0) , ,31 “‘9083‘3’3
A7 = AT 0w +‘«Bs(u>,H<0> ~m000,
00
AH(O) 2K 4=9,9,
flu)= &,&8@(“) ”‘98233 O(u) 2K 1

Huw) 7w 9 H@w = snu

Tim zminénd Fada ‘pro K:snwu dokdzéna, a z ni plynou ostatni t¥i
vzorce (5*).

§ 8. Zrychlend konvergence, Aritmetické disledky.

Obrafme se jestd k dvojndsobné fadd (D). Rézétépme jina dvé &ésti
I+ 1I, pfi demz I obsahuje ¢leny p>v (u=»-42m) a drubhd Fada
II dleny u<v(v=u-+2n); m>0, n2>0.

Lvity

e Evemy E—v) = 1 sin yYum
lf._Eq & —&v= 2:2 =7 D 5
1yt g
I=2zg¢"" “(§P+“-—§-Pf“)
S 123 N S
=20 [—gp T—g&e
—2izg twsinpovw—qgtsin(p—2) v I

1 —2¢tcos2vmw 4 %P } 2K
Tak nachdzime rozklad ve dvé fady rychle konvergentni

vty
g sinyomw -4
—q

gf’; snu—-—Z

I sxnth-—q\‘sin r—2ovm,
+ 249 1—2¢'cos2vm g2y °’ ©)

172
(v.—:-é——l-(—., Y= 1, 3, 5, 7,. . .)
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VyjddFeni je vieobecnd platné; muzZeme je povaZovati za vztah mezi
dvéma transcendentami na pravé strang, nebof jejich povaha je znadnd
sloZitéjsi nez u funkece snu.

Polozme u=K do (6); po kritké redukei obdrii se

—

v—1
$OE=2(—1) T 5”1"'; S (r=1,3,5,...) (4)

2

—-l
19° 3 3 1-+4q2 .
i—g 20" O g mwa=g’

qﬁv :' Z_z_ 2n 1 — ;’ n+” 2n
I=dA—p ‘;[,,]q A= (i — s)"-‘;[ v la
v-—l
v
2=y T e ®
Bud
22+ 9y*=2N, N=1 (mod. 4)
zy=1,3,5,..
Podet FeSeni znamenejme f(NN); je pak
N ~
192=2f(N)q* ,%1 -EF(N)Q ’

F(N)=f(N) 4+ AN—4 +f(N*—8) +I(N—12)+...
Na pravé strand soudinitel pri qéN zni

V-—-l N""'ﬁ

(F@) =21~ {1+2[~5-p
takZe mdme vztah
F@) -+ f(N —4)+f (N —8) +f (N —12) ... (©)
=3(-1nF IR ] by}

v=1385 ..

Priklad. N =13 ddv4 na pravo

A +2[2)— 1+ 2[#D="6;

rovnice 2+ y*=2.13, 2.9, 2.5, 2 maji tedy dohromady 6 lichych
Fedeni: Skuteéns

26==1-5%2), 18=8'43¢(1),10=1+3'(2), 2=1-+1(1)
Vlozme jesté do (4) u=0; méme

¥ -1 v
=92=1443(— 1)T1f_qv, (r=1,3,5,T,...). (d)
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Radu lze prevésti na dvojné.sobnou
42(——-1) 5 qvk(k_—l 2,3,...);

¢len g se vyskytne pro vk=rn, takie ¥ = J probih4 liché d&litele &isla
n, a je pak xsouéinitel pfi g™ roven souétu
42 (—1)"3, t. j. dtyFndsobné prevaze délitela 4% 4 1 nad dsliteli
4%+ 3.

Ponévadz

S =g+, (2, y=0, £ 1, 42, +3,...)

mdime vétu: ]

Pocet rozkladi éisla n ve dva étverce (éisel kladwyjch neb zdpornyjch)
rovnd se ctyrndsobné pievaze déliteli cisla n tvaru 4a+ 1 nad déliteli
tvaru 4a - 3.

Pf. n=65=>5.13; 6._— 1,5,13,65,rozklady 60 =1 4 8'= 4’+ 78
plati za 8 4-8=16=4. 4 feSenf jako z==+1,y=+8;6=+8,y=+1.

Ze (3) plyne p¥i u=0(»=1,3,5,7,...)

v

v—t g%
9= (—1)7 l_q_qv.

(@)
Rovnice vede k vysledku, Ze (n=1 mod. 4) potet FeSeni rovnice

24y =2n

kladnymi lichymi &isly rovnd se prevaze déliteld ¢isla n tvaru 4% 41
nad déliteli tvaru 4% 4 3. Véta jest obsaZena v predeslé; podminka
2n=2(8) zaruduje totiz lichost obou ¢isel z, #,

Utvofme v (1*) derivaci na misté u=0:

_ ™ 5 YO (1,3, 5,...)

1“1{%2‘1—4’ -1,3.5,

PP =42 ng *‘42]('(”)92 O]
1_q n=1,3,5,...

f(n) soucet déliteld &isla n, n liché. *
Na levé strané méme

m'+m. T, %y =1,38,0,...
AR N (va )
42 .'lv!/S:Oy j‘.lv j-_2y"'

@y 51‘ Y !h

a tedy pbéet fefeni rovnice

z® + 2 + 4 (g + 9°) =2n
jest vyjadfen funkei f(n).
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V addi¢nim vzorei
sn(u+4v) =

s It
polozme u:v:z—;{——; levd strana je oo, tedy musi

snusw' v+ snvsn u
1--kBsnPfusny

iﬁsn‘z;{'ml snz‘fzf_l;, cn%—: V_.,Z_’f, dnzK' 1+ (f)
Vlozme to do (1¥); zde bude
. vum vT 1 ¥ Y T ¥ Vv
8in 5 = n—;—:rv:g—i(m-—q’*):—-‘ijq (1 —gq79),
v . Y
T ., rum i 4
lq—;sln2K:T 1 _v’
1+g7¥
a tak vychdzi
v
w4t .
19'3193:2-9 ] y=1 6,5,-. (g)
1443
4 (4
Pro u::z-—g—méme
v v
onw 1 _ s @ Gum Ll 4t
dnu Ve S 1—¢ 2K 21__q.;‘.

a tedy dle (3)
y=1 g3
=22 (—1) 3 —L—,

1—q%
coZ se d4 snadno vyvodit z hofejiiho vysledku.
Déle méme ,
tedy
K — K Jyi—¥ K VWA -=8)
d7z—2—=}/k,sn§-x} R chZ—:UT-_); Q)

tyto tfi velidiny lze téz psiti

V%, }/l—i—k’ V1+k'
Pro u_‘g’pak sin boert 5 K in%t.—.:‘%, kde rada znamének &, &,
8, &1,... sestdva z periody 1,1, —1,—1, takée

1 vi—1

v—("‘l) 2 N
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Z rovnice (1*) tedy plyne pro u:gg{
— y=1v=1 gy
S VIR — T2 =2723(—1) T T T?-qv‘ y=1,8,5,7,.... (3
a Fada (2) podd
v—1 v'- q'l

ST F T =2+ 21T B(— 1)+ ¥ T r=13,6T,... (j)

4 (4
Pomoci addi¢ni véty a hofejsich hodnot funkei pro —é—g a z_é_{_ obdrzime

K+iK' T/ 1+k+ il
e v, k
sn =5 V IS Wy e *)
ddle jest pro w== K—i;zK
ha
2

2o owum L y=1,¥—1 vy
F] 1Y 2 8 4 1 1

q® sanK_..q sin— (v-f-w)__ V2( 1) . q 5 T

vi—1 Y1

+e7—(——1\ PTEe

a tedy plyne z (1)

1=K 14 kil V2 vrersl g7
V T E—F et (T Y

1—gq7

w—t
RALE O
14¢*

z &ehoZ odloudenim &4stf redlné a pomyslné po dosazeni hodnot

y
(‘93 4 HE) V9y? — 3F VQZ( 1) V;I‘*‘f;g.l __gf__

’

2 v
Py + Fo? — 92 T
1 —03
Y 1 0)
PYIE— O3 s =gt :
P92 Y952 — Iy =y23(—1) ¢ _-_Q__E;yzl,3,5,7,...

&32+‘922“‘902 1 +qg

§ 9. Transformace.

Koneéné integrujme rovnici (1*) od «=0:

Y 1—cos T
4  q* ) 4

‘/:s‘nudu.._ A z‘l-—gv‘ ;o

]
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integral

J= fsnudu,_
f}(]——x")(l—-—k’x’)

se po substituci 22 =2 prevede na

1 dz
J:—[
2 732
P (1 —-—.2') 1 Ba.

Polozme 1—2
1—kz t———l K2 tdt
Todt 1 t—k 1 1—%
J‘“] tﬁwkg""'ﬂ?logt-f—k 3% 8T
1
t—.—_—d"“,
cnu
1 dnu—=Fkenu 1+L_
‘/‘snudu— Ll gdnu—{—kcnu_*_2lc i
0
. 1+ 1 dnu-t+kenu
= log T — log T,
a konecénd .
- _ 14-%
Lj snudu-—lo m
Y 1
1 ¢ vus )
42-—— 1 qv[l—cos 2K]
___a.‘}_q 33«95(0)-{-3232(0) o
dnu—+kenu= 58 5. ) y V=g g

Pravou stranu (7) lze psati (4,v=1,3,5,...)
By - uri
42%"12(1—'—“—“‘§v—;§ ), E=cF,

a tento vyraz dle zndmé identity

z %zvzlloglﬁ

2 1—z
m4 hodnotu

2 Zlog +qﬁ Zlog(1+q;§)(1+q’§“‘)
Pyt (1—g? (1 —g? 1Y)
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T u T
35 (0] 5) * (57l 5) -
2 4K'2 iK
___———log.._____.___.log.....___._.__.’ T == -

T w T
% 0]5) o (g l3)
takze s
kfsnu du = ——logdn(—g—%, D, (1Y
o
kde ! a L zna¢i modul a poloperiodu pro parametr L.

2
T
%01 .
YT =, 2L=:t832(0|—2—];
35 (0]5)
dnu +kenu Lu "
—irr gy D (™
Poznamenejme jestd vysledek (7) pro u=K:

X

Lfsnu du =log +kA 42-—-——-g——o; v=1,8,51, ...
v ¥ 1___,qv
0
Ze (7?) pro u=2K:
, 11—k 29k
=1 =13
() vymizi pro
L o I = L1+ 5), tedy pro u=2K -+ iK’;
21{ == '1‘ 5/ y P
L s CRU —— . dnu
dn(u+ iK'y = — i vl en(u~+iK') = lcsnu
cnu—{-dnu

4 4
dn(u - iK") + ken(u + iK') = — prvmant
pro w=2 K vymizi Sitatel i jeho derivace, ¢imZ véc potvrzena. Derivace

(12) dévh

dnu-{—lwnu l

ksnu T—F

L snhon(v)=hsnu. dn(y)sv= oo (1)
Zde porovndme hodnoty derivace na u=0:

=

z Sehoz vychdzi )
L vE_
l

-f<

e k

K

2



Rovnice (7%) tedy zni -
2 sn(vl)en(vl), 1+ %

Y —— 4
sn(u,l»)--l+’ an(o,y o "To ¥
Znamens-li se
sn(u,l)y=ux, sn(v,l)=y,
vyjadfuje (74) transformaci integrald
z 2 / dy
JYA=aA—Fa) 14k [VI—y) TPy’
0 (15
2 yi—y®
1 +kyT—By

Transformace (7°) jest Landenova. Abychom ji uvedli na obvykly tvar,
polozme z=a?, s=7y?, takie

4 (1 — s) — 2 V—IE
FEAT R I TTk @)
Odtud .
(1 —2) (1 + 8P (1 — Bs)= (1 — Ps) (1 + k) — 45 + 4s? =

=488 — 4 (14 B)s+ (1 + B = (14-k— 25)}

to jest )

(1 +k—2s)?

A= (1+k)2(1———l2s)’ )

podobng

(l 2k )’

R e L
Délenim (a) a (8) mame
z  4s(1—ys)
T—2 (1 FE—2s)2

a odtud t+ )

2snvenv

R gy S P

Znamendme-li tedy amplitudy
am (1, k) = ¢, am (v,1) =,
méme transformaéni vzorec (Landen a Legendre):

__ sin2y
tgq)_k—l—cos.?ip @)

dg 2 dy I— 2}/76
1/1”——' Ben g 1+k6}/1—-l’§iﬂ’ 14k

aneb sin (29 — ¢) =1Fksin ¢,
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S nim setkdme se jeStd pii otdzce é&iselného stanoveni elliptickych

integrald.

P#i té pFilezitosti vyloZme jesté blize transformaci, kterou se pre-
vadi modul % v modul doplikovy %’

Pri pfechodu % v modul 2" vyméni se integrdly K, K’, takZe novy
parametr 7’ piislusny k modulu %’ mé hodnotu

, iIK 1
T T gy T e

K 13
a vychédzi vztah

ECH =K @O)="2K@),

to jest . — . .
RO =198 01 HOP=]F%015D.  ©
Dile '

FED =K@, ¥(S)=Ek(),
tedy 1
5O 5,09
9,0/ —5) O

tedy dle (8) - __
90l =)L noFhaom=|to03h.  ®
Veli¢ina 1
FO)=95(+1=),
mé vlastnosti

-—%‘(21’—-1)

flo—N=f()e » fo+9)=/().

Muzeme utvoiiti soudin

F(v)y=r¢" f(v),
Fw—1)=F (v);

pro néj% plati

je totiz
-
Fo—1)=F(@) cc(——2v+1)-;5(2v——1)

a staéi voliti . )
c+Z =o0.
Mdme tedy u
Fv)= ¢ T 9 (%[_—-—;—1—);
Flv—1)=F @), F{v+47)=e~®E"+D F(v),

coz jsou vlastnosti funkee 34 (v | 7).
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POdﬂ F »
6 ()= 5is (5 )t)

je pro ryze pomyslnd z redlny pi redlném v, pondvadi jeho slozky
jsou redlné, déle pro ryze pomyslnd v je F(v) redlné a také 94 (v);
mimo to mi G (v) periody 1 a 7, takZe jest G (v) na obvodd$ rovno-
béznika (0; 1, 7) redlné. Je v ndm viak také synekticksé, jeito ditatel
vymizi na viech mistech

v 1 . .
Pttt geoe= BTy v =1, 43, 45,
na nichZ vymizi jmendvatel. Z toho vychdzi @ (v) = konst.

Ponévadz pak

—1
FOl—) o+
“O= o |
méme hledany vztah
=]t 0 (H1Th, @)

Ve vzorcich nadich dluzno brati odmocniny V J V.f_ kladns.
Ste;n3 bychom dok4zali vzorce

. L r  —1
Kl =]+ =" 2(ZI=5), (8

a0in=]1a5 "0 L1Th,

RV v, —1 "
H@lry=i 7 ¢ * 91(*{]‘"{’), (8%

které ostatnd vychédzeji piimo z (8%) substituci v —,‘——é—, v +~;—.

% #*
*

Pii Landenové transformaci, kterou se integral (p. 61)

F & ¢)_/Vl L sin® ¢

pfevadi na integrdl F (I, ¢) s modulem

k( )—- ﬁ vzorcem F (%, (P)“l-{-kF(l P),
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milzeme novy integril pretvofiti tymZ zpsobem; tak tvofime moduly
kyy Bay oo s By ... a amplitudy @y, @3y oo @y 0.

8in (2@ — Pu_y) =k,_y8ing,_y (n=1, 2, 3,...; g, =¢),
nalez

‘ 2 2
Flh=rmten e AT

Y ——
= VBT R F (o).

Moduly %, se pfi tom rychle blizi jednotee, nebot

T , 24 1—-2g742q'"—..\% T
7‘"z’“(§-‘)="(“T):(1+22"i22**+...)’q:e Tym=2

* *
*

Pro integr:ily

K= Gy (Ll —
Vl——kzsm” J Y1 —¥7sin?g

:—./ V1~k981n9¢dq9,E=[J]—k"sm*q;dgo

0

zndme vztahy A .
SHK=mn3d iK =1K,

E=K—CK, C= 4—%-5;,
tedy
. ‘(}0”
Zbyva jedté vyjadriti 1
8017

E=K——"170-
4K 3,(0]—)

. .1
funkcemi parametru 7. Znamendme-li — =T mdme

So(v]7y) = V}_;&, (Tv]7) e R

tedy po dvojndsobném derivovéni logaritmu na v =20

3" (0] 7y) 3, (O |7)

3;0]7) — 27 T 55000

Je pak

i 2
D’log'?ig—% D?log en(2 Kv); cnu::l—--'fz-—}—.... v=0,



tedy
&_“30231:3 =2emit r’-——;— — 4(rK)’
B 2}_,_ e )
Z (@ a (6) méme
EK 4+ FK=73 + KK, ®

ellogantni vztah mezi uvedenymi &tyfmi integrily, ktery pochizi od
Legendrea. .

§ 10. Trigonometrické Fady pro dau,

Zpisob, jakym se ziskal rozvoj pro snu v pfedeslém paragrafu,
vede na podobny obrat u funkee

SfW)=cnu-+ isnu=ctomv; (¢))
je patrné A
) £ @) =idnu . fu),
t. J.
dnu— L)
idnu= )

Nulové mista i pély funkee f (u) jsou zahrnuta mezi pély funkce
idnu; z rovnice

idn (u—rzK')'—g%g-

plyne, Ze na bodech

iK'+2mK-+44niK’' ma idnu residnum -1,
3iK'+2mK-+4niK' md idnu residnum —1,

takZze prvni body tvofi mista nulovd a druhé body pély funkee f (w).
Tato m4 tedy stejné pély i mista nulovd jako funkce

% T )
Higg—3 129 L iK @
% T A &
‘90(-2?——-5’21)

Znamendme-li

k(27) =1k,
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méme dle § 9
2k L, 1—k
=1 "'"1+k1’
tedy .
p 1=K o, 2K
D T A N

Pro veli¢inu
2K, =m34(0|27)
pak plati
K 14k _ 1
9K, T TIiFm

Veli¢ina (2) jest az na stdlého &initele

iK'
sn (K, Kz )
a jest pravdépodobnd
on 1 —; 4 zK, k)
enutisnu= ry .
- N ( 1 kl)
Hodnoty
1K1 "Kl iK' 1+
n ( 1) ]/—;-’ 1) ( 1) ka
pak dé.va]i
; __sn (w,kl)—i-z(l-{—k,)sn(w,kl) 1+¥
cenu - isnu= 1o (w0, ) =gt

Tu se pak pfimo verifikuje rovnost ¢é4sti redlnych a pomyslnych,
uvédzi-li se, Ze hodnotdm

w+2mK-4 2ni K odpovidaji w4 2mK, 4 ni K/,

takZe viecky &tykireilné funkce maji periody 4 K, 4i K’ a jsou reélné pro
redlnd u, pro ryze imagindrni # pak soudasnd bud redlné neb ryze
pomyslné.

" Podstatnon a hlavni otdzkou jest, ze log f(u«) se lisf od logaritmu
vyrazu (2) o velitinu stdlou; vyraz (2) &ili

I — g1 T(1—g*+ig)

__.ievﬂi(]__qe—ioni) -
IT(1 —gqtv=3%§) (1 ____qtv—l__g__)

.
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se prepiSe na

=g 1H (1 —gt—? —1—)
._.ievni )i §

’
=g (L — gt p)
takze bude pravdépodobné

logf ()= A+ oi+ Elog (1 — g*+~1§) —log (1 — g*v~1 —53)-
1
—log (1— "= §) 4 log (1 — v =)
a sice 4=0.
Po rozvinuti logaritmit wdme
: ' 1 1 gdngr
Zlog(l — V=18 =—3 — gliv—Bfr= 3~
. Og( q g) }L,V/‘q § Ml—'q”’"
— i 1 grke
Zlog(1 —gtv=28)=— P
() _ . -] - _ _ 1
—Zlog(1— g9 + Zlog (1 —g= 19 =2 " et
. q* o Bum
log(cnu-{-zsnu)__ +2 Zy 1+qw T (3)
¢ili
uT q* o Bur
amu = K+2_1,u1+q'2‘ bl (3%
a odtud derivovénim
2w °° q* num
dnu= 2K+ K 2 1+ T oS 4)
Tuto rovnici dokdZeme nyni p¥imo; poloZme za tim wcelem
;‘%_v eromi—
<I>(v)—l+221+ e 2cos2pvn~_1+221+ i §P+E71); (Ba)-
8 pouzitim ¥ady geometrické mdme odtud (u=1,2,3,...;»=1,3,5,...)
v—1
P(r)=1+42 3 (1) * gv(E*+57F)
a seéteme-li dle p a
. v—1 . q E ‘ qy ——
p@=1+22(17 L+ L0 6y
Polozme v+ 7 za v a v druhé ¥add odluéme é&len pro »r=1
—-1 -1
2 § 2

T T T
5+
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k prvni pak p¥ipojme élen pro y=1, t.j.

q§ q§
T i

2 2985 ..

a uvaime, Ze

i vyjde
' b (v 1)=— P (v);
mimo to
v+ 1)=o(@).
PH 0= je tedy (v) redlnd pro redlnd u i pro u ryze pom slnd;
2K dnu et

funkce md dale periody 2K, 24K’ a je tedy redlnou na obvodd rovno-
béznika (0; 2 K, 24K"). Podle (5b) je  (v)=0, prov= 1 '; 4 ; nebot tu
hodnota § =— ¢ dévé

— qy+1 qv—l

¢:1+22(_]ﬁ~(1+q”+‘ — =

12 BT Lo BT
‘—‘1"‘2?( 1)“ 1+q2p, +2?( ])}l 1+92p. -
2
= 1 —"*';2—':—‘0.
Tudiz je .
2()
dnu
synektickou a ndsledkem toho stilou;
%
dnu=A¢'(—2—1?).
Dle (6b)
laim(l —q§— )P (v)=2;
: =q
dle
. : i T . T
(1—g&Ndnu=_1—em—t)dpy-—¢ ™ (""2’)2ism(v—-—-§)ndnu=
i — K’
z2ie"';Tr("""K') sin = 2;(K 7 dnu
mé dle vzorce ~
dnue— —i" (u—iK")
sn(u—iK")
limitu
. 7T . 4
22“2——*1{(— 2)-—— —R-q
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tedy
03 w
- =24 A=3p
takZe vychdzi ’
u
dn u__.—-—- L (——E)

3
coz Jest pr:ivé vzorec (4). Tvar (5%) pak d4vd rozklad v é&steéné

zlomky (§=¢e T )

Bam=1422-07 L+ 252 ©

Dosazenim w + K, u 4 iK', u 4 K+ iK pak nachdzime

2Klr,’ 1
“w dnu

o HUT
1—}- i 008 = 6Y

—1a (2 @&
=122 T (1+qv*s‘+1+qv§—l)

1-1—42(——1)»

2K cnu o A T = 3 M
o e T 2EC-D)T T 2iE(—1)7 g1
pE-1
——1—222(——1)n z fp§+222( 1)*‘—1—“35}75?1‘,
. 2i '
z+§_l—~z Fomgmay — Cot8 v
tedy
2Kcnu . £ g1 5
.—-t UT _ 4 % q"' sin 247 )
TOBIE TS IR VK
, . K
Za Odelem verifikace volme u=-5:
en—
2 ’ ‘9'0
K—""'Vk 3, b
s

z
tedy vychdzi (v=1,3,5,...; u=1,2,3,4,...)

v—1
(=) 7 ¢ =

' +¢
30\9'3.:1-"42‘ 1+q,v —'1+42( 1) ] ’}LV



10

309y = B~ 1)rgttr= gy — (& g+ =
z,y -0 -

= I+ 4 R+, L, V=1,3,5,.
aad=0+1,+2,...

Rozklady éisla 2n ve dva sudé étverce &isel kladnyjch neb zdpor-
nyjch prevysuji ctyrndsobny pocet rozkladic tého# cisla ve dva liché ctverce
disel kladnych o étyindsobny soucet

6—1
] a’.
68'.._(73 )

Pro sudd n je tento soucet >0, pro lichd n jest 15 <O.
Vlozme « - K za u do (5%); obdrzime

snu 9%y

. VUTT
R p =tg +4 2(__ 1)v sln——f:
; - 6%
— 2 —_—
=tg yp—2i 2( 1)kg *‘(1+qe»§ 1+qm§—1)'

)

Derivujme zde na u=0:

W=gxt % 73 (- 1)1
to jest

2 9?=1+8 2(~ 1)v =1—8 I (— L)rtv pgip,
Py

1 + 2v
takZe: soucet znamének (—1)°+?® utvoreny pro vsecky rozklady
a® 4 b4 A4 d*=2n, (a,0,6,d=0,+1,+2,+3,...)
rovnd se soudtu
—8 3 (—1)¥+¥g,

37 =n
O tomto soudtu

foy=Z (1
lze ¥ci nédsledujici:

1. pro lichd n jest f(n) soudet d&liteli &isla n;

2. pro sud4 , lich4 ”721 méme

=13 —or ) = r(3)
3. pro m liché:

f(4m) = — f (m) + 2f (1m) = 4f (m) = — 3f (m),
f(Bm)=—f(m) + 2 (m) + 4f (m) — 8f (m)= — 3f (m).
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Obecnd £ (@m)= — 3 (m).

Derivuje-li se (5%) a (5%), vychdzi

dnu - 1 S _vgY o vum

4 P, —
8 sn"u”ginz ww + ‘5'" 1+¢° e 4 (6)

2K :
gadnu 1 d 7 yum :
2 —_1y -4 dabbi ,
SO owtu JUTT +38 21:( 1)vl + g% Mal ¢ (6
cos’,, &

§ 11. Trigonometrické fady pro cnu.

Funkee
f (%) = dnu -+ iksnu

S () =f(u) . ikenu,

S (),
N0k

iken (u-iK)= g::,

hovi rovnici

take %
ihenu =

mimo to jest

tedy

f (w4 2mK 4 2niK’ + iK')__( e dnu
fw+2mK + 20K’ +iK) — ~ T

takZe residuum funkce ‘? (( )) na pélu 2mK + (2n + 1) K’ jest (— 1)»+n;
funkee f(x) m4 tedy mista nulova
2K —iK'=iK',
2K + iK'= 3iK'= —iK'
4K, 2K + 2iK’.
(2K+ 2K’ _1+4 )
T

pély
a zékladni periody

Tytéz vlastnosti mé funkee

3l(u—1K ll—{-r) 191(2 . 1’1-;— )

20+7 147"
a2

9, (L

Jmenovatel je aZ na exponencidlni faktor

v—1 T
QG —P=—4(g— :

1—}-1:
2 ) ‘91(
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takZe bude

812

f(u): 3, i—-———|1+7) ’ 2K’

a pfi E=¢™

o L E m (A1 Ty (L (—ayg ey
1 A'+1
0gf(u)= °g1+ i§-11(1+( 1y v“*§)(1 +(—1)g +*§—1)
v H vg TTE
PR ACTCIY: v_*ﬁ 1+ (=1)q :5
P14 (—1pgHE 1 —(—1pg e

1 Fy—1
—h— 2£( DT g —-n), (u=1,3,5,....),

tedy konednd (#=1,3,517,....)

B

1 ’ U
logf(u)-—":432?;m‘is [';K; .

pondvadZ konstanta 4’= 0 vypadne.
Odtud tedy po derivovani a kriceni na i

ﬁ
_An g g wum
kcnu——ﬁf—f—_} ZK’ [1—1,3,5,-.. (1)
¢ili '
.&
q’ #W’ (1*
I cnu_421+ Ly d )

Uvedeme-li to nazpét v ¥adu dvojndsobnou (4,v=1,3,5,....)

=

2E(—1) T g7 ~b),
obdrzime =h e G +E)

v
v—1 Y =

Nynf lze uvaZovénim dvojperiodickych vlastnosti pravé strany
vésti pfesny dikaz jako v piipadé funkece dnu. Tak jsme zdroveil
ziskali vztah B

8
log (dnu + iksnu) = 412” 1+Q*’“ 2K ,

. C (w=1,3,5,1,....)
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a jeho ditsledek

‘ 31(_213 l1-{--1' 0’(411—%7
dnu+iksnu—= A 5 T 4= .__...___..___
3:(5—11‘-2‘—) 31(11“9"')

*

Vzorce nafe vychdzeji ostatné pfimo ze zdkladni véty § 2 (5). Funkce
dnu mé periodu 2 K a moZno zavésti proménnou

*
w““"fny
volime pak y=0, w=2_21§_'”, o=q%
Z rovnice
cnu
dn(u+1K’)__.-—¢;;ﬁ

plyne, Ze funkce dnu mi na pbélu ¢ K’ residuum — #, takZe funkce

)

dn

se chové v okoli bodu V=3 o jako

—_ -—--__- ¢ili jako — 5 cotg ( fu)r
Ko @ 2 K T4

kter4 v rovnobdzniku (2 7, w) jinych polt nemd. Vyraz

cotg (t_[_l iKn

fay=ifan & )+ <5

je tedy na rovnobé&Zniku (0; 27, ») funkce synektickd, a na horizon-
tdlnich strandch splyvé jeji redlnd &dst U s redlnou ¢dsti funkee

13 Y o
—gg e (G—p=2W)
Nyni jest

f__ "aQ ‘5_}-3 aq%

eiq'}—-e q'}

, 0 (@)
=TI RT g0 21{“*‘2?-‘” b



74
tedy redlnd &ést

T = . g T
?x(@):—Kvi'?vsmva; ty=0,b,=— 50"
Dile
i e:—ﬂgq%_{_e—':ie'q"
¢(w+@)—'~— Z,KCOtg( +4)—-— —K. 0 1 e %.._.__.

equ-——e”Tq

vig

[+2 Zgre ],

takZe redlnd ¢dst
%(@):—%zquinp@; =0, V', = b,
1
Pondvadz zde r, =1, ry=p=¢* médme pro kladnd y
i(B—2)=— 10— i b =—ib (1~ ),

fada (5) § 2 bude

qﬁve——-ivqa
f(’/’)"""'zzb (1+qﬂy - 1+q‘.’v )
t. j pro u=—I%-p
dnu---—-—-ctg(w zKat)+
)
+K 1~t—q2v(6'“"’—‘92“‘3"'“")

Ve vnit¥ni zdvorce nabradme ¢* hodnotou (1 - ¢®)—1, nadez
vyjde
-
dnu=— 2K cotg (—— —-——)—-—-R%'gve vig
2 =,
"I""""zl‘ 1 + SVCOS’”p;

prvni ¥ada vpravo m4 dle (a) i se znamenim — hodnotu

.

1 G, o im Y
(2O Fggl=sgtegets(G -7
a zbyvd vzorec ndm znimy
271«'“’ '\ vum
dnu_..zK—{— : l+ s 4%

Hledédme-li dn(« -+ iK’), dosadime v + za Y do rovmce (4), kterd



75

plati pro cely rovnobéinik; tim vyraz
eviq;__,q!ve—-vixp
prejde v
¢’ (Y —e—vid)=2iqgusinyy,
a vyjde
. i w7 2nz°° q*Y f'u:t

dn(u—}-zK’)-_.—2K 2K+ 1+ sysm

t. j. po dosazeni

emu__ ww ..n“_g_’_i . YU
s 2K g2K KT1—¢ ME ®)
£

jako vyse.

* *

Obratme se nyni k funkei cnu; jeji redlnd perioda je 4 K, atedy
polozime
umw 2iK’ .
V=og 0= e e
ze vztahu
idnu

ksnu

en(u+ i K)= —
soudime na povahu funkee v okoli pélu i K’, kde sc chovd jako
— i —im

kw—ik) 2Kk (p— ’

takZe funkce
i
, e
2 Kk sin (¢ — -2-)

S =i[enut

je nay= -—g— pravidelns, a ponévadz f (¢ + w) = — f (r), je tato funkce

synektickou na obdélniku (0; 27, w). Jeji redlnsd ¢dst na vodorovnych
strandch je tdZ jako u funkee

w
P(Y)=— o
2Kksin(1p——--§~)
jest pak
. —i0
®(O)=—-F V2" _ —-——Zq e=vi8,(v=1,3,5,...),

Kk1l—ge 26 Kl
¢ (0)=— Kk2q2 sin v 0,

a stejny vyraz vyjde pro ¢,(0). Je tedy pro lichd »
S

bv:b”z_"]{k’]‘z’
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kdezto , ,
b,sz’p::O, ap = a”::().

Vzoree (5) § 2 pak divé
v o v—1
fy)=2 ]__gqiv’b\'{q = eiv‘l‘—{-(l—qv)e—iv‘!'}

y=138,05.. .
in q% ‘ qv+-;— i
f(‘lp)zm“a'(me V"l’—-l_’_qve— y"!’)}
tak%e po dosazenf za f(1) S
. > v+';'
i T 9 q —
nY=— — —{——-——-‘L'(-———-—e""p-—- e "”P) (6)
2Khsin(y—g) P OTHT 1+¢ .
7
(p=1,3,5,...,¢=§‘?).

Odtud obdrifme v okoli redlné osy, uzije-li se identity

a daldi identity vySe uzité

. v
i w’=—-——1g-—]-c2q76"“”p,
2Kksin(1,u——-§-)
definitivné
cnu= iy 1 q g iU 1,3,517,. 1*
=% T ex "=b35 (9

Prechodny vzorec (6) plati v sousedstvi rovnobézky z bodu ¢ K’,
a miZeme v ném klésti

u-+ iK' zau,t.j. 1p+-g;-zaw,
Hmz vyjde 1

on(utiK)=— ir 211:1 Q'

ZKEsin T&E P12V

lev4 strana mé& hodnotu

— dnu
ksne’
a bude tedy po redukei
dnu__ v 2z g sin 47
smy 2Ksm“” ) 21-{-— v 2K”’"1357 (7

2K



§ 12. Eliptické konstanty, Aritmetické disledky.
Pro funkei x=snu div4 diferencidlni rovnice

(B2 1y

derivovanim
diz

m=—-(1+k’)x+2k'¢a,
az dz
T = A+ 6k 2%,
a odtud mime
. ]
mu:uwltk w ...

Podobn&
k8
dnu=1 -5 w...,

a odtud plyne v okoli poéitku
dnu 1 12}

W T Mt
Z rovnice
11,y
sintp_”—{p—+.3.+"'
pak méme
/7 1 UEA
— M
oK sin bZ W MK

2K
Vlozime-li tyto hodnoty do (7) § 11, obdrZime derivaci na u==0

1—-21 2" a2y ve
6 ~ 24K KiT14¢”

takzZe

(1-—-2k’)334=1——242-1-%_%; v=1,3,6,1,...

lev4 strana jest
It — 29,8 = Gt — It

Stejné mime

»
cnu_—_—_l-—-—-§+
enu 1 | B—2 _1 v
smu—w Tg vt oocEY=g g
14 umT 1 1A
ek = vt

(K}

)

&)
(2%)
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takze (6*) § 11 podd

B2 ? _~) 2 @ yg¥
6 TR TR 2T

. .
(2— ) 9yt = 2+48§
Podobng

g ,v-—'23s""‘9241"-33‘+3o‘- 6))

1 1, 148
%’--*—I—‘——é——*(—;—u+...,

tedy (2) § 7 podd

1442 w? 2 vq
i = I v’(”'”135 )

(14 18) 9yt =

vy =Jy* 4 1,3,b,7 4
l_qv—— 3+’35y(’/= y )y Yy ,-..). ()
(2) a (4) dajf sedtenim
2y gt
@E—Wo¢=24+UI T Lo ¢=185..0. @

Srovndme-li s (3), mdme

vq® H ug
jp— —.:-_Zl,' T g% *»¥=1,3,51...); (6%

tedy
Sy =Z(— 1M1 ugi,

Znaci-li § (n) soucet lichych déliteliv &isla n, plati tedy vetah velmi

Jednoduchy _
g (~ 1) 0 =2¢(n). (6)
P¥. n=230; §d=1,2,38,5,6,10,15,30

(—1)¥-1¢=—1,2,—3,—5,6,10,— 15,30
S(—1)¥-16=24=1+4+3+05+415

n=12;¢(n)=4; S+ d=—1—3—244—6412=4,

Véc se d4 verifikovati zcela elementdrné. RovnéZz indentita (5);
piSme ¢ misto ¢* a uvazujme rozdil obou stran

ve S Bet ¢ 5 Y s 26
PO=2 151t =TT Tt I T e
prvni dvé Fady daji
. vty
>
1 —q*

a tak vychdzi ¢ (g) =2¢ (¢%), takze @ (q)==konst.=0.



T
Rovnice (5),t. j.
295t — 9 —2+482
divd vétu:

N (r=1,3,5,...)

3
Pocet rozkladi
n=2+y+ L4+ 8 (@,945t=0+1,+2+3,...)
prevySuje osmerondsobny pocet rozkladi

dn=a"+ b+ +d, (abe _~=13,5,79 )

o dvacetictyrndsobek souctu lichych déliteli éisla + 53 pro lichd n je tento
rozdil nulou.

Trigonometricky rozvoj funkece snu pisme
V

.9,35?2”;__42 Vi L sinrom; v =1,357,... (a)
ol
podobné
S 1 P .
3,&,31(1}) = +4Z T Snvem. | (@)

Dfive jests uvaime, Ze pro lichd »

sinyvmw
smor =1 +2cos2vw 4 2cosdvw 4 ... 4 2cos (v —1)vm,
takze 1 —_—
[s- 27 dp=1.
sin o7

Né4sobme nyni vyrazy (a), (a’) a vysledek integrujme od v=0 do
r=1:

T 5 by 1 By
I 9P =4T ’1’ + ’—--::42qs +8xk L
: el e=n. 2
t. J. : By B
9292 =4Zuq?, (u,v=13,57,...). ()
Nésobme déle (') funkei .
Y -
S()=22(—1) 7 ¢V sinvom,
3 integrujme od v==0 do v=1: .
" .
y—1 v' -1 q7+v
‘9'233—22(—1) *qt +42(_1) 1__qu ©

y=1 v’

—=23(—1) T ¢ 1‘*“1"(»._130,...)
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Koeficient pti g% Vpravo je

42(—-1) + 2J(fn), n=1 (mod. 4).

’I

kde J(fn) je 1 pro celistvé yn, jinak J=0.

Pocet rozkladi n=a?+ 2% (a=1,38,5,...,, r=0,+1,+2,+3,...)
Jje ddn vyjrazem
3-1
J(}’ﬁ_)+2§('—-1) BERR (n=1,mod4),
<\w .

kde ¢ probihd‘ liché délitele éisla n.

Déle vzoree pro —— “ dava po derivaci

dn
-1 v
esnu L q' . vum
“dntu K’k Sl RS T
nésobme Fadou
27 q” . YU
Shu= g = T—¢ 8in—>
a integrujme od u=0dou=2K:
2K
snu 2a% . ‘_’_::_1 v Q¥
.[k’ d“—ng’E(“"]) —-——-—E‘Ty",
aviak ’ ,
[ ;2,2: en® (K —u)=1-—sn® (K —u),
levéd strana
K . {f K
2fcn’(K-—- 14)du=2K—-—2/sn’udz¢=2K—[sn’udu,
I ] h

a tento integrdl miZeme stanoviti tak, Ze ndsobime samu sebou Fadu

pro snu: ax

4 n? ¢
2 —_—— ..

fsn “du"'Kk’E(l-—q\‘)z

Tedy téz ’
2K

Eisn®u _
fdn’u du 2K_-K_~_k’ a—=¢yW

0

a porovndnim obou vysledkd plyne
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2K =2a2(— 1)"'~3

= 4! v):,-;Mmz(z
t. j. .

a-— v>*’

__.. ¢
\9’3219'2"—'82("“]) ( __qv)g+88532(f;w,(9*1,3,5,7 1-.)(d)
Druhé ¥ada m4 hodnotu

Fo(v) =1+ 2'55(— Drgtcos2uva
p=1
a integrujme od vr=0dov=1:

3

o 273 g+
52k T KTV irar
. j-

® qp.'
dods=1442(— D { ©
Obratme se jedté ku vzorci (1) § 3

- ~ 27 3 vgty yum
- 4 K3 sin® ﬂ_{—a_—ﬁ?l——q?vcos'jf’"’ 4
2K
CHONER Y
0= 00) I Xyl G
Volba u = K dév4
i 2
(0“1)334*'1:82(—1)"1? st‘ ) ¢ “)
30»(0)__47”300 w:%;
1?9;((8))24712Dw10g30, \9‘h=H([_.q2v)(1__qgv_1)s
— 2y~1
D Iog.?o_.—-mzf T ~—2¢v¢2(”____12§:"1_
9.7 2Vq (2’,___1)qgv_!
E i ey A S ®
[ ‘9,”
0'\93‘ :5‘“‘0;2} \(70)
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tedy vztah hledany zni

vq Cr—1)gtv-? Vg“
=1+821 e +82 - qav——l —83(— ) qu

Zde ruf se kladné d&leny poslédni i-ady s &¢4stf Fady prvni a zbude

=182 220 ”-;-82 k, (A=1,3,51...) (9

Z identity

’ . N n=123,...
HQ 4oy =t ((Zp0h)

plyne logaritmickym derivovdnim

L @
ite 1—g
je viak ,
2 g2\ > g
= — ’
1—g? 1—¢* 149
tedy
=3 2422 Mgyt e
1_,,([2)\ 1__,1x 1—q* 1+,17\

Identita () ddvs
Aot At A qk o 2ngt"

T~ Ci4d ite”

takze vychdzl

. 2ng®r = rq
S—El—-—ql +Z =X

L@t " L (—q)
a tedy vychédzi pro (9) pivodni tvar Jacobitv:

: —1p8E L
W=1+32 =gy %
Vysledek 1ze psiti
(Z \9’3___7t 4
T78 g, =71 N

Poéet Fesent rovnice
@B+t dE=n

Kladnymi a zdporngmi cisly rovnd se dle (9) osmerondsobnému souctu
déliteliv lichyjch a lichosudych éisla n™.

* Lagrange prvni ukézal aritn;etick’y, Ze lze kadé ¢&fslo rozloZiti ve d&tyii
&tverce.
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Pro =06 mime délitele 1, 3, 2, 6 ; soudet = 12; rozklad 6 =01 4-

144 ddvd podnét k' —é_. 12 permutacim a z kaidé z nich vznikd
+ P 5 =12p

kombinacemi znamének u tH prvkd mimo O osmrozkladd. Viech feleni
tedy 8 X12.

Pro &sla n = 2* mime tedy pouze 3 X8 rozkladd ve 4 &tverce,
Px. 16=04+0+4+0+16(4X2)

=4444+444 (29
32=0+40-16 +16 (6 X 22)

Obecnd méme rozklady

22V:0+0+0+22v=22v—2+28v-—2+22v—-2+22v—2
22v+1=0 0} 22v 4 28v

a rozklady z nich odvozené; jinych rozkladd neni.
V rovnici (A) poloZme

tedy k2 2 , 2nf¢ 2vqtv
gy ety RNty ‘e Gab Vg puprd
levd strana =14 a tedy
b
19," Qe = gtv
C= (2K)23 = 1+k' 2Kz + 5 K2 2(——-1)“ qw° (a)

T4z substituce do vzorce

2 o ]
k2 Sng A= 0 3;;2 2 1 iq.qgv cos V%ﬂ (.B)
divd 2o
27 « vy
1-—70':0———]—(72(—- _‘q-q‘;; (ﬂ)

Sectenim (t) a (B) vychdzi vzorec ndm jiz zndmy
K? a4z 2vqv
4 =1HAE ) T gy N0 ®
kdezto odeéteni ddva hotejsi vzorec (A°)

at | 2nfa
C=1— 4K3+K22( 1)1
Volba =0 v (D) divd

2n% = pov
=% 3 e @)

(3

C=



Vlozime-li. do fady (B) u:%x-:, vyjde

= vq'}' . ¢
Vzorec
1
i C— Dtlog H (u)
poda (
1 H' (u)
0= sn?u +D“H~(u~5'
Zde .
H"(u)___l_«?, vy 1 1 3"' v+
T — 21{.91'(}7) T tE }
1TH” w
vt SrAR T
H'I(u)_ ‘91'"
D Hwy —"‘IF“‘EKQ 57 1
1 1+k2
sniu + B
tedy
1-{-7cR 1 %
C=—i +12Ka 31 (71)

V rovnici (A) p¥evedme prvni &len pravé strany nalevo a v:a vysledku
) P P P y y
polozme u =0, Jezto
n?
B A T EE
2K
vyjde
145 w? 2! vs % bt
C=—F——nmr T I1—p" (@

Vlozime-li sem hodnotu (7), vznikne po zkriceni

19.lm © ¥ qgv

1+”2‘(}I-_2421__q3v (w)
A--1 1 A—1
1 ’ 5,10 1 " 2
Q—;«?,:L’(—l) T g7, 2”3 9 =—2(—1) T Bgt,
oy 2B By ¢ — — gt (1:3, 5, 1, )
Be = 1)1-; R Ly " W=1,3,5...)"
- g

Vlozme tento vyraz do (¥) a odstraiime jmenovatele, uvizivie
diive, Ze



‘??T‘L%z > 1) q*, f(;).—: f v = soudet déliteld v,
—_ < ,

vyjde = 0 b1

UT(—1) T AfO)MHT=2(=1)7 @— D"

Exponenty jsou typu 11-, kde
n=2»"+48y=1 (mod. 8);

porovn:inim soutinitelt pFi ¢* tedy plyne

24 3 (— 1) T ).f(

A=1,8,5..,

T ) l 0 pro ¥ irraciondlni

(—l)y’;l(l"'—-l) pro Vn =1.
=4 f(%g‘_?.):a
94(1.4 — 3.8) = — 120 = (— 1) ¥ (5 —5).

Piiklad: n = 25; f(25

§ 13. PFHima verifikace zdkladnich vzorcii.

Uvazujme tfi dvojperiodické funkce proménné v

RO= 50 AO=3 AO=3

derivace funkce f; (v) jest rovnéZ dvojperiodick4, a dév4 podnét k Uvaze

0 vyraze
’ & = 3, (v) - 3/ () — %1 (1) 9 (v);
Y1
M) =—iZB(—1)7 _q*vgv 30(0)——2(—~1)Pq!’-'§221 E=evmi,
v=-1, 43, +5.

M) =mE(—1) T q*"’v§v, 3¢ (0) = wi Z(— 1)rqr* 2k,
tedy

1 v—1 R y=1 '
g =207 g g 3T o d o
=X A,5"
n=41, +3, +5.,-

Pr stanoveni A, tfeba kldsti vy =n + 24, a vyjde

n——l

(—1) 7 A=32 (n4 4p) gt ¥ =

__m

= nq" Z@uetnp 4 P D gettnp =

P o0 p=—xn

2
= gt 0, (A5 120) o 49y (55 |20),
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takze
A== )T 0 (20 [+ 2 g (A,
kde N ’
¢(«¢)=%%I%%
Patrng

¢+ m.27) =0 (u)—2mni;
ponévadz vidy '
2wt d, t1=(—1)T
) 2 =" ’

mime
("")""‘P(’*‘ )-2m7m

+;ﬁ¢(7§')=;ﬁq’(i§)ilz

! 2 v
| =+[1+ =9 ()]
takZe vychdzi

A=[1+ svh,)l a9, ("5 12 9).

Podobné& soudin
B, =, (1) I3 () =Z¢q -}v?+lh§v —~
=3 A Ar",__:qu‘i'n!-!-ﬂ"‘l—!-'-ﬂ;

L n=1, 43, po=—>
t. jo -
A, :q*n’ﬁs(ﬂ(,?r) — 4, )
2 2 %

tedy vychézi

o (v) 9 (v) — 94 (v) ¥ (v) =7 G35 (v) I (v),

G=1 ‘T‘ q’(z
Pro v=0 vychézi
ﬂ'G'&g‘l?:;:"?O#l’} Gz‘:}og’
t. j.

Sp=1 +;§?rp(§)» ¢ )= ga"'(_(::tl%?

G0}
Podobné bychom zjistili
iféu"@ =—n 3¢ f1(0)f3 (v),

M
@)

@)
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WO _wspfi0 @

Znamenejme k vili struénosti
nIR=a, WS =b wI=c; fi)=g, (D) =y, fi(0)=2;

nase rovnice zné&ji

r=ayz Yy=—bzr, f=—czy;
odtud

bxa’ +ayy =0, cxa’ + azd =0,
tedy integract

bal:?'—}-agf:za‘?ﬁ'—a cx’—{—az“’——a—}—z’
I TG
¢ili ,
I f1* (0) + Fo* f2* (v) = 3P, (4)
32 fi2 (0) + F° f3® () = 947,

z dehoZ po zavedeni symboliky snu, ¢nu, dnu mime

enfu=1—snu, dnu?=1-—52sntu,
dsnu
du

Vysledek (1)

=cnu dnu= J(1 —sn®u) (1 —iPsn?u) atd.

2 T
302=1+;tf“i¢(’2‘)

je sdém o sobé zajimavy; tu mdme pro u:%

3¢ (W) =2mi Dy g+,

tedy
Zvgd(v+ir—i%
2.-1. i 4
SP=1-+4 ZFOFD
g Z@Ar+1@otr
e PR ==
#'0ly)
 d—3gb+bg¥—Tg¥ +9g%—... 171013 ‘
- 1 9 26 ry} == .
gs + g8 + ¢ +95+-. .. n""z(olg“) (1a)
Diéle mame
2 w20 _, g g ienn  ghtetes
wi F3(u]27) "7 lfgtv—2eivm 1 | gtv—2e—2swmi

2 T ®  gtv—t v [ St S
7@ = = T ) = AR ) T T

A=1,8,5,...



Qdtud tedy zndmé jiz fady (A=1, 3, 5, 7,...)

81 -1 g
a zéménou q za —q
A=1 o\
Sr=1443(— 1)T1_qqr- (1¢)

Z (la)a (lb),t Jr
S =1+ 4Z(— 1) T PR =1+ 4 Zs(m) g,
plyne pro funkei

81 +2 ’
s(n)—:;‘.?(m— N7z""s : ®)
jednoduchy vztah :
Zq'vﬁ' + 4Eq‘v§+”s(u) =X(— l)liﬂvq%.

Soudinitel p¥i q':' n=1 (mod. 8) divd

423

v==138,5,..

n._p2 _)e i Vn irracionalni
)= { - ’ (5%)

1) 3 l-—l pro fn=L1

Priklad: n=65; s(8)+ s(7) + s(6) +s(2)=0.
s@®=1, s(N)=0sb6)=—2, s(2)=1.
n=25; s(3)+s@)=0+1; 4=5—1.

Na zdkladé identity
(2v+1)”::8("';1) +1
miZzeme pravou stranu v (1a) pséti

(=1 er+10g
Ch

a mdme pak identitu

2z =2 yr@r+ 1T
z niz plyne

v+1 {0, neni-li » trianguldrni
b e IR em by —1, et a= ("1,
Priklad:n=9; s(9) 4 s(8) +s(6) +s(8)=—~1+4+1404-0=0;
n=18; s(18)4-s(17)+s(15) + s(12)+ s(8) + s(3) =
| =1—2404+0+140=0.

* - .
@ *
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Rovnici (1a) lze psdti
, T
¥ (0[-9—)

— =34 (0 -f— 3 O-f—
o 15 %015

2o

0

L
7

a pondvadZ z Fad theta bezprostfednd plyne
30(0]4) =3, (0126) — %, (0127), 350|(5)=95(0]2%) + 9, (0[27),

vychézi
3 = 3¢ (0]27) — 3,°(0]27). 1d)

l-—l A1

- )N
= 90|20 =1+42(—1) -C‘*’_—;;l,

Zde jest
=1—42(-1)"*

takze
9 (0|27)= 42(—1) ( i =t

).—1
)-‘42( 1) *

a vyméni-li se v za '";‘":
A1 ). :
92=42(—1)° 2% (1=1,3,5,...). (le)
1—¢

Radu (1¢) pFevedme v dvojndsobnou
E(— L)kq@r+y (20, ¥>0)
a Stépme ji ve dvé I (v>pu) a Il (u2>v).
V prvni piSme v=u + q,

1
I=2(—1)pglrthpta) = 2(__ e g@pt e+ i__...c.lgp_‘_l ,

II=23(— 1)v+aq‘(2v+ 14200y ‘:_;(~~ 1)y grevtr) 1 + &

takZe mime rychle konvergentni fadu

v’—-v

332=1+42 4*’(-—1)v

(—1) 1+ T L o2

2y~—1°
—q

Podobné méime z (1¢)
' A=t 1y, At

9=42(—=1) " ¢ 4421 "¢  (

A—1 1
Pt L gqsl
=431 ¢ 03+ .
l=1,(s,5,-.). { 1 "Qn“}

% %*
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Vzorce (A) lze povazovati za kvadratické vztahy mezi funkeemi

% (v)
Fo? 3 (v) = 952 92 (v) — I5* 3% (v),

19'0g19'3, (0)31932‘8'02 (v) — 3’2219'12 (U)-

K témto vztahim piipojme jesté urdeni funkee 34 (2u); jeji nulové mista

jsou az na periody m - n7t patrné 0, - 2 - g, lgt, tedy souhrn nulo-
vych mist funkei &, (), 3, (u), ¢, (), F5 (), kterd jsou vespolek rtzn4;
tudiz podil

— 91 (2u)
I = 5 5, S T 0

je transcendenta celistvd; mimo to jest

1) =Ff(w), f(u+7)=F(u);

pro redlnd u jest f(u) redlné; rovnéz pro ryze pomyslnd. Funkee f(u)
je redlnou na obvodd obdélniku (O; 1,7) a tedy konstantou:

F0) =555
9 (2u) = 29 (u) 33(1;);?3(14) Iy (u)

Aby verifikace byla Gpln4, tieba jedtd odvoditi vty addiéni platné pro
funkce theta. Tu jiz jsou viak ddny predpoklady pro dékaz vzoree (1)
vylozeny v § 6
H©OHu+v)H@u—v) 1 1
HE(w)H*(v) T sty snu’

a z ndho plynouci vztah (2)

H' (02 H Hu —
( )lﬂ @(;t(;}-) 132 (vgu %) ey — oo,

ponévadZ vzorece pro
sn(u-c¢), en(u-+c), dn(u+¢), c=K, iK', K+ iK'’

odpovidaji vzorciim pro

%0+ 2 Ko+ 5 K+,

a netfeba je zvlidté odvozovati.
Odstralime jmenovatele a obdrzime po zavedeni funkei &

o3 91 (U + v) Fy (16— v) =32 (v) I (1) — F* (w) H* (v), (6)
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pii dem# uréeni konstanty se stane nejpohodlndji v novém tvaru
substituei »=0.

Dile jsou funkce

Fo (e + ) H (4 —1v) 49 (4 —0) (¥ 1 v)

Fo(w) . (8) =T,
Go(u 4+ v) ¥y (10 — ) — I (0 — v) F; (u 4 v)
Fs (1) T3 () =)
synektické. Nebot u F; («) vymizi ¢itatel pro u =0, a prou= ;3—. kdy
4y (1) =0, je ¢&itatel dle zdkladnich vzorefi

~amig —ami
—¢ “9'1(0)3'0(“‘0)”—0 ‘\9'1(-"—0)19'0(1))'::0’
podobné u F,(u) je pro u ==} Citatel

3 (v) I3 (—0) — I3 (—v) F2 () =0,

147
2

a pro u=

2 'X:i- — 21:5

€T (0) Fy(—v)—€  F Fy(—0)94(2) =0.

Ponévads funkee ty maji periody 1a7, jsou synektické v celé roviné,
Volime-li déle v reilné, jsou ob& funkce reilné pro redlnd u, a také
pro u ryze pomyslnd; nebof pro w-=ix jest

oo — (@t iz G (v — @) 4 ¥y (v — ix) & (v - ix)
T (i) = =) 94 (2) 9, (i) )

atedy &itatel jako rozdil sdruzenych veliin ryze pomyslny, tedy zlomek
redlny. Podobnd u F,(iz) jsou oba ¢&leny zlomku realné.

Funkce F(u), Fy(u) jsouce na obdélniku (0;1,7) synektické a na
okraji redlné, jsou stalé a sice jest (u=0)

7 ______230(”)31(”)
Fy= s Iy
a (pro u=14)
ba 232(”)‘9.3(0)
1= ‘9239

Z nasich zlomkd odstralime nejprve jmenovatele a seiteme vysledky
i obdrzime

3395 9 (16 4 0) Iy (e — 1) = F () 31 (4) F2 (V) Fs (v) —

M
— 9o (0) 34 (v) F2 () I3 (1)-
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Zcela podobné nalezneme :
2 3y (u) I (w) 2, (v) I5 (v)
3,9,

Fo (14 0) 35 (4 —0) — Iq (u—0) ; (u+0) = 29 () ‘98‘5}‘:)3“'; 1(0) 9 (0)
Bo (1 0) By (16 — ) - F(th— 1) I g (1 1) = 220 () 0313:)‘;2‘0 (0) ()
o+ v) S5 (u — 1) — S (h—0) Fy (u + v) = 2% (W) 32;“39‘9: (©) 3 (0)

takZe vychdzeji vztahy
FoFa o (U + 1) Fg (u—0)=Fo(4) Fo (1) Fo(v) F2(v) + I () F5 (1) 3, (v) F5(v), (8)
o990 (0 +0)F5 (4—0) =3 () I3 (u) S (8) F5 (v) + I () F2 () 31 (2) F5(0). (9)

Z (6) plyne pak jesté dosazenim “‘i"g au- 1 —i_r

3y + 0) 5 (u— 0) -+ o (1 — 1) 3y (- 0)=

929y (w4 0) 95 (u— 1) = 9 (1) %* (1) — I (W) 97 (v), (&)
9 By (1) By (1 — 0) = I3 (6) 9 () — I () B2 (0). (%)

Délenim vyrazi (6) a (7), pak (89), (8) a (99), (9) vychdzeji véty addiéni

9 B £ () —f3 @)
A e Y AT A C B A OTA AT
9 _ RW—fWR)
N e A TAC ENACTAOTAGYACK
_‘9.0_ — 1 (‘“) —f* (W) fi# (v)
LS e NV T RO RS AT AT ADTACS

Zde dosadme 5 za « a v, a uzijme hodnot

2K’2K
P AN
f,(2——1—f)._—‘?-—:,'--snu,f,(2 K)_. 3, cnu,
o® N
fs ({fjf):gi—dnu,
a obdrzime nejprve

sn(u+v)=

sndu — sniv
SNUcRvdnv -- snocnudnu’

cen®u—dn®u sn®v
chucnv—+snudnusnvdny’

en (U4 v) =

dn (4 v) = anu—Fkenfusnto
dnudnvt+kisnusnvcnucny’

U prvniho z téchto vzored rozifme zlomek vyrazem, ktery ze
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juenovatele vychdzi zménou znaménka — za . P oznadeni

SRU-==8§, SNY==38,
wime pak

(s* — 5,*) (snu cnv dnv + snvenu dnu)

FI—AF st + Faf—s [I— (1 F B F o]

jmenovatel pfejde na (s*—s,*) (1 —k*s?s,?), a tak zndmy vztah

sn(u 4 v) =

o1 (0 + 1) = snumvduv+snvcnudnu )
o 1 —I2snfusnte (

Poéindme-li si podobné u druhého zlomku, objevi se ve jmenovateli

enu cen®v — snPu dnPu sn®v dnfy =
=1—(s*+ 55) + 55,2 [ (s* + 5,%) — k*s%s}| =
=1—Iktsts! —(s?+5,®) (1 —A%s?s,®) =
=(1—ks¥s*) (1 + k¥ s?s,* — s —5,%).
Cinitel
14125282 —s* —s2=cnPu—dnPusn®v

kriti se proti ditateli a zbyvéd

cnucny — snu dnu snv dnv

on (4 1) = 1 — k2 sntu sntv ’ ®

P#i apravs tfetiho zlomku dn (u + ) vyskytne se ve jmenovateli

dnudnv—ktsntusntvenPucniv—
=1—k2(s? 4 5,2) + kts2s® —hts?s (1l — s — 50+ s%5%) =
=1—ksist— (24 52 (1 —kss?)=
= (1 —k?s?s,®) (1 + A®s%s,® — k?s* — K?s,%)

a vyjde
d )= dnudnv—lﬁsnusnvcnucnv )
n(u+v)= 1—ksnPusniv ’
Vzorce (3) a () divaji bezprostfednsé
en (w4 ¢) = cnuenv—snusnvdn (u+v); (d)
piSeme-li jej pro argumenty u + v, —v, vyjde
enu=cn (u -+ v) cnv+ sn(u -+ v) snv dnu. (®

Znamenejme
amu=g, amv="1y, am(uv)=0,
naje vzorce pak zndji

€08 0 == ¢08 § €08 P — sin ¢ 8in P Ao,
08 ¢ == €08 0 cos Y +- sin ¢ sin Y Jp.
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Do druhého vloZme za cos g vyraz prvni:

cos ¢ == co8 ¢ cos® Y -}- 8in ¢ 8in Y J¢ — sin @ sin Y cos WY Jo;
prvni é&len zprava pfevedeme na levou stranu a kritime sin v; \'ryj de

co8 ¢ sin Y - sin ¢ cos Y Aa
dp= sino

podobng
cos8 Y sin ¢ - sin 1P cos ¢ Aa
sin ¢

A=

a odtud (véta o soudtu amplitud)
Ado+1

sin ¢

dg+ dp= sin (p + 1), dp— Aw~"

Vzorce (@) a (f) davaji d&lenim

Lein(p— ). (n

tgamu.dnv4-tgamvdnu
I —tgamutgamvdiudn v’

tgo=— BELAV T gV Iy
1—tgptgydp dy’

pEi pocitdni tg am (w4 v) za danych ¢, 9 zavedeme Ubly w a &
tgp AP =tg o, tgp dp=tg 3,
tg am (u + v) =tg (w + F).

tg am (u +v)=
t. j.

nades

)
PoloZzme > zZa 1%av:

tgamu=tg 2w, tgw=—1g am dn—-

2 2
a dle ()
. dn—=
2 dnu-1,
o cn__u_““ snu .
2R
ob& rovnice daji _
g U snu sin 2 w
M — =t . ———=1tgw

278 w1 e T T AQ0)

sni——sinw -—-—2—~—— te Qo = 0Y
2= T 4@0) “°mu

Odtud pak vzhledem k vyrazn tgw

u .
cn?-—cosw 2 U 1/4C2w)4cos2w
P IFrd@ey 27 ) 1+4Cw0)

_2’ .
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1 ‘ 2
dnihcoswVA(2m)+cos2w‘
2

Ze vzorce (z) mime (u=v)

s Qu 2SnUCHUdnY
. Ba Py -y
identity

1—Bsntu=cnPu-+snudn®u=dntu-I2sn?ucnu

umoziiuji tvar#

(enu + snu dnu)?

(dnu+ & snuenu)?
1—/%sntu :

1 m2u—=
+ 1—ktsntu

y 14+ksn2u=

Dile méme
enfu—snfudn®u
1—Esutu

en2u—=

Sitatel =1 — 252 1 k2 54, tedy

2(1 —s?
1 +cn2u:—i(7_~]—‘-2—27)y $=8snu,
t. j.
1= enQu— 2en’u 1__c)z2u___2sn?udn”u
T T 1—Bsnte’ Tl —RBeanty
Koneéndé poskytne
102 0 dn?u— k2 sn®ucn’u
nete= 1—Rsntu
vztahy
2dn?u 212 snfucnPu
$ —e e — e
1+d122u_.1__k2m4u, 1—dn2u T Earn

Odtud plynoun jednoduché vzorce

V1—~cn2u__'_~dlogcn-u Vl——du2u__;_1wdlogdnu
1+4enZ2u de 7 ¥ 14+dn2u™ L du

Koneénd (K snu -+ cnudnu)?

dn2u 4k sn2u=—
+k 1 —ksntu

Ponévadz jmenovatel 1 —k2sn*u mé derivaci — 442 sn®u cnw dnu,
kter4 s nfm nikdy soucasné nemizi, jsou jeho nullovd mista 1. stupns.
Z funkei

Yi+snu, Y1+ksnu, VI+enu, {1:dnu, Ydnu+Fsnu (10)

* Hermite, Note stc. p. 814.
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%4dnd neni jednoznadnd, je viak Jednoznaénon funkei podil a souém

kazdych dvou z nich.
Mazeme k nim pFipojiti e¥iom*, pondvadi

u o, . U u\?
(cn~§-+zsn-§dn§)

eiomy —cnu +isnu= ”
1—Rsnt—
2

-

Kromé uvedenych rovnic zasluhuji zminku jestd nasledujici, kde

. S=Sshu:

(An2u—K)(1-—ksntu)=1—28 s+ (1 + ) kst = I';
po dosazeni k*=(1+ %) (1 —¥) pFejde pravd strana v
1=K [A—-Q1+F)sP,

o ' 1= 4B ontl
. A1— A FF)sn®ul?
n2u—F=010—F) T —Fentu
2,,12
an2u+ ¥ =+ =0 . ’;Zf" ul
dn2u—k'___l-—-k’(cn2u—-k’sn’ )
dn2u+F " 1+ \en®u+ K snPu
Dile jest

(hen2u-+ i) (1 —12s) =k(l — ) — ks® (1 — K2 s¥) 4 ik — iW Kist =
=k K — 2k + B (k— ik s,

coz vzhledem k identits (k- ik’) (k—ik')=1 lze psiti
ki) [1—2k (k—i¥)s® + K (b—ik)2 s,

tedy
ken2u+ ik _ [1—k(k—ik) se’u]® __ [dnu + ik sn’u]®
k+ ik 1—Fksntu 1—Fisntu
ken2u 4 ik’ k4 ik (dnPu + ikK sn’u
ken2u — ik~ k— ik (dn"u — ikk’sn”u) '
Konecn$
¢ 2 2 72 002
dn2u+cn2u=f——c_n—_-%a-§—’—’:—;—z, dn2u—cn2u=T2:k—L}:’;—’:T‘,
dn2u+-ken2u 1 —ksn®u
1+% ”1+ksn’u’

Vyjddiime-li funkce 1+ snu elliptickymi transcendentami H ( ),
@(——) objevi se jako spoleény jmenovatel

0 (5) (1 — Bont 3) =64 (33) — H (35).
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Tato funkce vymizi na mistech, na nichz snu=o, tedy zdroveii
s @(u), a podil " "
0'(3) — H (3)
f (u) = 6 (u)

w4 zfejmé periody 4K a 4iK’; jo pak redlnym na obvodd obdélnika
(0; 4K, 4¢K"), musi tedy jakoZto funkee synekticks byti stdlou veli¢inou;

u=0 divd
' F(0)=63(0),
takze

0 (35) — H' (5) =94 O ()

B (0) — 9,4 () = 9,9, 20)
a dosadime-li v 4}
958 (0) — 95% (8) = 98 34 (20). (11)
Viozme sem
at

B0(t) = T $y(0) = Zg & E=ev,

o= K‘ 3 § >
zni leva strana
@ hpfoitd datbtetd) (ot FBr+yr 409 o B + +3
Zq § i‘ B+ § B+y
Gyb,_‘?,d arﬁ Tl

St4lé dleny v téchto Faddch vzniknou z podminek
atbtetd=0atfi+y+d=0

a odtud mdme identitu

t { B2 Lo b @ 3.1 80 L at 3
g mg T Fatite 5 4o BB (11°)

Zde mizeme vyménit ¢ za —q,

—7T,® 2 » ¢ 2 2 14 1)
95 .ﬂzq“' titert(a b +=)_’_ B %la +Brt+y (u+3+1)1 (11%)
a,b,c @5 Y ’

Prvni fada obsahuje samé mocnosti sudé, druhd se skldédd z moe-
nostf lichych; odtud soudime, Ze

rogklada éisla n ve tFi étverce
(n=a*49*+; 0,y,2=0,+1,1+2,...)
Je tolik jako rozkladdis
n=a?+b+c+ @+ b+cp? (adec,=0+1,12+3,...)
Je-li n sudé, ale tolik jako rozkladi
tn=at B+ 7+ @+ B+ by =+1,+3%5,..)
je-li n liché. '
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Tyto rozklady tedy neexistuji pro &isla tvaru 4% 7, kterd nelze
rozloziti ve tii étverce.
Pro n=13 médme n=0% 4 224 32, coz divd 3 X 4=12 fefeni.

Rovnice
2=+ B+ 7+ (et f+ )

a=11, f=+5 y=715;
mdme tak dvé Fady
1,5,—b; —1,5,—5 -

m4 Fedeni

a jejich permutace; podet rozkladi =64 6 =12,

* *
*

Na konec jeitd provedme transformaci tvered &.2(u), 3s? (u).
Nejprve nésobme vespolek ¥ady

o k-]
B () = D ik = Bgr g, §= oo,
—_— —
a v soudinu
Fg? (1) = T g FVER (=)
* v

stanovme koeficient pii &2%; polozime g —»=n a obdrzime

942 (1) = 2 C, £,
kde
Co= g I @™+ = " 94 (u7|27).
YT o
ZjednoduSeni tohoto vyrazu zdvisi na parité &isla n; pro »n liché
mdme

—1 .
n—1 2=l ik ."--2-32:)

> 2¢|27)=¢ ?

F (07| 27) == Iy (v + P(7|27)

tedy

n? 1

Ou= a7 *7 9,(c120) =439, (0]20),

a pFisludnd ¢édst nalezené fady zni tedy (n=+11,4-3,+5,...)
I :Eqni;g’“ 5(0]27)=3,(0|27) 9 (2| 27).

Pro sudd n jest

n?

03(1”:[2@:33(% .27|20)=0q 295(0|27)

a pislund &dst fady (n=+2,+4, +6,...) m4 hodnotu

IT=94(0]|27) 32 2 == 94 (0] 27) 33 (2u]| 27),
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a tak ziskdvdme \;ztah
Fe? () =33(0]27) 93 (21| 27) + 95 (0]27) 95 (2u | 27). 12)

T
Dosadme % - 55 veorce

&y (u+ %) = =T+ 109 (), 39 20+ 7 27) =~ ®Bu+EN 9y (20 27)
podaji — spole¢ny dinitel exponencidlni odpadne —
(W) =30]27) % Ru|27) 4+ F5(0]|20) % (2u|27). (12)
Z (12) a (12") plyne pii oznadeni O, (v)= 9, (v|27)

3¢ (4) — 92 (1) = (O — 8,) [0 (24)— B, (20,
954 (4) + 98 ()= (O - )]0, (21) + 0,2, )

Je viak pH ermi={
T, -}“Q o == :1_‘_1:*:_2,...
O3 (v) + Oy (v) = T ** ¥ T gt B L (ﬂw 1,4 3,+5,.--)

a obd Fady se shrnou v jedinou

\+O

il . v, T
_‘?q%"'g’ﬁ‘"’s(g l5)

coz ddva
v T
93(”f2’)+9:(”f27)‘——~3s(212): (13)
podobné
. v, T ,
93(0*27)“05(0125):00(2-'2), (13)
takze naSe posledni rovnice («) zné&ji
9 (u]7) — 92 (1] 7) = 9 (0] ) % (] 3), (14)
92 (u]2)+ 92 (u]2) = 95 (0 ) s (! 3). (14)

N4sobenim téchto rovnic vychdai
, T T
It (1) — 44 (1) = %, (0] :) 230 %) Hl) % lg).  (15)

(14) d4 pro u=1}
- 9(015) 401 5) =3 (16)

takze se (15) prepiZe na
95t () — I () = 92 Do ] ) I (] ) (16"
™
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a hofejsi vatah (11) pak poskytne
B (] 5) 9 (1| ) =30 % (24).. ' (16)

Ze (14) a (14') vychdzi délenim

dn?(2Ku|v)—ken*(2Ku|r) 4 )
A QKu|v)+ken*(2Kulzr) dn (@ Lu [1'_)
2

I=k(5), L=K (5)-

Pisme nyni u za 2 Ku, 2v za 2 Lu, tedy
Lu 14+%

V= ﬁ':-‘ —~2—~—— U,
rovnice bude .
dn® (w, k) —ken? (u, k) U (17)
dn® (u, k) + ken® (0, k)~ dn(2v,7)
P¥i z==sntu zni lev4 strana
1—k 1+4+kx 1+kz

Sy Ay il yey

a Felenim plyne odtud

—dn(2v,0) (lsnvcnv)
IFdn@o,l)  \ dnv 7’

b =1ILsn®(u, l)_

t. j. transformace Landenova
2 sn(v,l)en(r,l)

sn(u, k) == TF% dn D) H (174)
29k 14k
I=y33 v=—g %
Vypodet podal zdroveit
_1—ksn? (k)
an(2v,l)= Lk sn?(u, k) (170)

Hodnoty 7 a L plynou z nadich vzored pfimo; (14) a (14") d4vé
pro u==0 . , ‘
Fg? 1 9y =3,2(0] g); 9y? — 332=302(Ol§).
z &ehoz 9,2
T3 7 =9 0ly 3) =0+ 3,29
b3 2 2o L



Hlava III.

§ 1. Né&které integraéni vzorce.

Vedle diferencidlni rovnice

e T )

kterou se definuje funkce
r=snu,

vyskytuji se jesté dalsi, které tu sestavime v tabulku:

.3
Z=cnu, %::—-—k’ V(l —az9)(1 —}—%Em*);

x=dnu, (% =— Y(1 —2?) (22— ¥?);

s=tgamy, 2~ JIFDAFFH);

£ == cotg am u, g— =— ]/1 + 2?) (7% + 2%);

¥ = "’1“ du =+ ¥ VGE? —1) (xa k'z)a

C)lu
1 dr ) 3 T2,
i el L Gl L
e=, ¥ ETHA—R).

dnw  du
Tak na p¥. pfi stanoveni integrilu

dz
V@ —=1)(1— K a*)

uiijeiné posledniho vzorce, kladouce

1
IO )

Pro =1 méme u==0, pro x=7lc—jest =K', tedy — funkce z



102

v danych mezich stile roste —

K?
J= | du=K":
[}
K’ [¥ dx
=] J@=Da—Fay M
1

Integral ten se vyskytne p¥i Setfeni pribdhu integralu

. X
ro=lrmes

pro pfipad, %e x probjhé viechny redlné hodnoty.
0dz=—1do =1méni se integrdl od F(—1)=—Kdo F(1)=K
jednotvirnd. Poblize x=1 piSme vyraz ve tvaru

N dx
F(x)'"nfyl-xy(l To)(l—#az)’

druby radikdl ve jmenovateli je funkece na hod& z=1 jednoznaln$,
a tfeba jen vySetkiti, v jakou hodnotu prejde y1—=z, kdyZ bod z opise
. v severni polovici roviny maly polo-

S\\(}/ /’rlf\( f?m kruh y; proménnd 1 —z opiSe p¥i tom

k maly polokruh d v jizni poloviei roviny.

ve sméru naznadeném ¥ipkou. Odmoenina J1—2 mé pii tom hodnotu

Vo e9 ,¢=(0... —x), kde ¢ znaéi polomdr kruhu, a tedy

1 1 %
= Te'
vrati se do osy na tusek (1... o) s hodnotou
1 iz i
e T
takZe pro 1<a:<—1— bude -

dx
rO=E fv (R

proménnd u=F(z) opiSe p¥i pohybu x=(0... 1) interval 0... K na
ose, nadez opisuje piimku kolmou na osu, od u=K do «=1iK"
Nyni je z tvaru
dz
F(z)=K+
@=x f @ 1)1 +%a) {1 —ka
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-

zfejmo, jeito po opsini po}okruhu kolem 2 = -;:-proménmi V——i:é-:k:; vrati

ge do osy s hodnotou

, %o F(z) pokraduje vyrazem

i
Vkz

Ea

y i
F@=K+i— [ ¥
(x) =+ , ]’(1"———1)(/:’31:’—1)

k
bod u se pohybuje na pfimce rovnoh&iné s osou od bodu KiK'’ do

. ® dz
K+ik —
! j Yy

=K+ iK' —J,

a3
kdyz z opisuje drdhu ( T w).

Substituce —’aé- do integrdlu poskytne

dz

J:_:j }’(x’—-—k’)(x”—-—l)’

a pfedposledni vzorec tabulky ukazuje, Ze tu t¥eba kldsti ”’“?n};? ; tu

jepak pro z=1, =K, pro z=o0, «=0; tudiz vychdzi J=K, cesta
od =0 do =00 po severni strané osy koné&i hodnotou

u=1iK"'.

OpiSe-li # palkruh nekone¢nd velky opiSe u ¢4st malého okoli bodu iK”,
funkce

V(@ —1) (a2 —1) =ka? V(' “&1_9)(] —._Ir’l?)

zlistdvd jednoznadnou a vrdti se do redlné osy (okoli bodu — o)
§ hodnotou

+ V(@ —1)(FPa* —1).

Méni-li se z od — o do — —k—, probibd u=F'(x) pi‘imku rovno-
b&Znou s osou od u=iK'do u=iK'— K, pak pro w——(—— T eea—1)

pfimku kolmou na osu od 4 =—K 4 iK' do-——-K nadez se z méni od
—~1 do O s hodnotami od u=—K do u=0

Vedme v rovind = fezy(1... —k—) a(—1... -——-7;-) v usecich osy
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‘ . re4lné; vrovmé témito Fezy opa-

% -1 0 1 A tfenézustévziv 1—2%) (1—k2?)

) funkei Jednoznaénou a miZeme

v ni definovati F(a:) pro z na sever od osy v jeji blizkosti; kdyz ..

opisuje tento okraj severni polovxce roviny,

KuK KiK' opife u = F (x) okraj obdélnika (— K, K,

K+ iK', — K+ iK'). F (x) je pravidelnd a

jednoznaéné v okoli tseku (— 1...1) a pte-

o K stoupi-li # do jizni polovice roviny, prestoupi

: F (x) do hodnot pomyslné sdruzenych, a ze-

jména opife u = F (z) obdélnik (— K, K, K — iK',

— K —iK’) symetricky, opife-li x okra,] Jizni

polovice roviny (z).

Oba obdélniky se sklddaji v jeden (— K — iK', K — iK', K4 iK',

— K 4-iK"), ktery dluZno povaZovati za obraz (rozkrojend) roviny (2)
zprostfedkovany elliptickym integrilem u = F ().

§ 2. Pokracovani. Nové odvozeni pfedchozich vysledkii.

Aby se stal integrdl w pHstupng&j$im tvahdm, provedme v ném
substituci ¢z za x, dovolenou pro redlni kladnd z; tim obdriime vyraz

1
adt .

r ::[ 1)
S B ey spyeroe G

a je t¥eba jen roziFiti jeho pozndni pro komplexni z, aby se docililo
propagace funkee F'(z). Tu t¥eba pfedeviim definovati odmocninou, aby
byla uréitou. Zvolime

VA —82)(A—k8a?) = Y1 —tz Y1 +to V1 —kte V1 +ktx,

kde za odmocniny bereme hodnoty hlavni, jichz reilnd &dst je kladnou.
Integrdl nemd urdity smysl pouze pro takovd z, pro nd% nale
odmocniny pfestanou byti koneénymi neb urditymi.
Takovd x umoziinji, %e pro nékterd ¢ mezi 0 a 1 nastdvd

1—#22=0 neb 1 —kztﬂx‘azo,

t. j. jsou to hodnoty tvaru
1

1
.. =t e ,
kterym pFisluSeji body polozené na ose redlné a sice na jeji tusecich
(—o®...—1), (1... ), které znamenejme jako fezy II, I; pondvadz
predpokléddme 0 <k <1, jsou oba druhy bodfx na téchto fezich polo-
Zeny a je vypliuji. ’

()
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Pro viechna x v roving poloZend mimo Ffezy I a II je pak inte-
gral (A) konednd funkece analytickd — synektickd — a tvoii propagaci
integrdlu « do roviny opat¥ené fezy I a II.

Predeslé fezy (1.. —}:—) a (—1... ——-;;) jsou édstmi téchto ezl
a znamendme je .

I+, ITe;
zbyvaji pak &dsti I”=(—};... ), 1I"=(~——oo...~—-—,{;-).

Funkece 1

VO — %) (1—172%)

F'(x)=

mé v protilehlych bodech Fezit I* a IT* hodnoty opaéué, t. j.
F'(z+4-i0) + F'(x—i0)=0
pro 1< < _ZI:" resp. —1>a> — % ; nasledovnd *bude
F(z+ i0) + F (x — i0) = konst.
Kolem bodu z :: 1 zistdvd funkece spojiton (kdyZ ne jednoznadnou) a
plati zejména
}un) F(l14+¢& +i0)= I‘i:xBoF(I —& +i0)==
::iiisz(l~— )=F(1)=K;
nafe konstanta je tedy 2K a mdme na tusecich I, IT*
F(x-+1i0) 4 F(x —i0)=2K. (B3)
Na usecich I® a II* jest naopak
- F'(z -r- i0) = F’(z — i0),
F(x + i) — F (x — i0) = konst. = 24,

i bude zde

Abychom! tuto konstantu urdili, polozme v (B) = :—.—]1; — ¢, zde pak

£ = %——}-8, a provedme limitni pFechod &=-0; vyjde
| 1
F(-;;—jat())—-—F(—k ---10) =24,
) T
tedy
1 . .
F(—k-+ ZO)::—:K—T- )...
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Vime viak z diivéjitho, Ze

F(+i0) =K+ iK',
tedy 2 =iK’, ‘
F (2 + i0)— F (z - -i0) = 2iK", , (B)

* *
%

pro x> 1.

Horejsi zdkladni poznatky chceme jestd jednou vyloZiti na zdiklads
tvaru (A). Nejprve se jednd o limitu
, 1
Fxy+iy) pro y=0,1<2,< T
Tu méme (z=x, - iy),
% dt ' l d
. [ x ' zdit
F:l‘ - iy) = g e Ro—— —_—
(0 +iy) j V(1 —228) (1 — kRa?e?) +‘ V(1 —228) (1 —i*2?f?)
0 1
Prvni integril je spojitou funkei y na y=0 a mé hodnotu krajni
zeela urditou. V druhém integralu ¢initel Y1 —%2a?# ziistdv4 spojitym a ma
kladnou limitu Y1 —7%,%#, podobné V1 + z¢ mé limitu {1+ zf, ,haproti
tomu 1 —xt=1—tz,— ity=— (2, — 1 4 ity) mé pro y > O pomysle
nou &4st zdpornou, rovnéz redlnou, tedy

lim /1T —%2 = — iytz,— 1,
lim V1T —8a? =—i{z,— 1,
y=0
. [ xdt /‘ Zodt
lim e = .
v=0/ (1 —22t*) (1 —222¢) V@28 —1) (1 —2zy2t%)
1

LI

AvSak substituce fzy=—4§ diva

1
f o dt _ [ ds %
VA =z (1 -z | {(1—85)(1—rE)
1] 1 0 2
’ z,dt . d§
j; YVl —1) (1 —Rz ) "".[ VE—D(A—FE)

t. j. pro z=uwm,+ iy, y 20, 1<xo<717j65t

d§
DI—%#)

1



107

a hodnota F
(o —1i0)
jo sdruZend, :

Jeli dile 2=z, iy, 2, > 1, méme
l—a2*B) (1 —Eea)=Q+ta) A +kta). (1 —tz)(1 —kta),
prvni dva dinitelé maji p¥i y ~ O limitu kladnou, u druhych dvou to
plati jen pro nékterd intervaly, a sice jest na ¢#==(0.. 51;) limita kladn4

pro oba vyrazy, na

1 1. — p—
t:(}:"'f&',;) jest ylft(zo+zy)~~thao_l
Vl — II:(Z()"*‘ iy) t o },l ""kxgt,
a na
t-:a(?:l—- ) jest fT—1(xe F dy) o — iy Tag— 1
VT—=Tt (@, + ty) o —i Ytz —1,
tedy

JA—e2) (1 =282 ~ — (@ zy— 1) (2,8t —1)

a tak vychdzi

Zy

: . 1
Fa,+i0)=K+iK — 7e= 1)‘52“ ,(o>—)

ah e

Tim zdroveli mdme zjiftdn hotejsi vatuh

Fa+i0)—F(x—i0)=2iK’ a ], (B

pro « polozend na brezich fezu IT" uZijeme vlastnosti
Fetiyy=—T(—aXiy)
a mame tyz vysledek (B’). Naproti tomu platf na Fezu IT¢
¢ j. — l}c— < < —1) na misto (B)
F(x+i0)+ F(x—i0)=—2K.
Predpoklddejme nyni, Ze ﬁ
proménnid x méni se spojité a D
: - 1 0 1%

dospsje do blizkosti Fezu I°;
Taylorovsky rozvoj funkce F'(x) v okoli bodu z,

F(z)="P@—a,)

konverguje pak pro |r-—z,|<7, kde » znadi vzddlenost stfedu z, od
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nejblizitho singuldrniho bodu, zde tedy od bodu 1 nebo % Bylo-li &,

. dosti blizko pfi Fezu, prekro¢i konvergendni obor osu, takZe jeho &dst
— v obr. stinovand — octne se na jiZni strand fezu. Zde viak Fada
B (x—y) nepoddvd vice integril F (z), nebof pro z na Fezu musi
B (& — x,) splynouti s hodnotoun

F@+i0)=2K—F(x—i0),
a spojitost funkei vyZaduje rovnost
B@—x,)=2K—F(x),

pro « representovand ¢dsti vystinovanou,

Podobng prekrodi-li proménnd fez IT¢, p¥ejde funkee F' (a:) spojitym
pfechodem v hodnotu — 2 K — F(z).

Prestoupi-li proménnd « fez I® neb IT” ze strany severni do jiZni,
pokraéuje funkce F(w) hodnotami F'(x) 4 2iK’, d&je-li se piekrodeni
smérem opaénym, _]sou hodnoty funkee po piekrodeni dény vyrazem
Fx)—2i K.

Znamenejme nyni « analytickou funkei definovanou prvkem (ele-
mentem) w = F'(z); opiSe-li proménné z uzavienou drihu, kteri se vy-

hyb4 singuldrnim bodim +1, j;%, a kterd: 1. m-krit protne fFezy

I'* neb IT¢, 2. po té - krit prestoupi Fezy I'® neb 1I* ze severu k jihu
a n"-krét fezy tyto z jihu'k severu, vrati se funkee « do pévodni polohy
bodu 2 s hodnotou -
a=F @)+ 0 —a")2iK,
je-li m sudé, aneb
- =82 K —I@)—n—n")2iK

je-li m liché, p¥i demz e= -1, bylli pFekroden ¥ez 1¢, a ¢=—1 pii
piekrodeni Fezu I,

Piedpoklddejme déle, Ze uzaviend cesta spodivd v m—nésobném pfe-
kroceni Fezt I* a IT* (stfidav8) a sice tak, Ze se tim v kladném neb zdporném

— sméru obihd segment (—1...1), a pak
m v prekroden{ fezt I* a IT* jako predesle’;
W funkee wu=F'(x) vriti se do phvodni

polohy bodu z s hodnotou

i=tmAK+ W —n")2iK 4 F ().

Z cest v obou piipadech popsanych lze kaidou uzavienou drihu
sloziti, a tak vychdzi:

Opise-li proménnd x uzavienow drdhu, vrdti se analytickd funkce
uw=DF (x) do piwodni polohy s hodnotou
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i=F(x)+4m K+ 2ni K,
aneb .
= ZK-— F(x) +4mK + 2ni K,

kde m, n jsou celistvd éisla Kladnd nebo zdpornd. Naopak lze pro prede-
psand m, n na nekoneéné mnoho zpisobu evoliti uzavienow drdhu, kterd
Jednu neb druhou z napsanych hodnot vyvold.

Hodnotu —-2K — F (z) +... jsme zde nerespektovali, ponévadz
—2K=2K—4K

a -— 4K se spoji s periodou 4mA.

§ 3. Riemannova plocha.

K roviné () zndzorliujici proménnou z p¥ipojme jeits jednu rovinu
s ni v malé vzddlenosti rovnobéZn& a pod ni vedenou, v ni poditek a
osy budte pravoahlé priméty tych? prvkd roviny pivodni. V tomto

»spodnim listu* vedmne také fezy I*a IT%,t. j.(1.. .—%«) a(—1...— '71_), na-

proti tomu odstraiime fezy I* a II® v pfivodnim vrchnim listu.
Algebraickd funkece

s= 11 —29 (1 = a)

je pak definovédna jednoznadné v téchto dvou rovindch tim, Ze stano-
vime pro =0 hodnotu s=1 pro list vrchni a hodnotu s=-—1 pro
list spodni. Hodnoty funkce s, k nim% na obou listech dosp&jeme po
riznych cestdch vychdzejicich s poddtku, vyéerpaji soubor vSech hodnot
dvojznacéné funkee s.

Na bfezich fezl pf. 1 <y < —71; mame
s (a0 —— i0) —= — 8 (2, -+ i0)

na témz listé, nebof veli¢iny s(xo—i0) docilime po drize téméf uza-

viené y lezici v roviné vrehni, vychézejice .

z polohy z,—i0; aviak draha y obihd pouze /\
NG
Y

jeden bod ramifikaéni z =1 funkce s, takZe 0
obhem jejim se méni znameni funkee.

Toté% plati pro druhy Fez a pro oba
fezy spodni roviny. Naproti tomu jest na odstranénych fezech, t. j.

7%

x<—--—;~ a pro a7>-;;

s(@+10)=s(x—10).
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Hodnoty s(x) na stejnolehlych bodech obou listii jsou si opaéné
rovny a plati zejména, znamen4-li

8 ()t hodnotu na vrehnim listu,
s@n » Spodnim
vztah
3(.[))[ = -3 (.I})n,
tedy na b¥ezich Fezil

38 (x-%z())x = -—38 (.’.C + iO)n“: -f— S (-l)-—-' iO)n

a stejné
s(x—i0) = s (& + iO)n,
¢ili jinak vyjddieno:
Funkce s (x) md na severni (jisni) strané vezu vrchniho listu tutés
hodnotu jako na jiini (severnt) strané fezu ve spodnim listu.

Zavedeme-li spojeni obou listi podél obou Fezd, tak aby severni
bieh vrchniho listu byl bezprostfedns spojen s jiznim b¥ehem listu spod-
niho a naopak, dospivdme k tutvaru, t. zv. ploge
< Riemannové, jejiz body jsou navzdjem jedno-
znadné piifazeny bodiim algebraického utvaru (z, s).

k jehoZ ndzornému pochopeni slouii.

Uzaviené &ife v roviné () neodpovidd vidy uzaviend &dra na
plofe Riemannové; ta jest uzaviena jen tehdy, vriti-li se dvojice hod-
not (z, s), a neni uzaviend, kdyZ na ni jako drize vriti se s s opal-
nym znamenim, tedy do stejnolehlého bodu na listu opa¢ném.

B 3
E

Vedme na vrchnim listu uzavienou ¢dru objimajici tésné p¥echodni

——>— usek (1...—]17), povazujice ji

B -1 o T 4 ,
za Fez na Riemannové ploge,

ktery proménnd nosmi piekroditi; plocha jeitd zlstdva souvislou, pe-
chodni tsek (——--—’%-. ..— 1) tvoFi spojeni obou listh. Pekroci-li proménna
« tento tsek (sestoupi do spodniho listu), prejde integral u-— F'(2) ve
tvar — 2K — F'(x) =#, a podrii jej aZ na eventudlni periody, pokud
s¢ proménné nedovoli ndvrat do vrchnfho listu. Vibee jsou hodnoty
integrdlu u

na vrehnim lista 7' (x) +4m K+ 2ni K,

» spodnim , 2K —F(@)+4mK+ 2niK'.

Dosud jsme vySetiili, jaky obrazeec opisuje proménnd u = F ().
kdyZ proménnd x opisuje oba bfehy ptvodnich Fezit I a IT a tusetku
volnou (—1...1) na vrehnim listé. Znamenejme useky na severnim
bi‘ehu



. 1 1
©...1)=a; (I"'f):b; (—Z_-...—i~oo)--:c; (—®. . —5)=d,
1 .
(—-—-—L-‘-...——l)ze, (—1...0)=f;

na protéj§im b¥ehu se s nimi kryji Gseky o, ¥,...f".
Pri tom co bod x opisuje use¢ky a, b,. . .f, opisuje integrdl u=—=F(x)
strany obdélnika tymiZ literami znamenané, a sice bude tu

a=(0...K), b=(K...K+iK"), ¢e= (K + iK'...iK),
d=(K...— K +iK), e=(—K + iK'...— K), f=(—K...0).

KiK' K Kol
cn dn 7 4-&-——
b5 ele bl
S Kl _£. 104 K
a” F F a
5 ele b
c” d” d C KK

Déle, kdyZ & probihd usetky na opadném biehu o, V'...f", opife
u obrazeec symetricky vzhledem k ose; celkovy obdélnik o strandch
a oy b, U, ... fi}' (v n8mz aq, o, f, /7 zapadnou dovnitk a nepatii vice
k obvodu) je pak obrazem vrchniho listu p¥i transformaci u = F (x).

Necht nyni proménnd 2 pomoei pfechodné &dry (— ;"— e — 1)
sestoupf do spodniho listu, funkee w« tim pfejde na tvar —2 K — F (&),
zlistdvajic spojité pFipojenou ke své hodnoté na pfechodni éife. Mysleme
si také na spodnim listd vedeny Fezy I a IT; stal-li se pFechod ze severu
ua jih, predel vrchni severni bfeh do spodniho jizniho, a tedy se jiZni
polovice spodniho listu zobrazi tak, Ze se jeho pfisluind strana ¢ v ob-
délniku sjednoti s piimkou e pévodniho obdélnika; vyjidient

i= —2K- F(x)

to ostatng pod4 p¥imo. Vyraz F' (x) na jiznim biehu dseku (— 71: o= 1),

t. j. na dseku ¢’ m4 hodnoty tvaru F(x)= —~ K — i, a bude posledni
vyraz po dosazeni této hodnoty &t = — K - it.

Hodnoty }
u=F(z) a a=—2K—I(x)
waji ostatné stied
u- U

5 =K

a vychdzi tak vlastnost poldrni symetrie bodf « a # vzhledem k bodu — K
jako pélu,
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Tim se k obdélniku o vrcholech +4- K 4 iK’ jako obrazu vrech.
niho listu pFipojil obdélnik o vreholech — 3 K 4~ K", — K +iK’ jakoZt,
obraz listu spodniho. Oba obdélniky se spojuji v obdélnik o vrcholecl

—3K iK', + K +iK’,

Ktery jest obrazem Riemannovy plochy, navzdjem ji jednoznacné privazenym.

Znimé ndm okolnost, Ze rovnice z = snu m4 a% na periody jen
dvé feleni v a 2K —u, se s timto faktem kryje, nebof hodnoty
s=cnudnu se pro v a 2K —u lisi znamenim, a body v a 2K —u
ndlezeji tedy opa¢nym listtum.

V nafem ,rovnobéZniku period“ souviseji protilehlé strany b”
a bl transformact (uw...w 4 4K), strany ¢/d'd”’¢” a ¢dd’c¢” trans-
formaci (u...u + 2iK"); tim by nanovo byla dokdzdna dvojperiodicka
vlastnost funkce sz u, hdyby byla jinym zpiisobem zjiiténa jednoznaé-
nost této funkee.

Hlavnim vytéZkem téchto @vah je poznatek, Ze feSeni rovnice
r=snu pro reilnd 2 nemize ndleZeti vnitinim bodim rovnobé&znika
period mimo tuseky afa”;”, ponévadZ tyto Gseky a body na obvodu
dévaji tato feleni po dvou — tvaru u a — 2K —u.

Uvazujme libovolny komplexni bod « uvnit¥ poloviéniho obdélnika
omezeného pimkami b¥, ee’; velidina 2 = sn u bude komplexni, tedy
mimo ¥ezy I a I1I; velitina

F(z)=1F (snu)

je pak uvnité tohoto obdélnika, také na dtsecich a,f, funkei jedno-
zna¢nou a pravidelnou; na tusecich téchto mime

F (snu) = u,
a tato rovnost plati v celém tomto oboru; na levé polovici obdélnika
riod pak
period P F(snu)=—2K—u.

Uvazujme ddle v roviné (vrchni list) opattené fezy I a IT libo-
volny bod x; velidina )

sin am [T (2)] = ¢ (2)
jest funkce synektickd v rozkrojené roviné, a na useku (— 1...1) plat!
¢ (@) =w;

rovnice ta plati tedy v celé roving, a tak vychdzi dilezitd véta:
Rovnice snu=a md vidy Teseni, a sice jest jedno z mich

u=F (),
kdyz bod z leZi mimo vezy I a II.

& *
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Mysleme si nyni rovnob&inik period sestrojeny z jemné ohebné
pruzné litky, na niz pomoei sité velmi malych obdélnikd jest analyticky
vyznadena piivodni poloha bodd, i kdyz podrobime obdélnik jakékoli
deformaci. Za takovou deformaci volme ohnutf, kterym se strany ec,
dd, ’¢”, d”d" prevedou k sjednoceni, takZe z obdélnika vzniké roura,
omezend kruhy, v néz presly tseky b0 a b”b”. Tuto rouru pak ohneme
v prsten, aby se v stejnolehlych péivodné bodech kryly tyto kruhy.

Tak jsme v naSem prstenci docilili uzaviené plochy, jejiz body
jsou navzdjem jednozna¢né pfifadény bodim Riemannovy plochy, a
tedy bodim algebraického utvaru (z, s). Uzaviend- plocha, na ni lze
vésti p uzavienyeh navzdjem se nestykajicich fezid, aniz se tim plocha
rozpadla v nesouvislé kusy, sluje rodu p.

Dvé plochy. které sobé navzdjem jednoznaéné odpovidaji — bod
za hodem — jsou téhoz rodu.

Prstenec je rodu 1.

Teorie funkei elliptickych d4v4 podnét k analytickym funkeim f(u),
které maji periody 4K a 2iK’, a jsou algebraicky vdzdny se svojf

1 1
derivaci' & (Fu, f'u)=0,
a tak, Ze p¥i tom snw a sn' u lze vy_]adi‘ltx raciondlnd pomoci f(w)a f (w).
Pak jest pfi f(u) = ¢, f'(«) =y rovnice
P =0

rodu 1. t. j. uzaviend plocha, v niz lze pretvofiti Riemennovu plochu
zngzoriiujiei funkei y proménné 2, je rodu 1. Nebof si piry z, y jedno-
znadné odpovidaji s body prstence a kazdé uzaviené ¢ife na prstenci
ptisludi uzaviend ¢ira Riemannovy’ plochy (2, y).

' . § 4. Metody vypoltu,

Prvni zpiisob &iselného stanoveni integrilu prvniho typu

U == ﬁm, @ =amu,
poddvs fada b

1 — 1) “"‘% 25 gindn
=y =2 U (e,

kters konverguje pii A®sin?¢ <1, tedy pro kadé redlné ¢, kdyz
|k| < 1; obdrzime tak .

wm B () B =Hot SR S e

1))
1.3.5 (
+2 4. 6’” Hl+"'!
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kde polozeno :
H,(9)= fsin”"gpdq), Hy=¢. 1
1]

O téchto integrilech plati vatah

1 sin @21 cos @
TTTO L T T

Q5 —
H,(g)= "5~ Hory— — @

ktery se snadno verifikuje diferencovdnim, a jehoZ pomoci se postupné
vypoétou hodnoty
‘ =}p—}singecosg, H,=3¢ — (§sing 4 }sinfg)cosg,

obecnd (n2>1)

1.3.5...20—1
B @="—5g 5y ¢

2 . 2.4
Pn:::cosrp(sinq>+gsxnsq)+3~g-sxnﬁgo+...+

< (n—
+ 3. 5 (20— 1)
Py = sin ¢ cos ¢.

sm”““‘q)) n>2,

Vztahu (2) hovi té2 vyraz
H, =sin ¢ cos ¢ (sin®** ¢ + _g—’ij;g: sin?*+2¢

Cn+2)@n+44) . ..,
+(2n 3)(213-4—5)8112 Tet.o) :

Pokud | % sin ¢ | je dosti malé, 1ze Fady (1) skuteénd uziti k vypodteni

hodnoty u. Pro pkipad ¢ = g-, | k| < 1 obdrzime rozvoj integrlu

T .
K 2 de
—b Yyl —#*sin?g

Névratny vzorec (2) tu dévé

-1
- Hy=""g—H._; (1=123,..)
a odtud
1.3.5...2n—1m
Vo He=—gg e g et Ho= 2

mozZno to psati
T

"“‘(‘“1)"( %
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a rovnice (1) pod4
R ® ¢ 1\2

2,,..—0 n

fadu konvergentni pouze pro |k] <1, kterd je viak upotiebitelnou jen
pro zcela mald .

Dosadime-li do (1) nalezeny vyraz H,, upravi se nyni dle (3)
vysledek takto:

W= 2 Kep— ;(—— %)QP k2 %))
a7 T\an nth

Rada (1) nieménd konverguje rychleji nez tato posledni (1*).

Vyvinem jeité rozvoj integrdlu X' podle mocnosti &, ¢imz zdrovei
pozndme povahu funkce K v sousedstvi bodu k==1.

Vyjdeme od integrdlu
K
J ==| log sn u du.
{

Vlastnost 1 (2 K — w)=snu umozni psati
2K
2J = f log sn wau.
0

Pri oznadeni u=—2Kv mime

_ 1 %@ (v )
snu__v.lr Fo(0) log 30 () log2g sinvw 4 S(v),

S = Zlog (1 — g% 2ivm) (1 — gPn g—3ivm) —
1

— i‘log (1 —_— q2n——lbﬂion) (1 — qzn——le—ﬁvn) —

2momw 2 1
= — 93 zmnguv_.+2“ (@n—1)m 208 EMOT y (m 12:—_1,2,3,4,...).

m,n m, n

Z toho plyne
1
[S@av=0,
v

1
%
2J=2Kf(log;lq—.i -+ log 2sinv ) dv;
v

1
[log(.?sin v)dv=0, loggl= fgf’-,
tedy .

' 2J=Klog%—-g—K’,

R
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2 dehos plyne 4

K= -—Kl gwl:-——wJ

t. j. po dosazeni snu=sing v integrilu J

l'C

' K’:;—Klog—]- logsqud(p

k J1T=F sm“’qJ
0
K podobnému konci vede integral

K K
'JU:-..‘Jflogmudu :[logcnudu,
[ — K

pro ndjZ substituce % = 2 Kv,

enu=— "‘ 92(’”)
k 3 (v)’
logcnu:::log]/]” +log(2_q cos vﬂ)TZ'A co8 2nvm,
dava '
- K_ K ;
J°_2K‘/(log‘/,’; iR + log 2 cosv ) dy;
f log (2 cosvm) dv=2 fl:)g (2cosvm)dr==0,
— 0
¥ o, 2 ¥ o2
J°=Klog—];~——2—K, K= -—Klog—’-"————-J
t. j. x

K=3K10g7i~ 4 Iogcostpdtp
SRR ey

. Poénéme s poslednim integrAlem; méme nejprve (|k|<1)

ﬂ

Iogcosrpd(p w (—3) 720
1/1 ¥ sin? ¢ o( 2 (n%) & du

1'!
I :f sin?* ¢ log cos g d ¢.
0
C4stednd integrace davs
fsin?"t}logcosq:dq:=-—cosgpsin?""1q>logcos @+

— nZn -2 —qin2n—1
-+ fcosq)[(2n 1)sin @ cos ¢ log cos ¢ — sin @ Py

sintp]

4

deo,
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z &ehoZz po substituci mezi 0 a z

2

Jn:(-?’l—‘l)(Jn..l*‘Jn)"“H‘;
kde H, mé tyZz vyznam jako vyge:

1.3.5...2n—1 F 3
Hi=g 5. on  Ho Ho=7.

V rovnici tak nalezené

2ndn—2n—1)duy=—H,
ndsobme obé& strany

2.4.6...20n—2),
1.3.5...2n—1)’

2.4.6...2n _2.4.6...(211——-2)J ___H
1.35...2n—1)""" 1.8.6...C2un—=3)"""'" " 2n’
2 H
TJI—-JO:T_—' 20.
Seétenim vysledkit plyne
2.4.6...2n w1
Ve Ry Lt Sy
Znamendme-li tedy
1 1 1
Si=1+4 +5+...+ $o=0, - (6)
méme vzhledem k hodnoté

T

Jo = [logcos pdp=— g log 2
vyjédieni souéiniteld

) . an(—l)"—‘(;%) (%log2+§—s,.];
2
—a [ (e 3

0

*

Prvni tada vpravo je dle (3) f{i]g a spoji se v rovnici (5) s prvnim
¢lenem, ¢im% vychézi

2 . 4k’ & ""% 2 an 5"
K== Klog =+ () sa 1" ©9
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Rada pFichézejici v literatufe se obdrzi na zdkladé vatahu (4,
Tu jest 1:
2z
logsingp dg
VI —7%sin? ¢
0

®

2
J'n= [ sin?" @ logsing d ¢.

U

=E1r (‘:ﬁ) B,

Parcidlni integrace d4

== (2 n-— 1) (J-fn...l - J'n) + (Hn——l n)-;

_ H, _1.3.5...2n—3) H,
Hos—Ho= 5oty =55 Cn—23)"2n’

takZe vychdzi

2.4.6...2n , __2.4.6...2n—2) r H,
1.3.5...n—1)" " 1.3.5.. (On_~3)' T80 (@n — 1)
IIo — :3
Odtud
, ,mw? 1
Su=(=1) ( ) 745 2 55 )
oﬂ/10051n¢d¢=— 5 log 2,
a po dosazeni do (4) vychdzi
2 4 Hee 1
_— - [ SR } I, .2» *
K= Klo"l» ,.E(n ) zi..u()v~—l) (4

Oba vzorce (4*), (5*) podobn& jako (3) jsou zpfisobilé k vypocttm
jen pro zcela mald k; ukazuji vdak, jak se chovd integrdl K pro ne-
kone¢né malé %: roste logaritmicky pies vSechny meze, blizi-li se % nule.

Roste-li % od nuly poéinajie, roste funkce XK, jak -to vyplyvi

z fady (3); funkce K'=K (Y1 —%?%) pii tom stdle klessd od oc do
K(0)=7. Pro I blizké 1 pak funkce K=K (JI—#) se stvé no-

koneénou
Pomér K

K

tedy ustaviénd kless, probiha-li % interval (0...1) a sice kless od oo
do 0; velidina -
q:e"T

tedy pii tom roste od nuly do 1.
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rodnoty k a g si odpovidaji navzdjem jednoznadnd a miZe se.g
krajoi hodnoté 1 libovolné piibliziti; zafidime-li viak pfedem integraly
tak, aby k*< 1, bude K’ > K, atedy

¢ < e~ *=0043213018. . .

Ze vzorce (4*) plyne

. K=mn k=
log g=— "5 -~2log 7+ g
kde polozeno
.__;(-% gé 2 ]t""
T n) PRr—10) "
Polozme
Qv-—kg 22‘-————————————1 ==
Ty Ty =D T %
mime )
2 9 25 25 4
ZE=B()=1toty o+ 320+ 2, o+
49.81 9. 7" 112 6
| + 61 a8 -+ + e
.9 ." s . 25.49
D.(x).—:o,a*—f-v(i—o.,.xﬁ—{— ‘1- 2 4 ol o 2t .
g T .31 538
0y=1, 02== %y 03" 55, 00 = 55
. 62T
5 1260

Vypodet metodou neuréitych soudiniteltt déva

1 b
mzl—-—%

odtud nalezneme

11, 469 , 1879 . 171306 ,

—— e A — e T —— —

4 64" T ok - e

2

&

W=l Y

:t

23 7
RN CHE I

Tim dospivdme k vysledku

P (& "’) 2101 ,

V=5 @, gy=o 4 Bor+ B+ Tilat

Je-li & blizko 1, polozime 1—4?=17* a mime

K=K({1—7)=K(n);
=K' (Y1 —7*)=K (),
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tedy dle (3) a (4%)

(7
—— 2 4 :;' —_‘% 2 2n . l .
K= Klog—23 (D372 grys;
1)2:.—_:1-—-k2.

Landenovou transformaci lze kazdy p¥ipad na tento tvar prevésti
podle této transformace vlidne mezi moduly % a %, vztah

T
— 32(0“-) 33(01‘2‘)
Vi =3,007) Vi = =
%0l 3)
_2Vk 8
ky= T+ % (8
a pro pfisluiné integrily K a K, plati
- K,=(1+khK, (9
coZ lze téZ psati
hK,=2VLK. 9"
Z rovnic
iK=1K i = % Ky
pak méme
K'
Kl = ] Kl K
t. j. x x,
E=2% (10)
V piipadé % =

{4 méme ku pi.
=176=0979796, 72=004=1—F?;
podle vzorei (7) méme tedy pro transformované periody

2k _1+(2)004+( )004s+(; s 2)0043+
2

2, 1 1 . (1.3)2( 1 1
K=K 1°g20"2{(?) ST 0T (24) (2.1 + 4,.3)’7‘*‘"}'

V prvni fadé mdme ¢leny

%, =001
Ty= 625
T, = 19

(T = 00%)
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tedy 0
;;K,':: 1-01023144.

Soucinitelé, jimiz jsou tyto &leny v druhé ¥adé opat¥eny, jsou:

1 7 37 533
2’ 12° G0 810’

a jsou tedy ¢leny ty pofadem -
0-005
000013125
385
12
0:00513522,
takZe

K, =2 K/log 20— 001027044,
= K'log

log 20 = 290573227355,
72; K, log 20 = 3-02638293,

K, =301611249.
Odtud se vypodte

w3 101023144

o %.____ Kl’ e e e
Log ¢* = —nz-Loge=—5 551511019

X Loge.

§ 5. Dal3i metody poletni.

MozZno poditati velitinu ¢, je-li ddno K. Méme

ZK=9=1420+ 20+ 20+ ..,

-

p@)=q9+4¢++ ... —5=0;
prvni sbliZeni je patrné

tedy polozime-li

médme rovniei

Qx”—-‘§~*§4,
dalsf plyne dle Newtonovy metody aproximadni; mdme
p(p)=—8+E—4F+68°+ .. )+ 8+ ...=
= 4E B 6E
Pla)=1+4E—35+38) 1+ 98+ ...
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a pro opravu mozZno se omeziti na

48— 0680 F@A-—L— —65) (1—48),

In=—"7"7p 1—168
£ j.
g=E—§ A P 220 )
1
5"” b)( K’——l)

V piipadé k=4 (§4) se pohodlné (po Landenové transformaci)
pocital integral K,'; po]o ime-li tedy

1 2 ) 1 AT \ 2
= Er - = hor-nr—x

d4 ndm (1) hodnotu
. g —e K
takze Log q. Log q,= n® Log®e.
Omezime-li se na logaritmy sedmimistné, kladouce
N =sectq, 25 =tg'a;
N=1-0102314, Log N ==0-00442086
Log sec a = 000110521, a =405 9y”

Log tg a = 8:8539049

71078098

0-3010300
Log§=04067798 — 3, Logk&*=062712—11

=000255141, q,=_§;— Log q, = 26932202

Logw = 04971499
LogLoge=06377843 — 1
Log (7v Log ¢) = 0-1349342

0-2698684
Log Log .&1.. —0-4138393
1
08560291 — 1

Log V___ 0-7178423
q
Log ¢t = 02821577 — 1

* *
£
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Scheibner a Weierstrass uzili indentity
SN

B
W~- —9._ T T4 AR
'3'3 1—%—-2([1‘2(14-%-2519—;—..-.

z ni% obrdcenim vychdzi rozvoj ¢* dle mocnin V7.
Znamenejme k vili strudnosti
=& YE=2,
nadeZ se rovnice prepiSe na
FE=8+5 8§04 ... —A(1 254 - 2510 L2836 L )=0
prvni sblizeni ddvd §=4, druhé jest
§i==2+20,

a pro zdokonaleni uZijeme Newtonovy metody aproximadni.

SE)=2-F 205 4 (A* 184V - 144417 .. ) —

— AL 2(A 828 |- 24212 4 B2A1) 2406 ] -
= —|184% 30" —T8AT ...|;
Eff (5) =8+ 98— 2448 +-165%] 4-....
Ef (5) =2+ 225 4 O[A° 4 18A13 - 144 217] —
— 24 [4 (A% - 828 2421 4 B32216) L 16218] 4~ ...
Oprava — (A4 249) gf}ﬁgé)) je f4du 2% a vystihuje presnost fadu A'7;

proto bylo dovoleno vypustiti vy38i mocnosti nez A'". Po redukei jest
E S (§)=2—06A"—DDbA? — 30413 4 1008417 +- ...

a opravené fefeni zni tedy

e 1548 4- 3041 — T8 16
§=+2¥) (U + y =G 557 = 30707 1 10087

R4d sblizeni A7 se nepoikodi, vynechime-li ve jmenovateli ¢leny
M2 g 218§ vychdzi tak

.  1BA3 4-30M12 T8I
§om (0 208) (1 2 Tt o+ (6,

§-—~’1 ’ }'::“é‘]/

Poznadeni chyby jako fddu 21. pochdzi odtud, Ze rozvoj dle
mocnin A obsahuje mocnosti 1,5,9,13,17,... z nichz prvni vynechand
je 21.

@)
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Rozvinutim pravé strany pak vych4zi obvykly tvar

§ =14 20% 4 1629 16048 4 170727 . . @
l:—%]/k.
* ®
*

Pohodlnym je tento rozvoj jen pro malé hodnoty A. Scheibner a Weier-
strass zavedli na misté & do podtu novy modul, ktery se objevi po uréité
transformaci. Z rovnice

1/75'::?9 1——1/—7__93'*30

,

95 14HVF 95+ 9

plyne po dosazeni ¥ad ‘
1—VF_ o a+@+¢®+... %049
TV T 204 g0 25 1 .. 9(0]47)
Parametru 47 piisludf modul, ktery znamenejme l, je pak
1—y¥ JT— 9, (0]47)
1+]/k' 934(0]47)’

w

a miZeme uziti vzorch (2) pro hodnoty &==g¢, A=13}7, to jest mdme
q=~A+422% 4 152° 4 150413 4 1707417 + .. .,

1—y¥, @)
1478
Mize se stiti (pro mald 1), Ze ¢ vypadne tak malé, Ze se na uzivanych
mistech objevi vesmés nuly, a vysledek se nehodi k vypoétu veli¢in
fdu ¢t; v tom piipadd uzivdme vzorce (2).

Je-li & tak blizko jedné, Ze A nevypadne dosti malé, miZzeme uziti
transformace jesté jednou, kladouce

A=) —=

7
A=
%1+Vl,7
nadez fada (3) divd ¢*.
Také miiz oliti
aké méZeme voliti . 1R
HvE

it Kr
naceZ fada mé soudet g*::e f—¢ K7,

Tak v ptipads k=1} by volba A=14V% =1 neddvala Fadu
s rychlou konvergenci; zato jiz
A=} ﬁ:: 31 — 8 Y15 = 00161336

se k vypoétu vyborné hodi.

* *®
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Potfeba je viak také podetni metody pro stanoveni integrilu u,
t. j. pro feleni rovnice snw =z p¥i daném 2.

Vyjdéme z identity zfejmé

P35 () — Py (1) - 23 cos"yr (y:—: 1, 3, 5,. )

I3 (v) + B (2) 143 cos2ppr \r=2 46, ..
¢ili
‘73(”)'_
3 (1) N (2ridr)
33 (v) T 9 (2ridr)y
1
3, (v) +
a po dosazeni zndmych hodnot
. 2Lu
dn (u, b — V¥ VTR (
dn(u, k) + V% .,L
(0, &) + 1 n (,_, ‘ )

kde
L= 2 930
4= 2 5(0,47)

jest integrdl K pHslusny k modulu /.
Tu opét plyne z rovnice

K H0fn)
V 9, (0741
rozloZenim ¢lentt ditatele podle sudych a lichyeh mocnitelt éisla g
K 83(0]47)-[—3,(0]41') . 2
l = e 4
I 35 (0] 47) L+ 77 iryr @
Tak mdme pro multiplikdtor
2 2 0+ﬂ”iv _1—y%
E 447y 2 1+ VE
a né8 vysledek se pfepie na
dn (u, k) — I r7.on (R, b ®)

dn(, )+ VK de (@R, 1)

Pro podetni praksi v tomto piipadé doporuduje se zavésti x=sniu
jako danou veli¢inu, podobné pi’me

s=sn? (Mu,1);

klademe-li mimo to

Q___dnu-—\/l’ VI=Fz —{¥

dnut+ V¥ yl—Bz+1F

(6a)
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objevi se (B) ve tvaru

1—
Q= Z l:
¢ili l .
e () td
=A@ Al
Pokud
V< Mu< L . (a)

plyne z rovnice s= sn®(Mu, Z)

- i dn dt
o= /2Vn(1—n)(l—~l”n) fV(lwtz)(1~zz¢a)

~

Délime-li I a dosadime za u pFislusny integrdl, obdrzime hledany vzorec
transformaéni

[,i d§ 2 v di )
-8 a—rs ([ +V7~')2 VA —) QA —Ee

Podminka (@) se prepi%e na

0£10<-§-K t. J .1,< 1—]—7&' (av)

Veli¢ina ¢ je kladna pro tyto hodnoty, vymizi pro = sz, T=

zépornou pro u‘-'(—— .K), t.j. pro 2= (1 _]\1_ 7 -1).

1 .
1+kl) a-]e

Zavidime-li amplitudu Y, siny = }'s, mizeme ji poéitati ze vzorce

;% “"Q’”,tbw*-l}/é 1— Qlf (60)

Méme-li poditati integrdl (6) pro z> IT}{—k" uZijeme vzorce

cos Y =

cnw

s (K —u)= T

nate? K — u = u, je v zddanych mezich O a %, a jést;

Xy = SNZU, = 1—=

1 == 17 47 .
1 -k

Integral Va

d&
J =
J =B a—F5
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se vypotte dle (6) a hledany integrdl « bude
' w=K—d.

Veli¢ina @ (z;) je tu kladnd a Lidf se od ¢ (x) jen znamenim.
Novy integrél s modulem [ se pohodlnd poditd pfimo dle (1) § 4

1.3.5

F(l w) [ ‘-_“‘:“HO*—%Z‘HI—{ 24Z4H£'i’ 2 4"‘6

— P sin?y
HO“—'wf Hx=9‘l’~"§8in‘l)°°5w,

2n—1
H, ("P\)"‘ - __sin Z:f'cosw,

P Hy..

pi emz sin P =.
Prisvitnéjdi je tvar

. 1 . }
FQy)y=v+ 5 —sinypeosy) -+
+ ; i:fxp sin Weos W (1 + gsin” W) i -+
2 a2
+ ;2 22 & [w—-smwcosw(l—{—§sm31p-r 5 fsm‘ W]t -+

Rada konverguje tak rychle jako geometrickd s pomérem I*s.
Volme jako piiklad '

k=1y5, =% (=sntu); =4
Vi= 5—276 =01010205,
_YI8—i3_31—2y234
S yB+y13T b
1} =00%1041, Q1= 004672;

cos = -1% (1— 004 185).

= 00811766,

Dostaneme
=(-3864366.

* *
4

Z rovnice (5) mdme stile pii oznaceni

Q_dn(u,k)-ﬁ'
T dan(uk) + ¥

gl__lztm"’(v,l)__l?---1—}-dn”(v,l)
Pl=ZFw) — )

Mu =,
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takze r
In Uy ) == e, 6d
¢ ( l) }/1 -7y ( )
Pomér @ utvofeny z této funkce znamenejme
dn (v, ) —yV 7 —Q?
_dn(, ) —yT__ YT —{1— @ @l (Ta)

dn(, )+ VT VU +V1—@7T

pro velmi mald ! mdme v moeci poditati litatele se stejnym podtem plat-
nych mist jako u jmenovatele, nebot tu klademe

VPAT=P=1—gP =l — . Tl =1—} QU4 QP —

Pripometime diive, Ze po zavedeni velidiny

P2

se nate vysledky pisi i

- I=P Pr '
tg Y = —r 7 cos Y= Tl—:}-’—?ﬁ; W =am (v,1) = am (Muy, I).
Zavedeme tthel O
cos @ =P,
nacez
tg Y= z' tg O.

Nyni obratme se k opdtnému uziti transformace (5), zavidgjice
daldi modul I, & multiplikdtor M, :

L LA (S () S
1+ Y7’ 2 A+
— /'—m (sz1u, ll)
A=1h dn (MM, u, 1;)
je ddna vzorcem (7a) €ili

/7 ___p2]2
Py = _Wr—y1—P2i

T+ 1—DPF

Veligina
=PVl (1)

i jest tieba jen‘ vypodisti P, a urditi thel 1, rovnici
9=, ws0,= 2,

Miizeme obydejné s velkou pi‘esnosti bréti I’ =1, takZe bude

Y, == 6, =arc cos P}
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soutasné jest se stejnou presnosti (s chybou typu I,*)

en(v,l))=cosr, dn(y,l)=1, r=M u;
tudiz

PIZQOB vy, = @”
a vychédzi definitivng

— VD21 1T
,,Jf;;;;l’xz(l TP I0Y e cos 2, (™)
l -t -

Iteracni postup v kazdém pkipadé osvdd¢i se pro poditini polo-
viéni periody K. Stanovime-li moduly %, %, ... dle zikona

L

1ry

1.1-]/?" I\_\v-]‘%—}'.,::':;,n-o
a znamendme-li K;, K, ... pFisluiné uplné integrily, mame dlo (4)
E=(1+VEY K. K=+ 50 K,...

I“I/P e 1'—]/75?

Ponévadz &, je nekonednd malé, je K,,w-‘l a odtud

2
2 i -
Z K= VR U+ VRr A + VR . (4)
¢ili = — i
Ss=(1+ Vk) (1 +VE2) (1+ Vks) . ..
~
Pro k= 1{:’ na sedm mist to znf

33 =1-1010205 < 1-0¢130 - 1:1010348

a stadily by tyto ¢leny pro dvacet mist, kdyby byly s tou pfesnosti po-
¢itdny. 1

Po¢iténi dle této metody neni obtiZné ani pro hodnoty % > 7o e pE.
pro % =sin 75°; tak miZeme stanoviti oba integrdly K i K’ a pak uréiti

K'
Logqg=— at-jfLog e.

Analogicky s Gaussovym aritmeticko-geometrickym* primérem mozno

poditini moduld £y, %), ... e
]’k\H—l ¥y

TR
vpraviti do nésledujiciho algoritmu: PoloZime, znalice a, b velitiny
kladné, z nichZz jedna libovolni,

=L 20— aH1a=F 25, = a—Ya=T;
' 4
2a;=a, +Ya,t —b%, 2bs=a;—Vat—bs;. ..

* Viz na str. 146,
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Je pak

I T, X a -
}/kl_—.:;l;, ngz-az;,... 1+W"1""&? 1-}-]/]63::%,

ted - — _
” AV VRt + Vo =2,

takze mame
b}
9y=lim%; ZK—1lim —“-).

n=vYWn n==® an

Také multiplikdtory I, IM,, ... se tu prehledné vyjadiuji, takze
mdme po % transformacich -

2
a
u,,:m&m‘l ves mn_.l'u:‘a’%‘ 2”“-

Vylozme tuto metodu na pFikladé

k==sin 750 = £ (Y6 + y/2),

kdy
K =3 (16— J2) = 0:25882.
Volime 3
a=1, b=Yi,
tedy _ _
o _ z —
‘Va*-—- bt —:]/k', ay = ! _%ZZVL , b= }-—-2—VK.
Polozime N
Vi =cosf, @=59025'14,
nadez
a, = cos? 5 b, = sin® —f—;
Log a,— 087758 — 1, Log b, = 0-39030 —1,
a; =015437, b, —=024564.
2
(%) =sine, Yai—0*=a,}cosa, Vecosa,=-cosf;
1
a;==a, cos? ﬁl, by = a, sin? -‘g—
Log as = 087696 — 1, Log by — 002936 — 3,
ag=075330, by=000107,
- Qg = Agy ba = O-
Nalezneme
=7 1 _ o682,
as®

Na poslednim mistd§ mé stiti 1 misto 2, jak plyne z udaje
.C. Rungeova (Acta mathematica).

Vyznam tohoto aritmetického procesu je pouze mnemotechmcky
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a nelze Hei, %e by tento podetni postup vykazoval vyhody pred pHmym
-.tanovenim disel &, a pted vzorcem (A).
Ukédze se to na vzorei (7%).

Cv piipadé ’»zlg) mndme *

Log V7 = 00044096 — 1, Log VI, = 01154464 — b,

tedy Log /,°=0-461...—20, tedy l,’==1 s chybou na dvacitém mistg.
Pii potitdni vyrazu P, podle (7a) bychom kladli

cos @
Pl=sinw, W' == cos o,

natez by

P= i
1 Vz; tgx ”:2‘-
Aviak Ghel o' se tu stanovi velni nepfesnd; nebof vypodet divi

L cos o = 9-9999854
L7 = 9-9999887

a tedy velidina o’ stanovena logaritmem
cosm 33
I ik

jenz vznikl odedtenim dvou zlomk#, v nichz se viecky jisté cislice
zrufily a zstala jen dvé mista, z nich druhé jiz nejisté. Zdvada ta se
odstrani transformaei

P— 1497 ;/Tu-;/T:P?F_( 14 y7 )’(Pnﬂ_l)
Ve+yi—=Pr 1—yT  Wr4+yi=pPp/U—="

t. j. .
L4+Y7 Vops N 14 Y7 =2cos? 471,
hi= (Vz'+1/1 P212) (B2(+8) = 11; V1T=PF=cos o}

cos? 1y, 3
b= (cos _j_ll & "_‘_2’_1] (2 P2 cos? Loy, — 1).
2

Operace o jednom kroku, spodivajici ve stanoveni P a 1y, zdd se
vyhodnéjgi.

* *
*

* Klademe k=sina, k' = c08 a == co0s? 7, naleZ Vi = tg‘—-, tgt 5 ) .-l==aina,,

¥V =cos a, = cos’ 1y, \/—;ztg’—-,...
Uy
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Jind, aviak pracnd metoda FeSeni rovnice snu=c spolivd na

identité
sinwt-—-—qﬂsin.?wt-}-q‘*sin5wr——-...__c]/7:'

1—2¢cos2vm+2q cosdvmr —...  2Yq

jez poskytne prvni sbliZeni (pfi znimém q)

7
sin v, 77 __E—Ll", w, = 2 Kv,.
2¥q

Z addi¢ni véty pak plyne pFi znadeni ¢ = amu, ¢,=amu,
tgpdp, —tgp. 49
=1t (a - b
Ttiggpndpdg, £~
tga=tgpdp, tgb=tgp.d¢.
Velidiny @, b zndme

tg am (u — u,) =

snu snu,
[tga= o dnu, tg b= prr dn u]
a z nich vypodte se

wzam(u»u,,)za—-b,
nadez

U=ty = [m w+4(w sin ¥ cos ) + 64[1/)

—sin Y cos Y (1 - §sin® P)] + ..

Stanoveni hodnot snuy, cnuy, dnu, vyZaduje vypodet viech &tyk 4 (v,),
¢im% se operace stivd obtiZnou.

* *
*

Jind nékdy vyhodn&jsi metoda spodivd v pouziti funkce delta.
Je-li ddno snu, vypodteme drnu, nadeZ ndm rovnice

o U
s (a‘ﬁ 1

=—=dnu
(k) TF
pods
1—f—2qcos —r-2q4cos?—-——+2 "cosguﬁ—}—
K K
1 Qum Bum
—— - bodild 4 — 940 '
_.Vk,dnu[l 2qcos % +2q cos — 2 ¢° cos %= + o]
a odtud pri oznadeni
P 0= dnu-—-ﬁ
dnu—}—}/k'

uw __ @ b o Sum k
°°ST_2q+q Qcos-——~K q"cos —=— +... . (a)
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Zpravidla jsme jiz nuceni zanedbati ¢%, a dostdvdme jako prvni sbliZent

ww  Q .
Cco8 .:IK—~=§E B chybon Fadu qs Q’

dosadime

=29,

0s 2%
K 44°
a madme s chybou Fddu ¢*¢Q?

cos“K’,t Q-}-()q (?——9—~—1)

L 20,7 ®)
K K-

u
—cos-—1~—- + 24* cos 3

Kdybychom na p¥. pfi ¢==0006 uzivali tabulek 5H-mistnych p¥i
poditdni ¢&isla ¢, dostali bychom pomér §% a tedy té% u jen na dvé
mista sprdvnd; proto je tFeba stanoviti ¢ se zvlditni pédi.

Kdybychom méli stanoviti

Cc[ =Y

B I
M= a9 =1 F( 1o )
T JY2%cos?p+T¥min* 2D on P $=

méme pfi F = u, k= 3% rovnici

sn (u, )_..sm =173
Je pak
sn(in, k)=1i tgam(u, ¥)=1iy3,

dn (iu, k) =1+ 37,

tedy

takZe zde bude

0= V1438 —V¥
Vl+3k’-——1/k'

Vypoéteme dle Scheibner-Weierstrassovy metody
q = 000510257, Log g = 07077890 — 3,

déle — —
T 94 Y112 —by24
_V =5 Y=YTia+oy24

Mime tak

3-2809905
¢ = 532797855

logaritmy jsou
05171946 a 1-7183338
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a dostdvime Q e
Log 5 34 = 07900418 = Log Cos —>;

druhy é&len v (b) mé jen slaby vliv na posledni misto i moZno jej
vynechati.
Abychom uréili », polozme

Cos®% —sec P, Sin T tg Y,

K K
takze -
e X =secy +igyP= tg(4 +3 =),
.K =:Iogtg(2— '1"2-1/’)-

"Zde
Log cos ¥ = 9-2099582, 1 = 80040’ 2:612” .
Log tg 850 20’ 1:306” == 10881878
log tg = ?}{’f . 2:505645.

Je viak 9
- K=10205144, tedy u = 1-2785234.

* *
*
Rovnice (5) ve tvaru
nm)_p p_L _dn(w H—VF, 8
)= 1—1/1 @ = (. By YR ®
v niz g 9
r==M u, (1 + VL ’
2T Ty
se feSi ve tvaru (I’==sin )
T
3

do
"“fw (L—&*)(t—l*&*)“ J1—Psintg

coz lze téZ psiti

¢ *_/}/l"—}-l*cos’

a zavede-li se g—-—- @ za @,

Zﬁn

b deg (4
’ zfl/m =2 (n ) H,(Y) pasi,
o .

Y, cosy = P.

(®)

i 4
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3
V uvazovaném piipadd L—. .} ysn(u k)= V65
Log P = 99050216,
Y = 36°31'40-769".
Velidina -]I,—;- == [(na osm mist) ==0-0°10404,
1

7 == 105020, a vyjde (pro sedm mist)

mime

v== ‘I;' [ — + (¢ —sin Y cos ) 0-0%1 0404/.

2 = 13°3'21'538"
Log (4sin 2 ) = 0679 6958 — 1
Log 00°10404==0-017 2003 — 4
0696 8961 —hH

2
sin P cos P 12,3 = (0%4976

Ay = 0637 5337
W fy = 0046633

r=0637 5296 X 1-0*502 = 0637 5616
u=0-386 440Y.

Obrafme se nyni k transformaci obrécené; povazujice v, [ za utvary
pivodni, hledejme piisluiné k nim prvky odvozané u=wy, k=1; ob-
drzime tak transformaci

dn (v, 1) 4 V1 en @0, 7 1—ql

dan (vs, L) — V1
now b) = 1 dn (v, 1) — {1 en (n, l) T - }/l

®)

P¥i opakovéni této transformace se moduly [, 43... rychle blizi
jednotce, tedy 17,17y, . . . jsou brzy velmi malé a vypotet poddvé pravou
stranu ve tvaru mslo pfesném. Proto dosadime za }I;’ jeho hodnotu a
vysledek

in@ )+ Yl en(v, ] 1V
dn (vy, 1) =" 7

n (v, &) 1+ ]/-l- dn (v, 1) --Vl cn (v,1)

upravime takto

dn(v, 1) + 1 en (v, )} 1—1

In(oy, ) = | =~ = '

dn (vy, ly) ( 1+ 11 ) dn® (v, 1) — len? (v1)

Ve druhém zlomku lze kraitit &initelem 1 —17 a obdrzime

In (1) + Vien(r, l))’ 1
1y=|¢ b X 9
dn (vy, 1) ( 1+ 1+ Usn? (v, 1) ®o
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Pfipomelime jest8 vztahy

N N TR (R 1)) .
s ety e @Y

Opakuje-li se tato transformace nkolikrite, tvofi se Fada dvojic
U, v13 U, v25. .. a brzy dospéjeme k dvojici 1., v, v niZ I, je tak blizko
jedné, Ze velitina I’ z vypoétu vypadne a lze kldsti /,==1; je pak

dn (i ., 0)

,(ln (’Un, ln) =dn (”m 1) == on (m
7 n3

= Secv,;

veli¢inu v, vypodteme z rovnice
1

Cos Vp == mm) 4

nacez uré¢ime _ .
o=t Vi (L V02 A+ YL 0y =
2 2 2
— 2 2 . 2 v
AFVIE A+VRY ~ A+Vl_)

Vzorec (9a) lze upraviti na tvar pohodinéjdi pro vypodet, jakmile
jsme u modulu J,, jehoz doplngk ! je dosti maly. K tomu cili mdme
Fadu

en(v, ly)y=ydn?*v—1/?snfv=dnv[1—58, (v)],

kde
' . 1.3.5...(2k—3
SV(”)3%22+%3"+1}3‘36+T%§38+'"+ 2.04.6.(..2]6 )zn“}""
_Wsa(wl)., , 12 |
= dn(vly)  ° T ﬁ(dug (v, 1)

Po dosazeni této hodnoty nabyvd (9a) tvaru

L, di? (vy, 1 iy :
an(vy 41 lv-H):l 'r“;v“"fin;(\;)w lv}[l— 1 _K vi-; Sv(”v)] . 99

Jakkoli nevelky tu tfeba stanoviti podet vyrazi (9) resp. (9¢), prece
je poditdni Unavné. Obraz o tom podévd dosud uvazovany piiklad

l:}%‘i’, su (v, l):{/g:g; l’:—g,
Polozime
VT ==cos @, }/Z;": tg® ._g_ ;

Logcos @ = 993618, 6 =30°18'25",
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Log cos 5 998463, Log tg -5 — 943268,
Yi7 = 0073343, 172 —0012893, 1, = 1—00'1446

i je z¥ejmo, Ze miZeme briti I,/=0, tedy n=2;

1 T o 0 DA
oy Iy =%y U= g =L Ty
t. j
Uy
V=
4cos‘—2§

N&§ piiklad déva
Log dn v, == 090883 — 1, dn?v, = 065715, 2,2 = 0-0415,

a tak vypodteme
1

o = 204344 = Cosuy, v, 1:34168,

nader v==0-38643 ve shodé s pfededlym vypodtem.

* *
*

Jakmile dospéjeme pfi predeslém postupu dosti malého ), a to
nastane vidy jiZ pro » =1, miizeme zmé&niti metodu a stanoviti integral v,
jinym postupem. Znamenejme pak »,==u, };==Fk; rovnice

1
i (1, k) =
Fesi se pak integrdlem
dx

@D —a)

aneb téz

U= ===, co8 == dn (u,k). (10)

1/ co:s2 rp — i

Uzijme tohoto posledniho vztahu; vychdzi nejprve
- 2(—1)»( ’5) KoL, (10a)

T d 17
Ay =‘/c*5;;2nq¥r¢; U, =logtg (7 + §¢)§ (10%)
0

nutno predpoklddati |k |<C|cose].
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Z identity

— do sing
(m + 1) cosm-{:é—" [005"‘ + COS“+1(p
plyne pak
2, = (20— 1)Ay_; + ci:‘:’,{’(ﬁ. (10¢)

Z rovnice této lze postupné pocitati A,, UAs,..., ale mozno také
stanoviti explicitni vyjdd¥eni; nejprve
2.4.6...2n 2.4.6...(2n— ))
I35 @D " =135 @ T
2.4.6.. (2n——-2) sing :
T3 @n—TDcosy’

29 = 1.9, + :;‘;;’;.
Odtud
__1.8.5. (2n——1) sin(p 2 24 1
U= 2.4. 6 ¥, cosggp(l—i—Scos? t3 3.5 cos'y T

2.4.6...@n—2) 1
3557, .@n=Doow7g) (104)

U+ 5 57))

sin sing
cos?ep

sin ¢
cos2

=3+ 22, ngsz [% +

takZe pfi dnu=cosg (pro isolaci élendt 8 )

u—:?Io%K'ﬁ- smrp[( ) k’2 (; i) I (1—}———sec“1 )

cos?

- (‘l)ig) K (l + —sec”tp —{————~ sect ) +

1.3.5.7\2, 4.6
+(> 1.6. 8) 7”8(1+“se‘3’¢+3 = SGC*fP‘f—s 5 sec"q))—,}—...](lo*)

V nasem ¢&iselném prikladé w-—=1v;, k=1,
1? = 00289, Log dnu = Log cos ¢ = 9-90883,
= 35°5026-7", Logtg (F + %(p) - 029134,
log tg (% + _;_ q:) — 90, = 0-67083.

2 sing

K'=141F:=101, HJ‘ T =0-0%.
Tedy
v, = 067083, v=— 2v, == i o U= 0-38642.
1+ 1) 20054—2—
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Vysledku poslednimu {ze udéliti ponékud prehledn&jsi tvar. Zna-
menejme u’ feSeni rovnice (pfi daném dnwu)

dn(W,1)=dn (1, k), ‘ a

ili jezto @ w8 @
dn (', 1) = Sec/,

. dn(u, k) =Secv'; (@)

pfi zavedeni hyperbolické amplitudy ¢ zni to

dn (u, ) = cos ¢ = Cosu’ ==sec g,

L
Cosu”’
nacez

u'= l(o (4 ‘f‘9¢) 2IO)
a vysledek lze psidti — hodnota u piisluind k danému dnu —

81n ¢

4 l ] r ’ 1 ’ M ’ (4
u=u —}-»4](- (u TEBEII;)) e T= U 1—-47»’3(u -+ Sine’ Coset’) +.. (b)

Jakoito Fedeni rovnice (a) o nezndmé u, dostateéné pro velnu mald ¥/,
t. j. pro  velmi blizk4 1

* %
»

Rychlejsi nez (10a) bude konvergence ¥ady pro funkei

dy
F & o)= —
() [}/1-—]» 2 8in? ¢p ,/VCOS"(P—%k"’sin"q)’
¢

prisluiné k malému %. Rada ta zni

Flyp)=2(7 3 4 )i,
n—o\ 7

sin?* @ dop x| (11)

An(p)= [coss,.+1q 4y ==logtg (}1“'{‘ '2‘7’)’

0
s konvergenéni podminkou
[¥tge|<l1.
Koeficienty se stanovi na zikladé identity

d (sin®t @ cos’ 1) = (a + 1) sin® @ cos’ ¢ d p — (b — 1) sin* ¥ p cos’2d ¢

jez podd

1
(Zn—r-])A +(2n+‘))An+1:Wt¢’2”+’{p (Ila)

Pro explicitni vyjddfeni mime odtud



2.4.6...2n 2.4.6...2n+2)
—— n e n+1 —
=135 (2n y4s — (D" TR e ) A
2.4.6.. Zn
— 18 to2n-41
cosqn( DAL AT v s ¢ gy
Znamendme-li
1 2.4...2v Sy+1 p
T""cos(pv..( 1y 3.h.. (2V+1)tgv =

1 2.4
=BR8P+ gty —... +

cos @ e (112
— n-— 1______________,_____ 2n—1
T s ey )
t 1
T1=€6g§%’ Tez‘c‘(;g‘(;)[tg?”§tg3fpj)--

obdrzime z posledniho vztahu obeecné vyjddfeni (=1, 2, 3,...)

A= (= R e 0= %) -1,

a hledany rozvoj zni

o -4 |
Fy9)= 4o+ = 3} 1o —T) 7, (11%)

T
Ao==log tg (7 +49)-
V této vazbs

9 13 1 3 2
Aot G Wo— T + (53] do— T 1 +
je konvergence rychlej§i — pokud tgp <1 — neZ po rozstépeni:
1\
F(lhg) = —K’Ao—_. = ,3) T, K2, (11¢)

V polynomu 7', éleny stiidaji znameni a klesaji, je-li tgop <1,
t. j. e <4H". Pro tato ¢ bude pak

sin sing
< costg’
. 1 1 .
* Hodnota sin ¢ ==————x= NS tge= Nl spliinje konvergenéni podminku; pro
ni jest - + v
K
F(k, ‘F)zi

a tak nim (11¢) p¥fmo ukazuje povahu funkeé F (k, ) pobliZe sing., bodu k=1
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Rozvoje tohoto lze také s vyhodou uziti v p¥ipads pomysiného ¢ — iw;
pak jest
T { iw o2 (1] . n
Ao =log tg (‘4: -1—-2—) == 24 arctg (Tg “2‘) = 2i(arctg e” — Z)'
i a1 2.4...2v 241

== ‘U — . ’
Tﬂ~0080)§2;5 (‘)"Tl) rlaw QTna

F(L Cw) I‘. ?A("-*'is'( 7%) T L'!n r 2arctg8‘”—-g-

Vzorce (11*) lze nékdy wuziti bez pFedchozi transformace; tak

v nafem piipadé X' =4, k== l’(_?_, Shu=—=sging= 1 é‘f; méme A’ tg¢p = —-}/*1_1»_—‘1
a sta¢i v Fad® vziti pét dlend:
Log sin ¢ = 957067, ¢ = 21° 50" 442"
Log tg ¢ = 960303, Log tg (40° + } @) == 0'16975
Log cos ¢ == 9-96764, Log Log tg — 0-22981 —1

Log log 10 = 0-36222

0-96764 —1
Log (4, cos ) = 0:H5967 —1
Ay cos ¢ = 0.36280
Ltgep =060303 —1, Ltgbe = 080909 —2, L tg¢ = 001515 —2
L$=082391—1, L &= 072700 —1
063300 — 2 074215 —3

tg ¢ = 040090, 2tgdp = 004295, ;2;“"?, tg® ¢ == 000552

Ltg g =022121 —3, Ltg'q = 042727 —4
L #gs = o-ssoog: 1. L 334 = 060890 —1
0-88126 — 003617 —4

2.4.6, . 2468 o p—
T tggp 000076, 3 =="s tg®p = 000011,

.Soudiny T, cos ¢ tedy postupnd jsou (n =1, 2,...5):
0-40090, 0-35795H, 0-36347, (36271, 036282,

a budou pak p¥islusné rozdily (4o — T,) cosg
— 0-03810, 0-00485, —- 00367, [0-0t9, —0-02];

dluzno je ndsobiti (_;f)- KEn, M=4%:

Ta &isla jsou

, 25 ., 25
=1 &K “—!"645() K= 493——0008"
a je zfejmo, Ze dva &eny [ ] odpadnou; tedy . .

F.cos ¢ = A, cos ¢ — 0004233 + 0-000134 — 0-0%6 = 0-35869
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Log (F.cos ¢) = 055472 —1
Log cos ¢ = 0-96764 —1
Log F' = (58708 —1
F = 0-38643.

Pozndmka: Z identity
‘are sinz
=

vychdzi pro z = itgeg

2.4
$+§w8+~375x5+...

To= %— are sin (i tg ¢); poloZme sin @ = itg ¢, tedy

BT St 1 i —_ g
005“=V1+tg"l’= cos g’ = "EB;(F“:-‘tg(I‘—%V’)

. T
T,=—ia=logtg(3 +19)=4,

§ 6. Metoda Landen-Legendreova.

Zskladni rovnici transformace Landenovy

1+% . dnu+kenu ,  2VEk
dn (-———2-—-— u, l) == ——*T_T_—k‘—‘, l= my (1)
miiZeme piepsati na
P 1— ksnt—
1% 2
dn( 5 = o
14 ksn®
¢ili po z4ménd u za 2u, <
1—ksn?u
dn [(1 + L) Uy lJ = m. (2)

Kdybychom se pokusili opakovati tento proces, tvorice postupns
moduly , -
Lty By 2V g 21k
1y 2°—1+k17 5“‘1+k27"'
jez se rychle blizi jednotce, zavédéli bychom argumenty
ul:(l +k)'u-, ug:::(l +k1) Uy, ‘Ma:(l +k2)u2, e
jez rostou rychle (fadou geometrickou); v rovniei
dn(Un ka) =2, t. j. dn(u.,1)=2,
kterou ‘pfepsati jest na 1

Cos u, = Py
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bychom méli nezndmou u, nepiesné urdenou, pondvadZ obd strany jsou
tésnd pii 1.
Lze vSak toho postupu uziti pii transformaci (1), kterd pfi udanych
modulech zavddi argumenty
1%

W= ’I‘”‘Q”" hy Ug=—g— Uy ... (1a)

s urditou limitou u,, ponévadZ nekoneény soudin

1k 1k 14k
= ST

konverguje a to velmi rychle; jsme tak p¥i oznaéeni

1k Lk 14k
e T

w, =w=u
vedeni k urdité rovnici
. 1
dn(w,1)=2, t. j. Cosw= "

kterou lze Feiiti, a po jejim FeSeni mdme

2 _ wl %y IE,’:“"

Rl 3

Pokud %, neni piili§ blizko 1, miiZe se pravd strana (1) poéitati
substituci

Ky

dn (uy, k)

. 2 (2)
== 8In Gv, dn (uy+1, k\H—l) ] m* cos? '?)1 dn (u.,, kv)
y &
¢ili

(2]
dn (tygqybypr) = c";‘ cos? 2” dn (uy, k). 1b)
v

Timto zpisobem si budeme podinati vZdy, je-li modul dany % > —-]V:é
Tento postup neposkytuje viak Z4dné vyhody u porovndni s klasic-
kou metodou Landen-Legendreovou, jez operuje amplitudami ¢, ¢y, ¢, . . .3

@, = am (u,, k,) a spodivd ve vztazich
sin (2¢p, — ) =ksing, sin (29— )=k sing,,...
Mime pak pro k=1
0 (Un, 1) =sin @, =Tgu,, Cosu,=sec ey,
un = log tg (?:— + 4 9s)=w.

* *



Obratme se nyni k rovnici (2); povaiujme v, ! za dané a od-
vozujme z mnich I, vy I, va5. ..

L=k, vp:uz—————l_;ill;

rovnice ,
l':}:_ll' ];__:_1.:_17

14+ F 141
diva tu zdkon , -
, 11— 1=l

h=rr hTTE &
_ v — vy —'Jg__
vl—1+l‘1’ 2“"1_*‘127 vﬁ———1+lsc..

Veli¢iny I, I3, ... rychle se blizi nule a tedy existuje limita
w=v_, sn(,0)=sinw =limsn(va )

v=w 1+ A+L)A+1)...
Rovnice (2) dava
1—dn(v,0)
1+ dn(v,l)
Dle tohoto vzorce lze poditati, pokud I, neni pkili§ malé; dosazenim
vyrazu pro l; plyne

‘ 140 l—dn@l) (147 )H-——dn”v
2 — ) —
o o W) = T T =7 “(1+dm; -

Nadez

Uy sn® (vy, ly) =

t' j!

g su(pl) 2 snv
)=+ G o= TF LT+ dnv (29)

Pro maléd ! mozno uziti Fady

on (oy, )= (L4 V) sn (v, )[4 +$5 + 55+ ...],
E=1sn(v,l).

Z (2b) plyne, ze pro sn(v,l)==1 je téz

sn(vyl)=1,...50(, L) =1, tedy sinw’ =1, w' = —g—,
a odtud

7 .
L=20+0)A+WA+E... 3)
kde L znaéi Gplny integral K pro modul I. MozZno tedy vysledek pséti téz

v=u'. -—2— L.
. T
Podetni mechanismus

. o .
l=sine, U'=cosa, Il;=tg?— =sing,
'
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a .
l{z CO8 Oy, l‘ =tg2°§!- ==BIR gy o oo

su(v,)=sing, lsingp=siny; sn(r,l,)=sing,;...

o @ 2 @
cos? cos ~-2—
sin @, = sing, singp,=: singy, ...
cos® = w cos” Qg
Poznamenejme jestd
}- L =sec? -2~ sec? = sec* 2 . (@)
¢ili
o a a
Py =sec 4 secz)isec-éi'... (@)
15
Tak pro l= 5 nachdzime postupné
o
ta, Log cos —- 2 | Loc sec 5
2405 417 | 996041 | 003959
50 46"6” | 999780 | 0-00220
1732”7 | 999999 1

Log 33:1“0;041 80
Skuteénd tu 43 =1'1010.
Theoreticky je konvergence soudinu (@) rychlejii nez u fady J,.
Z rovnice (2) snadno obdrzime obvykly tvar

-

L k)sr k '
sn(v,l)r%—_%; = —]-7 v=_1+ku 4

a odtud vypocteme .
(1 —-snu) (1 —ksnu)

1L—sn(vl)= T s ) (49)
L — VEsnu)?

1t =S R, @)
1 ksnu)?

1+4+1sn (v,l):%%; (40

posledni dva vztahy dévaji

1 ——]rI:snu T—Tsn(v,l) v,
1+1% ' l—t—Isn(v,l) ®)
—V

VEsnu= 1+V

Veli¢iny !, =*%, ;... blizi se nule a proto upravime pravou
stranu na tvar '

10
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. sn (v, )
on (u, 1) = 1+Ic[}’l+lsn(v,l)+1/1~13"(”’m’ 5
T j (Ba)

i7" 1+k

Dle tohoto vzorce budeme poditati (1= l,, v=0,; k=1ln 1, U="0n 1),
jeli k=1, ,tak malé, Ze by d&leni na }% ohrozovalo presnost vypoétu;
pfed tim uzivime metody (5), kladouce

bn 81 (Vny ly) = cOB Y, tedy V,, = tg %l,

nééei
Vz 7 (v — £ Y
n418 (n+1, ln+1)—tg (._._____)

Mechanismus poletni je tedy tento

P et
=y

Lsn (v, 1) = cos Y, cos Yy =7, tg (’.5 ~_.12£’-),

; v=0,12,...

cos Yy = Yl tg (:r_r___ﬁ)

Pesledni vypodet, kdy 7,4, je jiZ velmi malé, uzivd rovnic

81 (Vny bn) = co; w",

: sn(vm ln):—]‘/—é‘—:tg(%-"%wn-—l)

a rovnice (5a) pro uréeni sn (Va4 1y lniy)-
« Po té jest jiz 1%, ;==0 a mdme

88 (Unt 1y In 4 1) == s (w, 0) =sin w;
tim uréeno w a odtud
U=W(1 + ll)(l + Zg). .o

& *
&

Velidiny %, ky, ks,. .. vedou k algoritmu t. zv. aritmeticko-geometric-
kého priméru (Gauss). Zavedme homogenni vyjddieni

b , b ba

h=—, Ll__a L’—'ag
, Rovnice .
AT S 27k, 2Vanb,

batr= o L =@ T,
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vede k substituci .
oy 1= '} (aﬂ + bﬂ)! bl +1= Vau bl; (6)
t. j. postupnd se tvoii velitiny

a;=4(a+b), by=Yab; ay=14(a, + by), bs="Vay bs;...

Velidiny &y, ks,... tvoii ¥adu rostouci, lim k,=1; méme tedy,
jezto k, < 1,

2
(l"+1—-—a"——i——£'-'-£!<a,,, n+1=—"anbnz'b']:—“‘>b,.’,

tedy
aZa>a,>ag>a,. ..
b< b, <b,<byg < 0y...
lim @, = lim b,.
Tato limita nazyv4 se primérem aritmeticko-geometrickym kladnych
veli¢in a, b; jest jich homogenni funkef.
Veli¢iny
14% L+

NXZTN, Ug == ) Ugye o o

se tu prehlednd vyjadiuji vzorei
a, Ay Ay
Up == — Uy Ug == — Uys s o Uy==— U.
1 a y 2 a ’ n a

Znad-li a=1lim a, uvaZovany primér, obdrzime po vypodteni hod-
noty u,—n dosti veliké — z rovnice *

51 (U, 1) =Tg un
vysledek

a
U= a Uy

* *
*

Obratme se nyni k modulém /,. Diive zavedeme ¢isla ¢, ¢y, c,,

uréend rovnici
b,* - cv =a}; (7)

G by
cn—{-l——- ] ’cn—'-an—-—l""an- (7a)

snadno shleddme, Ze

Polozme p¥i daném modulu I

U ==y

* sn (un, kn) =siny, Cos un=secy, un = log tg (—Z— -}——%—ry).
10%
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tedy
l“1-}-1’ a+b a ' a4
L. 1 YL
1 + lx_ ay + bl Qg 2 a8’
obecnd . ;
. Cn ’ n 0. |
lnz n ln -—-&":7 — a (76)
Dile
2a a a
1-;*11__..m:= ,l—{—ls:j,...
takZe obecné
Ay
Vp==— v,
a
jako diive. '
Vzorec (3) pfejde na
mwa_®w,. a,., b %
* *
L3

V rovnici (4)

m@0~912m“ v=(1+Bu,

polozme iu, iv za u av a uzijme vatahu
sn(iu, k)y=1itn(u, ¥), (tn=1tgam)
a fe¥me vysledek viidi k:

tn(o, U)—ktn?(u, K)in(y, U)=(1+ k) tn(u, ¥),
tn(v,l)—tn(u, ¥)
1+4tn(u, K)tn(y, )’

ktn(u, )=

Polozme nyni ¥ =h, k=", l=mw', I =m,

a piSme
am(u, h)=1¢, am(v, m)=q;
vysledek zni
tg(p1—p)=N1go.

Zamgnime-li litery k, m za %, k;, méme pki
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sn(u, k)=sing, sn (v, k) =sing,,

1—¥F ,
k,.—:m, v= 1+k =(14+~)u , (8)
t, =k tg .
Polozime g(p—p)=NKtgo
b b,
k‘,zz; av+l""'""i-‘"‘7 b, +1=7Yayb,
nadez o
kv-.-:—g"-, u, = a"u, u,..v_égiu

Zde veli¢iny k, se rychle blizi nule a je pro dosti malé k,

30 (Uny Kn)==8iD U, =8iDQu, U==¢p,

jest pak

Pomoci (4a) obdrzime ze (4) (I :_—._2_._{%)
tg am (v, ) = (14-%)— (uf%uénlzzt W= (14 &) u. )

Tohoto vzorce nelze uziti k pocitdni funkei argumentu u, ale mizZeme
ho wuziti pro I=1I,_,, k=1, kdyz I, je velmi malé; pak je totiz
dn(u, k)=1, tg am(u, k)==tgu.
a vypodet konéi rovniei*
tg v, = tg am (Vo—y, lu—y);
kdy# bylo ke Gaussovu algoritmu zvoleno ! = 2—, a kladeno l,=-;l"—,

v

mdme pii algoritmu (5) — nikoli p¥i postupu (8) —

al
=Y
ted
y a
== — Vne
* %
ES

# Totéz ném podd rovnice (4): 8n{un—gs In—;) == 8% (Un, In) == sin us; vic je
totiz obsaZena v rovnici am (Un—,, In—y) == tin
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Znéme-li tgam (v,—g, ln—1) = T'n_1, ani% lze zanedbati /,, mizZeme

poditati na zdklad$ (9)

1+ 'l,.) tg am (v, 1,) = .’[',,..Ldn (Vs L),
an (va, 1) =1 —}LYsn’ vy — Fltsntv,,

kdyZ se snv, nahradi sblifenou hodnotou sin (aretg T

T

* *
L

Vypodet integrilu K. Zavedme opét rostouci moduly %, ki ks, . .

k 2Vk, g L=k
+17= i k v By 41 1 %’
piisludné Gplné integraly

K, Kl, Kg,c‘- .
jsou vézdny vztahem
Y +1——1+kv —_Kv+1,

a odtud mime
’ ’ ~ 2K

A+E)QA+E).. (‘+7»»)--—~

Je pak ,

;Kn~&, (0] — 9l .93

;—:2~;{1+2q*"+2q‘~’"+...}
a tedy s velikym sblizenfm '

2K 2.t 2._,
K —zf7= =%

ZR=+1)A+R)A R 0

lim

coz dava

Vysledek se kryje s (3), zam¥ni-li se k za ¥’ ~—Z Klademe skutecénd
-1

v algoritma Gaussové k—-———, k=c,1+k = ”
v

* &
&

Obratme se nyni k integrilim 2. typu
E(g)=[{ | —ksin*pdeo;
[}
jako funkei proménné u ji znadme

du=E(k, amu)=[dn*udu=cl(u, k);
5 .
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pro piipad q:::% piseme

E (k) neb prosté E misto E(L, 2)

Zékladni vzorec transformace Landenovy

d. k . 14k 274
—%ﬁeﬂ‘:dn(v, h; v= —2i_ t, l::——l/‘——_

podd utvofenim d&tvercdt vzhledem k identits

k” ecnfu=dnduy—I’?

an® (v, ) = ——— [2dn® ¢c+2Lcnudnu——L"|,

(1 -Hﬂ)"
tu jest
o +L
-1-—_—::]-;‘.._1—-—7” dr du,

nésobimei dv a integrujeme, obdrizime tedy
‘ 1 11—k
el (v, l)—_-m[el (u,k)-{—lusnu[—*ﬁ-——u‘ (11)

Tento vzores tvoii ziklad pro pHmy vypodet integrila 2. typu
(sr. pHsl. kapitolu v Schloemilchové Compendin), aviak ty jsou sotva
jednodudsi nez uziti funkce @(u), a proto je pomijime, omezujice se
na Uplné integraly.

Ze vztahu Lu

2K

Y=

kde L -=K(),

plyne, Ze plati soudasné u==2K, v=-L, el (W)=2E(), ed()=E()
a tedy

E(l)=+— E(Ic) (1—k)K. ) (12)

1 + 1+%
Zavedeme opdt rostouct moduly &, k=1, k,,..

kv+1‘-‘-“13_‘§:_]%’ B 1= };:;:J’ 1~:Ic =14k 4
médme tak dle (12)
Eky+0)=0+k'+) E()—QA—k)K,
E(ky41) E(k,) _
AFEAFE)- - AF b ATEAFR) TR .

B (1 —k)K,
AFRA ). - AFR 10

a odtud
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Veli¢ina (1—%,) K, se vyjdd¥i na zdklad® vztahu
kn+1Kn+1 (l""' “)K (”=O 1 2.-.)

—_ _A—=EQ—k)...A—Fk)
(1 kv) K, = er k. K

ve tvaru

¢ili po dosazeni

—_— 2kn’+1
TR ST R
(1 —1) K, = MR LK

AT AF R QR
jim vaniké vzoree — piteme E,= E(k,) —

E,
TFm AT ATk
—_ Ev+l + 2V+1k’v+1K
A+E)A+4) - QA +8) - AR A+ A+ 5
(»r=0,1,2...) .

Seéteme-li tyto vysledky od ¥y =0 do »=n — 1, mdme
E (k)=
+K 20 k'
TAFE)AF kz’) (1 + k) ,;-_11(1 + &+ kz')’ (L4 R
Tu jest pak pro n=12

lim k, =1, lim[}/l —klsintpdgp=1=lim E,,
a dle (10) v .
tim (1 &) (1 +k)- (1 +E) = = K3
vysledek n43 zni

PAd
F(k)-‘—f K—1(1+701')2(1+ks" (1R

Pfi uziti algoritmu Gaussova

k=——, k,=—!; av+1='“2"_1 bv+1=V“vbv
mime

) kv’ ,Cv Ay y — Qyy 1+kv’ avazl;

a rovnice se p¥epiie na

E(b) 2K,+K22V (13%)
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Pr.: k=1}; a=2, b=1, c=1y3,
a, =15, b; = 141421, ¢, =05,
ag == 145710, by == 1:45647, ¢;==004290,
as = 145678, by = 145679, ¢3==00%32.

Rada se redukuje na

{0i¢i+4agcs+ fages.

% *
*

V rovnici (12), kterou pidme (1 +k) E(l)=2E %) — (1 — ) K,
dosadme hodnoty

3E(k)=1+2(‘5)(‘*)kvu.

"

—K(l——k2)~1+2[{ n*)'—("*)’]kem

n-1

(-—;é]"_ (n—:}l)su o (n -—*1)’ %;—5;’
CHR=— 2 %

tedy L®
_ 3y ET
_[zE(k) (1—-B)K]= 1+‘}'(,~-1) (@ny
a mime tak
n 1 1% l 3\3 6 1.3.5\3%8 »
E(l)=‘2“'1‘q:“{ 22“*‘4 49+(2 4) b”’(‘ 7.4, 6) g+ --h (2%
po 1=t
u-——-—l_*_lr'

Soudasné plati Fada o stejné konvergenci
1 1 1.3 1.3.
KQ=L=T2Q+B{l+55+(35) ¥+ G #+..)

Je-li na p¥. =14, jest

p=2=13 1 4y5— 00717968, I = 0:0051546;

2+73

obd Fady tedy rychle konverguji.
Vzpomefime rovnic

f(w) =dn(v, §;
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tak vychdzi z (11) integraci

E(l) * 0@, 1) _
5 +Ia@(0 N

+1lo g%’ Z)—-—Iogdn (v,l)]—

u?.

MQF@m

1—&
8

Dosadime-li hodnotu za v, vypadne dle (12) «* z rovnice a vysledek

i
“ O, I dnlo. O, k)
%ﬁﬂ ()“\om

coz by vedlo k urdeni hodnoty
v T . 0 T U '
o (g‘f}l ) P G7 | 5) 9 (G| ©) =konst.

dili po substituei u=2 K §, 5T I = o §

iK™

N IRAENCARSEENCEY



Tabulka dileZit&jSich vzorci v textu odvozenych.

Derivace funkei snu, cuu, don, amn.

D,snu=—cnudnu; Dycnu=-—snudnu; D dnu=—F*snu cnu;
D,amu = dnu.

Zvlziétui hodnoty funkei snu, enu, dnu.

o | K x| & i
— — S
snu || O _ﬁ:—:——_"-' 1 0 e o | 0

enull 1 llﬁ.(,.ll_:@ 0 | —1 I'H‘ w ..‘1

dnu| 1 14 Molor | ik | = | =1

Periodické viastnosti funkei snu, cnu, duu.

, su(u+ 2mK + 20iK") = (—1)™snu; cn(u + 2mK 4 2niK') =
=(—1D"t"cnu; dn(u -+ 2mK + 2niK'’) = (—1)"dnu.

Soudtové véty pro funkce snu, dnu, cnu.

snucnvdny 4+ snvcnudnu

sn (44 v) = 1 — & snu snv
en (- 1) = cnucny — snusnvdnudny
1 — I sniu sn’v
dn(u +v)= dnu dny — K snu snvcnucny

1—2* sn*usn'v

Rady pro funkce snu, cnu, dnu.

A

2m q* o lum
-2 > n—.

S R A=t 85 1—~q1 oK’
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A
2 q7 Aumw
oY = —— cos =2,
Kkr=135.. 14¢* 2K
dnu::_,.t_. + 2..’..‘2 7 e M;
2K K 11+4¢% K
X
1w 27 4 4 sinm;
MU g e U K r=185..1—g* 2K
2K
‘—lﬁﬁ—--—-———————-—n —-—g-ff- A ql sin 5= huz
SHU o g o U K y=1,35..1 _’_qi 2K’
2K
2K enu e BT 4 S g% sin 147
7 smu o UBIK ‘_‘11+ Ry ¢
A1 A
dnu F7 - = q Aum
enu urw + K)\_., 5.5 =D 1A% 3g!’
2K cos 5= q
2K _
A1 L1
cnu 2w 5 42 A,
tlnu__Kk1~1{5, (—=1) _qlcos‘—z—f,
1 K—FE ? —-é-—-”!f? vg®v cos 47 .
sn*u- K +4K’ qumw K27 T— K
E 20tz vy vusm

drz”u~K+ bk ——-——E;cosT.
Soudtovd véta pro integrdly druhého druhu.
Z(u+v) — Z(w) — Z (v) = k*snu snv sn (u + v).
Definice funkei theta. i
Po(0] ) =TT (1 —g™) (1 — g1 ) (1 — gt =bee);
9, (v]7) = 2¢" sinom 11?(1 — ™) (1— g o) (1 — g —tomi),
Py (v|7) =3 (v+4|7)= 2q‘leosﬁﬂ 1?(1——ng) (1 + ¢ e2om) (14 g% e—2omi);
23019 = 0@+ D=TH(1 = (1 + g e (1 F g,
Definice funkei H(xw), @ (u), H,(u), Oy(u).
H ()= % (57! 9); H, () =95 (53173

0 ()= 9 (g%l 7); T O ()= % (5‘%{1 7).
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Periodické vlastnosti funkci theta.

Znati-li se I () =F(u), I ()= (4). Gy (1) = (u),
oo (1) =F3 (1), jest

I (v + 1) =(—1)? I (v);
I (U -+ Z') == (— 1)" e—mi(er+ 1) o (v).

Chovéni se funkei theta viidi poloviénim perioddm, viz tabulku
na str. 44.

Transformaéni vzorce pro funkce theta.

=)L 0,11

3 (v] 1:)-~1V7 s 9, (-’-l“'*);

B

P (PN

Rady pro funkce theta.

Fo(u)=1+2 S(—~ 1)y ¢ cos 2vum;
=t
fHw=2 X (=17 ¢t sindun;
=1,3,5 ..
F(u)=2 X qi“coshm’;

A==1.8,5,..

Fy(u)=1+42 %q“‘cos 2vu s,

Vyjddteni funkei snu, enu, dnu funkeemi theta.

srm“‘:g“ﬁl (éﬁ—K), nu = g2 &’(2K) d =§£ﬁ£§i{j
29, (2 K) ”«%( ) "o (5%)
Zvlastni vzorece.
9 =13y 9y %y 1’75::%3; E=K“z}2f9:‘;;’
2K =94 1’7?=§—:; E'zgy‘rf(* %25412“

EK' + F'K= g + KK';
Fot o Gt =I5t
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=+ B U+ TRY AR5 V=1 ﬁ Vo=

‘J
9 =183 2L _
s=1t 1+(—q;"’

A
p—Op=1_24 T L.
)=1,8,5, . 1—-}—-ql

gt - gt = 2+4821+ =3

g
Jp+Fgt=14+24 X
2 + 3 .T' 7\_.1’3 5.1 — _lk 3 .

L3
qi
G P =2 X :
B T =155, 2’
1+ g4
viiy
9 5-1+4“<~1>v1+g,v,
Py
lg’

92 92 =4 2:' :
s A=1.8,5.. 1——q7~’

2v
29 9 i . R
G2 Iy ~1+8.1.;( 1)v1+q,v.

Integraéni vzorce.
Viz tabulku na str. 101.

Vzorce pro numericky vypodet.

Transformace Landenova;

1— V&

-FW;;"”.

dep 2 7 a g sin2y . 2Vk"
Vl-&—kssin”q)‘_l-fk Vl-——l%in*qp’ = k+cos2w 1+]g‘
0 0

Vj'poéet integrélu prvniho druhu «= [ dg

J T=sintg’
0

L = (—1)'-( )k"‘H(«p), 1B < 1.

1.3.5..2n— 2

Hn(¢):2'4””2 [q)'—“'PnJ’ n= cOSgO{Bln(p-r—B—Slnsq)—f—

2.4 2.4..2n—2

+zgsinte +.. +§—5—-—2—"—-———~sn*""‘go]; n22.

P, =singcosg.
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2. u=-2~anw-§(’“})“1>,.k*~.

©

u-—A.,+z( H 7 AT

2.4..2
+d btg5¢+ "+(""'1)"~1-~5~——2—:-2——~tg3"—1q’] “22

cosq>[g tg‘q:—r

:n:%‘f;%; 4,=logtg[F + %

Vypodet aplnych integrald.

= — 112
K:.gz:( 2) B, (k<L
-—-.g. 52 25 . ..__” 1
=2 K0gtt . +21( ")s,L P =5
,_2 4 By 1 "
K’ -Klog—--—-22'( ) ="

2 K=+ E) A+ AR kv+“‘12-]}/~kk’ 'v+*=“'“‘i§—’.lif§'

K(Z)mf—(l—i-k)[l'i'ik' (; i)’*‘*’(ﬁi?sj"““' ) '"xg'g
ok, |

TFRYAFREY - AFRF

x 1 B 1R (1.3 | (1.3.5)178
EO=31T17% [+28+449+(24)“7+(246) b

17
: k=117
~ Vypodet parametru ¢ z modulu % nebo z tplného integralu,

2701

E(k)= §———+K2

i= i@ g@=mat By B Wy
q’f.—.:z+27w+1519+150w+1707w+...; L:—ﬁ.

11_~w
14+ V¥
~1).

g=1A+ 218 + 1620 + 1604 + 1701 4. . 5 A=

b AET 22804 g:.é_.( 2x



		webmaster@dml.cz
	2019-09-23T23:58:56+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




