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Mittheilungen aus der Integralrechnung.
Von Mathias Lierch in Prag.

1.
Die sogenannte Fourier-Bessel'sche Function
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hat folgende Eigenschaften:
1. Sie ist eine ganze transcendente Function und wird fiir
alle reellen unendlich grofen Werte der Verinderlichen « unendlich

klein, und zwar wird sie fiir dieselben durch einen Ausdruck von
der Form 4452+ f T2 approximativ dargestellt.

x
2. Es besteht fiir simmtliche positive « und fiir beliebige
reelle # die von Herrn Lipschitz herriihrende Formel*)
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und die hieraus durch Differentiation nach « entstehende
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Unsere Absicht ist, aus diesen Eigenschaften der J-Function
die Weber'sche Formel **)

o0

)] fJ(z)_ logzdz = I''(1) — log 2

zu erschliefen.
Zuerst folgt aus der Eigenschaft (1), dass das Integral

4 :fJ(z) logz dz

*) Es lassen sich aus der Lipschitz’schen Formel mehrere KEigen-
schaften der J-Function direct erschliefen; ey ist interessant zu bemerken, dass
diese Function durch die Lipschitz'sche Gleichung eindeutig bestimmt ist,
wenn man nur hinzufiigt, dass J(x) sich von 0 bis 4 co stetig andert und reell
bleibt. Es ist J(x) die erzeugende Function im Sinne Abel's der sie

determinierenden Function 171 —’: =. Das Murphy'scheTheorem(vgl. Bertrand,
a
Calen] intégral, pag. 509) liefert unmittelbar eine Darstellung dieser Function.
#%) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Bd, LXXV.
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existiert. Fihrt man ez als neue Integrationsvariabele ein, so
kommt

4 =1logu / J(az) « dz + aj J(az) log 2 dz,

und da nach (1)

oo

fJ(az) ads =1

o

ist, so haben wir

A =1loga+ a| Jlaz)log z de.

Multipliciert man beiderseits mit e—“dae und integriert
zwischen den Grenzen (0... o), so resultiert

A=TI(1)+ /e"“ada [J(az)logzdz.

Um dieses Doppelintegral zu bestimmen, letrachten wir
zuerst das folgende

oo AN
(a) BN:fe—“adaj J(az)log z dz,

wobei NV eine beliebige positive reelle Grifle ist. Wir setzen das
gesuchte Doppelintegral B., gleich B und werden nachher be-
welisen, dass lim By = B ist.

N=o00

Es ergibt sich offenbar aus («) die Formel

N oo
By :flogz dz/‘e—"e/(_'az)a,da,

die nach (1) in die folgende iibergeht
N
log dz
By — —= 7 3.
(13) ¥ - (1 + z)z
Es handelt sich nun um den Nachweis der Gleichung
lim By = B. Zu diesem Zwecke setze man

N=or
fJ('az) log z dz = Ry
N

und beweise, dass die Differenz

B — By :fe—“a Ry da
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fiir unendlich grofie Werte N unendlich klein wird. Weil fiir
a = (0 die Function Ry unendlich wird, so ist zunichst das
Verhalten dieser Function fiir unendlich kleine a zu studieren.
Man hat offenbar

a Ry :j J(z)log z dz — log afJ(z) dz.
aN aN

Es gibt nun eine nummerische Constante g, welche die
absoluten Werte der beiden Integrale rechter Hand iibertrifft,
was auch a, N seien; somit haben wir

\:aBN\<[] + log —i--}g, falls a << 1.

Bedeutet also ¢ irgend einen positiven echten Bruch, so
besteht die Ungleichung

<gLfe—“da + /e—“log—ida—‘.
lo | o % —

Man kann nun offenbar immer ¢ so bestimmen, dass die
beiden Integrale rechts beliebig kleine Werte haben, und somit
wird man durch passende Wahl von ¢ auch die Ungleichung
erzielen

| €
/ e~ %*a Ryda

I ae [

‘v /;—“aRN da

jes
| ¢

in welcher 0 eine vorgeschriebene beliebige Grifle ist, wihrend
N irgend eine positive reelle Gréfie bedeuten kaunn.
Nachdem & in dieser Weise bestimmt wurde, zerlege man
das untersuchte Integral B— By in die heiden Bestandtheile
& oo

/e““aR,\: da,‘/ e~ %a Ry da.

(%
o &

Im zweiten Integrale ist ¢ immer > ¢ und man wird eine Zahl N,
bestimmen konnen derart, dass fiir simmtliche N> N, die
Grole Ry kleiner bleibt als d, welchen Wert auch die Variable
a > ¢ haben mag. Ks folgt somit

| e \ 00
je—"'aR,vdaj < 6‘/\6—‘“0; da < 4,

‘| ¢

&

<d,

woraus in Verbindung mit obiger Umgleichung die nachstehende
sich ergiht:

\f —2 4 Ry da!<26 fiir N> N,;
dieselbe druckt aber nur die Gle1chung aus:
lim (B Bly) - 0,

N =00
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g0 dass wir also in der That haben B —=Ilim By, und daher

nach (8)
> logz dh.‘ lovtdt
B:J ) _f logeat
A (1 + 0t ¢3

Dieses Integral ist aber offenbar die nach s genommene
Ableitung des Integrals

3 Q@
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in welcher dann s = — zu nehmen ist.

Dies liefert

e
B=y | — W],
oder weil
I'(a) o1
gt 1(1)-/ e da,
1 M=z o dr
B=y) 1= de=—f Y= —ls2

wodurch eben die Gleichung (2) erhalten wird.

Die hier angewandte Methode der Einfiihrung neuer
Variablen durch Substitution kann in anderen Fillen zur Wert-
bestimmung begrenzter Integrale mit Vortheil benutzt werden,
worauf ich hier aber nicht eingehen will.

2.
Setzt man die Lipschitz'sche Gleichung in die Form

. 1
—uxz = =
] e Jz) dz = Va1
wobei die positive reelle Grofe ¢ grofler als 1 angenommen
werden muss, so gelangt man zur Formel

euaa da - . .
Vel ] da e—ut—ud Jijz) dz,
1+ ¢ 1+4¢ n
Das Integral rechter Hand kann als Grenze des folgenden auf-
gefasst werden

.00

N 00

daj e—ct—u) Jiiyde =

14-¢ o
Rt e— (14 &) (z — i) — e—N(z—ui
— j cT T e T ) d
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welches offenbar fiir lim N = ~ in den Awusdruck

Fo— (1 + 0z —uid J(i2) de
[T
iibergeht, wenn nur » von Null verschieden ist. Ist nun = eine
positive reelle Grifle, so wird die Function unter dem Integral-
zeichen innerhalb des vierten Quadranten der z-Ebene holomorph
und man sieht leicht, dass sich der Wert des Integrales nicht
dndert, wenn man es lings der megativen imagindren Achse er-
erstreckt. Man erhilt so die Formel:
mem’a da

e e [ gL O i () de

al— o z4u
14¢ 3 +

Weil nun fiir z = o J(z) wie 1 unendlich Kein wird, so

z
convergiert das Integral rechts absolut, und man wird zur
Grenze ¢ — O iibergehen konnen. Es entsteht so die Formel

TectwiSgdr (T e d
T 4w | — 17;_:_ 1

] 1
welche zwei andere in sich schlieft, die durch Trennung des
Reellen und Imagindren entstehen.
Insbesondere hat man mit Beniitzung der von Herrn Mehler
mehrfach hervorgehobenen Formel

R ™ sin ux dr
J =7 ] ey

1

die folgende Gleichung

'w-'n(z—i—u) =

welche wir eben als Consequenz der Lipschitz’schen Formel
herleiten wollten.

o

3.
Das Integral

~ da
I(a)

o/
o

ldsst sich in ein anderes verwandeln, in welchem unter dem
Integralzeichen nur elementare Transcendenten vorkommen. Zu
dieser Umwandlung dient die bekannte Formel

1 . euTTL s _
ﬁa_)~——2‘n7fe x “dw,

wobei das Integral lings einer beliebigen Curve auszudehnen
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ist, welche in + oo anfangend den Nullpunkt in positiver
Richtung herumlduft und nachher ins + oo zuriickkehrt. Wir
wollen gleich anfangs voraussetzen, dass diese Curve stets
aulerhalb des Einheitskreises | # | == 1 verlduft, und dass somit
der reelle Bestandtheil des natiirlichen Logarithmus von = stets
positiv bleibt. Unter z-° soll die Griofle «—¢loga verstanden
werden und fiir log @ ist dabei derjenige Wert der natiirlichen
Logarithmusfunction zu nehmen, dessen imagindrer Bestandtheil
positiv ist und 27 nicht iiberschreitet. Man kann, um dies
deutlicher hervortreten zu lassen, lings der positiven Hilfte der
reellen Achse einen Schnitt ausfilhren und in der so zer-
schnittenen Ebene (z) die Grofle log x als eine eindeutige holo-
morphe Function erklidren, welche anuf dem positiven Ufer des
Schnittes reell ist und mit dem im arithmetischen Sinne zu
nehmenden natiirlichen Logarithmus von  zusammenfillt. Die
correspondierenden Werte auf dem negativen Ufer sind um 2 sz¢
groBer. Unter der iiber den Integrationsweg gemachten Voraus-
setzung haben wir offenbar in dem Awusdrucke rechts

- T _71 . ’ /.—:c—a(logx—m‘)
J"‘, r(a 2;2;,/ d"_/ € da

ein Doppelintegral im gewothnlichen Sinne des Wortes und man
wird die Integrationsfolge vertauschen kionnen, ohne den Wert
des Ausdrucks zu #dndern; dies liefert die Formel

1 ) . dx
J=— L fome ar
Qi log x — i’

wobei der Integrationsweg derselbe ist wie in oben besprochener
Formel. Wihlen wir speciell fiir diesen Weg die Zusammen-

setzung von der Strecke (4 oo ...7) — wobel » >1— dem
Kreise |z | = », den wir mit » A A" bezeichnen, und von der
Strecke (r...oc), so haben wir offenbar
‘Ir 'Im .
. —*dr e—=dx e ~*dx
_ J— e ¢, ) fTrex g )
2 7ie Ioﬂx—m'+ orr:+7z+ 10°'l———3u
oo r (rd A"

Das letzte Integral lisst sich nun mit Hilfe des Cauchy’schen
Satzes transformieren. Die Function unter dem Integralzeichen
ist in dem von der Kreislinie 74 4" und dem Schnitte (0...r)
begrenzten Grebiete eine eindeutige analytische Function und hat
daselbst die einzige, und zwar aulerwesentliche Singularitdt an
der Stelle # = — 1. Es wird somit das lings der ganzen Be-
grenzung des in Rede stehenden Gebietes erstreckte Integral
den Wert — 2 77. e haben, und hieraus folgt
* . “ e—xdx o e—xdr
== 2niet | i +./ fog 7 4 i’
(rdd?) r o
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was In Verbindung mit obiger Darstellung von — 27¢ J dic
gesuchte Formel

' e-«cdx
J “?) 41/ 2% F (log )

4.
Die arithmetische Summe

liefert.

<=1

hn
=3 #(i+)
k=1
in welcher m, n ungerade ganze Zahlen sind, kann durch ein
bestimmtes Integral ausgedriickt werden, welches eine merk-
wiirdige, bereits bekannte Kigenschaft derselben unmittelbar in
Evidenz treten lisst.
Die betrachtete Summe S stimmt offenbar mit der Anzahl
der positiven Differenzen
h=1,2 ... 1
Qhn + m — 2km,( ,Lz_l
=1, 2... 5
iberein und wird also gleich der Ge.sammtzahl der in der
Doppelsumme
h:Lz“’gﬂ

f(x>:Em2‘m—(_2k—1)m, ( W2
" k=12, 7

vorhandenen positiven Potenzen von z. Da aber diese Doppel-
summe aus 7—7-1—;—1-”;% Gliedern besteht, so ist die Anzahl
Glieder mit negativen Exponenten in derselben gleich

= m—1)m—1)—5

und dieselbe Zahl 8" kann anch direct bestimmt werden. Denkt
man sich niimlich die Doppelsumme f(x) bereits geordnet, so ist
sie eine rationelle Function mit den zwei singuldren Stellen z = 0,
co und ihre Coefficienten sind sdmmtlich positive ganze Zahlen.
Die Summe der Coefficienten von negativen Potenzen ist eben
die Grofe S, um welche es sich handelt. Sie wird offenbar
gleich dem absoluten Gliede der Potenzentwicklung der Function
fe). QA +x+a+a2d+,..+x—)=flo). }_JE ,
wenn nur die positive ganze Zahl a hinreichend grof ist. Weil aber

—1 A (n—
Fflw) = gomtan—mn 1—am®—b L__lv( Y
1 . 2773 1 _ xzn

L]
1st, so erhalten wir
Monatsh. f. Mathematik u, Physik. I, Jahrg., 3. Heft. 8
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1 —vﬁ 1__xm(n—1) 1_xn(m—-1)

e
. _* +2n ~mn —1 pei e S e
1 &= 2m'] " I1—2 1™ 11— da,

wobel das Integral lings einer beliebigen den Nullpunkt um-
schliefenden einfachen geschlossenen Curve zu erstrecken ist.
Wiihlt man dafiir den Kreis mit dem Halbmesser 1 und setzt
T = €% 80 folg‘t

sinaz sinm(n—1) z sinn(m—1) Dzg.

(2) s—wj cos(a+m+n——1) sinez simn—_1): Bnntn—1)2

sinz gin 2 mz sin?ne

Schreibt man die rechte Seite in der Form

sm sin(Re+m+n—1)z sin(m—1)nz.sin (@ — Nmz ds

2 7 sin 2 sin 2mz . sin 2nz

1 j.' sin (m + # — 1) 2 sin (m — 1) ne. sin (n ~ )mz de

Qax, sin 2z sin 2mz . sin 2nz
[

und geht zur Grenze e — oo iiber, indem man das bekannte
Theorem

sin @

i [0 o do = L (£ + o)

W= o0 o

angewendet, so ergibt sich die Gleichung

1 ‘/qln()nLn— )z . sin (m—1)nz. Sln(n—l)mz dz

sin 2. sin 2mz . sin Ynz

.1
S__g(m—l)

o

woraus sich schlieflich das gewiinschte Resultat

1 1 s +n—1)si —nz . si -1 dz
(8) $= t(m—1)(n—1)+ 5 sin (m +n —1) sin (m —1)nz . sin (n —1 ymz dz

sin 2 . sin 2mz |, gin 2nz
y )

ergibt.
Jede der Formeln (1), (2), (3) ldsst erkennen, dass die

Surmame S in Bezug auf m, n symmetrlsch ist, und dass somit
die interessante, zuerst vor: Herrn Busche ) bewiesene Beziehung

(m—l) ; (n—1)

hn 1y _ - [kqt_ 1]
"y a(tre o= Y
h=1 L=1

besteht. Dieselbe wurde neuerdings auch von Herrn J. Hacks
(Acta mathematica, 12) arithmetisch abgeleitet.

#) Uber eine Beweismethode in der Zallentheorie. Gottingen 1883.
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