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Fisusm J, OvTvY v Praza.



Nakteré vzorce a likoly poétu integralniho nabyvaji elegantniho odvozeni
a feseni pomoci t. zv. omezenych derivaci, jichz theorii zabyvali se Liouville
a Riemann, a jichZ stopy jdou ai k Abelovi*) S timto pojmem souviseji na-
sledujfci uvahy, v nichZ vyloZime mezi jinym dikaz o existenci derivace jistého
druhu omezenych integralf.

1. Bud /(&) funkce schopna integrace v mezefe « ... z a uvazujme integraly

(19 h(z) = - Sf(&) (x— & dE,

(1°) P(e) = t()z— )L,

1
rie+1) S
a
utvofené pomoci realnych konstant s a ¢, jeZ jsou vétsi nez — 1, aby in-

tegrily existovaly.
Patrné mame
re+nre+nwe =\ e loc—ya;

a

pravou stranu mozno psati jako dvojnasobny integral

S Sf(l’) -8 @—rdids,

vzaty nad oborem definovanym pomoci nerovnosti @ <& <7 <z, a odtud
plyne, integrujeli se dfive vidi

rs+1)re41)re = S /&) dSS(x—Z)" C—5rds.

<

Vhitén{ integrdl pfetvoime substituci
{=t4+1(z—9),

¥) Nejvetsich zasluh o tento druh ivah zjednal si nd3 kmajan p. prof. dr. Ant. Griin-
wald; viz Schlomilch@v Easopis av. 12, ddle Rozpravy krdl. &eské spolelnosti nduk, tady VI
svazek 11., tHda math.-ptirod., &is. 2, 1881,
1®
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kde ¢ je nov4 integraéni proménn4, i obdriime
z 1

S@—C)" € — 8y db = (o — Ey+o+t Sr'(l—z)w

I

_Trs+1)re+1) ot
— TI'(s4¢+2) (B —&reett,

a tedy mdme
(19 6@ = Fre Ty Sf(&) (z—gy+otrar,

¢imz integrél (1°) pfeveden na integrdl jednoduchy, sestrojeny pomoci pivodni
funkce f(¥). '

Pitemeli zde s — 1 za s a klademeli ¢ = — s, mame vzorec )

() Sf(E)dE=‘—(~1~—)SGJ(C)(-'B—C)“d{.
kde poloZeno ’ .
(2 d’(é’)—me(E) E—&r—td§,

pfi ¢emz se za pfi¢inou konvergence vyrazi pfedpokladd 0 <<s<<1.

2. Ze vzorce (2) bychom obdrZeli vzorec pro vyjidien{ funkce f(z) dvoj-
niasobnym integrilem, kdybychom dovedli pravou stranu differencovati. Za tim
ucelem uvaZujme vyraz

v () = § F@) (s— @) dz,
a

kde o je realné, kladné a mensf neZ 1, funkce F () podrobena budiZ pouze
podmince byti integrace schopnou v mezich (2 ... 2), aby ¢ (3) viibec existovalo.

Kdyby F(z) bylo v intervallu (a...s...2’) integrace schopno, na mist& =
viak pfetrfito, tu by obecné neexistovala derivace ¢’ (2) na mist€ z. Nebot
volme jen zvlistni pfipad F(z) =0 pro 0<z<z7, F(z)=1 pro >3,
pak bude

+h

q(3+k)=S(3+h—z)—"dz' ¢(s)=0,

1

¢(8+")-—w(8)

a tedy

l—cr

bude nekoneéné pro £ = 0, a tim méné bude lze pfipustiti cxistenci derivace
v pHpadé& obecném.
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Ptedpoklidejme tedy dile, Ze F(z) je spojité, pokud z le# v jistém inter-
vallu (¢...8), a prom&nni s bud uvnitf tohoto intervallu. Déle chceme pfed-
pokladati, Ze rozdil F(s — /4) — F(g) je nekone&n maly stupné vysiiho nei 4°,
t. j. Zze platf

lim
h=0

=40,

Flg—h—F(a)
he
a mimo to necht integral

S [F@@&)— F@)| c—ay"—'da

existuje.
Za téchto supposic vysetfujme t. zv. pomé&r rozdilovy v pravo vzaty
4912) _ 9lz+45)—q ()
As 4z
dokézati existenci a nalézti hodnotu limity jeho pro 42 = 0.

, kde ptiristek 4z je kladny a malfl. Chceme

Za tim Glelem udé&lme integrdlu ¢ (s) tvar

1 1
5) = S[F(a:) — F@)] ¢ —2)=" dz+ F() S(::— z);-cdr,

t. j.

(a) P(s) = g[p(,;) —_ F(z)] (¢ —a)°dz+ F(s) gz:aa)n-., '

a znamenejme k viili struénosti

(b) ¥(5) = §[F<z) — F@) ] (c—z)y°dz.

Tu obdrifme
1+ 41

[F@@)— Fle+ 4] (c + 4z —2)"d=

— g [F@@) — FE&)] (z —2)=7 d=,
&l )

= S [F(z> Fls+ 45)] s+ A5 — )" d=

Az

. ANF@) - F&)(c —2)—°
+S‘l[‘@ ;:]( l,
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Prvy &len pravé strany dle véty o stfedn{ hodnoté integrild rovna se
velitiné tvaru
+ 4z

s+ 4z—z)°dx

-

= [Fle+#)— Fls + 45)].

-2 Qe

= [Fle+#)— Fs+49)] T2

kde 0 <K << A4s. Tuto veli¢inu lze psiti

[Fa+#)— e a9] (s — iy} (F2E) . 2

l—o

— A\
¢initel (dz h) zlstidvd mezi 0a 1, kdeito zdvorka {| m4 hodnotu malou
pro mald 4z, dle supposice; odtud plyne
1+ 47
lim — S[F(x) F(z-{-dz)] (et 4ds—z)"dz=0.
47=0 4

Mime tedy s chybou nekoneéné malou

dv() “ 4|[F@)— F(8)] (s — 2]
Az,

r dz ,

a

a provedemeli operaci rozdflovou,

A_"’@=§F() "")' dz—”%z”‘)g(z-km—x)—«dz

Az

+£ S (6—2)— dz.

V prvém integralu odectéme F(s) od F(z) a vydfsleme cleny ostatnf;
i obdrifme

""’(”) S[I«(z) Fe] =2 ) da:—{—l«(z)sudx

+ F(lzi—:iz) (42— — F(z+442) (z—}-A(zl:(:))‘;:— F2) (g—a)t—r _

Utijemeli zde vzorce

§i@_—_z)_‘_°d N CL) pd] )

Az r= 1—o«a Az 1 —0"
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a kromé& toho .véty

L;:")——“=-—a(z—]—/z'—:::)-"-‘, 0 <43,

mime

Av@E _ _, S[F(x) _ F(z)] (c+#—2)--1dz+ F(fl_l_—i;(-l_;,-){(z)

Az

a

b loppdesatt 1 AF@E—a

Porovndmeli tento vysledek s rovnici (a) a (b), mime

A;;gz)= _"§[F(z)—/"(z)] (- H# —z)o—'dx
F(z+ 45)— F(5) F(s) A(z—ap-o
- (1—oa).(42r +l—o’ Az

BliZili se nynf 4z nulle, bli#f se druhy a tfeti vyraz v pravo krajnim hod-
notam, resp.

0 a F@@.cg—a)—",
a kromé& toho bude

1
Jl_ir_po S [1"(3:) — F(z)] (z+H —2z)y°-1dz

=§[F(z) —F(z)] (g—2z)—"tdzx,

a

ponévadZ rozdfl

{

S O e § [F@) — F@)] (e — 2yt dz

=S[F(’7)—1‘-(—‘7)]- [(S-f-/t’—x)“'-‘ — (::—.1:)—""] dzx

pro mald 4s je velmi maly.

Bude tedy

47=0 ds

im YD = £ e —aye—o § [F@)—FE) G~ dz,

¢imZ kol nd3 fesen.
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Podobnym v podstaté zpfisobem bychom nalezli, Ze limita

im 26— 49 —90)
47=0 —dz

existuje a rovnd se tétéz veli¢iné jako pfedesld a midme tak v&tu:
»Jeli F(z) funkce v oboru (z...#) integrace schopni, a jeli lze v tomto
oboru ur¢iti intervall (e...8), v némi F(z) je spojita a v némzZ podil
F(z) — F(z')
@—z)y 0<e<1,

je nepatrny ziroveli s £ — z’, takZe se bliZzi nulle, bliZfli se z,2z’ spole¢né
hodnoté, a jestlize ddle pro « <{z <{# existuje integrdl

S [f@) — F&@]e—2)——1 dz,

pak bude pro e <Zz<{§
3 d T F) (= —°d
® -\ F@E—2de

=F@)(s—a)y""—qa §[F(z)—F(z)] (t—2x)—°—ldzx,

coz jsme chtéli obdrZeti.«

3. Obratme se nyni k pfpadu obecnému, kdy funkce F(z) jest v inter-
valla (... ) toliko spojita, aniZ chceme omeziti jeji povahu né&jakou suppo-
sici o povaze rozdilu F (z) — F(z').

Tu obdrzime pro integral

9() = gﬁ(@ (e —a)y° dz

=§[F(z)— F(g)] (s—2a)ycdz+ F(g) iz::)l—a

jako vyse

49() _ Fls4 k)— Fla+ 42)
(42)1—° 1—o

[0 — pe) EAe e e

Fz4 42)— F(3) + F(e) d(@Ez—a)-*

+ 1—e¢ 1—e¢ ' (d2)—r !



aneb

© Ag(8) _ F(s+F)— F(s) + F(s) Ad(z—a)—°
(4e)t— 1—o 1—e (da)-°

1
a1t ds—z)y— (e —2)"°
‘l"S[F("’) F(")] (da)y— dz,
a
kde 0 <A <L A=
Z vysledku toho mozZno souditi, Ze platf

(©) im -22@) _q (<2< f),

47=0 (dzl—o

jakmile F(z) je funkce kone&né a na mezefe («...f) spojitd. Nebot ptedeviim
jsou prvé dva cleny pravé strany nekoneéné malé zdrovenr s 4z, a zbyvi jen
vysetfiti élen posledni; ten rozdélme ve dva

E{

oo szt

a

+dz—2)——(z—2x)"° d

—\[F@ —F@] &

\ sy *
T (RIS EN L

pti éemz & < z. Veli¢inu 4 volme tak blizko pti 2, aby pro viecka x mezery
(6...5) platila nerovnost | F(z) — F(£)| < 8, pfi temZ & je veli¢ina pfedepsani.

Po té moino voliti 45 tak malé, aby v celém intervallu z = (a...4)
(et+de—z)y°—(2—2)"

o= byla tak mald jak libo, a nésledkem
b

veli¢ina

toho bude integral S pro nekonedné mald 4z nekonedné malym.

Zbyvi jen vysettiti druhy integral S . Z nerovnosti | F(zr) — F(a)| << ¢

plyne
[ ¢

1 5 [F@) — #(2)] (2t 4z _(Z);):—-: =2 .

< (A'—gi_a S[(‘"l‘“—’)"’ —@—2)]da
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éili

i

S[F(z)—p(z)] Ctds—2a) ' —@—2)* ,,

, @si—+

(e—MN-o—(@st+d2—0b6'— "4 (45)-~
<9 (1—o0)(M2)1-° :

Pro mald 4z je tento vyraz tvaru

__" i [1 —+ mald veliéina] )

l—o

1 ;i ¢'; z toho plyne, Ze

a tato veli¢ina je tedy mensi nez 4’ jakmile & <C

pro malid 15 budou integrély

b g

S,S a tedy téz S

a b a
. . 49(2) . , .
libovolné malé, t. j. vyraz (JT)I—_:: bude libovolné maly pro dosti mald 4z,

jak prdvé tvrdi vzorec (c), ktery tim dok4zan.
Vzorec (c’) moZno zobecniti nasledujicim zpisobem: Jestlie spojit4 funkce
F(x) v intervallu (e« ...3) hovi podmince

Fl@) —Fz) _

z—lg’n=0 (x_z,)' - 0’

kde r zna&f kladnou konstantu mensi nez ¢, pak bude

" , de@) _
(c") Al;"go i+ =0.

Dikaz. Z rovnice (c¢) mime

Ad9(s) _ F(e+#)— F(s) F(z) A(g—a)—"

(de)t-+* = (1—ay(dsy 1—06 (dsyi—+"

(e+4ds—z)"°—(s3—2)"°
+§[F(z)—ﬁ(z)] (ds)i—+° dz ,

a
a tu je patrno, Ze (za udinéné supposice 0 <t <C0g) prvé dva éleny pravé
strany jsou nekoneiné malé zdroveh s As; i zbyva jen vySetfiti integral

e e

XXXIV.
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rozdélme jej opétné ve dva
b

LG e e

B= S[F(z) — F(5)] ("’+"‘a”2)):;1(‘_’_° dz;

F(z) — F(s) |

—— < g,
—ar |

kde & je predepsand velidina kladni. Pro dosti mald 45 bude integrdl A

libovolné malym a pro integril B mime nerovnost

volme 4 tak blizko pfi s, aby v mezefe (5...2) bylo

1
)

}Bl <—(m_—;+—’"$(z—x)' [(Z—ﬁ)""—(s—b AS——I)-“] dz.

Substituci 5 — 2z — ¢t 4z obdrZ{ pravi strana tvar

=

4

|B'<J.5t"[t-"—(1—|—t)‘°]dt;

pokud 0 <z <{ &, existuje integril
(e =)
S rltme—(Q49-r|dr=K,

0
a pak bude

B <. K,

&imZ dokézano, Ze integril 4 B je pro dosti mald 4z libovoln€ malym,
a Ze tedy plati vzorec (c).

4. Obratme se nyni k v&t& vyjidiené rovnicemi (2) a (2%), t. j.

S‘l’(f)(w—C)"dC-

@) Sf(E) df = r(+

_3)

¢
29 b (g) = %Sf@) -8yt dE.

Ptedpokladameli, Ze funkce f(§) je spojitd v intervallu (z...2"), kdez' >z,
bude @ () dle véty (c’) miti viastnost

. »Q—of)
Jm %= =%

XXXIV.
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a ptedpokldddmeli mimo to, Ze funkce f(§) m4 vlastnost
o SE)—FE)
1 ol SO
) ST e= O
bude dle (c”) platit vzorec

@) —ol) _

lim =0,

t—c=0 ()t

jestliZe oviem 0 <z <1 — s; odtud ale plyne, Ze integril

\[ro—e@]e—n--1at

existuje; tim jsou vSecky podminky pro applikaci vzorce (3) u funkce
F(§) = @ ({) nevyhnutelné splnény, a mime tedy differencovanim vzorce (2):

@ =gt @ E—a

_r_UL_T) S[m(t)—q)(x)] @—0)1dt,

kteryZito vzorec uéf mimo jiné, Ze funkci @ ({) piisludeti miZe jedind jen
funkce f(z), kterd by hovéla dané podmince

. fO—SE)
s—he['n=o (E—¥) =0.

Odtud soudime na piiklad: Jeli f(§) funkce spojita v intervallu (a...x')
a md vlastnost vyjaddtenou rovnicl

im LO—SE) _,

tg-g=0 (E—&y 7 *=>0,

a jeli integrél
¢
Sf(s‘) E—¢&p-1ak

pro viecka { intervallu (@...z') nullou, pak bude také f(§) nutné nullou,

Jiného druhu vysledek obdrifme, pfetvoimeli integral (2) &dsteénou in-
tegracf. K tomu bude oviem nutnou existence derivace iikonu & ({), a proto
pfedpoklddejme, Ze funkce f(¢) je spojitd v intervallu a m4 vlastnost

SO—fE)
S = O

XXXIV.
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a Ze mimo to integril

\Do—ro]ec—p-sae

existuje. Pak méme dle véty (3)

4
2% “”(f>=7t—)f(€) ¢ —ap—t +-‘}7—S;S[f(s) —FO)| € —Ey—rds.

Ze vzorce (2) mame pak E&4stednou integraci se zfetelem k okolnosti
D(2) =0

[roar=rity 125 {voe—orrar,

a odtud differencovanim
fl@)= S‘l/({)(z—t s dr.

Dosadimeli sem za @'({) hodnotu (2%), mdme

fl@) = F(S)Tl(l_—:)Sf(t) (@—f)* (¢ —ap-tdt

+HTRL__T)S::(Z)($—C)‘—'4:.

kde poloZeno

<
) 16) = S[f(s) — O] € —y-tas .

Se zfetelem k relaci

rEra—s = EBHT,.

miZeme vysledek tento psdti

o) = Snsn Sf(z) (85— 5)* (s —ay—1 ds
®)

4 (s—l)snnsnsl(g) (@— )t ds.
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5. Budiz opétné U <s<C 1 a definujme derivaci stupné s vzorcem

@ rt —s). 0, f@=Ds Sf(.E) @—&—rdk;

znamenejme 4 libovolnou konstantu a pokusme se integrovati »differencialnou
rovnici fddu s «

(8) D, f(z) = Af(a),

tedy rovnici

D, Sflé) (@ — bt dE=T( —s) Af ().
Poloime ‘
f@ = Y, A (@—a),
r=1

kde A,, a, jsou konstanty; rovnice naSe bude zniti

2 S(w—*r'(ﬁ ards=r1—9 43 d@—ar.

r=1

Substituci £ = a - ¢(z — a) obdrZ{ leva strana tvar

1
00
Z A, D, (:v ——a)“v_""1 S vy (1—2)-*dz?,
r=1
0
takZe nas pozadavek zni

r(a, 1 L v
,;, I"(a,( _;?—‘1_—_)—_,;— A (x—a)yw— 1= A El A4, (x — a)"

cwws

Jeli @; nejnizdi exponent, nepfichdzi v pravo exponent ¢, — s, a tedy
mus{ souéinitel pH (z —a)* -? v levo odpadnouti, coZ nastane pro
a,+1—s5=0,t ) bude ¢y =s—1.

Porovndnim souéinitellt pfi stejnych mocnostech £ — a4 mdme pak po-
stupné

0, =5s—1, g —s—@a, ag—s=ag,...

z &ehoz soudime «,— x5 — 1, a mimo to

res) , _ .
Tors—n = At
odtud plyne
Ios) L — w1 4
res " - 1

XXXIV.
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a pisemeli 4, I' (s) = C, koneéné&

CAn—1
An—m y Bg=ns—1,
takZe hledand funkce bude
[e.=]
An—l (z_a)vu 1
8+ )=C —,
(8% r@=¢ ¥ a9

feseni to differencialné rovnice (8), v némZ C znaédf libovolnou konstantu.

Nase fada jest analytickou funkci proménné s a md pro s=1 hodnotu
n—1 —_—agn-1

4 (n(:v_ l)a!) = (CeAlz—a  kterdito veli¢ina hovi differencialné rovnici

D.f (@) = Af(2);

c2

pro s = 2 maime
ne1(g.-—g)tn-1 C NAe—a)_ ,-VAE@-a)
@2n—1)! - Vj 2 !
kterdzto funkce skuteéné hovi differencialné rovnici
D f(z) = Af(2),

a jest pti libovolném a jeji obecnym fesSenim.

f@=cz?

XXXIV.
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