Lerch, Matyas: About Matyas Lerch

Stefan Porubsky
Kniha ,,Bernoulliovy polynomy* od Maty4Se Lercha

Acta Historiae Rerum Naturalium necnon Technicarum (New Series), Vol. 7 (2003),
119-141

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/501890

Terms of use:

© Narodni technické muzeum, 2003

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/501890
http://dml.cz

Kniha »Bernoulliovy polynomy«
od Matyase Lercha

Stefan Porubsksy

Zivot a dilo Matyase Lercha bylo v minulosti hodnoceno z mnoha po-
hledd. Nékteré charakteristiky muzeme jen stézi nahradit lepSimi uz
i z toho duvodu, ze jejich autori reprodukovali svou osobni zkuSenost
jako bezprostiedni svédkové popisovanych udalosti. Podobné, faktogra-
fickd fakta je mozné zménit jen pod vlivem novych objevi. Je dobfe
znamym faktem, Ze publikované védecké dilo Matyase Lercha se sklada
z 238 védeckych praci a mnoha dalSich ¢lankt odbornych. Tyto prace
jsou uverejnény ve 32 ruznych odbornjych ¢asopisech nebo sbornicich
nasich i zahrani¢nich. Z nich je napsano 118 cCesky, 80 francouzsky, 34
némecky, 3 chorvatsky, 2 polsky a 1 portugalsky. Podle obort je praci
z matematické analyzy asi 150, z teorie cisel asi 40; dalsi publikace
se tykaji geometrie, aritmetiky, numerickych vypoc¢t a dalsich témat
matematické analyzy, kde Lerch publikoval ve vSech dutlezitych tsecich,
které v dobé jeho ¢innosti staly v popredi zdjmu svétové matematiky.
Jsou to: obecnd teorie funkci, nekoneéné fady, funkce gamma, eliptické
funkce a integralni pocet.([Boriivka 1961, str. 356])

Kdyz Lerch v r. 1922 umira, zanechava v pozustalosti v rukopisu dvé
knihy; jednu o eliptickych funkcich a jednu o Bernoulliovych polynomech.
Zejména studium vlastnosti eliptickych funkci, bylo za jeho aktivniho
zivota stredobodem intenzivniho zajmu. Bernoulliovy polynomy a ¢isla
jsou v té dobé predmeétem zajmu predevsim z dtivodu jejich necekanych
vyskytt v tematicky vzdalenych vysledcich. Koncem 19. stoleti vznika
dojem, Ze okruhy dilezitych problémid u obou problematik jsou jiz vy-
Cerpany a dosazitelné vysledky dokazany. To je piiznacna atmosféra pro
knizni zpracovani riiznych aspektu dulezitych vysledki. Publikace tohoto
druhu jsou vSak vétSinou urceny pro specializované publikum. V ceské
odborné matematické literatuie vSak chybély publikace jiz na zakladni
drovni.

*  Date: 29. kvétna 2003.
1991 Mathematics Subject Classification. 11B68, 39A10.
Key words and phrases. Bernoulliova ¢isla a polynomy, diferen¢ni rovnice.
Préce byla napsana s podporou grantu # 201/01/0471 Grantové agentury Ceské
republiky.
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Koncem roku 1901 vysel v Praze Pocet diferencidlni od Eduarda
Weyra nédkladem Jednoty c¢eskych matematik?. Weyr byl k sepsani této
knihy vyzvan vyborem Jednoty, jak sdm uvadi v pfedmluvé ([Bec¢var
1995, str.143]). V zafi 1902 vysla ostré kritika Weyrovy knihy sepsana
Janem Vilémem Pexiderem, kterd obvinila Weyra, Ze jeho ucebnice
vznikla slozenim opsanych ¢asti knih Tanneryho, Genocchiho a Serreta
([Be¢var 1995, str.143]). Weyr asi nebyl vhodnou osobou k napsani
solidné vybudovaného diferencialniho po¢tu. Byl kromé jiného znacné
pracovné zatiZzen. Lepsi ceskou ucebnici mohl snad v té dobé napsat
jediné M. Lerch, ktery vsak byl v létech 1896-1906 na univerzité ve
Fribourgu ([Beévar, 1995, str.153]). Zda se, Ze potieba ¢eské ucebnice
analyzy byla pocifovéna jiz delsi dobu. Ludvik Frank pise v ¢lanku
O Zivoté profesora Matydse Lercha ([Frank 1953, str.130]): [Lerch] ob-
drzel od prazské méstské rady 500 zlatych jako cestovni stipendium
na rok 1886 a stejnou ¢astku na dalsi rok, tentokrat s tkolem sepsati
uéebnici poétu diferencialniho a integralniho.’ Lerch ucebnici nenapsal
a rovnéz nepodnikl studijni cestu, takze stipendium povazoval za sviij
dluh. Splatil jej v roce 1901, kdyz ziskal Velkou cenu parizské Akademie
([Be¢var 1995, str.157]).

Aktivné tvofici matematici vét§inou vénuji svoji energii bezprostied-
ni védecké praci, uceni nebo vychoveé, pfipadné organiza¢ni ¢innosti.
S Lerchem to nebylo jinak.

Lerch se v poslednich letech vénoval jen a jen praci védecké a po-
vinnostem ucitelskym. Prednasky jeho, dvourocni kurs, byly drzeny na
vysoké trovni — patrno nejlépe z toho, ze s vynechanim algebraickych
a geometrickych partii tvofily zéklad jeho univerzitnich pfednasek ve
Freiburgu i v Brné. Rozsah jejich byl asi tento: Prvnich 9 kapitol I. dilu
a prvnich 6 kapitol II. dilu Serretova kompendia (v ném. ptekladu);
funkce gamma a partie pribuzné, vsak mmnohem dukladnéji; ivod do
theorie funkci komplexni proménné, Cauchy—Riemannova differencialni
rovnice; derivovani a integrovani fad a soucind funkci — aplikace na
sin mx a 7 cot mx, Bernoulliovska a Eulerova ¢isla; Fourierovy fady, nékdy
téz tivod do nauky o potentidlu. Elementirni methody feseni differen-
cidlnich rovnic prvniho a vysSiho fadu a stupné; Cauchyho existenc¢ni

1 Cupr ale uvadi ([Cupr 1923, str.307]: méstska rada prazska udélila Lerchovi
dvakrate po 500 zl., ,k tomu ucelu, abyste ku svému dalsimu odbornému studiu
podnikati mohl cesty dle predloZzeného a radou méstskou schvéileného programu
cestovniho, to vSak s tou podminkou, ze védecka dila, jez vydati jste se zavazal,
sepisete jazykem eskym...“. — S.P.
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dikaz, feseni fadami i omezenymi integraly; jednoduché rovnice parcialni
(jednou téz zdklady poétu variacniho). Z algebry: nauka o rovnicich
— téz Gaussuv ditkaz o existenci FeSeni — numerické a grafické feseni
rovnic algebraickych a zejména transcendentnich. Z analytické geometrie
rovinné: bod, pfimka, kuZelosecka (byl-li ¢as i z hlediska projektivni
geometrie), z prostorové: piimka, rovina, plochy stupné druhého [(Cupr
1923, str. 309)).

Proto, Ze se nevénoval intenzivné psani ucebnic mél i dalsi vnitini
duvody.

[Cupr 1923, str. 305]: Jest velmi litovati, Ze nemédme %4dné ucebnice
od Lercha. Podotkl jsem pred nim nékolikrate, az odejde z vysoké skoly,
7e prijde tak na zmar jeho velikd zasoba ucitelskych zkuSenosti; na to
mi nejednou odpovédél slovy: ,, Véda — o tu se mi vZdy predevsim jednd
— déla se nekolikastrankovymi pojednanimi a nikdy tlustymi ucebnicems;
a pak, ¢esky ndrod nemél pro mné mista na svych vysokych skoldch, kdyz
byl jsem ve védeckém vzrostu, nu jd memdm pron ucebnice na sklonku
své védecké cinnosti. I byl jsem velmi mile prekvapen, kdyZ o vanocich
(tusim roku 1918) ukézal mi obséhly rukopis monografie o Bernoulliskych
funkcich a ¢islech, kterd méla byt Sifeji zalozena nez zndmé monografie
Saalschiitzova.? Nez jiné prace zatlacili interes Lerchiv od této préce,
jez nedokoncena jest v jeho pozustalosti. Nedokoncen zustal i rukopis
spisu o elliptickych funkcich, jimz se Lerch zabyval az do své smrti; byl
rozpocten na dva dily, z nichz jen k prvnimu pfipraven jest material. .. ..

Lerchovy prace o eliptickych funkcich jsou z devadeséatych let mi-
nulého stoleti. V té dobé byl rozvoj klasické teorie eliptickych funkci
témétr dokoncen. Po studiu eliptickych integrali Legendrem a objevech
Abelovych a Jacobiovych byla studovéna theorie eliptickych funkci na
zakladé teorie funkci analytickych. ...

Lerchovy prace o eliptickych funkcich nejsou zdsadniho vyznamu.
Vétsinou navazuji na prace Jacobiovy a Hermitovy a pfinaseji rozma-
nité doplinky znamych vysledkd. Tento pfinos je dvojiho druhu: Lerch
jednak pouziva podstatné theorie eliptickych funkci ke studiu otéazek,
jez byly drive vySetfovany jinak; jednak vyuziva svych znalosti dika-
zovych metod a specidlnimi obraty dochézi casto velmi zjednodusSené
k znAmym vysledkm. Kromé toho mnohé relace zobectiuje ([Radochova
1957, str. 503]).

V kazdém ptipadé byl Lerch kompetentnim znalcem vsSech zakouti

2 yiz [Saalschiitz 1893] — $.P.
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teorie eliptickych funkci. Zachovala ¢ast rukopisu prvni ucebnice o elip-
tickych funkcich byla dodate¢né publikovdna [Lerch 1950] E.Cechem
s pomoci O.Boruvky. Rukopis o Bernoulliovych polynomech se neza-
choval cely do dne$nich dntt a nebyl nikdy (ani ¢dstecné) publikovan.
V priloze této prace je reprodukovana prvni ¢ast tohoto rukopisu.

Rukopis knihy o Bernoulliovych polynomech je psan ru¢né na vol-
nych listech formatu ptiblizné A5 s éislovanim koncicim u 302. Listy
jsou popsany jednostranné, ale 29 z nich obsahuje text i na rubu. Na
nékterych mistech jsou malé pozndmky psané tuzkou, s nejvétsi prav-
dépodobnosti pochazeji od O.Boruvky. Vétsinou maji formu dat, ktera
ale nejsou v casové posloupnosti. To nasvédcuje, ze text byl studovan
nékolikrat. Rukopis neni dplny. Chybi v ném strany 57, 129-144, 75,
225. Strany 57, 129-144, 75 uz nebyly soudésti textu asi ddvno predtim,
nez se dostaly k autorovi téchto fadek. Strana 225 se musela ztratit
pozdéji, protoze neni na soupisce chybéjicich stran. Kniha ma 8 kapitol,
dvé z nich jsou bez nazvu:

1. Rady arithmetické a polynomy Bernoulliovy . . . . . ... ... ... 1
2. Trigonometrické fady . . . . . . . . . . ... ..o 13
3. Materské funkce; ¢isla Bernoulliova . . . . . . . . .. . .. ... ... 17
4. Algebraické odvozeni hlavnich vysledka . . . . . . . .. ... ... .. 28
5. Riizné funkce matetské. Cisla Eulerova . . . . . . . . . . ... .... 35
6. e 79
T s 102
8. Vlastnosti arithmetické cisel Bernoulliovych a jinych konstant . . . . 153

Kdyby knizka byla vysla tiskem, predstavovala by zajimavy doplnék
ke kniham o Bernoulliovych ¢islech, které vysly priblizné v té dobé ve
svété [Saalschiitz 1893, Cistjakov 1895, Nielsen 1923].

Bernoulliova ¢isla jsou jednou z nejznaméjsich posloupnosti v mate-
matice. Vystupuji v rozvojich mnoha funkei, napt. tgz, cotgx, cosecz,
In|sinz|, In|cosz|, In|tgz|, tghx, cotghx, cosechz, v tzv. Euler-
Maclaurinové sumacni formuli, ktera se kromé jiného pouziva na zrych-
leni konvergence mnoha fad. Jejich vlastnosti hraji dilezitou roli v teorii
Cisel (zejména v souvislosti s klasickymi atoky na Velkou Fermatovu
vétu), v p-adické analyze a jejich aplikacich [Porubsky 1998], v teorii di-
feren¢nich rovnic a kombinatorice [Kaucky 1975]. Pocet praci, v kterych
vystupuji, je obdivuhodny, kolem 3000 polozek ([SkuSla1983]). V ne-
déavné minulosti se navic ukazalo, Ze mnohé starsi vysledky kolem Ber-
noulliovych polynoma maji prekvapujici nové aplikace nejen v moderni
teorii ¢isel ([Koblitz 1977, Porubsky 1998]).
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Zajimavé je konstatovani: Obecnych vysledkd si Lerch pozdéji
mnoho nevézival; fikal, ¢im pravidlo je obecnéjsi, tim Ze méné dava pro
praxi, a této vytky neuSetfil ani nékterych svych praci napf. nového
dikazu Weierstrassovy véty, ze lze se k dané funkci spojité v intervalu
a...b blizit posloupnosti racionalnich funkci stejnosmérné konvergujici
(Rozpravy C. Ak. I, 33): rad by pry vidél aspoit jednu takovou po-
sloupnost funkci vytvofenou dle pfedpisu v dikazu tom obsazeném!
Lerch nemiloval vibec dikazti, které nepodéavaly moznosti myslenky
v nich obsaZené konstruktivné nebo poctaisky vykofistiti ([Cupr 1923,
str. 303]).

Problém pro Lercha byl ukoncen, az dovedl udati i postup numeric-
kych vypocti resp. konstrukci, proto mezi jeho pracemi jest jich tolik,
jez se zabyvaji pocitacimi methodami problémi fesenych jim i jinymi
matematiky, odtud prameni jeho snaha po fadach co nejrychleji kon-
vergentnich, snaha po seznani asymptotickych vyrazt, z téhoz diavodu
kupuje pro sviij Gstav na brnénské technice i 20mistny pocitaci stroj
soustavy The Millionaire. Vzorce nepfistupné numerickému propocitani,
napi. vyjadreni ve formé determinantu, pfimo nenavidél, f¥ikal o nich, ze
jsou pro matematika to, co pro chudaka Sunka za oknem; ani k jedné ani
k druhé véci se nemtze. O jeho aversi k obecnym problémidm byla jiz
ucinéna zminka dfive — na druhé strané vSak podotykal, ze utilitarismus
nema ve védé mista; kdo pry se pfi kazdém objevu hned taze, k ¢emu
to je, podoba se ditéti, jez strka do st vSe, co poprvé vidi, aby seznalo,
jak to chutnd [Cupr, str. 304]).

Protoze Bernoulliova ¢isla se Casto objevuji pravé ve vysledcich,
které mohou byt pouzity k numerickym provérkam, mohou dobfe poslou-
zit jako demonstrace téchto Lerchovych naroki. Typickym prikladem je
Kummertv vysledek ve sméru mozného diikazu velké Fermatovy véty
P +yP = 2P, kde p je liché prvocislo. V té dobé prekvapujici Kummertv
vysledek pozaduje délitelnost alespon jednoho citatele Bernoulliovych
¢isel By, By, ..., Bp_3 prvocislem p. Jak jsme jiz poznamenali Bernoul-
liova ¢isla se objevuji ¢asto v rozvojich funkci, a jako takova se prirozené
objevuji v mnoha Lerchovych pracich. Casto je citovan jeho jeden, ve své
podstaté jednoduchy vysledek, kde Lerch [Lerch 1905, str.483] dokazal
specialni pfipad velmi dulezité Voronného kongruence pro Bernoulliova
¢isla, pfiGemz postiehl jeji pouziti na algoritmické® FeSeni linedrnich
kongruenci ax = 1 (mod N), (a, N) = 1 [Porubsky 1998], které je mozné

3 Pro malé hodnoty N se uloha fesi obycejné ,,hrubou silou“, tj. probirkou vsech
moznych hodnot  od 1 do N — 1. Pro velké hodnoty je tato metoda prakticky
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psat ve tvaru

-1

p | at
r=a 1222 \‘NJ (mod N).
Zde |u] oznacuje tzv. (dolni) celou st w.

Oznaceni Bernoulliova ¢isla poprvé pouzil Abraham De Moi-
vre (1667-1754) ve své Miscellanea analytics, kterd vysla v Londyné
v r. 1730. Vzdal tim hold Jakubu Bernoullimu®, ktery tato ¢isla objevil
pfed r.1695 ve vzorci pro Sy,(r), soufet m-tych mocnin prvnich r
pfirozenych ¢&isel.? Vzorec byl vsak publikovan aZ posmrtné v jeho knizce
Ars Conjetandi [Bernoulli 1713, str. 94-99].6

Kdyz v dnes pouzivaném oznaceni oznacime By, k = 0,1,2,.. ., k-té
Bernoulliho ¢islo?, pak tato miizeme spoéitat rekurentné pomoci vztahu
L /m+1 1 kdyz 0

L b yZ m =y,
(1) X%( i )BZ_{O, pro m > 0.
=

Napriklad, By = 1, (f) By + (f)Bl =0, atd., coZ vede na tabulku®

nepouzitelna.

4 Toto oznaceni pouzil i L. Euler (1707-1783) v [Euler 1755], kde piSe ...unde
isti numeri, qui ab Inuentore IACOBO BERNOULLIO cocari solent Bernoulliani ...
Jméno JAKOBA BERNOULLI (1654-1705) nesou i dalsi pojmy: Bernoulliho rozdéleni
a Bernoulliho diferencialni rovnice. Povazoval vlastnosti logaritmické spiraly, o které
napsal dvé slavna pojednani, za magickd a pral si mit na svém nédhrobnim kameni
vygravirovanou tuto spiralu s napisem Fadem Mutata Resurgo. J. Bernoulli jako prvni
téz pouzil termin integrdl nebo permutace.

5 Témé soucasné se objevuji Bernoulliova ¢isla i nezavisle u japonského matema-
tika SEKI TAKAKAZU (1642-1708).

6 Ars Conjetandi je asi Bernoulliho nejoriginilnéjsi dilo. Dilo bylo netplné ke dni
jeho umrti a vyslo 8 let po jeho smrti. Mélo velky vliv na rozvoj teorie pravdépodob-
nosti.

7 Toto je tzv.suda notace pro Bernoulliova ¢isla, kde B2s4+1 = 0 s vyjimkou Bj.
Jedno v minulosti pouzivanych oznaceni oznacovalo jako k-té Bernoulliho ¢islo ¢islo
By = (—1)* !By, k> 1.

8 Tento rekurentni vztah je nepfijemny pro piimé vypocty protoze vede na poci-

26 315271 553 053 477 373
- 1919190 ’

tani se zlomky, napt. Bzg =

12300 585 434 086 858 541 953 039 857 403 386 151 s
nebo Bgo = . Pouzitim tohoto vztahu

6
L. Euler spocital hodnoty By, pron < 30. Posledni Eulerem spoc¢tené ¢islo ma hodnotu
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nl0 1 23 4567 891011 12
B”‘l_%_%o 5050505 0 —35%

Pomoci Bernoulliovych ¢isel miizeme psat

1 +1 +1
Sm(n) = — (Bonm""l 4 (ml )Blnm 4.+ (mm )an> .

Jako ilustraci spocital Bernoulli pomoci svého vzorecku soucet de-
satych mocnin pfirozenych ¢isel od 1 po 1000. K vysledku

91409 924 241 424 243 424 241 924 242 500

poznamenava, ze potieboval k tomu méné nez ,,polovinu ¢tvrthodiny“.
Pouzitim jeho vzorce k tomu potfeboval spocitat hodnoty By, Bi,

. B1g, ¢im asi velice rezonoval s Lerchovou predstavou o ,poctarsky
vykofistitelnych“ vysledcich.

8615841276 005

B3p = 11302 . 'V r.1842 publikoval M. Ohm [Ohm 1842] hodnoty B, pro
n < 62.
Z (3) plyne téz, ze
|Bgn| > 2(271)!
(2m)2,

tj.ze Bernoulliova c¢isla v absolutni hodnoté rostou nade vSechny meze. Presnéji
Bapn, ~ (—=1)""4y/mn(n/me)?".

Pohodlnéjsi pro vypocet je vztah pfes tzv.tangentni ¢isla

l)nfl 4”(4’” — 1)

Ton—1=(— o

B2n7

kterd jsou urcena pomoci polynomt Ty (x) stupné n + 1 s nezdpornymi celoéiselnymi
koeficienty, kde

Tnii(z) = 1+ 29T 2), To(z) ==z
pricemz
Ton+1 = Ton+1(0).
Napiiklad,

nl135 7 9 11 13 15 17
Tnh 2 16 272 7936 353792 22 368 256 1903 757 312 200 865 342976
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Poznamenejme, Ze tloha spocitat soucet mocnin celych ¢isel méa
i hlubsi dopad. V pocatecnim obdobi rozvoje diferencidlniho a inte-
gralniho poctu se tento problém objevuje u P. FERMATA (1601-1665)
v 1.1635 pfi pfiblizném vypoctu plochy pod grafem mocninné funkce
™.

V r.1735 vyiesil L. Euler, tzv. Bazilejskyj problém®, spoéitat!®

=1 1 1 1
2 k) = =1
(2) C(k) g:lkg tatate

+ ...

Euler nasel hodnotu souc¢tu %2. Tento problém byl ve své dobé stejné
populéarni jako byla v soucasnosti tzv. velkd Fermatova véta, a proto neni
divu, Ze Euler si tento vysledek velice povazoval a oznacoval jej za jeden
z nejdulezitéjsich, ktery kdy dokdzal. Soucet (2) pfedstavuje hodnotu
Riemannovy zeta funkce ((2). Pozdgji Euler [Euler 1748, ¢lanek 168]
nasel hodnoty ((2k) pro k£ < 13. Je mimotfddné zajimavou skuteénosti,
7e obecné plati

e 1 o 2271—171_27132” ;
(3) Z kﬁ = (_].) 1W7 n > O, celé.
k=1

9 Jakob Bernoulli publikoval v obdobi 1682—-1704 pét pojednani o nekoneénych
tfadach. To prvni obsahuje naptiklad vysledek, ze harmonické fada diverguje, o kterém
si myslel, Zze je novy. Nevédél, ze tento vysledek dokazal Mengoli (1626-1686) o 40
let dfiv. Na druhé strané Bernoulli dokazal, ze Y 7 | n~—2 konverguje, ze jeji soucet
je < 2, ale nebyl schopen najit jeji pfesny soucet. Soucet se nepodafilo najit ani
Leibnizovi. Problém se stal znamym jako Bazilejsky problém.

10 Terch [Lerch 1887] pii studiu tzv.Malmsténovskych fad zavedl funkci
K(w,z,8) = > 72, (‘ii;;)ls, kterd nese jeho jméno. Diky této Lerchové zeta funkci
je to v podstaté vedle E.Cecha jméno jediného &eského matematika, které figuruje
v klasifikaci Americké matematické spole¢nosti, ktera se pouziva pri klasifikaci ¢lankt
v Mathematical Reviews a v Zentralblattu fiir Mathematik. Kdyz zvolime x celé
dostaneme z ni tzv. Hurwitzovu zeta funkci, ktera se dale pro £k = 1 redukuje na
Riemannovu zeta funkci {(s). Lerch nejdfive publikoval vysledky o Malmsténovskych
fadach v sérii 3 ¢lankt psanych v estiné o rozsahu vice nez 100 stran (autor tohoto
¢lanku jiz nékolikrat v minulosti délal z nich kopie pro zahrani¢ni zajemce, pro jejich
nedostupnost v zahrani¢i). Kdyz si asi uvédomil jejich vyznam, publikoval alespori
vysledky o funkci K(w, z, s) ve francouzstiné.
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Doposud nezndme piesnou hodnotu ¢(n) pro liché hodnoty argumentu
11

n.

Bernoulliova ¢isla dostaneme téz jako hodnoty tzv. Bernoulliovych
polynomii!? B, (x) pro nulovou hodnotu argumentu, tj. B, = B,(0),
n = 0,1,2,.... Tyto polynomy'® mfizeme definovat i jako polynomy

B, (z), pro které

r+1

(4) / B, (t)dt = z™.
Pak

m'+(m+1)"+...+(s=1)" /B
a derivace (4) vede na charakterizaci
(5) B,(x +1) — By(z) = na" L.
Proto kdyz zvolime v nésledujici vété f(x) = 2™, pak g(n) jsou pravé
Bernoulliovy polynomy, jak ukazuje vztah (5). Tato véta predstavuje

zékladni vysledek pro feseni diferen¢nich rovnic v oboru polynomi [Nor-
lund 1924]:

B Velky rozruch zpisobil v r.1981 vysledek francouzského matematika R. Apé-
ryho, Ze hodnota ((3) je iracionalni ¢islo [Apéry 1981, Poorten 1978]. V r.2000
T. Rivoal [Rivoal 2000] dokazal, Ze mezi ¢isly ¢(3), ¢(5), ¢(7), ... je nekone¢né mnoho
iracionalnich.

Sam Lerch [Lerch 1900] vyjadril ¢(4k — 1) pomoci velmi rychle konvergentni fady

el 4k—1
eri_l - (27(rik)! <B2k+(1)k 11<4k)Bk+Z 1y~ 1( )BUB% V)
o
=1 1
-2 Z:l n4k—1 g2nm _ 1'
oy

12 Toto pojmenovani, s pouzitim jiného oznaceni poprvé pouzil Joseph Ludwig
Raabe (1801-1859) in [Raabe 1848|. Raabe je obycejné povazovan za Svycarského
matematika, protoze tam prozil podstatnou ¢ast zivota. Narodil se ale ve slavném
hali¢ském méstecku Brody (dnes Ukrajina), které v té dobé bylo na tizemi Rakouska-
Uherska. Vystudoval ve Vidni.

13 podobns jako pro Bernoulliova ¢&isla (poznamka pod ¢arou 7) i v pfipadé Ber-
noulliovych polynomi se v minulosti nepouzivalo jednotné oznaceni. Napt. N. Nielsen
[Nielsen 1923] rozumi pod Bernoulliovymi polynomy polynomy n!By (z — 1).
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Vé&ta 1. Necht f(n) je polynom stupné r s raciondlnimi koeficienty. Pak

gn)=f)+ f(2)+...+ f(n), neboli  Ag(n) = f(n),

je polynom stupné r + 1 s raciondlnimi koeficienty.

Jak pomoci tohoto piistupu vybudovat zaklady teorie Bernoul-
liovych polynomt ukazuje néasledujici text pfevzaty z Lerchova ru-
kopisu o Bernoulliovjch polynomech a tvoiici jeho prvni kapitolu.'
Pfedtim jesté jedna charakteristika Lerchovyh postoji ([Boravka 1961,
str.358]): ... Lerchovy spisy jsou psany krasnym, propracovanym slo-
hem. Lerch sam napsal: , Vdécim velmi spontdnnim inspiracim, i kdyZ
jsou na pocdtku zpravidla nedokonalé. Moje metoda price se ostatné
podobd metodé romanopisce Balzaca, musim mneustdle korigovat svij
styl a psdti témeér krasopisné. Tak dosahuji zdokonaleni a obohaceni
dvah.“ Jako ukazku Lerchova slohu si dovolim uvést vyiatek z jednoho
ze zminénych pojednani vénovanych systematickému vykladu vlastnosti
funkce gamma. V ném Lerch mluvi o tzv. charakteristickych vlastnostech
funkci, tj. vlastnostech, jimiz jsou pfislusné funkce jednoznac¢né urceny,
takze — abych se vyjadfil nazorné — lze z nich vykouzlit barevnou
fotografii téchto funkci. Cituji: ,, V teorii funkci duleZitou ulohu maji
tzv. charakteristicke vlastnosti funkci, které tyto uplné definuji, aniz zd-
lezeji v néjakém jich zpusobu aproximace. Hledajic takovijch vlastnosti
charakteristickych hledi se analysis priblizit veddm popisnym, ktereZ indi-
vidua v prirodeé se vyskytujici uréuji na zdkladé jistych znaki. Velikd cena
recenych vysledki, jez nejsou dosud nikterak cetné, vézi nejen v eleganci,
jez se tim zavddi do dvah analytickych, které jimi rdzem pozbyvaji una-
vugictho vlivu pocetnich detaili a razi cestu myslénce na dkor mnohdy
zbytecnych formalismi, ale cena funkciondlnich vlastnosti charakteris-
tickych spocivd hlavné v tom, Ze ony jsou to predevsim, jeZ podporuji
invenci, jak toho theorie funkci elliptickych poddvd velkolepe doklady.
Budeme také v prubéhu udvah téchto se snazit, abychom pro jednotlivé
utvary poskytli vlastnosti charakteristické, pokud toho pripousti materidl
mdalo ohebny“.

14 v souvislosti s Lerchovym nazorem na diferen¢ni pocet je zajimava nasledujici
poznamka [Cupr 1923, str. 305]: Tvrdil [Lerch], ze pocet differencialni a integralni —
opirajici se v pfedni fadé o pojem a existenci spojitosti — jsa applikovan na problémy
fysikalni, mize poskytovati jen prvni pfibliZzeni, nebot jako hmotu tak i jiné jevy neni
nutno a snad je nespravno si predstavovati je jako spojité; applikacim pro prirodni
védy snad 1épe by vyhovoval jakysi ,,pocet rozdilovy a summacni“.
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M. LERCH: Bernoulliovy polynomy:
§.1. Rady arithmetické a polynomy Bernoulliovy

1. K dané radé zakladni, slozené z jakychkoli veli¢in
(6) U, UL, U2, U3y« oy Upyy Up41,y- -
prislusi tzv. fady rozdilové rtiznych rada. Prvni z nich
AU,O7 Aul, AUQ, AU3, ey Au,,, Auy+17 SN
sestava z veli¢in tvofenych dle pravidla
Auz/ = Up4+1 — Uy,

tj. prostym od¢itanim sousednich ¢lent. Z prvnich rozdilt tvofime rozdily
druhé dle téhoz pravidla

2
A Uy = Auu—&-l - Auu = Up42 — 2ul/+1 + uy,
podobné tvofime rozdily tfeti
A3y, = A2uy+1 — A%y, = Uy+3 — SUpya + 3Upt1 — Uy,

atd.
Pro obecny ¢len p-té fady rozdilové mame obecné vyjadieni

(7) APuy = upypy — (?) Untp-1+ (g) Untp—2 — <§) Uptp-3+ ...
p
+ (-1 p( )un
(1) »

- 2?(—1)”(1;) sy = fj(—l)p-”(f) .

v=0
Velmi dilezito jest vyjadieni obecného ¢lenu fady zékladni (6) prostied-

nictvim veliéin
2 3
Upy, Ay, AUy, AUy, . ..
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tj. prvnich ¢lent vSech fad rozdilovych pochézejicich z fady zakladni u,,,

Upy1, Upt2, .- - SPOCIVA ve vzorci
° (s
v
(8) Un+s = § (V)A U,
v=0

pfi éemZ A%u,, = u,. Aniz se &ini obecnosti Gjma mozno voliti n = 0:
"\ (s
9 = A ug;
) w=3(0)au
v=0
zvlasté jest
*\ (s
(10) Amug =" (V) AV
v=0

Konci-li se posloupnost prvnich ¢lenu rozdilovych fad samymi nulami
p p p y y ,

napft.
0= Ar+1U0 = AH'QuO = AT+3U,0 =...

ukazuje ndm posledni rovnice, ze
I _ T
A"u, = Auyg,

tj. jedna z fad rozdilovych — r-t4 — sestava ze stejnych ¢lenti, a dalsi
rozdily jsou vesmés nullami. Rady takové sluji se arithmetické r-tého
fadu; pro takovou se rovnice (9) piepiSe na

(11) Ug = Vio <j> Aug,

ponévadz veliciny A"t ug, A" 2wy, . .. se rovnaji nulle. Zde pravé strana
podrzi smysl i pro lomend s, takze nachazime celistvou racionalni funkci

(12) =3 () Auo,

v=0

kterd poskytuje fadu zakladni pro celistva kladna =z,
f(x) = Ug,
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a sice je tato funkce r-tého stupné. Pojem fady arithmetické r-tého [fadu
== S.P.] kryje se tedy s pojmem fady

£Q0), f(1), £(2), F(3), - -,

kde f(z) je celistva funkce raciondlni stupné r. A sice je tato funkce jinak
libovoln4, tj. kazda fada typu (13), pfislusnd k funkci celistvé stupné r,
jest arithmeticka fadu r. Vychazi to z okolnosti, ze

Az =(x4+1)" —2" = (T)x"‘l + (Z)x"‘z +...,

podle niZ bude postupné!®

A?z" =n(n —1)z" 2 + a3 4 022" 4

A3z =n(n —1)(n —2)z" 3 +azz™ "+ 032" 0 ...

A" =n(n—1)...20 4+ ap_1

A"z™ =n!
takze pak pro funkci
f(z) = Agz" 4+ Ayz" 1+ Apz" 2 4 ..

bude
AT f(x) = rlA,,

tedy fada (13) arithmetickou r-tého fadu.

2. Rovnici (12) lze pséti

o

(19 ro =3 (D)arson  ae=1

v=0

pti cemz f(0), Af(0), A%2f(0), ...znaci pocateéni ¢leny rozdilovych fad
z veli¢in (13). Nebot tu ¢leny poéinaje v = r + 1 jsou rovny nulle.

15 7de uvedené marginalni poznamky pochéazi s nejvétsi pravdépodobnosti od
O.Bortivky a jsou do rukopisu vepsany oby¢ejnou tuzkou — S.P.
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Rovnici (14) v pfipadé f(z) = =™ piSeme
J— Y (l‘) A”On,
v=1 v

takze AY0™ znadi pocateéni ¢len fady r—tych mocnin rozdila posloup-
nosti
0,1,2™,3™ 4™ ...

Zavedeme-li ozna¢eni na okamzik!®

(@) =z(z—1)(z—-2)...(x —n+1)
n—1
—_ (71)9.}0;171‘%7179 — " — 1n—lxnfl + an_l"En72 F...,

0=0

takze .
fr=2_v

1

fo=124+13+23+...+(n—2)(n—1),
f3=12341244+...+(n-3)(n—-2)(n—1)

jsou zakladni soumérné ukony prvka 1, 2, 3, ...,n — 1, které sluji téz

souciniteli fakulty, mame dvojici rovnic

n AYQ"
(15) =3 2 ),
v=1 :
n—1
(16) ¢n(x) = Z(_l)gfgilxnig-
0=0

To dava podnét k nasledujici véte:
Soustava rovnic

n

AYQ"
(17) ZnZZTyV, (n=1,2,3,...)

v=1

16 Obcas piSeme fﬁn) misto f]', aby se vyhnulo nedorozumeéni s mocnosti.
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resi se vyrazy

n—1

(18) Un = _(1)2f0 20y

0=0
pri ¢emz lze pravou stranu psati symbolicky takto
yp=2(0z—-1(z—-2)...(z —n+1); 2V = z,.
Zavedme prozatim oznaceni — kterého se ostatné pozdéji pridrzime —

AVQP
@ =" = ——.
V!

Dosadime hodnotu z,_, podle (17) do vzorce (18); vyjde

n—1
(19) (=1t =0, v<n
0=0

déle dosadime hodnotu ¢, podle (18) do (17), pfi éemZ piSeme ¢ = v —o:

n

(20) D (-1 g fmy =0, o<n

V=0

Rovnici (19) lze povazovati za rekurentni vzorec pro neznamé ¢’

o=t = T T T e
fada se zakonéi prvkem ¢¥ = 1 (jelikoz AYOv = u!), a klademe-li
postupné n =v + 1,v + 2, ..., obdrzime

u+1 V+1
f1_< 2 )a

v+2 fl/+1 v+l fu+1

q,
qZJrS fu+2q5+2 u+2 u+1 +fu+2

z ¢ehoz vychazi, ze ¢ jsou cisla celistva.
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Také bychom jiz zde mohli zjistit okolnost, ze ¢isla

gt gt gy
tvori arithmetickou posloupnost fadu 2k, o niz vSak bude jednéno
pozdéji.
Rovnice (12) fesi problém interpolace arithmetickych fad; jeli totiz
dané fada arithmeticka stupné r.

Up, U1, U2, . . .

dava ndm rovnost (12) pro lomend x hodnoty u,,, které s hodnotami élent
pro celistva = souviseji spojité. Geometricky to znadi, ze ndm vyraz (12)
dava parabolickou kfivku stupné r, ktera prochazi r + 1 danymi body

r=0y=uy; z=lLy=u; ...; T=7,9Y="Up.

Je to interpola¢ni vzorec Newtonilv, a lisi se jen forméalné od vzorce
Lagrangeova pro pfipad ekvidistantnich poradnic.

Pro cely prakse brava se pojem rozdilt ponékud obecnéji; uvazu-
jeme na misté (13) zékladni fadu

£(0), f(h), F(2R), f(3h),. ..

kde h jest jakakoli veli¢ina, obycejné realnd a mald. Mame pak znaceni
Ax =h, a
Af(z) = fz+h) — f(z);

uvazujeme pak funkci proménné ¢, f(th), a rovnice (14) zni

ram =10+ (1) aro+ (3)atr0 .

¢ili
" Fa) = £(0) + At}EO) ) A:;(O) a:(x2— h)
A3t(0) x(x — h)(z — 2h) _ B
+ -3 3 .oy Ax=h.

Pfi tom se predpokladd f(z) jako funkce racionalni celistva.
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Jsou sice také funkce transcendentni, pro néz rovnice tato zlistava
platnou, ona tu prava strana konverguje a ma za soucet funkci na levé
strané. Tak napf. pro

f(z) = a® médme Af(z) = a®(a" — 1), AV f(x) = a®(a" — 1)¥,

a volime-li A = 1, zni pak (14) v tomto piipadé

o’ = i (i) (a -1,

v=0

¢ili piseme-lia =1+ ¢,

(1+c)* = i (i) .

v=0

Avsak jiz tento priklad ukazuje, Ze u transcendentnich funkci dluzno si
poéinati opatrné; nebot tato (zndm4 binomicka) fada konverguje pouze
pro —1 < ¢ < 1, tedy vzorec (14) déva u funkce f(x) = a” dobry vysledek
jen v pripadé 0 < a < 2.

Forma, které se pfi pocetni praxi vzorce (21) uzivd, je vlastné tato
(kde roli proménné pievzala litera &)

wy  OTOST@ e
L AT@EEmE=2m)

h3 3!

a jest & veli¢ina velmi mala, podobné jako h, a omezuje se na maly pocet
¢lend. Je to spravné, pokud v uvazovanych mezich f(z + £) mé sblizené
pribéh polynomu nizkého stupné v proménné £. Jinak fada jako celek
mize byti divergentni.

Interpolacni vzorec Newtonuv a obecnéjsi Lagrangetv se v ucebni-
cich casto precenuje. Nejenom ze jeho moznost uklada funkéni povaze
Setfené funkce f(x) velkd omezeni — ostatné ne vzdy pfistupnd — ale
také podava vysledky chybné, jakmile se jednd o veli¢iny u, = f(z)
ziskané méfenim, nikoli ¢iselné dané; nebot ve skutec¢nosti se hodnoty
uz; berou do poctu s velkymi souciniteli pfi vypoctu AYug, a tim mala
odchylka od pravé hodnoty mé za nasledek velkou chybu ve vysledku (de
la Vallée-Poussin).

Acta historiae rerum naturalium necnon technicarum New series, Vol. 7 (2003)

135



3. Pfedmétem nasich pfistich tvah budou veli¢iny, k nimz déava
podnét vyraz — v némz mocnitel n je celistvy a kladny —

Sp(z)=0"+1"+2"+ ... 4+ (z—-1)",
definovany zprvu pro celistva kladnd z. O¢ividna vlastnost
(23) Sp(x +1)=Sp(z) + 2", AS,(z) =2"
ukazuje, ze A"1S, (z) = n!, a tedy veli¢iny

Sn(1),5.(2),S,(3),. ..

tvofi arithmetickou fadu fadu n + 1. Vyraz S, (z) je tedy vyjadiitelny
uréitou celistvou funkei stupné n+1. Dle definice jest (pfin > 0) S, (1) =
0, a tedy dava (23) pro x = 0 téz

(24) S,.(0) = 0.

Podminkami (23) (24) jest celistvd racionalni funkce S, (z) plné ur-
¢ena. Rovnice (23) ji uréuje az na additivni konstantu. Pfedpokladejme,
abychom to objasnili, ze plati podobna vlastnost pro druhou funkci
celistvou raciondlni U(z), tj. U(z + 1) = U(x) + 2™; pak bude rozdil
U(z)—Sn(x) = f(z) celistva racionalni funkce a zaroven f(z+1) = f(x)
identicky; tedy zv1ast

Algebraicka rovnice f(z) = f(0) m4 tedy nekoneény pocet kofend, a jest
tedy identicka, tj. f(z) = f(0). Tudiz rozdil U — S, je staly (= £(0)).
Rovnice (22) pro h = 1 ndm podédva vyjadfeni funkce S, (x + &)

n+1

(25) Sn(l’ + §) = Sn(l‘) + Z (5) AUflxn; Az =1.
v=1

Volme zde x = 0, a znamenejme pocatecni ¢leny rozdilovych fad utvo-
fenych z posloupnosti
o™, 1m, 2™ 3"
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obvyklym zptisobem A¥0" (A0" =1, A20" = 2" — 2, ...); tim vyjde za
soucasné zmény litery!”

- x
2 w(x) =) AY0™. .
(26) S, () ; 0 (1/+1>
Z rovnice (23) plyne derivovanim
S (x+1) =8, (x) + nz"

mnohocdlen

mé tedy vlastnost f(z + 1) = f(z) + 2" !, i lisi [se — S.P.] od S,—1(x)
o veli¢inu stalou, ktera jest

S/ (x S, (0
n( ) _Sn—l(];): n( )
n n
Mame tak vlastnost nasich polynomt 14.12.63

S! (z) = nSp(x) + S.,(0).
Zavedeme ihned pfi té prilezitosti polynomy upravené

M7 Sn(x) = Sk(z) — S:(0);

G8)  Silw)=

jich charakteristické vlastnosti jsou
1
(29) AS! (z) = 2™, / Sy(z)dz =0,
0

a plati obecn&!® pron > 0 4.11.59

DS, (z) = nS;_; (2).

17 Symbolicky tvar jest

(14—t

o".
A

Sn(x)
18 Symbol Df(x) znaéi totéz co %f(:p), tj. derivaci f’(z).
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Dle definice jest 31.3.66

2_
Solw) =, Su(e) = T L, S = — 5
Ponévadz
3 75(5*1)(5*2)...(§—l/+1)7 L&
<V>V (v —1)! = (D"
mame

Peeo($) = (1713,

a derivuje-li se (25) na misté & = 0, vychazi tedy
n+1 Au—lxn

Sp(@) =) (-1

1

14

Zameénme n za n + 1, piSme v + 1 za v a uZijme vzorce (28):

n+1 Voah 1
(3) 0+ )53 = S
0

Uvazujme dale funkci

bude
fl+1) = Sp(—2) = Sn(1 —x) — (—2)",
tj.
fle+1) = fla) + (=1)" 2",

takZze musi

fl@) = (=1)""'Su(2) + K = Su(1 —x);
pro x = 0 vychazi K = 0, tedy

(32) Sp(1— ) = (=1)""1S,(2).
Derivace levé a pravé strany jsou

—nSy(1-x),  (=1)""'nS;_(2);
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porovnejme a zaménme n za n + 1; vyjde
(33) Sn(l—a) = (=1)"718; (2).
Ponévadz dle (29)!9 jest S (1) = S (0), mame odtud pro = = 0
n—1 * Qo 1
[1—(—=1)"""] S%(0) = 0; podobné S 3
tedy pro n sudé > 0“
* * 1
(34) Sy(0)=0,S; <2) =0.
Bud déle m celistvé kladné ¢islo a uvazujme soudet

7
=0

«

odec¢tenim od hodnoty

f(I+1):nfSn <x+a+1> zm: (x+a)

a=0 a=1

zbude

fatn) - 1) =5, () =5 (2) = (2)")

a odtud vychézi dalsi vztah

-5k (122)

a=0

Volba z = 0 dava hodnotu K a vysledek zni

m—1 m—1

(35) an(“a) _ +an (2).

19 7de je chybna Lerchova odvolavka, kterou pravdépodobné Prof. Bortivka, opra-
vil na druhou rovnost v (28) — S.P.
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Derivujme a zaménme n za n + 1; vyjde

(36) mfs;; (”““ +O‘> L)

m mn "

Polynomy S,(z) a Si(x) sluji polynomy Bernoulliovy (obycejné 11.11.59 ]
a upravené).
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