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PRACE
MORAVSKE PRIRODOVEDECKE SPOLECNOSTI

SVAZEK XVIIL, SPIS 8. 1947 SIGNATURA: F 195..
BRNO, MORAVA,

ACTA SOCIETATIS SCIENTIARUM NATURALIUM MORAVICAE.
TOMUS XVIIL; FASCICULUS 8.; SIGNATURA: F 195.; BRNO, MORAVIA: 1947.

Dr. KAREL KOUTSKY, BRNO.

K Lerchovym pracim o Fermatové kvocientu.

Z poletného mnoZstvi matematickych pojedndni v&noval T prof. M.
Lerch dv& své pracel) téZ theorii t. zv. Fermatova kvocientu, v nichZ
advedil Fadn velmi zajimavych vztahil. Na popud prof. O. Boriivky za-
byval jsem se podrobnéj§im studiem Lerchovych pracovnich method
a tu se mi podafilo nalézti obecné feSeni jednoho, Lerchem pouze €is-

te¢né feSeného problému.

Necht p =3 je prvatislo. Necht ¢ je celé &islo, nedé&itelné p. Potom
vyraz
(1 g(a) =
se nazyva Fermativ kvocient, Podle znamé poucky je q(a) vidy
celym Cislem.

V prvé ze svych praci zabyva se Lerch (kromé jiného) téZ urdova-
nim souétfi tvaru

a1 1

p—1
() O« (p) = 2a* . q(a),
a=1
pfi CemZ k je dané celé Cislo. Problém tento nefeSi v3ak obecng, nybrZ
p—1 p41

omezuje se pouze na pfipady k=0, 1, 2, Postup, jehoZ

2 2
uZiva, jest dosti komplikovany, ackoliv vcelku uZiva pouze elementarnich
prosifedkii. Nevyhodou pak je, Ze Lerchiiv pestup-podstatnéd zavisi na
volb& &isla k. UkéaZi nyni, jak k ieho vysledkiim lze dojiti mnohem schiid-

1) Jednd se o tyto dv& price:

1. Lerch: Zur Theorie des Fermatschen Quotienten
[Math. Ann. LX (1905), str. 471—490].

2.Lerch: Surles théorémes de Sylvester concernant le
quotient de Fermat [Comptes rendus, tome 102 (Paris 1906), str. 35—38).
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d

n&j8 cestou, a to v pFipadé zcela libovolného indexu k. Pfedeviim si
dokaZeme vétu

(3) Necht ki=ke: (mod p—1). Potom QO (p) = 0,(P) (mod p).

Dikaz: Nechi ki =k (mod p—1). Pak existuje celé &islo £, pro
néz ky=ks+t.(p—1). JeZto v souctu Q(p) jsou &isla a vesmés
v mezich 1 =a = p—1, Zidné z nich nen{ délitelno prvodislem p. A pak
vzhledem k Fermatové pouCce bude:

Pl p—1 p—1
Or(p) = 23 aki. g(@) = 3 att—0 g(a) = 2 a*:. (a?—) . q(a) =
a=1 a=l &=]1

1
=2 a% . q(a) = 0k, (p) (mod p), ¢.b.d.

Z véty (3) nasleduje, e pokud uvaZujeme vyrazy Q« (») (mod p),
stall se omeziti pouze na ty indexy k&, pro néz
4 0=k<p—1.

Nyni pro dané pfirozené Cislo n a dané celé &islo i 20 zavedme si
oznaceni

(5) sim=142¢+3F+...+n
Budiz dile o(i) funkce, definovana pro kaZdé celé i = 0 tak, Ze plati:
6) o(0) =1, 6(1) =p, o(i) =0 pro i>1.

Potom plati kongruence
(7 p.0k(P) —o(k) =5, 14k (P) —Si(p) (mod p2).

Dikaz: Z (1) a (2) plyne rovnice pQx(P) =Spas1(P—1)—
—8(p—1). Z (5) a (6) se pro kazdé celé.i=0 odvodi kongruence
si(p—1) =s;(p) — o)) (mod p2), takZe bude: p.Qk(P)=8,+x(p) —
—sk(p) —o(p—1--k) + olk) (mod p2). Jeito p=3, =0, bude
p—1-+kz2. Podle (6) je tedy o(p—1-+k) =0 a pak z posledni
kongruence okamZit& nisleduje (7), ¢.b.d.

Pro soutty s;(p) ale plati znAmé vyjadfeni pomoci Bernoulliskych
Sisel?):

?) Viz Pascal: Repertorium der hoherecn Mathematik [ 1.
(Leipzig 1910), ‘str. 422. Cisla B; jsou definovina rekurentnim vztahem
(Hl_l) B;+ (l'|2'1) B+ + (H-_l) B=i

(viz tamtéZ, str. 520). Snadno se ziisti, Ze je By = % Bs=Bs=.,.....=0.

Proto slovem »Bernoulliska &isla« byvail nékdy oznaovina pouze &isla Bap
se sudym indexem a &islo B1. Lerch tak skute€né &ini, le€ timto oznadenim sti-
vaii se ieho vypolty mnohdy ne dosti prizra&né,
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@ a+0.s@=prt (T e (1] ) Bt
+ (Hl.—l)pB‘-.

Dal§i tivahy musime rozliSovati podle toho, zda jest k=0, resp.
k=1, resp. 1<k<p—1.

a) PFipad k=0. Z (6) a (7) nasleduje:
) p.0o(p) —1=5,_,(p) — So (p) (mod p2).
V rovnici (8) poloZme i = p— 1. Dostanemc:

p.sp(p) =p° + (’1’) pP—'B: + (g)pp—z Be+...+
+ (pﬂZ) P* Bp—a + (pil )" Bp.

JeZto p jc prvodislo, jsou bincmické koeficienty (‘;’), (g), ceaen ’(p ﬁ ])
vesmés délitelny p. Podlc znamé Staudtovy- véty®) neni imenovatel Zad-
ného z &isel By, Bs, ..., Bp—z2délitelny p. JeZto pak tato Cisla jsou racio-
nalnd, lze s nimi poditati medulo p jako s Cisly celymi. Ze Staudtovy
véty plyne déle, Ze jmenovatel &isla B,—, je dtlitelny p, nikoliv viak p2.
TudiZ jmenovatel &isla p B, neni délitelny p, a pon&vadZ i toto Cislo
je raciondlni, Ize s nim p¥i vypoctu ,(mod p) zachézeti jako s Cislem
celym. A ponévadZ je p=3, isou tedy vSecky Cleny na pravé. strang
posledni rovnice, s vyjimkou ¢lenu posledniho, vesmés délitelny aspoii
P3. Z¥ejmé tedy z této roevnice nasleduje kongruence
P.Sp—1(p) = p2 Bp—, (mod p?)
a z ni pak dale
Sp—1(p) = p Bp— (mod p2).

Z (5) plyne So(p) = Vzhledem k tomu kongruence (9) nabyva

néasledujiciho tvaru:

(10) p. Q) = (p B)— + 1) — p (mod p2).

%) Viz: Journal fitr Mathematik de Crelle. rod. 21 (1840). sir.

372374, Zminénd véta dd se vyiadfiti vzorcem By, = @y — 3, kdeZ sou-
gtové znaménko I vztahuje se na viechna prvotisla [, pro n&z (I—1) je dé&-
kitelem -indexu 2h; @y, -ie pak celé &islo. Platnost Standtovy véty lze oviem
roz8ifiti i na &fslo Bi.

(Za jmenovatele &ise] Ba, Bs,..... pakladame vzdy -Gislo 1. Pro tato Ber-
noulliskd Eisla Staudtova véta sice neplati, nicméné jejich »jmenovatels mneni
delitelny p.)
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Snadno se v8ak nahlédne, Ze plati kongruence
(11) p Bp—,=—1 (mod p).

Stadi v rekurentnim vztahu pro Bernoulliskd &isla [viz poznamku
sub 2)] prosté poloZiti i=p—1 a uvaZiti, Ze binomické keeficienty

(p ) (p ) . (pﬂl) jsou vesmés délitelny p a soudasng, Ze jmenovatel
Zadného z &isel By, Bs, ..., B, neni délitelny p.

. B, 1
Z (11) nasleduje, Ze Cislo p Bp—1+ 1 je délitelno p, takZe hp;_'_—

jest &islo racionalni. Lze tedy toto Cislo vyijadfiti zlomkem, jehoZ &itatel
i imenovatel jsou celd, nesoudé€lni Cisla. A lehce se pak da dokazati, Ze
imenavatel tohoto &isla neni délitelny p, takZe p¥i vypoltu modulo p lze
s nim zachazeti jako s Cislem celym. Vzhledem k tomu lze kongruenci
(10) kratiti p, takZe jako koneny vysledek dostivame:

(12) 0v(p) = 2B T 1

— 1 (mod,p).
’ (mod p)

Poznamka: Vzorec tento sice neni v Lerchové praci explicitné
uveden, aviak pedle. jedné jeho poznamky, bliZe vSak nijak odfivodnéné,
I1ze souditi, Ze mu byl znam.

b) Ptipad k=1. Z (6) a (7) nasleduje:
(13) p. O]_(p) = sp(p) _ sl(p) (mod pz)-

V rovnici (8) poloZme i = p. Dostanere:
-ie]
@+ 55 =pre+ (PT JorBu+(P 5 o Ba .+

—t—‘p+1)p Blr_l_'_(D-rl) B,.

JeZto p =3 je prvocislo, je p liché a tedy podle definice Bernoulliskych
&isel je B, = 0. Podle Staudtovy véty pak &isla By, By, ..., Bp—s;, PBp_
jsou raciondlni a jmenovatel Zidného z nich neni délitelny p. Lze tedy
pFi vypoctu modulo p zachazeti s nimi jako s c':isly celymi. Kromé tcho je

(D-I—l)_ pt1

—1 — . p a jeZto p je liché, Jest

1 celé Cislo a tedy bino-

. s - LY L e v iy « «
micky koeficient (I;Ll) je delitelny p, Zfejmé tedy vSecky Cleny na
pravé stran& pfedeSlé rovnice jsou déflitelny p2, takZe po malé dpravé
z ni plyne kongruence

$p(P) =0 (mod p2).



KOUTSKY 8 4 ] 5

p(p—1)

P¥imym vypoétem podle (5) nalezneme, Ze je $1(p) = 2

a po-
névadZ p=3, tedy p = 2, ziskdme odtud dal$i kongruenci:
$1(p) = % (mod p2).

Po dosazeni do (13) a kraceni modulem p, ziskame po tipravé kongruenci

(14 04(p) = - (mod p),

kteryZto vysledek se plné kryie s vysledkem Lerchovym,

¢c) Pfipad 1<k<<p—1.Z (6) a (7) nasleduje:
(15) P.0k(p) = sp—11+k (P} —Sk(p) (mod p2).

Podle pfedpokladu je p—1+k<<2(p—1). Je tedy patrno, Ze
mezi vSemi celymi &sly j, pro n&Z 1=j=p—1-+k, existuje pouze
jeding, které je d&litelno (p— 1), totiZ &islo (p—1) samo. Podle Staud-
tovy véty tedy vSechna &isla Bj, pronéZ 1=j=p—1-+%&, iFp—1,
isou. raciondlni a jmenovatel Zadného z nich neni délitelny p; obdobnou
vlastnost md podle Staudtovy véty i soudin p Bp--1. Lze tudiZ se viemi
témito Cisly zachéazeti pfi vypoétu modulo p jake s Cisly celymi.

V rovnici (8) poloZme nyni jednak i =k, jednak i =p—1-+k. Jest
k>1, tedy tim spi§ bude p—1-+%>1. KaZda ze vzniklych rovnic
bude tedy miti na své pravé strané aspoii tfi Cleny. A vzhledem k tomu,
co pfed chvilkou byle fefeno, snadno nahlédneme, %e v obou pfipadech
isou vSechny ¢leny na pravych strandch téchto rovnic, s vyiimkou vZdy
¢lenu posledniho, délitelny p2.

Jakasi pochybnost by snad mohla nastati v pfipad® i=p—1-%

. k
u Clenu, kiery obsahuje Bp.-1. Tento &len viak je (‘gi l)p"'“B,,_.lz

. k
= (f;il) .p¥.p Bp— a tudiZ vzhledem k tomu, co bylo FeGeno, je tento

Elen délitelny p*. JeZto vak k>1, t. j. k=2, je i tento &len zcela jistd
délitelny pz2.

Utvofime-li tedy z obou vzniklych rovnic kongruence (mod p2),
dostaneme:

(B—1).s:(p) = (k -,L-'l)nn Bi.(mod p2),

resp. (p-i~k) sp—1+x (D) = ( D ij;f 1) P Bpk—1 (mod p2).

JeZto podle pfedpokladu je 1 <k <<p—1, neni islo &, a tedy ani
Cislo (p+ %) délitelno p. Zfeimé ale je 2 <<k -+ 1 <<p, takZe ani &islo &
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neni délitelno p. Lze tedy ob% pfede$lé kongruence bez obav kratiti —
prvni &islem (k4 1), druhou &slem (p+k) — &mZ po tpravé do-
staneme:

St (p) = p By (mod p2), resp. Sp-1-k (P) =P Bpir—1 (mod p2).
Po dosazeni do (15) a kraceni modulem p dostivime pak kone&ny
vysledek:

(16) Q«(p) = Bp.x— — Bi(mod p).
Zajimavym diisledkem p¥edeSlého vzorce je véta
(17) KdyZk>1jcliché &islo, potom O« (B) =0 (mod p).
Dikaz: Jeito p=3 je prvolislo, je p liché. KdyZ tedy £>1 je
liché, bude té% p-+k—1 liché a zfejmé bude p+ 2 — 1> 1. Podle de-
finice Bernoulliskych &isel je tedy Bpyr— = Br=0 a tudiZz véta (17)
okamZité plyne z kongruence (16).

Poznamky: Vzorce (16) a (17) nejsou v Lerchoveé prici viibec
uvedeny. Jest v3ak zajimavé porovnati je s vysledky jim ziskanymi.

Na str. 479 prvniho svého pojednani tvrdi Lerch, Ze za podminky
p =3 (mod 4) plati kongruence

P a
2 (_) ¢(a) =0 (mod p),
a=1 p
kdeZ (%) znali Legendriiv symbol, dobfe znidmy z theorie kvadratic-

a 1
kych zbytki. Je tedy(F)Ea 2 (mod p), tak?e levid strana Lerchovy
kongruence je totoZnd (modp) s vyrazem Qp.(p). Je-li nyni p>3,
2

p =3 (mod4), jest pj N 1, p—2-1 =1(mod2) a tudiZ Lerchova kon-

gruence plyne okamZité z véty (17). Je-li viak p = 3, pak Lerchova kon-

gruence je nespravnda. V tomto pfipad€ je totiz p; 1 =1 a podle
. . =l a 1 -
(14) spravng jest Qp—1(p) EZ‘(;).q(a) EE(mo-d p). Na tuto vyiimku
2 a=1

Lerch zfeimé& zapomnél.

Na str. 480 téhoZz pojedndni uvadi Lerch dalsi vétn, totiz Ze za
podminky p=1(mod4) plati (psano v naSem oznaleni) tato

kongruence:
p—1

5 (%) +0(@) = 2B i (mod p).

a=1

Jak pred chvili feCeno, leva strana pFedeslé kongruence je totoZna
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(mod p) s vyrazem Qp—,(p). KdyZ v (16) poloZime k :p—;l, dostaneme
2

Qpa(p) = B3(p_1)—Bp_1 (mod p). Nyni ale pro kaZdé &islo h, pro n&Z
2 2

Bzh+p_ _=_Bzh

2h+p—1 2h

—1
(mod p).*) JeZto p =1(mod 4), je 2 g Cislo celé a zfejmE plati

p—1

o< —<— PoloZime-li tedy A= 2—_4—1, pak Kummerova kon-

gruence pfejde po malé tpravé v kongruenci Bsp—)=3B,_ (mod p).
b4 2

A pak dosazenim za Bs(,,_l) do posledni na3i kongruence pro O,,._1 (p) zis-

0<h< —2 plati t. zv. Kummerova kongruence:

kime Qp_l(p) ZB,,_1 (mod D), ktervito vysledek pfesnd souh1a51 s VY-

sledkem Lerchovym.
Na str. 481 téhoZ pojednani uvadi Lerch vétu, Ze za podminky
p =1 (mod 4) plati kongruence:

2’1(%) a.q(a) =0 (mod p),

as==]
a »
pFi emzZ (7) je zase Legendrefiv symbol. Snadno se pak nahlédne, Ze

leva strana pfede$lého Lerchova vzorce je totoZnd (mod p) s v¥razem
pl—1>ln+1E
2
(mod p), tak¥e Lerchova kongrucnce bezprostfednd plyne z véty (17).
Na str. 482 téhoZ pojedndni uvadi pak Lerch svilj posledni vysledek.

totiZ Ze za podminky p =3 (mmod 4) plati kongruence

=, n

b (7) a.q(a) = Cl(—p) (mod p),

a=1
kdeZ Cl(—A) znadi polet tfid primitivaich positivnich kvadratickych
forem ax2 -+ fxy -+ yy2 se zapornym diskriminantem g2 — 4ay =—A4.
Tento Lerchiiv vysledek se ovSem nedi bezprostfedng odvoditi z kou-

p+1
2

Qp+1(0). A jeito jc p23, p=1(mod4), je iistd
2

gruence (16). Zato v3ak porovnanim kongruence (16) pro k=

s kongruenci Lerchovou [pravi jeji strana je totiZ totoZnd (mod p) s v§-
razem Q,,_l (p)] dochazime k zajimavému vzorci: Cl(—p) =B, s — Bpi1
2

(mod p), platnemu oviem pouze za podminky p=3 (mod 4).

Semindf pro studium dila M. Lercha, Brno 1947.

1) Viz: Jourmal fiir Mathematik de Crelle, rod 41 (1851). sir.
368 aZ 372.
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