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164 Matematické vzdéldvdni I

NEKOLIK METODICKYCH POZNAMEK

JAN MARIK

Oblibenym tématem konverzace mezi uéiteli matematiky jsou
stiZznosti na to, jak jsou jejich studenti slabi, a n&které smé&sné
chyby, které Z4ci prileZitostn& dé&laji. Nemyslim si, e je néco
Spatného na takovéto konverzaci;.domnivdm se vsak, Ze bychom
méli jit hloubégji a kaZdou situaci zkoumat dikladngji.

Mnoho uciteld si st&Zuje (ja také), Ze si studenti preji studovat
matematiku jen jako kuchatku. To vSak jeSté meni to nejhorsf.
Studenti bohuZel ¢asto nechdpou naSe recepty, které jsou nékdy
neohrabané (uZivdme druhou derivaci v souvislosti s lokalnimi
extrémy; pouzivame Taylorovu vétu za Gcelem zjisténi, kolik €leni
fady Yo ; 1/n! bychom méli vzit, abychom obdrzeli pfedepsanou
pfesnost) nebo netplné (uéime ,integrovat® funkci 1/(2 + sinz),
ale nehleddme jeji integrél na intervalu (0, 27)), nebo dokonce
nespravné. Jednim z cild téchto pozndmek je pravé poukizat
na nékteré ,oblibené“ chyby. (Minim chyby délané autory knih
o kalkulu — diferenci4lnim a integralnfm po&tu). Nenf obtiZné tyto
chyby opravit ,teoreticky“, ale bude pravdépodobné velmi obtiZné
opravit je prakticky (v rdmci nasi kazdodenni prace se studenty).
Rad bych pfedem fekl, Ze netvrdim, Ze jsem nalezl praktické feSeni
odpovidajicich problém#. Mam v8ak pocit, Ze jsme je§té nezacali
klast spravné otdzky (fraze Sidney Harrise).

Profesor Jan Mafik (12. 11. 1920 — 6. 1. 1994) vychoval fadu nasich
matematik; mnozi absolventi Matematicko-fyzikdlni fakulty UK dodnes
vzpominaji na jeho originalitu, diikladnost i zdsadovost. Seznam jeho praci
byl uvefejnén v Easopise Czechoslovak Mathematical Journal 41(116)(1991),
180-183 (dodatek 44(119)(1994), 192). K jeho pozistalosti patii jest& fada
nepublikovanych pedagogickych Gvah, metodickych pokyni a origindlnich
postiehi, které zasilal svym kolegim a pfatelim. Text Nékolik metodickych
pozndmek pochézi z doby Mafikova plsobeni na univerzit&€ v East Lansingu
ve Spojenych statech. Clanek byl zasldn prof. Ivanu Netukovi, DrSc.; oti$tén
byl v kvétnu 1995 ve 44. &isle Informaci Matematické védecké sekce JCMPF.
Z anglitiny ptelozil Pavel Trojovsky.
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Jeden z problémi, se kterymi se setkdvame u st¥edoskolskych
studentd, je problém vyznamu vzorci. Nékdy zvaZujeme, zda by-
chom méli dokazovat jisté véty. Skuteénym problémem vsak je,
jak to udélat, aby studenti nasim matematickym v&tam rozumali.
Mnozi z nich si neuvédomuyji, Ze to, co pisi, by mélo byt srozumi-
telné. Od zadatku by méli byt vedeni k tomu, aby tvofili tvrzeni a
ne pouze psali vzorce. Kazdy student by mél rozumét a vyjadFit
v domécim tikolu rozdil mezi , pfejeme si dokézat, ze ...“ a ,doka-
zovali jsme, Ze ...“. Studenti jsou zvykli psat cviceni bez jediného
‘nematematického slova; neméli bychom to tolerovat. Student, kte-
ry neni schopen tvofit vyroky o tom, éemu ho uéime, nerozumi
obvykle nasim tvrzenim. JestliZe uéitel slovni komentaf vyZzaduje,
pak nékteri studenti — ve snaze prokazat mu laskavost — pisi né-
co jako ,Fada ) ~° /27" konverguje pro kazdé n“ nebo ,polomér
konvergence Fady Z o :c"/n‘ jez/(n+1)“ atd. To by se, myslim,
nestavalo tak ¢asto, kdyby vice uditeli bylo vytrvalych.

Ve svych pfednéskach z teorie ¢isel nékdy dédvam tento doméci
tkol: Necht a a b jsou sudi &isla. Dokazte, Ze Eislo %ab je také
sudé. Vétsina studentl napisSe, Ze a, b jsou suda, ab je sudé, tedy
%ab je sudé. Na zdkladé individudlnich konzultaci jsem gzjistil, Ze
to neni disledek nedbalosti studenti; vidy musim vydat ochromné
- mnoZstvi energie, abych je presvédcil, Ze polovina sudého ¢isla

neni vzdy suda. :

Domnividm se, Ze bych mél ukonéit své stiZnosti. Pokusim
se analyzovat nékteré typy chyb, které se v riznych situacich
objevuji.

Aritmetika

Vétsina studentt vi, Ze nula by neméla byt ve jmenovateli a ze
bychom nulou neméli kratit. Malo studentt si vSak uvédomi, Ze
tato pocetni pravidla pouzivaji; kdyZ nula ,nevypadé jako nula“.
Péknou ‘ukdzkou je toto: Necht a je libovolné Eislo razné od nuly;
definujeme b = —a. Pak @ = —b, ab = —b%, a® + ab = a® — b2,

a(a +b) = (a — b)(a + b) a po zkraceni vyrazu (a + b) obdrzlme
a_a-b_2a tedy 1 = 2.
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Tento pfiklad se nezdi byt dilezity; uvédomme si viak, Ze
. v kapitole o diferencialnich rovnicich nejsou vyjimkou vzorce jako
Yy = y?, dy/y? = dz aj. (bez jakychkoli pfedpokladi o y).
NeékteFi autofi ucebnic krati integracni faktor. Otazka, zda tento
faktor nem4 né&jaké nulové body (nebo zda dokonce neni identicky

nulovy), je ze zfejmych divodi obvykle vynechvéna.

Situace s nerovnicemi je obdobn&. VétSina studentli znd zé-
kladni pravidla, ale nedokaze je vidy aplikovat. Obvykle spravné
hadaji, Ze ,smime séitat nerovnosti“, ale nejsou schopni to doka-
zat. To by nebylo tak Spatné, kdyby nerovnice rovnéZ nenésobili.
KdyZ se ptdm studenta, co ho vedlo k pfesvédéeni, %e z nerovnosti
a < b, c < dvyplyva ac < bd, urazi se, Ze se ho ptdm na néco zcela
samoziejmého. Zdiraziiuji, Ze dokonce absolvent vysoké koly od-
¢ital nerovnice. (Obhajoval se: ,,J4 nejsem profesor matematiky.“)
Nektefi studenti, ktefi védi, Ze 2 < e, nejsou schopni rozhodnout,
zda nerovnost —e < —1 je pravdiva &i nepravdiva.

Mnozi studenti nerozumi slovu ,zfejmy“. Maji predstavu, Ze
»2rejmé® je néco, co nemusi byt dokdzéno (ne néco s jednoduchym
dikazem). N&ktef{ studenti jsou naprosto netistupni ve ,zfejmos-
ti“. Dobrou reakci v takovém pfipadé je otdzka: Neni zfejmé, Ze
Zemé je stfedem vesmiru?

Rovnice

Jiz od zaditku bychom méli trénovat své studenty v pouZi-
vani vyrokl tvaru: ,JestliZe ..., pak ...“. Pozd&i bychom méli
zdiirazhovat, Ze ,nezndmy“ neni matematicky pojem (nemiizeme
definovat, co ,nezndmy“ znamen4), ale Ze v jistém kontextu nebo
v jistych slovnich spojenich miZe slouZit jako vhodné zkriceni.
Kdyz se pokousime fesit rovnici (nebo soustavu rovnic), obvyk-
le na zacatku pfedpoklddame, Ze méme jisté = (nebo dvojici z,
y atd.), rovnici vyhovujici a vyvozujeme jisté diisledky z toho-
to pfedpokladu. Méli bychom také zdiraziiovat, kam dosp&eme
uskutecnénim svého postupu. (VétSina studentl by fikala, Ze jsme
»vyTesili rovnici“.) MiZeme napf. dojit k vysledku: ,, jestlize z vy-
hovuje, pak £ = 3“. Musime trvat na tom, aby to studentl odhso—
vali od vyroku , jestlize x=3, pak je . splneno
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Za vaznou pedagogickou chybu povazuji nechat studenty FeSit
pouze soustavy rovnic, v nichZ vSechna FeSen{ ziskana na zakladé
algoritmu, ktery byl vyloZen, jsou skute¢n& FeSenimi. To nevyhnu-
telné vytvafi dojem, Ze ,kaZdad rovnice ma néjaké FeSeni — kdy#
neudéldme numerickou chybu® a ze rozdil mezi ,jestlize z je Fe-
Senfm ..., pak z = 3“ a ,jestlize £ = 3, pak ... plati“ je Gisté
sémanticky, ktery by mél byt z praktickych diivodd co nejdfive
zapomenut. Nasledujici piiklady ilustruji tuto situaci:

1. Existuje takové z, Ze plati ]
z+1 4o Sz—5H _ 2z ?
22 —4z+3 z2—-bx+6 z2-—-3r+2

(Jednoduchy vypodet ukazuje, Ze pouze z = 3 miZe byt
feSenim, ale pro z = 3 jsou prvni dva jménovatelé 0).

2. Existuje = takové, %e /69 —2z4+/6—2x =77
(Po umocnéni ziskdme V414 — 75z +z? = =z — 13; dalsim
umocnénim obdriime z = 5, které samozfejmé nevyhovuje
zadané rovnici.)

3. Nékdy se stane, ze pfi hleddni nezndmé veliCiny sestrojime
soustavu rovnic s jistymi ,pomocnymi proménnymi“ (o které
neméame zijem). Pfedpokladdejme napf., Ze si piejeme naléat
disla w, z, y, z takova, zZe:

1
2
3
4)

w+2c+y+z=2,
Sw—z+3y—z2=1,
w+br—y+3z=1, _—
3w—4z+5y—32=0,

-

PR N
~

ale 7e nds zajimi pouze w; z, y, z jsou takové ,pomocné
proménné“. MiZeme zkusit zbavit se z. Seftenim (1) a (2)
dostaneme '

bw+z+4y=3; (5)

se¢tenim (3) a (4) ziskdme

Sw+z+4y=1. (6)
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Nyni se zd4, ¥e¢ miZeme vyfesit problém odettenim (6) od
(5); tak ziskdme w = 2. Mohli jsme vSak postupovat i takto:
vynéasobenim rovnice (1) &islem 2 ziskdme

2w+ 4r+2y+22=4; (7
seCtenim (2) a (3) dostaneme
Tw+ 4z + 2y + 22 =2 (8)

odedtenim (7) od (8) dostaneme 5w = —2; tedy Zadné FeSeni
neexistuje.

Studenti by neméli byt prekvapeni, Ze se néco takového mitize
pfihodit; méli by byt prekvapeni, Ze to, co vypocitaji, vyhovuje
zadanym vztah@m. Jestlize neuvedeme n&jaké analogické dlohy,
nechivame studenty ve vife v ,neomylnost tuzky®.

Vidy bychom méli kldst diraz na vyznam toho, co sami fikame.
M8l bychom si byt v&domi, Ze slova jako ,FeSte soustavu ...“
nejsou vidy jasna. Mohou znamenat ,naleznéte feSeni®, ale napf.
té% ,naleznéte vSechna FeSeni“. Zdiraznime-li pouze technickou
st problému, nemé&li bychom byt pfekvapeni, Ze studenti rozumi
sloviim ,Feste soustavu ...“ jako ,pfedvedte postup, ktery jsme
trénovali“.

Jednou jsem zadal nésledujici problém: Naleznéte ¢isla a, b, c

tak, aby matice A = 2’ Lcl] vyhovovala vztahu A? = A. Jeden
)

ze studentt Fekl (asi tak po tydnu): ,Nemohu vyfeSit rovnici

ab = —20.“ Samoziejmé — nevzpomnél si na zaddny vypocetni

postup pro FeSeni.

vvvvv

vypada. Studenti ziskaji iluzi, Ze ritudl pro vSechno musi existovat.
Piedpokléddejme, Ze a je &islo vétsi ne# 1 a Ze potfebujeme &islo
b spliiujici nerovnici 2 — b > a. KdyZ uditel fekne ,vezméme
b = 2a“ a piSe pouze b = 2a, miiZe uslySet od posluchaci: ,Jak
vite, Ze b = 2a 7“ Nebo: Pfedpoklddejme, Ze uditel formuluje vétu
o-diferencilni rovnici tvaru y” +ay’ +by = P(z).e** (a, b, o jsou
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&sla, P je polynom) a chce ji pouZit na rovnici ¥’ +y' +y = .
Jestlize fekne ,vezmeme o = 0%, pak miZe opét slySet ,Jak vite,
fea=107

Studenti nejsou zvykli slySet vyroky jako ,jestlize zvolime ...,
pak je splnéno ...“. Oni pravdépodobné citi, Ze volba je néco
nedovoleného, nebo alespoit nematematického: postradaji ritudl.
Proto bychom od za¢4tku méli studenty vést k ovéfovéni vztahi;
zvl4sté k ovéfovani, zda to, co vypoditali, vyhovuje zadanym
vztahim. Situace je tak Spatnd, Ze néktefi studenti nerozumi
slovu ,,ov&fit“. Jini studenti trpi n&im, co bych nazval ,rovnicova
nemoc®. Nap¥. pfi ovéfovani, ze &isla ¢ = %, ¥ = 1

Ll o, =1
*7 s ° wviv® o o4 10, Z - 6
vyhovuji rovnici £ —y — z = 0, vétsina studentid piSe

4 1 1
5106 0

§—3-5
30 =0
0=0

(Po troSe Gsili dostaneme zajimavy vysledek, ze 0 = 0.) Mél
bychom vysvétlit, Ze néco jako je toto, je matouci, a Ze znak ,=“
by mél byt psén jen tam, kam skute¢né patfi:

y—z = —— = ———— = 0.
TTYTEFTET0 6 30

Snad bychom méli také zdiraziiovat souvislost s realitou. Student

by se mé&l domnivat, ze dava své nejlepsi schopnosti néfemu, co by

mélo byt feSenim konkrétnifho problému. Jediné pak by se mohl

zajimat o to, jak bylo feseni objeveno (zda uhéddnutim nebo jinak).
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M4 kazdy symbol vyznam?

V domécim tikolu (kde se objevila posloupnost a1, as, ...) uvedl
jeden z mych student symbol ac. KdyZ jsem se ho ptal, co tim
mini, odpovédél: ,CoZpak to neni limita?“ Tedy: On se ptal mé, co
sdm mini. Pravdépodobné kazdy z nés vi, ze oblibeny postup vede
k otdzkdm jako ,,Co je 1—14+1—1+--- 7. M&li bychom klast dtiraz
na to, 7e symbolické oznadovani je v nasi moci; kdybychom si to
prali, pak bychom mohli rozumét symbolem % napf. &islo —3/2. Je
pouze otazkou, zda by néco takového slouZilo rozumnému agelu.
Méli bychom také lépe vysvétlit situaci s a®. Studenti by méli
védét, Ze neznaji, co (—1)‘/5 je a tedy (na této arovni) otazka ,,Co
je (—1)‘/5 7% je pravé tak rozumn4 jako otézka ,,Co znamens 32 7
Kdyby tyto véci byly vysvétleny spravng, pak bychom (doufim)
nemuseli tak &asto presvéddovat nase studenty, Ze neni vhodné
psat %, kdyZ A je matice typu 2 x 3.

Extrémy funkci

Nejprve: Co je extrém funkce? Minime nejvétsi (nejmensi)
hodnotu funkce na dané mnoZin&? Nebo lokalni extrém? Nebo
lokalni extrém vzhledem k jisté mnoZin&? DFive neZ zacneme FeSit
tento problém, musime ho formulovat. My to déldme, samozfejmé,
abychom uspokojili nase svédomi. Rozumi vSak studenti tomuto
problému? Kazdy zn4 odpovéd. Vétsina studenti si vSak pamatuje
pouze, %e by méli uréit znaménko f”’(z) pro kazdy bod z, pro né&jz

“je f'(z) = 0. Kdy# viak hovofime o lokalnich extrémech, méli by
studenti védét alespon intuitivng, co minfme, kdyZz fekneme, Ze
funkce ma lokalni maximum v bodé. My vime, Ze to znamend
existenci jistého § > 0. Nyni bychom se sami sebe méli ptat:
Kde potfebujeme takové §7 Pro¢ ulime studenty dokazovat jeho
existenci? Obavam se, Ze hlavnim divodem je, Ze to délali nasi
d&dové. Vysledky naseho tsili v tomto sméru jsou spiSe negativni,
ponévadz studenti si pletou absolutni maximum s lokélnim. Stalo
se, 7e student, zamyslejici nalézt maximum funkce, kterd na
daném kompaktnim intervalu roste (napf. sinz — cosz,z €
(0,7/2)), ji dvakrat zderivuje atd. Také se stavd, Ze student
zkoumaé funkci diferencovatelnou na (0, 2) takovou, Ze f'(z) > 0
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pro z € (0,1) a f/(z) < 0 pro = € (1,2) a pokousi se dokézat, Ze
f(1) 2 f(z) pro kazdé z € (0, 2) tak, Ze vypocitd f'(1). (Takové
véci se stavaji dokonce pokroéilejsim studentiim.)

Potfebujeme tyto vety:

(T1) Necht f je funkce diferencovatelnd na intervalu I a necht
derivace funkce f je kladné (zdpornd) v kaZdém vnitfnim
‘bod& intervalu I. Pak f je rostouci (klesajici) na I.

(T3) Necht f je funkce diferencovatelnd na (a,b) (—oo < a <
b < 400). Necht S je podmnoZina intervalu (a,b) , a € S,
be S a f'(z) # 0 pro kazdé z € (a,b) — S. Pak

maz f(:c) maz f(z). (M)

z€(a,b) z€S

Miizeme vzit, samozfejms, S = {z € (a,b); f'(z) = 0} U {a, b}.
Méli bychom v8ak zdtiraznit, Ze (M) plati nezavisle na tom, zda
derivace funkce f v bodech mnoziny SN (a, b) je nulova nebo neni.
Toto téZ ukazuje, e si musime uvédomovat, co znamena ,Fesit
rovnici f'(z) = 0“. Potfebujeme mnoZinu obsahujici vSechny
nulové body funkce f’ na (a,b); mnoZina P takové, Ze f'(z) = 0
pro ka7dé z € P, by nepomohla. V jednoduchych pfipadech
miZeme nalézt konenou mnozinu S se zminénymi vlastnostmi.
Necht S = {zo,Z1,...,2n}, @ = o < 23 < -+ < Tp =
b. 7 Darbouxovy vlastnosti derivace a z véty (Ti) vyplyva,
%e f je ryze monotonni v intervalech (z;j_1,z;). Tedy, kdyZ
vypoditame f(xzo), ..., f(2n), uvidime lokalni extrémy funkce f.
Druhou derivaci tedy nepotfebujeme.

Dokoncent v dalsim é&isle
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NEKOLIK METODICKYCH POZNAMEK

JAN MARIK

Dokonceni z minulého éisla

Diferencialy

Zde je situace pong&kud tristni. Oblibeny postup je beznadéjné
nespravny. Pro¢ je moZno psat df(z)/dz, ale ne df(2)/d2? Je
df (—z) diferencidl funkce f v bodé —z nebo diferencidl funkce
g(z) = f(—z) ? Je dovoleno psat 1/dz ? Kde je zdroj viech t&chto
nejasnosti? Pokusim se odpovédét na posledni otdzku na zédkladd
chyby, kter4 se objevila v jedné &eské udebnici. Autor piSe: ,Necht
z je realné Cislo a f je funkce diferencovatelnd v z. Definujeme
linedrni funkci df (z) ustanovenim (df (z))(h) = f'(z) - h pro kazdé .
redlné Cislo h. Vezmeme-li f(z) = z, pak obdrZime (dz)(h) =
h.! Tedy v obecném piipadé (df(z)(h)) = f'(z) - (dz)(h) =
(f'(z)dz)(h), tudiz df(z) = f'(z)dz (rovnost mezi linedrnimi
funkcemi).“

Chyba je zde zaloZena na ¢emsi podobném optickému klamu.
Symbol df (z) oznaluje diferenciél funkce f(z) v bodé z, tedy musi
byt ¢ten (df ) (). (Néco jako napt. d(f, z) by bylo méné zavadgijici.)
Tedy: v df () neni Z4dné f(z). Neni tfeba zdiraziiovat, #¢ diferen-
cidly objevujici se v integralech jsou n&co jiného. Abychom si to
uv&domili, piSme z = r cos p, y = rsin p, dz = cos pdr —r sin @dip,
dy = sin@dr + rcospdyp. Co je nespravné ve vzorci dzdy =
sin ¢ cos ¢(dr)? +r((cos ¢)? — (sin ¢)?)dr dp—r? sin ¢ cos p(dip)? ?
Pro¢ ho nemiZeme pouZit, jestlie si pfejeme vypod&itat inte-
gral pomoci poldrnich soufadnic? Pro¢ nemtiZeme FeSit rovnici
P(z,y)dz+Q(z,y)dy = 0 uZitim [ P(z,y)dz+ [ Q(z,y)dy = c?

Pokusil jsem se ukéazat, Ze kdyZ pouZivdme diferencidly, pak
piedkldddme mnoho konvenci a ,licenci“, kterym studenti na
této tirovni nemohou rozumét. Teoreticky by vylepsent bylo velmi
jednoduché: nemluvit o diferencidlech, ty vedou ke komplikacim

1 Vidime, %e dx je identické zobrazeni redlnych &isel.
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(feGeno zdvofile). My viichni viak vime, %e udebnice z fyziky
a techniky jsou naneStésti zamoreny diferencidly vSech typt
a tak je nemiZeme pominout. PoZadovali jsme opravnit néco
neopravnitelného. Jak fesit tento problém — nevim.

Neurcité integraly

Zde je situace srovnatelnd se situaci u diferencidld. Predpo-
klddejme, Ze f je polynom. Otdzka ,co je [ f(z)dz* (nebo ja-
kékoli jiné znaleni) se muiZe zdit malicherni. Ale co je napf.
el #% + [ 32 dz? Nechci tim naznagit, Ze by bylo obt{Zné definovat
néco jako toto, ale zastavam nézor, Ze studenti analyzy by takovou
definici neocenili (j4 také ne). Podle mych zkuSenosti prakticky
74dny student nedokdZe vysvétlit, jak je mozné, Ze ziskal 0 = 1,
kdyZ vysel ze vzorce [ f'g = fg— [ f ¢ pro funkce f a g takové,
ze f(z) = g(z) = 1 pro kazdé z.

Postup naznafeny v oblibenych uéebnicich vytvoril iluzi, Ze
[ f(z)dz je ,neurdity integral bez integraéni konstanty“. Takova
ydefinice“ selZe, dokonce i kdyZz f je polynom; mame napf.
(+1)? = [2(z +1)dz = [2xdz + 2 [dz = 2® + 2z (na obou
strandch mame ,neurdité integrly bez integra¢ni konstanty“).

MiiZeme ziskat mnohem presvédéivéjsi priklad, kam nestastné
‘yheur¢ité integraly® mohou vést, kdyZ ,pouZijeme substituci“.

Napi., [2sin@coszds = [sin2zdz = } [sinvdv = —1 cosv =
{

—%cos2z, aviak substituce w = sinz di [2sinzcoszdr =

J2wdw = w? = (sinz)?, tedy (sinz)? = —3 cos 2z.

Ale v8e toto je téméf zanedbatelné, kdyz to srovnime s ji-
nymi problémy spojenymi s ,neurditymi integrily“. Co by mélo
znamenat [ 927 Vzorec jako [% = -1 + ¢ (z # 0) naznadu-
je néco, co neni pravda; ukazuje, Ze zvlasté, kdyz f je funkce
takova, Ze f'(z) = Z pro ka#dé z # 0, pak existuje c tak, Ze
f(z) = =1 + ¢ pro kazdé z # 0. (Analogické ,v8ty“, spojené se
vzorcem [ ‘im—"' = In|z| + ¢, je €asto uZivdno v kapitolach o diferen-
cidlnich rovnicich.) Myslim si, Ze kaZdy student, uéici se o deriva-
cich, by mél v&d&t, Ze funkce f, definovana pfedpisem: f(z) = —1
pro z <0, f(z) = —1 + 2 pro z > 0 spliuje vztah f(z) = % pro
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kazdé z # 0. Vzorec

dx 1
—_— = to (2
/ 1+ 3(sinz)? 98¢ g (2tg2)

je, v jistém smyslu sprévny, kdyz ho vSak uZijeme pro vypodet

“integralu
: = / " dz
"~ Jo 1+ 3(sinz)?’

dostaneme I = 0 (to je samoziejmé nespravné, ponévadz integro-
vand funkce je kladnd).

Réd bych zdtraznil, Ze podobné obtiZe nejsou nijak vyjimeé-
né. Pfedpoklddejme, Ze R je racionélni funkce dvou promé&nnych
takovych, %e R(sinz,cosz) mé smysl pro kazdé reilné z. Necht
f(z) = R(sinz,cosz) (z € (—00,00)), I = f027r f. Pfedpoklddejme
déle, Ze I # 0. Aplikujeme standardni metodu a dostaneme funkci
S takovou, Ze F(z) = S(tg$), spliujici vztah F'(z) = f(z) pro
kazdé x € (—m,m). Tedy I = F(n—)—F((—m)+) = lim, 00 S(2)—
lim,_,_ o S(2); nikdy v8ak nemtiZeme vypoéitat I na ziklads me-
chanické aplikace ,zékladni véty matematické analyzy*“, uzivajici
F jako ,neurdity integral“. Tento p¥iklad ukazuje, e musime na-
Se studenty trénovat, aby vénovali pozornost tomu, kde je vzorec
platny, aby naSe vzd&lavaci Gsili mélo viibec n&jaky kladny a&inek.
Mnoho studenti si pravdépodobné piedstavuje, Ze ,proménni* je
jednoduse ,jistd véc“ a tedy odpovi na otdzku jako: ,Pro kters
T je vzorec T—i; = Ef;o z™ platny“ tim, Ze fekne: ,Nerozumim
tomu, co chcete“. JestliZe studenti analyzy nap¥. derivuji bez v4-
hani funkei In(In(sin z)), pak odpovidajici wsili (jeho i nae) bylo
pouze plytvanim energie. )

Mimochodem, musime ¥4dn& vysvétlit rozdil mezi f a f(z).
Studenti musi v&dét, Ze slova jako ,,funkce 2% —2% jsou pouze slovni
zkratkou pro napf. ,funkci f, definovanou vztahem f(z) = 23 — 2
pro vSechna redlnd z“. (Myslim si, Ze takové vysvétlent je i na této
trovni jednodussi, ne# sprévné znadeni (z° — 2) (z € (—o0,00)).
Ale, v8eobecné, bychom neméli psét f(z) namisto f, jestlize pro
to neméme zvlastni divod. '
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V souvislosti s ,neurditymi integraly“ méme opé&t dobrou
pfileZitost pozorovat vysledky naSeho vycviku. Kazdy vi, Ze
[ 42 — In|z|. (Nebo bych mél psét In|z| + ¢? Bylo by sprvné,
kdybych psal b namisto c?) AvSak ne kazdy uz vi, jak derivovat
funkc1 In |z|. Podobng: kazdy vi, Ze (1+ 323 )e"” je derlvace funkce

, ale ne kazdy uz umi dokézat, ze [(1 + 323)e®” dz = ze®

Na31 studenti nékdy dévaji smésné otdzky jako: ,Jak mulZete
integrovat, kdy? neuZivate znak [?* Rad bych zdiraznil, Ze je
to nejen mo#né, ale obvykle i jednodussi. Jestlize si zavedeme
pomé&rné nefkodnou licenci, e miZeme psat (f(z))’ namisto f'(z),

miZeme nahradit ,,zdhadné“ formule

/a:cosa;dz=scsina:-—/1~sinwda:=:vsinx+cosac

vzorcem
zcosz = (zsinz) — 1-sinz = (zsinz + cosz)’ .

Tedy nepotfebujeme integraci per partes, potfebujeme pouze vétu
o derivaci soudinu s nékolika pokyny o jejim uZiti v konkrétnich
pripadech. Podobng& nepotfebujeme vétu o substituci, pouze po-
t¥ebujeme pravidlo pro derivovani sloZené funkce, a n&které do-
vednosti ve vyjadreni funkce ve formé f'(g(z)) - ¢'(z). (Méme

1 1 1 z\’ 1 T
= - —) 2= (zarctg =)’
i+a2 41+ (z/2) (2) (Farcte 3)

pro z € (—00,00); podobné

1 1
xlnx Inz

——(lnz) = (Inlnz)’

pro = > 1 atd.). M&li bychom si také uvédomovat, jak obtizné je
vysvétlit vyznam vzorce jako

/xemdw=xe”—/e“’da:
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. 1 .
sin2zdx = 3 sinu du

(u = 27z) bez pouZiti toho, co si piejeme dokazat.

nebo

Mechanicky postup muZe vytvafet rizné iluze. Jednou z nich
je, Ze ,kaZdou funkci lze integrovat“. Zvlasté substituce mohou
byt povaZovany v této souvislosti za ,vSelék”. Tedy se mlZe pii-
hodit, 7e student (pravdépodobné podvédomeg) véri, Ze ,miZeme
vypotitat kazdy integral“, ale neni schopen integrovat (1 +z2)~2.

Situace je komplikovana skuteénosti, Ze mame také funkce tva-
ru [7 f, kde = je proménnd a [ je ,urity integral (napf. Rie-
manntiv integrél).. Pak mime neur€ity integral a neurdity Rie-
manniv integral. Pravdépodobné by nebylo prili§ nebezpetné pro
studenty technickych véd poplést tato dvé oznadeni. Ale byl jsem
Sokovéan zkuSenosti v tomto sméru s dobrou skupinou postgradual-
nich studentt. Setkal jsem se s velkym mnoZstvim povér. Ukézal
jsem, #e derivace funkce F' definované vztahem F(z) = z2 cos z72
(z # 0), F(0) = 0 neni lebesgueovsky integrovatelné v [0,1]. (Je
jednoduché zjistit, Ze F' je diferencovatelnd v (—oo, 00).) Studenti
v&déli, Ze kazd4 funkce spojitd v (0,1) je zde lebesgueovsky inte-
grovatelnd, pfekvapivé vSak vétSina z nich nebyla schopna z této
skute¢nosti vyvodit, Ze F' nemtZe byt spojita v [0,1] . Pak jsem
zjistil, Ze pouze malo z nich je schopno formulovat ,zédkladni vétu
matematické analyzy“. Tedy jsem jim dal tento doméci tkol:

(H) Necht F je funkce takovd, Ze F' je omezend v [0, 1]. Necht
U (resp. L) je horni (resp. dolni) Riemanntv integral funkce F’
v {0,1). Ukazte, %¢ L < F(1) — F(0) S U.

Samoz¥ejmé nikdo nemél s tkolem 74dné potize. (Mame F(1)—
F0) = 30, (F(z5) — F(zj-1) = i F'es)(m —25-1) S U
pro libovolné z;: 0 = zp < z3 < -+ < %, = 1; vyznam
c; je samoziejmy.) Ale posléze mnoho studentd mélo problémy.
s nésledujici v8tou: Necht F je takova funkce, %e F' existuje
(v8ude) v [0,1] a necht F’ je riemannovsky integrovatelnd p¥es
[0,1], necht M je jeji Riemanniv integrdl. Pak M = F(1) — F(0).

Kazdy z téchto studentd- védél, Ze funkce, kterd je spojita
v [0,1], je riemannovsky integrovateln4; nikdo se nezdél byt
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piekvapen, %e v dffve uvedeném domécim tkolu (H) jsem mluvil
o L a U (které ukazuji, Ze F' nemusi byt riemannovsky integrabilni,
dokonce i kdy# je ohrani¢end), ale vzdor tomu vSemu néktef
studenti stile opakovali, Ze kazd4 derivace je spojitéd. Toto byla
pro mé psychologick4 zdhada. Také jsem slySel od studentd, Ze
ka¥d4 derivace (jestlize existuje na kompaktnim intervalu) je
zde ohraniteni a Ze derivace je spojita, jestlize je ohranifend.
Jeden z nejlepSich studentd dokonce prohlaSoval, Ze neurCity
Riemannntv integral je vZdy diferencovatelny (a aplikoval toto
na funkci, které byla riemannovsky integrovateln, ale nespojit4).

Na elementéarni arovni bych neuZival slovo ,neur€ity integral®
vitbec, mluvil bych pouze o primitivnich funkcich. Mé&li bychom
si také klast sami sob& otdzku, zda je nutné mluvit o Rieman-
nové integrdlu. Je jasné, Ze si_s tim nevystalime (n€kdy po-
trebujeme fol %). Je také jasné, Ze pot¥ebujeme védét, Ze sou-
et 37y f'(cj) (w5 — xj—1) je blizky k f(za) — f(20), jestlize
20 Sen Lz £--- L1 £ en £ 7, a déleni je jemné a f’
je spojité v [zo,zx]; ale pro toto nepotiebujeme Riemanniv in-
tegral. Existuje mnoho ,lepsich“ (nefikdm obecnéjsich) integrald.
Navrhuji nasledujici definici: (kone¢nou) funkci f nazyvame in-
tegrovatelnou v [a,b] tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje konetnd
mno¥ina S a funkce F spojitd v [a,b] takovd, ze F'(z) = f(z)
pro kazdé z € (a,b) — S. Pak definujeme f:f = F(b) — F(a).
(Je jednoduché si uvédomit, Ze rozdil F(b) — F(a) nezavisi na vol-
b& funkce F s témito vlastnostmi. Mimochodem, f nemusi byt
definovdna v S.) S analogickymi pfedpoklady miiZeme definovat
[ f = limy—s00 F(z) — F(a). Takto se miZeme zbavit nevlastnich
integrald.

Koneéné bych rad zdtraznil, Ze v kursech analjzy pro vyso-
koskoldky bychom jim neméli zatajovat nedostatky Lebesgueova
integralu. Tyto nedostatky jsou nejlépe patrné, kdyZ pracujeme
na realné p¥imce. Jak jsme se zminili, ' nemusi byt lebesgueov-
sky integrovateln4 v [0,1], dokonce i kdyZz F' je diferencovatel-
né v (—00,00); [o° 02 g4y neexistuje jako Lebesguestv integral;
funkce f spojitd v (0, 1) takova, Ze lim._,o f: f = 0 nemusi byt le-
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besgueovsky integrovateln4 v (0, 1) atd. Na druhou stranu bychom
méli zddraznit, Ze kdyZ F je spojitd na [0, 1], diferencovatelna na
(0,1) a jestlize Lebesguetv integral [ F' existuje, pak je roven
F(1) — F(0).

Taylorova véta

Zde bychom se opét méli ptat, kde ji pot¥ebujeme. Podivejte
se na Sample Final Ezam, Math 215, 5b): PouZitim Lagrangeova
tvaru zbytku v Taylorové rozvoji funkce % okolo bodu 10, udejte
odhad chyby, kdyZ uZijete % - %g + 171)3, jako aproximaci &isla
ﬁ. Toto zajisté neni dobry pi¥iklad jeji uZite¢nosti.

Zajisté nemusim mluvit o teoretické dileZitosti Taylorovy véty.
Mimo jiné miiZe byt uZite¢na pro numerické odhady, nap¥. vyrazu
f(z)—f(a)—(z—a)f'(a). Aviak, pro obecné n je obvykle jednodus-

k
5 odhadnout f(z) — S p_o f*) (a)ﬁz—;fL na zdkladé vysetfovani
k
Yo I © (a)Q;—;’L nez uZitim Taylorovy véty.

Vzorce jako cosz = 3 o0 g__(12L:zr2"_ nebo (1+z)*=3Y2°  (%)2"
mohou byt dokdzany velmi jednodusSe, kdyZ pouzijeme vétu o deri-

vovani mocninné fady a zaklady line4rnich diferenciilnich rovnic.
2n+1

n n,2n
Napf. necht f(z) = > o7, g_—(lanf_l)!—, 9(z) = Z:ozob(l%)L!
(z € (—00,00)). Derivovénim ¢&len po &lenu dostaneme f' = g,
g' = —f,tedy f"+f = 0. JelikoZ c-cos +d-sin je obecné feSeni rov-
nice y"+y = 0, existuji konstanty c a d takové, Ze f = c-cos+d-sin.
Ztejmé& je 0 = f(0) = ¢, 1 = g(0) = f'(0) = d- cos0 = d, tedy
f =sin, g = f' = cos. Polozime-li h(z) = > > ($)z" (|z| < 1),
zjistime, Ze h je feSenim rovnice (1+z)y’ = ay atd. Tedy pro tyto
ucely o zbytku hovofit nemusime.

Mimochodem: je nebezpeiné vytvaret iluzi, Ze Taylorova ¥ada
vzdy reprezentuje funkci v néjakém okoli odpovidajiciho bodu.
Podle mych zkuSenosti jsou vysokokol4ci ¢asto pfekvapeni, Ze
nulové funkce a funkce f, definovand vztahem f(z) = exp(—z~2)
(z #0), f(0) =0, maji stejnou Maclaurinovu ¥adu.



e

232 Matematické vzdéldvdni

Znamkovani a domaci tkoly

Zde se setkdvame s problémy i v t&ch nejjednodussich pfipa-
dech. MiZe se napf. pfihodit, Ze student se pokousi zodpovédet
nésledujici otazky: '

1. Jetada Y oo, ;(1—11175; konvergentni?
2. Je 300, o konvergentni?

Piredstavte si, %e piSe:

Rada v 1. je konvergentni podle integralniho kritéria (m4-
me (—ﬁ;)' = m—(lnl—wyg pro kazdé = > 1 a tato funkce klesd
v (1,00) a limg o0 (—127) = 0). Rada v 2. konverguje, ponévadz
limy,—seo (n—:2) =0

Je jasné, 7e pominul to podstatné a za feSeni si nezaslouZi
kladné hodnocen.

Navic byvé zvykem klasifikovat stejné ,nespradvné feSeni“ a
,24dné feSeni“. Pro stavitele mostd je oviem mnohem vyznam-
n&j#i, kolik jeho mostt spadlo, nez kolik ne. Tedy, kdyZ ddme 0
bodd za %4dné FeSeni, méli bychom dévat zaporné body za ne-
spravné Teseni.

Je také otazkou, jak znédmkovat doméci tkoly. Myslim si, Ze
je netdinné vracet studentim jejich doméci tkoly se zndmkou 2
bez dalgiho komentéfe. Kazdy doméci kol by mél byt navricen
s ‘otdzkami (a snad i radami) a méli bychom vyZadovat opravy
chyb.

wevz

Nejdtilezit&jsi véc je, samoziejmé, vybér zadédvanych problémi.
Vétgina studentd nerozumi tloze ,Najdi obecné FeSeni rovnice
y" — 1y — 6y = 0“. (To nem4 piili¥ mnoho co délat s otdzkou,
zda umé&ji & neumdji napsat spravny vzorec). M&li bychom také
zadavat tkoly jako toto: Vysvétlete, co minime, kdyZ fekneme, Ze
vyraz ce3® 4+ de~?® je obecnym Yeenim rovnice y” —y' — 6y =0
v intervalu (—o00,00).
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Zavér

NemiiZeme obviiovat studenty, Ze si pfeji pouze prezit. Budou
se uéit v prvni ¥ad& to, co je vyZadovano v domdcich tkolech
a u zkousky. Bylo by plytvdnim energie zdiraziovat, Ze by si
méli pamatovat v8ty, ne pouze vzorce, kdyZ zaddvame jen tdlohy,
v nichZ jsou potfeba pouze vzorce. Mé&li bychom zadévat jasné
formulované matematické lohy (jednoducha tloha je také tloha).
Néco jako: feSte diferencidlni rovnici

1 Yy
*)d _— dy =
(tgw+e)a:+(ylny+y2+1) y=20

neni matematicky problém, dokonce i kdyZ mnozi studenti by byli
pFipraveni ji ,FeSit“. ’

Jeden student mi fekl: ,Definice mi nepoméhaji ¥eSit Glohy.“
Mél pravdu, samozfejmé v jistém smyslu. Ale méli bychom
z takovych prohldSeni vyvodit zavér, Ze Glohy, které zaddvame,
jsou vybrany Spatné.

Meéli bychom cvicit od za¢atku studenty, aby rozuméli vyrokim
obsahujicim slova ,pro viechna ...“ nebo ,pro nékteré ...“ (=
Lexistuje ... takové, Ze“). Musime za¢it s nééim jednoduchym,
bylo by beznad&jné vnucovat definici spojitosti studentovi, ktery
neni schopen porozumét pojmu ohrani¢ené funkce. Ale myslim
si, #e kaZdy student by mél byt schopen pochopit rozdil mezi
vyrokem ,,Pro kaZdého Zenatého muZe existuje Zena, ktera je jeho
manZelkou® a ,Existuje Zena, kterd je manZelkou vSech Zenatych
muZi“. Dalsi astd chyba je, Ze nasi studenti si éasto pfedstavuji,
Ze vyrok jako ,pro kaZdé A ...“ definuje jisté A, a tedy ik néco
analogického jako ,KaZdy student ma své studijni ¢islo. On mé
modré odi.“

My, uditelé, si nékdy stéZujeme, Ze stfedoskolaci jsou ,nezre-
telni“. Toto by nas nemélo pfekvapovat, protoZze my sami po nich
ne¥ddame, aby vyrazni byli. Zlepsili bychom stav, kdybychom za-
vedli Gistni zkouSeni. JestliZe neposlouchdme odpovédi naSich stu-
dentt, neuvédomujeme si plny rozsah tohoto hororu. (Pisemné
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zkouseni p¥ispiva naSemu sebeklaméni, Ze jsme studenty néco na-
udili).

Rikal jsem na za&4tku, Ze nevim, jak zminéné problémy praktic-
ky FeSit. Ale rad bych dal alespoii jeden névrh. ZkouSime naucit
studenty piili§ mnoha poznatkim. Neni v lidskych sildch udite-
le 14tku ,F4dn&“ vysvétlit (a samoziejmé, neni v sildch studentd
ji porozumét). Neminim tim, Ze nai studenti by méli rozumét
napt. definici limity, ale myslim, Ze by méli mit dobrou intuitiv-
ni predstavu o pojmech jako je limita, derivace, soucet Fady atd.
(Méli by v&dét, Ze cosi jako ,soucet fady je soucet vSech jejich
¢lent” nic nefika.) Setkal jsem se se studentem, ktery védél, ze

z2y" +zy' +y = 0 je Eulerova rovnice, ale nemél viibec predstavu
o geometrickém vyznamu derivace. Dokézal derivovat zsinz, ale
nikoli uZ konstantni funkci.

V prvnich dvou letech budeme — pravdépodobné vzdy — muset
nahrazovat definice jen naznaky, vyslovovat véty bez dikazt nebo
nahrazovat dikaz ilustraci. Ale mé&li bychom byt svym zptsobem
désledni. Z4dny z nas netoleruje chyby jako 1% = 1£& ale
zd4 se, #e mnozi z nas jsou lhostejni, kdyZ si studenti pletou
A = B s B = A (Podivejte se na ast o rovnicich.) Myslim
si, #e druh4 chyba je mnohem nebezpetn&jsi. Nékdo by mohl ci,
%e priklady ukazujici, Ze vzorce bez vét nefunguji, jsou vytvorené
umsle. Toto, samoziejmé, je véci ndzoru. J4 bych naopak fekl, Ze
uméle vytvotené jsou piiklady ukazujici, Ze vzorce funguji i bez
vét. Ale myslim si, Ze jeden z hlavnich pedagogickych problémi je
nalézt rozumny pomér mezi ,kladnymi“ a ,zdpornymi“ piiklady.
Je pravdou, %e nékdy ziskdme spravny vysledek i kdyZz jsou nase
ivahy nespravné. Ale nedoporucoval bych naSe studenty v tomto
sméru vychovavat.
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