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EIN KOMPAKTHEITSKRITERIUM
FUR ABBILDUNGSRAUME MIT EINER
VERALLGEMEINERTEN UNIFORMEN STRUKTUR

H. POPPE
Greifswald

1. Folgende beiden Ascoli-Arzela-Sétze sind bekannt:

A) eine direkte (uniforme) Verallgemeinerung des klassischen Satzes:

(1) X sei ein kompakter Hausdorff-Raum, (Y, B) sei ein separierter uniformer
Raum; es sei H = C(X, Y) (= {fe Y* : f stetig}). Dann ist H genau dann bezilglich
der uniformen Topologie T, kompakt, wenn H die folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) H(x) (= {f(x):feH]}) ist fir jedes x€X kompakt (beziiglich der B
unterliegenden Topologie)

(b) H ist beziiglich t, abgeschlossen
(c) H ist gleichgradig stetig.

B) ein topologischer Satz von Kelley und A. P. Morse [3]:

(2) X sei ein kompakter Hausdorff-Raum, Y sei ein Hausdorffscher regulirer
Raum; es sei H = C(X, Y). Dann ist H genau dann beziiglich der compaci-open-
Topologie t, kompakt, wenn H die folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) I_:I@ ist fiir jedes x € X kompakt

(b) H is beziiglich t, abgeschlossen

(c) H ist gleichstetig (evenly continuous).

Sind X und Y topologische Ridume, so heisst H = Y* gleichstetig, wenn fiir jedes
x € X, jedes y € Y und jede offene Menge V mit y € ¥V Umgebungen U von x und W
von y existieren mit der Eigenschaft: aus fe H und f(x) e W folgt f(U) = V. Wie
Kelley und A. P. Morse gezeigt haben ist die Gleichstetigkeit eine Verallgemeinerung
der gleichgradigen Stetigkeit.

(3) Ist X ein topologischer Raum, (Y, B) ein uniformer Raum und ist H < Y*
gleichgradig stetig, so ist H gleichstetig.

Umgekehrt zeigten sie:
(4) Ist H gleichstetig in x € X und ist ITx) kompakt, so ist H in x gleichgradig
stetig. ‘

Damit folgt der Satz (1) aus dem Satz (2), aber man kann nicht umgekehrt (2)

aus (1) ableiten. Man kann sich jedoch fragen, ob (2) vielleicht doch ein “uniformer”
Satz ist (bzw. sich aus einem solchen ableiten ldsst), ndmlich ein uniformer Satz
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beziiglich einer verallgemeinerten (“abgeschwichten”) uniformen Struktur fiir den
Bildraum. Dies wird durch den Umstand nahegelegt, dass Morita [4] verallgemeinerte
uniforme Strukturen definiert hat, so dass jeder regulire Raum eine mit der Topologie
vertrégliche (“regulire”) verallgemeinerte uniforme Struktur besitzt').

Wir zeigen im folgenden, dass sich dieser Gedanke wirklich durchfiihren lésst,
d. h. wir geben einen uniformen Ascoli-Arzela-Satz an, der beide Sitze (1) und (2)
als Spezialfille enthilt. (Dabei wird der uniforme Charakter der Gleichstetigkeit
noch deutlicher gemacht.)

2. Bei seinen Verallgemeinerungen geht Morita von der Tukeyschen Definition
einer uniformen Struktur?) aus. Rinow [7] nimmt noch einen etwas allgemeineren
Standpunkt ein.

X sei eine Menge und X = {«, 8, 7 ...} sei ein System von Uberdeckungen von X.
Die Topologie 7y fiir X, die durch die Subbasis der offenen Mengen U{{4: d€ea}:
:a € X} definiert wird, nennen wir die X unterliegende Topologie. X heisst gefiltert,
wenn je zwei Elemente aus X eine gemeinsame Verfeinerung haben. X heisst a)
schwach reguldr [4], b) regulidr [4], ¢) Hausdorffsch oder separiert, wenn X die
entsprechende der folgenden Bedingungen besitzt:

a) fiir jedes x € X und je endlich viele A;eo; €2, i =1,...,n mit xe N4,
existiert ein € X mit St (x, ) = N4, 3). i

b) es gilt die Bedingung a) und zu jedem « € X existiert ein fe X (B = B,) mit
der Eigenschaft, dass es zu jedem B e f8 ein yz€ X und ein Az e a mit St (B, y5)
< Ay gibt*).

) zu x, ye X, x # y existieren o, f € £ mit St (x, «) N St(y, ) = 0.

T (bzw. (x, %)) bezeichnen wir im folgenden als uniforme Struktur (bzw. als
uniformen Raum), wenn X gefiltert ist. (X, X) heisst entsprechend ein schwach reguld-
rer, reguldrer oder Hausdorffscher uniformer Raum, wenn X eine uniforme Struktur
mit a), b) oder c) ist.

Eine uniforme Struktur ¥ nach dem iiblichen Sprachgebrauch (also eine Tukey-
Struktur) nennen wir vollstidndig reguldr. Ist X ein schwach reguldrer Raum (fiir jedes

x € X und jedes offene Menge G mit x € G gilt @ < G), ein reguldrer Raum (jedes
x € X besitzt eine Umgebungsbasis aus abgeschlossenen Umgebungen) oder ein
Hausdorffscher Raum, so ist das System X aller offenen Uberdeckungen von X eine
schwach reguldre, regulire oder Hausdorffsche uniforme Struktur.

Wir wollen nun uniforme Strukturen (in unserem Sinne) in Mengen von Abbil-

1y Morita verwendet diese Strukturen in der Erweiterungstheorie topologischer Riume.

2) Tukey definiert bekanntlich eine uniforme Struktur fiir eine Menge X durch ein System X
von Uberdeckungen von X, das bestimmte Axiome erfillt (man vgl. hierzu [2]).

%) Fiir P < X und « € X heisst St (P, 0) = J{4 €x: 4 N P % 0} der Stern von A4 beziig-
lich a, fur St ({x}, «) schreiben wir St (x, «).

4) Man erkennt, dass diese Bedingung eine unmittelbare Abschwichung der ,Dreiecksun-
gleichung* (Sternverfeinerungsbedingung) ist.
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dungen erkldren: X und Y seien Mengen und X sei éin System von Uberdeckungen
von Y. ¥ kann man dann auf die iibliche Weise®) ein System <X, X von Uberdeckun-
gen von Y* zuordnen: fiir € ¥ und f e Y* setzen wir M§ = {g € Y*: zu jedem x € X
existiert ein A, € o mit (f(x), g(x))e A, x A4,}.%) Ferner sei <X, a) = {M}:feY*}
und <X, 2 = {{X,a) :aeX}. {X,«) ist fiir jedes o eine Uberdeckung von Y~*
und <X, 2) das zu X gehorige System von Uberdeckungen. Man bemerkt sofort,
dass mit X auch (X, X) eine uniforme Struktur ist. Wir fithren im folgenden nur das
an, was wir zum Beweis des Kompaktheitskriteriums und zur Ableitung der Sitze (1)
und (2) aus diesem Kriterium bendtigen.”) Zunédchst vergleichen wir die (X, X)
unterliegende Topologie 7¢x,yy mit der simplen Topologie (Produkttopologie) 7, und
der compact-open-Topologie 7, fiir Y* (wobei 7, und 7, beziiglich der Topologie
7y fiir Y gebildet werden).

(5) X sei eine Menge, (Y, X) sei ein schwach reguldrer uniformer Raum. Dann
gilt fiir YX 1, © 1y 5.

Beweis. Wir betrachten ein Subbasiselement (x, G) = {fe Y*:f(x)e G},
xe€ X, Gerty von 7, und es sei f€(x, G), also f(x) e G; da X schwach reguldr ist,
existiert ein o € £ mit St (f(x), o) = G; dann gilt aber t(x 5, 3 M} < (x, G):ist g € Mj,
so gibt es ein Ve o mit (f(x), g(x)) € V x V; es ist also g(x) e V = St (f(x), ) = G.

(6) X sei ein beliebiger, Y ein Hausdorffscher topologischer Raum; X sei eine
vertrdgliche®) uniforme Struktur fir Y, die aus offenen Uberdeckungen von Y
besteht, wo bei X alle endlichen offenen Uberdeckungen enthdlt. Dann gilt fiir
C(X,Y)1, © x5

Beweis. Sei fe(K, W)= {feC(X,Y):f(K)= W}er, K =X kompakt,
W < Y offen; es ist dann f(K) = W und f(K) ist kompakt und damit abgeschlossen;
folglich ist ag = {W, Y — f(K)} eine offene Uberdeckung von Y; es ist &, € X und
wir zeigen, dass MP n C(X, Y) = (K, W) gilt: ist g e MY n C(X, Y) und x € K, so
gibt es ein Ve o, mit (f(x), g(x)) e V x V; wegen f(x) e f(K) ist V & Y — f(K) und
folglich ist g(x) € W, d. h. es gilt g(K) = W.

(7) X sei kompakt und Hausdorffsch und (Y, X) sei ein beliebiger uniformer
Raum. Dann gilt fir C(X, Y) tx,5y < T,

Beweis. Sei o€ X, fe C(X, Y); wir zeigen, dass M} n C(X, Y) e 7, gilt: es sei
g€ M§ n C(X,Y); dann existiert zu x € X ein A, ea mit (f(x), g(x)) € 4, X A,
da X reguldr ist und f, g stetig sind, gibt es eine offene Umgebung U, von x mit f( U,)c

5) Man vergleiche [2], S. 36 und S. 12 und [1].

6 v= U{A X A: A€ oz} ist eine ,,entourage fiir Y (im Sinne von Bourbaki) und
(X, V)= {(f, 2 e YX x YX:(f(x), g(x)) € V fiir jedes x € X} ist eine entourage fiir YX und es
gilt gerade (X, V) (f) = M5

7) Eine systematische Untersuchung der Abbildungsriume, die mit einer verallgemeinerten
uniformen Struktur ausgestattet sind, soll an anderer Stelle publiziert werden.

8) X heisst vertraglich mit der Topologie 7 von Y, wenn Ty = 7 gilt.
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< A,und g(U,) = A4,; (U,),x ist eine offene Uberdeckung von X und folglich existie-
renxy, ..., x, € X mit Y U, = X; die U,, sind kompakt und es gilt g € ) (U,,, 4,,) N
i=1 i=1
NCX, Y)etsseihe N(Us, Ay,) 0 C(X, Y) und xe X; es sei x € U,.O und folglich
i=1 !
ist f(x) e Ay, ; da auch h(x) e A, ist, gilt also e Mj n C(X, Y) d. h. insgesamt gilt
9eN (U, 4,)n C(X,Y) = M n C(X, Y).
i=1

Wir kénnen nun die Aussagen (3) und (4) iiber den Zusammenhang zwischen
gleichgradiger Stetigkeit und Gleichstetigkeit verallgemeinern. Zunichst kann man
ohne Schwierigkeiten den Begriff der gleichgradigen Stetigkeit einer Menge von
Abbildungen fiir den Fall aussprechen, dass der Bildraum mit einer beliebigen
uniformen Struktur ausgestattet ist.

Definition. X sei ein topologischer Raum, (Y, Z) sei ein uniformer Raum; es sei
H < Y*. H heisst gleichgradig stetig, wenn zu jedem x € X und jedem o€ X eine
Umgebung U von x existiert mit der Eigenschaft: ist fe H, so gibt es ein A, € @ mit
f(U) c Ay 9).

8) X sei ein topologischer Raum, (Y, X) sei ein reguldrer uniformer Raum;
es sei H — YX; H sei gleichgradig stetig. Dann ist H gleichstetig.

Beweis. Esseixe X, yeYund 4, n...n A,, A; € «; € X, sei ein Basiselement
von 7y mit y € (N4;; da X insbesondere schwach regular ist, existiert zu a;, 1, ..., n

n
ein a € £ mit St (y, «) = () 4;; da X reguldr ist, existiert ferner zu a ein f € Z (B = f,)
i=1

mit der Eigenschaft: zu jedem B € f§ existiert ein yz € X und ein A € a mit St (B, y5) =
< Ap; es gibt ein B, € f mit y € By; da H gleichgradig stetig ist, existiert zu yp, eine
Umgebung U von x, so dass zu jedem fe H ein C; e yp, mit f(U) = C, existiert;
B, ist eine offene Umgebung von y und es sei g € H und g(x) € By; dann gilt g(U) <
< C, = St(By, 75,) = Ag, € o; Wegen y € St (Bo, y5,) folgt y € Ay, also ist g(U) =

< Ag, = St(y, «) = () A;; das bedeutet, H ist gleichstetig.
i=1

(9) X sei ein topologischer Raum, (Y, ) sei ein uniformer Raum; es sei H

c YX, x € X und H(x) sei kompakt. Ist dann H gleichstetig in x, so ist H gleichgra-
dig stetig in x.

Beweis. Sei a € X; zu yeITI_(x—) gibt es ein V, e a mit y € V; es ist ¥, € 1y und
folglich gibt es nach Voraussetzung zu x, y, ¥, Umgebungen U” von x und W, von y,
so dass fiir jedes fe H mit f(x) e W, f(U*) = V, gilt; es gibt y,, ..., y, € H(x) mit
H(x) = UW,; es sei U = NU’; ist dann f e H, so gilt f(x) € H(x), also f(x) e W

9) Ist (Y, X) ein volistindig reguldrer uniformer Raum (also eine Tukey-Struktur), so ist das
gerade der ubliche Begriff (siche [2]).
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(fur ein iy); folglich gilt f(U) < f(U”i0) = V,,, € @ Damit ist H gleichgradig stetig in x.

Bemerkung. In der Arbeit [6] haben wir durch ein Gegenbeispiel gezeigt, dass
man in der Aussage (9) auf die Voraussetzung ,,E(_x) ist kompakt‘ nicht verzichten
kann (in diesem Beispiel ist X sogar eine vollstindig regulédre uniforme Struktur und
H(x) ist beziiglich ¥ prikompakt). Dies zeigt, dass die Gleichstetigkeit kein rein
uniformer Begriff ist'®). Andererseits zeigt (8), dass dieser Begriff bereits eine Verall-
gemeinerung der gleichgradigen Stetigkeit beziiglich einer reguldren uniformen
Struktur fiir den Bildraum ist.

Nun kdnnen wir das Kompaktheitskriterium formulieren.

(10) Satz. X sei ein kompakter Hausdorff-Raum, (Y, X) sei ein Hausdor[fscher
und regulirer uniformer Raum; es sei H = C(X,Y). Dann ist H genau dann
beziiglich ©(x 5y kompakt, wenn H die folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) Fiir jedes x € X ist H(x) kompakt
(b) H ist beziiglich t.x y, abgeschlossen
(c) H ist gleichgradig stetig.

Beweis. Wir schicken folgende Aussage voraus, deren Beweis man in [3] oder
in [5] finden kann.

(IOa) X sei ein beliebiger topologischer Raum, Y sei ein reguldrer Raum: es
sei H < YX und (f,) sei eine Moore-Smith-Folge aus H mit f; > fe YX; H sei
gleichstetig. Dann gilt f; = f und es ist f € C(X, Y).

Weiterhin ist mit 2 auch 7, Hausdorffsch, ferner ist 7.y s, Hausdorffsch: gilt
f* g, also f(x) + g(x) fiir ein xeX, so existieren a, feZ mit St(f(x), )N
A St (g(x), B) = 0; dann gilt aber M5 n M5 = 0.

1. H erfiille die Bedingungen (a), (b), (c). Es ist H = [[{H(x) : x € X} und
Hﬁ(;c—) ist nach (a) t-kompakt in Y*; da (Y, t;) Hausdorffsch ist, so ist (Y%, 1)

Hausdorffsch und [[H(x) somit 7,-abgeschlossen in Y* und folglich gilt H* <

< []H(x), d. h. H* ist t-kompakt. (f;) sei eine beliebige Moore-Smith-Folge
aus H; dann existiert eine Moore-Smith-Teilfolge (f,) von (f;) mit f, = fe H™;
nach (c) und (8) folgt, dass H gleichstetig ist; wie man leicht zeigt, ist mit X auch 7,
reguléir; dann konvergiert aber nach (10a) und (7) f, beziiglich .x 5, gegen f; nach (b)
folgt f € H und damit ist gezeigt, dass H beziiglich 7.y 5, kompakt ist.

2. H sei beziiglich tx y, kompakt. Nach (5) ist H dann auch beziiglich r,
kompakt und damit bezliglich t, abgeschlossen, denn mit t; Hausdorffsch ist auch
(C(X, Y), 7,) Hausdorffsch. Daraus folgt, dass H(x) fiir jedes x € X kompakt ist'?).
Wir zeigen nun noch, dass H gleichgradig stetig ist: sei « € X und x € X; da X regulér

10) In [5] haben wir die Gleichstetigkeit fiir beliebige Limesrdume definiert.
11y Man vergleiche etwa [3].
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ist, gibt es zu « ein fe X, so dass zu jedem Be f ein yye X und ein Ag e o mit
St (B, y5) = Apexistiert; fiir f € H sei B, ein Element aus  mit f(x) € B,; wir setzen
abkiirzend y; = yp, und A, = Ap; es gilt dann H < U{M} : fe H} und die MY

liegen in 7.x,ry; es gibt folglich f,,...,f,e H mit H < | M;fi"; die f; sind stetig
i=1

und es gilt fi(x) € B;,; folglich gibt es eine Umgebung U von x mit fi(U) < By, fir
i=1,...,n;seinunge Hund y e Uundes seig € M}fi;o; folglich gibt es ein I' € Vi
mit (9(y), fi(¥)) €I’ x I'; aus ye U und f,(U) = By, folgt fi(y)€ By, , d. h. es
gilt g(y)eI' = St (Bfio’ yfio) < Ay, , also insgesamt gilt g(U) = Ay, o

Wir wollen zum Schluss noch die Sitze (1) und (2) aus (10) ableiten.

Wir betrachten die Voraussetzungen des Satzes (10):

a) Z sei speziell eine Hausdorffsche vollstidndig reguldre uniforme Struktur. Dann
ist 7¢x,ry gerade die uniforme Topologie 7, und (1) folgt unmittelbar aus (10).

b) Y sei ein Hausdorffscher und regulédrer topologischer Raum und ¥ sei das
System aller offenen Uberdeckungen von Y. Dann ist X eine (vertrigliche) Haus-
dorffsche regulire uniforme Struktur. Nach (6) und (7) gilt 7(x,5, = 7, und nach (8)
und (9) féllt die gleichgradige Stetigkeit mit der Gleichstetigkeit zusammen. Damit
erhélt man auch (2) aus (10).
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