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EIN KOMPAKTHEITSKRITERIUM 
FÜR ABBILDUNGSRÄUME MIT EINER 
VERALLGEMEINERTEN UNIFORMEN STRUKTUR 
H. POPPE 
Greifswald 

1. Folgende beiden Ascoli-Arzelä-Sätze sind bekannt: 

A) eine direkte (uniforme) Verallgemeinerung des klassischen Satzes: 

(l) X sei ein kompakter Hausdorff-Raum, (Y, 33) sei ein separierter uniformer 
Raum; es sei H cz C(X, Y) (= {feYx :f stetig}). Dann ist H genau dann bezüglich 
der uniformen Topologie xu kompakt, wenn H die folgenden Bedingungen erfüllt: 

(a) H(x) (= {f(x):feH}) ist für jedes xeX kompakt (bezüglich der 33 
unterliegenden Topologie) 

(b) H ist bezüglich xu abgeschlossen 
(c) H ist gleichgradig stetig. 

B) ein topologischer Satz von Kelley und A. P. Morse [3]: 

(2) X sei ein kompakter Hausdorff-Raum, Y sei ein Hausdorff scher regulärer 
Raum; es sei H cz C(X, Y). Dann ist H genau dann bezüglich der compact-open-
Topologie xc kompakt, wenn H die folgenden Bedingungen erfüllt: 

(a) H(x) ist für jedes xe X kompakt 
(b) Ff is bezüglich xc abgeschlossen 
(c) H ist gleichstetig (evenly continuous). 

Sind X und Y topologische Räume, so heisst H cz Yx gleichstetig, wenn für jedes 
x eX, jedes y e Yund jede offene Menge Fmit y e V Umgebungen 17 von x und W 
von y existieren mit der Eigenschaft: aus fe H und f(x) e W folgt f(U) cz V. Wie 
Kelley und A. P. Morse gezeigt haben ist die Gleichstetigkeit eine Verallgemeinerung 
der gleichgradigen Stetigkeit. 

(3) Ist X ein topologischer Raum, (Y, 33) ein uniformer Raum und ist H cz Yx 

gleichgradig stetig, so ist H gleichstetig. 

Umgekehrt zeigten sie: 

(4) Ist H gleichstetig in xeX und ist H(x) kompakt, so ist H in x gleichgradig 
stetig. 

Damit folgt der Satz (l) aus dem Satz (2), aber man kann nicht umgekehrt (2) 
aus (l) ableiten. Man kann sich jedoch fragen, ob (2) vielleicht doch ein "uniformer'* 
Satz ist (bzw. sich aus einem solchen ableiten lässt), nämlich ein uniformer Satz 
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bezüglich einer verallgemeinerten ("abgeschwächten") uniformen Struktur für den 
Bildraum. Dies wird durch den Umstand nahegelegt, dass Morita [4] verallgemeinerte 
uniforme Strukturen definiert hat, so dass jeder reguläre Raum eine mit der Topologie 
verträgliche ("reguläre") verallgemeinerte uniforme Struktur besitzt1). 

Wir zeigen im folgenden, dass sich dieser Gedanke wirklich durchführen lässt, 
d. h. wir geben einen uniformen Ascoli-Arzelä-Satz an, der beide Sätze (l) und (2) 
als Spezialfälle enthält. (Dabei wird der uniforme Charakter der Gleichstetigkeit 
noch deutlicher gemacht.) 

2. Bei seinen Verallgemeinerungen geht Morita von der Tukeyschen Definition 
einer uniformen Struktur2) aus. Rinow [7] nimmt noch einen etwas allgemeineren 
Standpunkt ein. 

X sei eine Menge und Z = {a, /?, y ...} sei ein System von Überdeckungen von X. 
Die Topologie x1 für X, die durch die Subbasis der offenen Mengen \J{{A : Aea} : 
: OL e Z} definiert wird, nennen wir die Z unterliegende Topologie. Z heisst gefiltert, 
wenn je zwei Elemente aus Z eine gemeinsame Verfeinerung haben. Z heisst a) 
schwach regulär [4], b) regulär [4], c) Hausdorffsch oder separiert, wenn Z die 
entsprechende der folgenden Bedingungen besitzt: 

a) für jedes xeX und je endlich viele A% e cct e Z, i = 1, ..., n mit x e f)Ai 
existiert ein ß e Z mit St (x, ß) c f)At

 3). l 

i 

b) es gilt die Bedingung a) und zu jedem aeZ existiert ein ß e Z (ß = jSa) mit 
der Eigenschaft, dass es zu jedem B e ß ein yB e Z und ein ABe a mit St (B, yB) c 
c AB gibt4). 

c) zu x, y e X, x 4= y existieren a, ß e Z mit St (x, a) n St (y, ß) = 0. 

Z (bzw. (X, Z)) bezeichnen wir im folgenden als uniforme Struktur (bzw. als 
uniformen Raum), wenn Z gefiltert ist. (X, Z) heisst entsprechend ein schwach regulä­
rer, regulärer oder Hausdorffscher uniformer Raum, wenn Z eine uniforme Struktur 
mit a), b) oder c) ist. 

Eine uniforme Struktur Z nach dem üblichen Sprachgebrauch (also eine Tukey-
Struktur) nennen wir vollständig regulär. Ist X ein schwach regulärer Raum (für jedes 
x e X und jedes offene Menge G mit xe G gilt {x} c G), ein regulärer Raum (jedes 
x e X besitzt eine Umgebungsbasis aus abgeschlossenen Umgebungen) oder ein 
Hausdorffscher Raum, so ist das System Z aller offenen Überdeckungen von X eine 
schwach reguläre, reguläre oder Hausdorffsche uniforme Struktur. 

Wir wollen nun uniforme Strukturen (in unserem Sinne) in Mengen von Abbil-

*) Morita verwendet diese Strukturen in der Erweiterungstheorie topologischer Räume. 
2) Tukey definiert bekanntlich eine uniforme Struktur für eine Menge X durch ein System Z 

von Überdeckungen von X, das bestimmte Axiome erfüllt (man vgl. hierzu [2]). 
3) Für P cz X und a e l heisst St (P, a) = U {^ e a : A n P 4= 0} der Stern von A bezüg­

lich a, für St ({*}, a) schreiben wir St (x, a). 
4) Man erkennt, dass diese Bedingung eine unmittelbare Abschwächung der „Dreiecksun­

gleichung" (Sternverfeinerungsbedingung) ist. 
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düngen erklären: X und Yseien Mengen und I sei ein System von Überdeckungen 
von Y. I kann man dann auf die übliche Weise5) ein System (X, 1} von Überdeckun­
gen von Yx zuordnen: für a e I undfe Y* setzen wir Mf = {g e Yx: zu jedem xeX 
existiert ein Axe et mit (f(x), g(x))eAx x Ax}.6) Ferner sei (X, a> = {Mf :fe Yx} 
und <K, 1} = {<K, a> : a e I}. (X, a> ist für jedes a eine Überdeckung von Yx 

und <K, T> das zu I gehörige System von Überdeckungen. Man bemerkt sofort, 
dass mit I auch (X, 2} eine uniforme Struktur ist. Wir führen im folgenden nur das 
an, was wir zum Beweis des Kompaktheitskriteriums und zur Ableitung der Sätze (1) 
und (2) aus diesem Kriterium benötigen.7) Zunächst vergleichen wir die <X, 1} 
unterliegende Topologie T<x.r> mit der simplen Topologie (Produkttopologie) TS und 
der compact-open-Topologie TC für Yx (wobei TS und TC bezüglich der Topologie 
TZ für Y gebildet werden). 

(5) X sei eine Menge, (Y, Z) sei ein schwach regulärer uniformer Raum. Dann 
gilt für Yx TS cz T<Xtiy 

Beweis. Wir betrachten ein Subbasiselement (x, G) = {fe Yx :f(x) e G}, 
x e X, G e TE von TS und es sei fe (x, G), also f(x) e G; da S schwach regulär ist, 
existiert ein a e l mit St (f(x), oc) cz G; dann gilt aber t< X I > 3 Mf cz (x, G): ist g e Mf, 
so gibt es ein Ve a mit (f(x), g(x)) e V x V; es ist also g(x) e V cz St (f(x), oc) cz G. 

(6) X sei ein beliebiger, Yein Hausdorffscher topologischer Raum', I sei eine 
verträgliche^) uniforme Struktur für Y, die aus offenen Überdeckungen von Y 
besteht, wo bei I alle endlichen offenen Überdeckungen enthält. Dann gilt für 
C ( X J ) T C C T < X | I > . 

Beweis. Sei fe(K, W) = {fe C(X, Y) :f(K) cz W} e TC, K a X kompakt, 
W cz Yoffen; es ist dannf(K) cz TVundf(K) ist kompakt und damit abgeschlossen; 
folglich ist a0 = {PV, Y —f(K)} eine offene Überdeckung von Y; es ist a0 ei und 
wir zeigen, dass Mf n C(X, Y) cz (K, W) gilt: ist g e M}° n C(X, Y) und x eK, so 
gibt es ein Ve a0 mit (f(x), g(x)) e V x V; wegen f(x) ef(K) ist V # Y - f(K) und 
folglich ist g(x) e W, d. h. es gilt g(K) cz W. 

(7) X sei kompakt und Hausdorffsch und (Y, I) sei ein beliebiger uniformer 
Raum. Dann gilt für C(X, Y) t < y i > cz TC. 

Beweis. Sei ael, f e C(X, Y); wir zeigen, dass Mf n C(X, Y) e TC gilt: es sei 
g e Mf n C(X, Y); dann existiert zu xeX ein Axea mit (f(x), g(x)) e Ax x Ax; 
da X regulär ist und f, g stetig sind, gibt es eine offene Umgebung Ux von x mit f( Ux) cz 

5) Man vergleiche [2], S. 36 und S. 12 und [1]. 
6) V= U{A X A : A e a} ist eine ,,entourage" für Y (im Sinne von Bourbaki) und 

<X, V> = {(f, g)e Yx X Yx : (f(x), ^(x)) e V für jedes xeX} ist eine entourage für Yx und es 
gilt gerade <X, V> (f) = Mf. 

7) Eine systematische Untersuchung der Abbildungsräume, die mit einer verallgemeinerten 
uniformen Struktur ausgestattet sind, soll an anderer Stelle publiziert werden. 

8) E heisst verträglich mit der Topologie T von Y, wenn zs = T gilt. 
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cz Ax und g(Ux) cz Ax; (Ux)xeX ist eine offene Überdeckung von X und folglich existie­
rt n 

ren xl9 ..., xn e X mit (J Ux. = K; die Üx. sind kompakt und es gilt g e f) (ÜXi, Ax) n 
i = l 

n C(X, Y) e xc; sei h. e f) (II,,, Ax) n C(Z, Y) und xeX;es sei x e Ux. und folglich 
j = i '° 

istf(x) e Ax.o; da auch h(x) e Ax. ist, gilt also h e M*f n C(X, Y) d. h. insgesamt gilt 

g e 0 (UXl, Ax) n C(X, Y) c M} n C(X, Y). 
i = l 

Wir können nun die Aussagen (3) und (4) über den Zusammenhang zwischen 
gleichgradiger Stetigkeit und Gleichstetigkeit verallgemeinern. Zunächst kann man 
ohne Schwierigkeiten den Begriff der gleichgradigen Stetigkeit einer Menge von 
Abbildungen für den Fall aussprechen, dass der Bildraum mit einer beliebigen 
uniformen Struktur ausgestattet ist. 

Definition. X sei ein topologischer Raum, (Y, E) sei ein uniformer Raum; es sei 
H cz Yx. H heisst gleichgradig stetig, wenn zu jedem xeX und jedem aeE eine 
Umgebung U von x existiert mit der Eigenschaft: ist feH, so gibt es ein Afea mit 

/(irtc-V)-
8) X sei ein topologischer Raum, (Y, E) sei ein regulärer uniformer Raum; 

es sei H cz Yx; H sei gleichgradig stetig. Dann ist H gleichstetig. 

Beweis. Es sei x e X, y e Yund At n ... n An, At e at e I, sei ein Basiselement 
von t j mit y e C\At; da E insbesondere schwach regulär ist, existiert zu ah 1, ..., n 

n 

ein a e E mit St (y, a) cz n At; da E regulär ist, existiert ferner zu a ein ß e E (ß = ßa) 
i = l 

mit der Eigenschaft: zu jedem B e ß existiert ein yBe E und ein ABe a mit St (B, yB) cz 
cz AB; es gibt ein B0e ß mit y e B0; da H gleichgradig stetig ist, existiert zu yBo eine 
Umgebung U von x, so dass zu jedem feH ein Cfe yBo mit f(U) cz Cf existiert; 
B0 ist eine offene Umgebung von y und es sei g e H und g(x) e B0; dann gilt g(L7) cz 
cz Cg cz St (J30, yBo) cz ABo e a; wegen y e St (B0, yBo) folgt y e ABo, also ist g(U) cz 

n 

cz ABo cz St (y, a) cz f) At; das bedeutet, H ist gleichstetig. 
i = l 

(9) X sei ein topologischer Raum, (Y, E) sei ein uniformer Raum; es sei H cz 
cz Yx, x e X und H(x) sei kompakt. Ist dann H gleichstetig in x, so ist H gleichgra­

dig stetig in x. 

Beweis. Sei a e E; zu y e H(x) gibt es ein Vyea mit y e Vy; es ist Vy e x2 und 

folglich gibt es nach Voraussetzung zu x, y, Vy Umgebungen Uy von x und Wy von y, 

so dass für jedes feH mit f(x) e Wy f(U
y) cz Vy gilt; es gibt yu ..., yn e H(x) mit 

H(x) cz \JWyi; es sei U = ()Uyi; ist dannfe H, so giltf(x) e H(x), also f(x) e Wy. 

9) Ist (Y, L) ein vollständig regulärer uniformer Raum (also eine Tukey-Struktur), so ist das 
gerade der übliche Begriff (siehe [2]). 
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(für ein i0); folglich gilt f(U) cz f(Uyi°) cz Vy. e a. Damit ist H gleichgradig stetig in x. 

Bemerkung. In der Arbeit [6] haben wir durch ein Gegenbeispiel gezeigt, dass 
man in der Aussage (9) auf die Voraussetzung ,,H(x) ist kompakt" nicht verzichten 
kann (in diesem Beispiel ist Z sogar eine vollständig reguläre uniforme Struktur und 
H(x) ist bezüglich Z präkompakt). Dies zeigt, dass die Gleichstetigkeit kein rein 
uniformer Begriff ist10). Andererseits zeigt (8), dass dieser Begriff bereits eine Verall­
gemeinerung der gleichgradigen Stetigkeit bezüglich einer regulären uniformen 
Struktur für den Bildraum ist. 

Nun können wir das Kompaktheitskriterium formulieren. 

(10) Satz. X sei ein kompakter Hausdorff-Raum, (Y, Z) sei ein Hausdorffscher 
und regulärer uniformer Raum; es sei H cz C(X, Y). Dann ist H genau dann 
bezüglich T<X,J> kompakt, wenn H die folgenden Bedingungen erfüllt: 

(a) Für jedes x e X ist H(x) kompakt 
(b) H ist bezüglich T<X ,I> abgeschlossen 
(c) H ist gleichgradig stetig. 

Beweis. Wir schicken folgende Aussage voraus, deren Beweis man in [3] oder 
in [5] finden kann. 

(10a) X sei ein beliebiger topologischer Raum, Y sei ein regulärer Raum: es 

sei H c Yx und (f^) sei eine Moore-Smith-Folge aus H mit f^-Afe Yx; H sei 

gleichstetig. Dann giltft -^ f und es ist f e C(X, Y). 

Weiterhin ist mit Z auch xE Hausdorffsch, ferner ist x<x,sy Hausdorffsch: gilt 
f 4= g, also f(x) #= g(x) für ein x e X, so existieren a, ß e Z mit St (f(x), a) n 
n St (g(x), ß) = 0; dann gilt aber M} n M* = 0. 

1. H erfülle die Bedingungen (a), (b), (c). Es ist H cz Y[{H(X) ' x e X} und 
f]H(x) ist nach (a) Ts-kompakt in Yx; da (Y, T^) Hausdorffsch ist, so ist (Yx, xs) 

Hausdorffsch und f ] # ( x ) som^ ^-abgeschlossen in Yx und folglich gilt HXs cz 

cz Y\H(x), d. h. HXs ist Ts-kompakt. (f-) sei eine beliebige Moore-Smith-Folge 
aus H; dann existiert eine Moore-Smith-Teilfolge (fk) von (f,.) mit fk ^>feHXs; 

nach (c) und (8) folgt, dass H gleichstetig ist; wie man leicht zeigt, ist mit I auch xs 

regulär; dann konvergiert aber nach (10a) und (7)ffe bezüglich T < X I > gegenf; nach (b) 
folgt fe H und damit ist gezeigt, dass H bezüglich T<X>I> kompakt ist. 

2. H sei bezüglich x<x,i> kompakt. Nach (5) ist H dann auch bezüglich xs 

kompakt und damit bezüglich TS abgeschlossen, denn mit xE Hausdorffsch ist auch 
(C(X, Y), xs) Hausdorffsch. Daraus folgt, dass H(x) für jedes xeX kompakt ist11). 
Wir zeigen nun noch, dass H gleichgradig stetig ist: sei a e I und x eX; da Z regulär 

10) In [5] haben wir die Gleichstetigkeit für beliebige Limesräume definiert. 
1X) Man vergleiche etwa [3]. 
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ist, gibt es zu a ein ß e I, so dass zu jedem B e ß ein yB e I und ein AB e a mit 
St (B, yB) er AB existiert; für fe H sei Bf ein Element aus ß mitf(x) e Bf; wir setzen 
abkürzend yf = yBf und Af = ABf; es gilt dann H <= \J{M}f \feH) und die M}f 

n 

liegen in T<X,I>; es gibt folglich fl9 ...,fneH mit H c (J M/1; die f,- sind stetig 

und es gilt ft(x) e Bfi; folglich gibt es eine Umgebung U von x mit ft(U) c= Bfi für 

i = 13 ..., n; sei nun g e H und y e U und es sei g e M7/^; folglich gibt es ein F e yff 

mit (g(y)Ji0(y)) e F x F; aus y e U und f,0(U) c P^ folgt ft-0(y) e Bf.^ d. h. es 

gilt g(y) e f c St (Bf. , v r. ) er Ar. , also insgesamt gilt g(U) cz Af. e a. 
\ / \ ./ lQ J I Q / J JQ \ / J JQ 

Wir wollen zum Schluss noch die Sätze (l) und (2) aus (10) ableiten. 

Wir betrachten die Voraussetzungen des Satzes (10): 
a) I sei speziell eine Hausdorffsche vollständig reguläre uniforme Struktur. Dann 

ist T<X,I> gerade die uniforme Topologie TU und (1) folgt unmittelbar aus (10). 
b) Y sei ein Hausdorffscher und regulärer topologischer Raum und I sei das 

System aller offenen Überdeckungen von Y. Dann ist I eine (verträgliche) Haus­
dorffsche reguläre uniforme Struktur. Nach (6) und (7) gilt T<X>I> = TC und nach (8) 
und (9) fällt die gleichgradige Stetigkeit mit der Gleichstetigkeit zusammen. Damit 
erhält man auch (2) aus (10). 
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