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НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ГРАНИЧНЫЕ 
ЗАДАЧИ В ОБЛАСТЯХ С МЕЛКОЗЕРНИСТОЙ ГРАНИЦЕЙ 

Игорь В.Скрыпник 

Донецк, СССР 

Работа посвящена изучению сходимости решений задач Дирихле 

для квазилинейных эллиптических уравнений второго порядка в пос­

ледовательности областей с мелкозернистой границей. 

Пусть ^ - произвольная ограниченная область в а -мерном 

евклидовом пространстве К и предположим, что при каждом нату­

ральном значении б определено конечное число непересекающихся 

замкнутых множеств Е
с
 *' (I = !,.-., 3(5)) , содержащихся в ^ • 

Дальше будут сформулированы дополнительные условия на р.
1
*

}
 , из 

и
 г» СИ 

которых, в частности, следует, что при $ —- <*> диаметры г\ 

стремятся к нулю. Следуя [I] , последовательностью областей с 

мелкозернистой границей называем последовательность ^
С 6 )

 = 

В области ь><_. рассматривается квазилинейная эллиптическая 

задача 

U) 
ôa^ «/_ . ôu 

<ŽÈ;,н^u-S)--í--».І)-0. *'Q-' 
(2) и(х)-^сх), я € д О с

*
} 

где -най - некоторая известная, определенная в ^ , функция. 

Сложная структура области ^
С 5 )

 не вносит дополнительных за -

труднаний в изучение разрешимости и единственности решения задачи 

(1)-(2). Для каждого в при определенных предположениях относи -

тельно данных задачи (I), (2) существование решения можно дока -

зать известными методами (см. [I] )• Однако для таких задач при 
больших $ практически невозможно реализовать приближенные мето­

ды нахождения решений и в связи с этим актуальное значение приоб­

ретает вопрос о возможности приближенной замены задачи (I), (2) 

более простой задачей того же вида в фиксированной области, к ре­

шению которой стремятся решения задач (I), (2) при $-* оо . 

В связи с этим возникают вопросы: выяснить условия, при кото­

рых сходятся решения задачи (I), (2) при з — оо , и указать гра­

ничную задачу для предельной функции. Решению этих вопросов и поо-
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вящена настоящая работа. 

Отметим, что указанные задачи описывают различные реальные 

процессы, протекающие в средах с инородными включениями. Эти во -

просы возникают в задачах упруго-пластического равновесия, теории 

фильтрации и многих других разделах физики и механики. 

Линейная задача Дирихле для областей с мелкозернистой грани­

цей подробно изучена (см., например, [2] ). Отметим, также много­

численные работы по теории усреднения для линейных дифференциаль­

ных уравнений в частных производных. Эти результаты изложены в об­

зорной статье [з] , монографии [̂ ] . 

I. Формулировка результата. Далее 0 0 - область в К. , 
такая, что О ^ О с Д и обозначим через 6 расстояние от 

О до ЭС.0 - границы области О 0 . Будем предполагать выпол­
нение следующих условий относительности функций а ^ х ^ р ) , 
аСсс,и,р): 

Ах) функции а,:Сэе>и)р), аСэс,и-,р) 1^ 1,.,., гь определе­
ны при х € О , _и.€ Е\ р € К* , непрерывны по Си,р) при 
почти всех х е О , измеримы по х при любых и,р; 
а ^ ^ и , 0 ) * 0 при асе О , и € К* ; 

А )̂ существуют положительные постоянные с4 , с 2 , 6 • 
1<т*п , /А* —^ и функция д ( х ) е 1г ( О ) , г > ^ , 
такие, что при всех значениях х е С5 , и, V- € К1, р^аеК* 
выполнены неравенства: 

fťhZ 

^(ЗДрЬа^и,^^^
 т

 |р-с||1. 

ЛИ. 

(3) |а(х,и,р)\^с
4
(1иЛ|р.

г я
К + у С*)> 

^ Д а . ^ и ^ - а ^ ^ 

а(3!
>
и,р)и^-(с

2
-а)|р|

т
-сусаг) ( Ы и О -

Замечание I. При рассмотрении последовательности задач (I), 

(2) в случав пг*а понадобятся другие предположения относитель­

но функций а
1
 С ж, и, р) 4 а (х, и, р) и также изменятся фор­

мулировки результатов. Поэтому далее для простоты изложения рас -

сматривается только случай Уп^п . При гп>п- нахождение прв -

дельной функций для последовательности решений задач (I), (2) уп­

рощается благодаря компактности вложения \\^ (О,) в С ( & ) . 
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Эти предположения обеспечивают существование обобщенного ре­
шения задачи (I), (2) при произвольной функции -?Сх) ̂  ^т С О ) . 

Функцию исх) €^/т ( О . ) называем обобщенным решением 
задачи (1)-(2), если

 о
а сх) -^сх) € Ш

ш
 ( С У

5 )
) и для произволь­

ной функции ср(х) € ,
\\

г

т
 С 0

( 5 )
) выполняется интегральное тож­

дество 

о 
Существование обобщенного решения задачи (I), (2) можно до -

казать известными методами, основанными на теории монотонных опе­
раторов (см. И « Й ). Сформулированные предположения относитель­
но функций а. (а?,ц, 4̂ -)> а (х, и , - ^ ) , не гарантируют един­
ственность решения задачи (I), (2). Дополнительных условий для 
единственности.не будем накладывать. 

Теорема I. При выполнении условий А р А2при каадом $ зада­

ча (1)-(2) имеет, по крайней мере, одно решение и
&
с х )

 >#
 Су -

ществует постоянная К , не зависящая от в , такая, что при 

всех $ выполнена оценка 

Далее через и
$
Сай - обозначено одно из возможных решений 

задачи (I), (2), удовлетворяющее указанной оценке. Тем самым пос­

ледовательность {и
$
 (зе) | будем считать фиксированной. Функции 

и
$
(х} , определенные при х € !Л ( 5 )

 , продолжим на О , по -

лагая и
5
Сх) « -^сх) при х б ? Р. • Так получающиеся функции 

и
&
с х ) , определенные при х е О , принадлежат \\̂  ( О ) и 

для них выполнена оценка 

(5) |и.Ч«о)*Е' 
с независящей от $ постоянной Е

4
 . Из (5) следует, что после­

довательность и
$
 Сел) содержит слабо сходящиеся подпоследова -

тельносги.
 с л 

Перейдем к формулировке условий на множества ч . Обозна -

чип черев (А^ минимум радиусов шаров, содержащих Р-
($)

 э
 и пусть 

о:
с о
 - центр такого шара радиуса г![

$)
 , что р ^ с В,

ш
(сср

>
). 

Через В (я
в
) здесь и далее обозначается шар радиуса р

 1
 с цен­

тром в точке ос
0
 . Через г-° обозначим расстояние от В-

С 5 )
 = 

-В.и» с*"') до \у в ; " м а . 
Будем предполагать, что числа ГА. * Х^ удовлетворяют 

условиям: * 
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B
т
) d

:
% c , г <

s )
 , hm. m a x г c s

_ o ; 
S-»o_ 1-U .ŕ l 

Ь cO
й
' 

B
2
) ІLm ZL —ь

 .... -. < oo, 
S-*oo 

Д Cг.
cю
)ii 

где с > 1 .
 5) 

Для формулировки еще одного условия на г. нам понадобятся 

дополнительные функции Цк
С5)
 , определяемые ниже и играющие фун­

даментальную роль в данной работе. Для произвольных вещественных 

чисел К± , 1Сг обозначим через г*̂ '* С», гс.,,ю
а
) функцию, при­

надлежащую \\̂ * ( В* Ссс.
(8>
)\ Р.

С$>
 ) » и являющуюся обобщенным реше­

нием задачи 

С1 ,_ З ц ч гч Т? /_ С*)
ч
 т-<*> 

(б) 

Ž C " . 1 ^ - ) ^ "-.CTVF.". 
иДО-0 при 1 а - : е ^ | Л , 

исэО*к:гпри ас € Эр,1 5' 

Существование и единственность решения задачи (6) следует, 
например, из [ I ] . 

Будем предполагать выполнение условия 
С) существует непрерывная функция С Ся, к^, гс^) такая, 

что для произвольного шара Б с ^ выполнено равенство 
•*- л -\ С«) !:д 

( 7 ) = 5 С Сое, •*„ к а) йэв, 

где ^
$
 - множество тех номеров 1 ̂ <| *; ̂

$
 , для которых 

*Г *
 в • 

Легко видеть, что в широких предположениях, например, в слу­

чав вариационных задач, правая часть (7) допускает инвариантную 

емкостную трактовку, не зависящую от специального определения 

функций ъ
 (
*>. 

Теорема 2. Пусть выполнены предположения А^, А%, В-̂ , В^, С, 
^СХ) - непрерывная функция из \М

т
 (О) и и

&
 СаО - последователь­

ность решений задачи (1)-(2), удовлетворяющих условию (5), Су­

ществует подпоследовательность {ц
&
 (сс)| последовательности 

{и
$
СЯ-)| , слабо сходящаяся к некоторой функции Ц ^ Я - О ^ ^ С О ) , 

такая, что 
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1) подпоследовательность а
$
 (ХУ сильно сходится в \ У * ( 0 ) 

при любом р< га ; * 

2) функция а № ) является обобщенным решением задачи 

о 

(8)
 ё ^ ^ ' ^ *е0' 

иСзс)-^Са), * е Э С 1 

Замечание 2.1. Если предельная задача (8) имеет единственное 

решение, то вся последовательность и
$
 СяО сходится к и

о
 (ос) . 

2, Отметим, что характер условий В-р В ^ С полностью согласу­
ется с условияшмонографии [2] , в которых рассматривается линей -
ный случай. Так что в случае линейного уравнения (I) накладывав -
мые нами условия полностью совпадают с условиями работы [2] . 

3. Теорема 2 содержит более сильные утверждения, чем в [2] , 
относительно сходимости последовательности |и

$
 (ее)} даже для 

линейной задачи. А именно новой даже линейного случая является 
сильная сходимость последовательности в \\/ * т.е. сильная схо -
димость производных решений. ^ 

2. Оценки решении и функций ^1 С а) . Последовательность 
и

&
 (х) решений задачи(1), (2), удовлетворяющая неравенству (5), 

является равномерно ограниченной. Используя модификацию метода 
Мозера доказывается 

Теорема 3. Пусть и
5
СаО - последовательность обобщенных реше­

ний задачи (I), (2), удовлетворяющих условию (5), пусть выполнены 
предположения А р А

2
 и ^(ос) - ограниченная функция из Х М ^ С О ) . 

Тогда существует постоянная М , независящая от $ , такая, 

что при всех 5 выполнена оценка 

(9) т а * |а.(х)| ̂  М -

Основой для изучения поведения семейства решений задач (I), 
(2) служат интегральные и точные равномерные оценки вспомогательных 
•функций и

с $ )
 . Функцию 1>-.

С5)
 считаем продолженной постоянной 

•Ц на ' Р * . 
Теорема 4, Существует постоянная с , зависящая лишь от 

я , известных параметров и независящая от 5 , такая, что 

при 1.6 I .& 3
5
, 5 =-1,2,.., выполнены оценки: 

»'!ЖЫ^|Л^Т--Ч«ю"#*гп 
В.сх. ) 

20 (JregiiS, Equadiff 
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где ^["«гЦ-^ Сх,к
4
,1С

г
). 

ч
 II 6 -«> Э ~<«||

г
 II Й _со 6 ^(б)И

т
-

2 т 

I- - »
2
 М ^ /^

С9)
\

,1
"

Пг 

где гг* -ЯГ
1
 С*,*,, К») , и.

с
 «ЯГ

1
 (*,*,, 1С

а
)
 §

 1С, , 

1С , &
г
 - произвольные числа, по абсолютной величине не превос -

ходящие N . Нормы в к
г
 и Ь ^ берутся по В $ ( х

{
' ) . 

Наиболее важной и трудно устанавливаемой из этих оценок яв­

ляется третья. Отметим, что показатель ^ 1 в этой оценке 

является точным, в чем легко*убедиться на модельных уравнениях, в 

частности, в линейном случае на примере уравнения Лапласа. 

Оценка 3) получена некоторой модификацией метода Мозера [5] , 

причем понадобились тонкие рассуждения, связанные с преодолением 

трудностей, вызванных отличием т от двух и нелинейностью урав­

нения. 
О) 

Кроме приведенных в теореме 2 оценок для 1^ , использу -

ются при доказательстве теоремы 2 еще другие оценки, в частности, 

интегральные оценки градиентов по множествам В* (х.
( 5 )

)\ В (х
( я
) 

при р * А ™ и В* (х<
$ >
) П Е

к
 , где Е

к
Ч о с е В ; ( х .

с ч
/ \

1 

\ В. : 0 * \>\
с$>
 (х) * к:} при 1С<|С

г
 .Эти оценки яв -

ляются уточнениями оценки I) для указанных множеств и мы их не 

приводим. 

3. Асимптотическое разложение для последовательности реше -

ний. Дадим сейчас для последовательности и
&
сх) асимптотическое 

разложение, которое позволит доказать сходимость некоторой под -

последовательности а
5
( х ) к решению задачи (6). 

Зафиксируем бесконечно дифференцируемую невозрастающую функ­

цию р . К
1
 —* К* , равную нулю при •(; > *

 с
з • 

единице при 1 < - * ,* »
 Г
Д

9 с
* - число из условия В

т
. 

И пусть
 с

» / Ь - а . < » | \ 

^*>=х(-^й). 
ГД 

ъ 
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( — 
А= паах ] ЧЛ

1
** .^гг.г

 — I * с[ - диаметр множества О . 

Выберем из последовательности и^сл) подпоследовательность, 

слабо сходящуюся к и^Сх) в ^ п ( О ) . Для кратности записи выбран­

ную подпоследовательность будем обозначать так же, как и основную 

последовательность, без дополнительных индексов. 

Обозначим , о
 у
 ч 

и пусть 

(10) *<я- .злН^1**»' ""• ^щЧл'*»1*-
Определим при 5 * 4, 2 ... 

^(^^[иГ-^с^^сс), 

(11) г^(са)=1[^с
Л
)-Г]?.

(
%), 

Ю У \ У ,<-
< Й
/ <*> 0<*> <»ЛН>

( 6 >
, ч 

г, ( а О - А ^ (ос.и^ ̂. - и . ) ? , са) 
и пусть \Л/

5
сх> определяется равенством 

(12) и
$
 сх) • и

0
 (ас) 4- г^соьн г

(

2

4>
са.) + г"Ч») + М

6
 с*). 

СзЭ 

Теорема 5. ПРИ 5 - * О О последовательности ъ (за), 

г
с & )

 (зО, \А/
8
СЗ-) сильно сходятся к нулю в \У* ( О ) , пос­

ледовательность г
с
*Ча:) слаб^ сходится к нулю в Ш^* (^) и 

сильно сходится к нулю в АУ (^) при каждом р < пг 

Доказательство сильной сходимости последовательностей г
С 5 )

(х), 

г^сх) не вызывает затруднений. Сходимость последовательности 

г
3

С5)
(х> также проверяется путем непосредственных оценок ее норм в 

Ь
т
 (^') и №

р

4
( 0 ) . Доказательство сходимости У/

6
(СС*) к нулю 

непросто. Замечая, что \л/
5
 (ос) € )У* (^с

*
)
) » можем подставить 

"И^(б) Еместо ср(зс) в интегральное тождество (4). Далее тре­

буется провести детальное изучение поведения членов возникающего 

равенства при 5-**° . И основные затруднения возникают за счет 

нелинейности задачи и отличая пи от 2. 
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4. Получение предельного уравнения. Пусть с^сх) - произволь­
ная функция из С0*°(С}) и определим 

1, 

•1 
p ^ C x ^ Z t c f ^ ) - ^ ) ] ^ ^ ) , 

(13) 

( & > , v y <*> /• (&> o <*> <*>\ ~ ' «• ' 

где сохранены все обозначения предыдущего пункта и /, '- обозна­

чает суммирование по всем тем индексам 1 = 1,..., 0
3
 •, для 

которых 1 ^ .
№
 - и . ^ | > С^** • 2 ] " обозначает суммирование по 

оставшимся индексам I 

Определим 

^ (аО - с^С*) * р
4

С в
Сх)-р<*

}
Сай- р^СаО-

Тогда функция Ч$СХ} принадлежит \У т С О )и ее можно подста -
вить вместо ср в интегральное тождество ( 4 ) . 

Изучение предельного перехода в получающемся равенстве осно­
вано на сильной сходимости к нулю р а д (аО в \А/"т ( .О) и 

р а СХ) , Рз 1 5 ) (о0 в ^ р ( О ) при р < п ъ . Устанавливая воз­
можность предельного перехода, доказывается теорема 2 . Дополнитель­
ное слагаемое С Сх>и>?~и) в левой части уравнения (8) возни­
кает при переходе к пределу в выражении 
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