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PREDMLUVA.

Tato knizka vznikla z uvodnich pFedndsek pro posluchace
matematiky na prirodovédecké fakulté university Karlovy.
PFi tom jest psdna tak, aby ji mohl cisti kazdy, kdo znd po-
Cdtky algebry, goniomelrie a analytické geometrie.

Vynechdny jsou témér vSechny aplikace poctu na geo-
melrii, fysiku a jiné prirodni védy, které nalezne ¢étendr v hojné
mife jednak v knize V. Vojtécha »Zdklady matemua-
tik y« jednak v ucebnicich onéch véd. VyloZeno jest jen né-
kolik hlavnich mysSlenek teorie a to tak, aby ctendr, ktery znd
matematiku stfedoskolskou, si osvojil niejcastéji uzZivané zpii-
soby matematického mysleni. Tim nauci se FeSiti i 1lohy,
které prichdzeji v aplikacich.

Avsak ani pfi tomte omezeni litky nebylo mozZno, vzhle-
dem k malému rozsahu kniZky, postupovati vsude s iiplnou
védeckou presnosti. To, jakoZ i propracovdni dal§ich problémii
pocétu diferencidlniho jest 1kolem velkYych ucebnic, a naSe
literatura nid jiZ vynikajici knihy toho druhu z péra prol. dra
K. Petra »Pocet differencidlni< a »Pocet inte-
grdlni«. KniZka tato splni zcela sviij 1ikol, jestliZe podniti
Ctendre k studiu dalsimu. o

Ve dvou dodatcich jest pFipojena ldtka, kterd pFi prv én
studiu by d¢tendfiv pokrok zpomalovala a tak brala mu chuf
k pokracovdni.

Pivodnich myslenek knizka témér neobsahuje. Jen teorii
éisel redlnych a posloupnosti pokusil jsem se vybudovati na
zdkladé nekonecnych zlomki desetinnych, které pro ctendfe,
Iz nimZ Se obracim, jsou béZnou, ale ponékud nejasnou pFed-
staveu. BéZelo o to, zdokonaliti tyto obrysy, aby se staly
pojmy. Pokud a jak se to povedlo, posoudi odbornici.



Ke konci dékuji p. prof. dru. Ed. Cechovi a p. asist. dru.
K. Boruvkovi z university Masarykovy za opravu éetnych chyb
v rukopisu a za mnohé nové podnéty a p. doc. dru. Vojt. Jarni-
kovi z univ. Karlovy, mimo to také za pomoc pFi C¢teni ko-
rektur. Panu J. BydZovskému, posluchaéi matematiky, ndleZi
dik za narysovdni obrazcit a tiskdrné J. C. M. a F. za peclivé
provedeni obtiZné sazby a tisku.

V Praze v Fijnu 1926.
M. Kassler.



Kapitola L

CISLA RACIONALNI A REALNA.

1. Cisla_raciondlni. Matematika jednd o &islech. Z t&chto
éisel odvozujeme pFi po€itini jinad Cisla podle urditych ne-
zménitelnych pravidel poetnich. S tohoto hlediska muiZeme
pfirovnati matematiku ke hfe Sachové, kterd jest definovina
figurami, Sachovnici a pfesnymi pravidly hry. Pravidla tato
jsou tak zvolena, aby Zddné z nich neodporovalo druhému.
Vysledkem operaci jsou urc¢ité posice figur na Sachovnici. Za-
kladem matematiky jest deset cifer (figur) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
8, 9, 0, potom Ffada operaénich symboli ]ako =+, =,
zlomkova Cdra, desetinna teCka, zavorky atd. a obecna c1sla
a b, c, ...p, a, to jest zkratky, jimiZ oznaCujeme urlitd se-
skupeni cifer a jinych symbolii, jako na pf. a=0357, b=28/7
atd. Z téchto symbolii tvofime podle pfesn& pFedepsanych
pravidel symboly nové. Ty jsou pak vysledkem poltu. Pra-
vidla poétu jsou tak pfedepsdna, aby Zadné z nich nebylo ve
sporu s jinymi. Pravidla poCetni pro Cisla celistva kladnd, za-
porna a nulu pokladeime za znama. Q\%ﬂw
(p, q), kdeZ g neni rovno nule, definuje jednoznacne racionilni
<isto—ztomek) a = p/q =p : q. JestliZe dva znaky predstavuji
Totez cislo, Ptseme a—=>. Je-li a rizné od b, piSeme a +b.
Symbol > ¢&teme »jest vEt§i neZ«, symbol < »jest mensi neZ«
a symbol > »jest vét§i nebo rovnoe«. Pocitani &isly racional-
nimi pokladdme rovn&z za znamé. Ridi se pravidly, kterd spliiuji
uréité pozadavky, jeZ jsou tak zvoleny, Ze pfi sprivném po-
éitani podle nich nemifiZe dojiti ke sporim. Tyto poZadavky
isou:




A. Sporidanost Cisel.

I. Jsou-li a, b dvé Cisla, jest spinén vZdy jeden a jen jeden
zevztajhsﬁazb,a>b(éilib<a),a<b(i‘11b>a) )

IL Je-li a>b, b>c, jest také a > c. o 03) &

Detinice. Cislo a jest kladné, kdyZ a >0, zaporné, kdyZ
a <0, vymizi, kdyZ a =0. Nula neni ani kladnd, ani zipoma.

B. S&itani.

IIL. Jsou-li a, b &isla, jest také a + b &islo (jednozna&né
urdené).

AV. a+b=0b+ a. (Zikon komutativpi
V.a+ ®+c) =@+ b) I c. (Zakon asociativni,)
VI. Jediné ¢islo nula ma vlastnost a +0=a.

VIL Je-li a>b, jest také a-+c>b+ ¢c._(Zkon mogg,

VIIL. Rovnice @+ x=0 méa vidy (jediné) feSeni, které
oznacujeme x=—a.

toni

C. Nasobeni,

IX. Jsou-li a, b Cisla, jest také ab &islo (jednozna&né sta-
novené). PiSeme také ab=a.b=a X b.

X. ab =ba. (Zikon komutativni.)

XI. a(bc) = (ab)c. (Zakon asociativni.)

XII. Jediné &islo jedna ma vlastnost a.1=a, kdyZ ¢ F O.

XIII, Je-li a>b a ¢>0 jest ac >be. Je-li ¢<0, jest
ac <bc a je-li c=0, jest ac=~bc =0. (Zikon monotonie.)

XIV. Rovnice ax=1 m4 vidy (jediné) feSeni, pokud
a= 0. Re3eni to oznadujeme x=1/a=1:a. (Rovnice 0. x=1
nemd teSeni!)

XV. a(b + ¢) = ab + ac. (Zakon distributivni,) -

D. OdCitani a déleni.
definujeme vztahy
a—b=a+(—b), a:b=
Déliti nulou nelze,

e
[
]

l
~~
<
_+l_
e

E. PoZadavek Archimediv.

XVI. Je-li a ¢islo, pak lze nalézti celistvd kladnd Cisla n,
pro ktera jest n > a.
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Vsechna dal$i poCetni pravidla ¢&isly racionadlnymi jsou
pouhé logické dusledky pfedeslych. Tak na pt. b+ (@ —b) =
=a, nebot

b+ (a—b)

n “L',”
i

b+ (a+ [—b]), (podle D),
[— +a). (podle 1V),

(b+ (podle V),

+a—=a podle VIII a VI).

DileZité jest poc¢itini nerovninami. Mimo pravidla sub
I, I, VII, XIII, &asto se uZivd t&chto dalSich, jeZ jsou z nich
odvozena. Ve vztazich VII a XIII 1ze v8echna znameni ne-
rovnosti nahraditi opaénymi..Tak na pf. z nerovnosti a <b
plyne a4+ ¢ <b-+ ¢, nebot podle 1 jest a <b ekvivalentni
s b>a a tedy podle VII jest b+ ¢ > a + ¢, Cili opét podle I
a + ¢ <b—+ c. Z nerovnosti ac > bc plyne pfi ¢>0, ¢ > b; pti
c<0,a<b.

Zakony monotonie Ize ponékud rozsifiti. Ze vztahti a > b,
c>dplynea+c>b+d nebotat+c>b+c=2b+d. Je-li
mimo to d >0, bude také ac > bd (nebof ac>bc = bd). Je-li
a>1, jest »-:1 <1 Je-llio<b<1, jest ?1 >1.

Postulaty a definice, které jsme uvedli, sta¢i uplné k vy-
budovani celé aritmetiky Cisel raciondlnich, nemiiZeme v3ak
tvrditi, Ze jsou na sobé nezavislé, to jest, Ze Zadny z nlich nelze
odvoditi z ostatnich.*)

" Cisly raciondlnfmi nevystacime pFi viech tilohach, ke kte-
rym vede aritmetika, Tak na pf. rovnice kvadraticka x2=2
(vypodisti thlopficku &tverce, jehoZ strana jest rovna jedné),
neni feSitelna, jak v&dgl jiZ Eukleid es, Cislem raciondlnim.
Uloh toho druhu jest mnoho. Proto jsme nuceni zavésti do
matemat‘lky novd Cisla, tak zv. élslg ggﬂd. ktera nam
umoZni ¥e€iti i ulohy toho druhu Tato nova ¢isla jsou Etenafi
jisté znidma wve tvaru nekonecnych zlomkii desetinnych, jako
na pf. 1/3=033333..., [2=1414.., a=314159... Na
prvy pohled se muZe zditi, Ze Cisla ta nejsou nic noveho mbof
na pf. obvod kruZnice kazdy ze &tenafii jiz mnohokrate poc1tal
podle vzorce O = 2ar, coZ by mohlo vésti k domnénce, 76 pra-
vidla poCetni pro takova &isla nijak se neli§i od obvyklych
pravidel pro ¢&isla raciondlni. Zde vSak jest nutno si uvédo-
miti, Ze pFi tom uZivame Eisla & pouze zdanlivé, nebof ve sku-

*) Viz o tom podrcbnéji Loewy A.: Lehrbuch der Algebra,
Lipsko 1915, nebo Perron O.: Irrationalzahien, Berlin-Lipsko, 1921.
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teénosti poéitime pFibliZnou hodnotou 22/7 nebo 314159, ktera
jest racionalni. Takové pfibliZné poclitani neni uspokojivé se
stanoviska. teorie, kterd naopak Zddd, abychom odvodili pravé
tak pFesna pravidla pocCetni pro Cisla redlnd, jako je zname
pro Cisla raciondlni. Abychom k tomu dospéli, musime Cisla
reidlna definovati a stanovili pro né pravidla pocetni, neobsa-
hujici sporu. Tak na pf. musime stanoviti, jak se pocita
pfesné soucet ]/2+n nebo soucin V2.n. Ze pfi tom ne-
vystalime s pravidly, ktera znidme z aritmetiky pro desetinné
zlomky o kone¢ném poctu cifer, jest ihned patrno, nebot neni
na pf. moZno napsati pod sebe dvé &isla o nekoneéném poctu
cifer a pak provad&ti s¢itini nebo ndsobeni jejich.

Proto litka, tvofici obsah odstavce ndsledujiciho (a do-
datku I) jest zdkladni dileZitosti pro logické vybudovani ma-
tematiky jako védy. A jen v tomto vybudovani spociva oprav-
nénost matematiky, nebof o spravnosti vysledku nemfiZeme
se presvedditi experimentem (jako na pf. ve fysice), nybrZ jen
tim, Ze dokdZeme jeho souhlas s pravidly pocletnimi, ktera
isme ptijali jako zaklad.

2. Definice ¢isel redlnych a politimi jimi. UZivame cifer
a znamének vztahu + a — podobné jako pfi &islech desetin-
nych o koneéném poctu cifer. Definujeme &islo redlné takto:

Cislo redlné jest symbol mysleny v_podobé Cisla desetin-+
ného_kladného, zdporného nebo rovného nule o nekonelném
poétu cifer.

Slovy »symbol o nekoneéném podétu cifer« rozumime ta-
kovy symbol, v némZ za kaZdou cifrou nd pravo od desetinné
teCky nasleduji cifry leZici je§té€ dile na pravo. Jest zfejmo,
7e takové C&islo nemiiZeme definovati tim, Ze bychom je
vskutku napsali. Pfes to jest moZno Cislo takové v mySlenkich
sestrojiti na pf. réenim: Na levo od desetinné tecky stoji plus
a nula, na pravo od desetinné teCky stoji na n-tém misté cifra
1, kdyZ n jest mocnina dvoiky (n=2, 4, 8, 16, 32,...) a cifra
0, kdyZ n meni imocnina dvojky. Cisla redlna, kterd v hofej$i
definici jsme postulovali, Ize tedy vskutku sestrojiti uré¢itym
konstruktivnim pfedpisem. Obecnd to vyjadiime slovy:

Cislo rediné, od nuly rizné, jest ddno, kdyZ jest mozno
jednoznacné stanovifi jeho znameni vzfahu a cifru stojici_na
Tibovolriém misté pred nebo za desetinnou_teckou.

Znameni vztahu -- a — musime pfi tom tozeznavati od
stejn& psanych znameni dkonu (s€itdni,a od&itdni). ' Znameni
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vztahu + u ¢&isel redlnych oby&ejné vynechavame, Cifra, ktera
stoji na n-tém misté na pravo od desetinné teCky, nazyva se
cifra Fddu n-tého. U ¢isel realnych budeme cifry aZ po fad
n-ty nazyvati usek Fddu n-tého. Tak na pf. pro Cislo a=
= 31415926 ... jest tsek fadu nultého =3, iisek fadu tfe-
tiho s = 3'141 atd. Pri Cisle 8 =—2718281... jest tsek fadu
prvého B = —27, lusek fadu C&tvrtého f:s = —2:7182 atd.
Cislo redlné a s vynechanym znamenim vztahu oznadu-
jeme |@|a nazyviame symbol ten prostd hodnota éisla o.
b Cislo nula, které pokldddme za rozhrani mezi disly klad-
ymi a zdpornymi, jest urceno jednim ze znaki _ekvivalentnich

0 = 0:0000...—=— 0-000000. ..

Nula jest &islo, které neni ami kladné, ani zidporné. Dva
ekvivalentni znaky zavedeme mimo pro nulu také pro disla,
ktera od nékterého mista pocinajice tvofena jsou samymi nu-
lami, jako na pfF.

56-980400000 . . . — 56980399999 .. . nebo
—0-357000... = — 0-3569999 . ..

+ Cisla ekvivalentni se mohou vzajemné zastupovati. Cislo
takové mimo to prohlasime za rovné Cislu desetinnému o ko-
neéném podtu cifer, které vznikne vynechanim komcovych nul
(v na3ich pfikladech 569804, po ptfipadé — 0-357).

Symbol a =4 znadi, Ze Cisla « a # jsou totoZna nebo
ekvivalentni. V kaZzdém jiném ptipad® piSeme aF 8. Dvé
Cisla a a B, li§ici se od sebe jen znamenim vztahu, nazyviame
Cisly soumérpymi (svinetrickymi) a piSeme a=—§, f=—a.

Cisla realna lze uspofadati co do velikosti podle téchto
definic: Cislo kladné jest v&t3i neZ nula a nez jakékoliv. &islo
zaporné, Cislo kladné a jest v&tsi neZ kladné &islo B, jestliZze
prva cifra z leva u éisla a, ktera se neshoduje se stejnolehlou
cifron gisla B8, jest vé&tsi neZli tato a jestliZe pfi tom a a B
nejsou ekvivalentni. Pak piSeme « > g8 a fikime také, Ze 8
jest men3i neZ a (8 < a). Nula jest v&t$i neZ kterékoliv &islo
zaporné, Dv& ¢&isla zdpornd @ B8 nechf maji k sob& sou-
mérna &isla kladna a1 F fi. Pak fikime, Je a > a<lB

podle toho, zda i < B4 &i a1 > B1. Z téchto definic jest zfejmo,
7e pro dvé dana Cisla realma plati vZdy jeden a jen jeden ze
ti{ vztaht a =4, a > 8, a <8.

JestliZe pro vesmeés kladnid mebo vesm&s zaporna Cisla
a, B, v plati a> B8, B>, jest také a >y, jak plyne pf¥imo
7

1t



z definice. Je-li a rovno nule, jest 8 i v zaporné a vé&ta Jjest
také splnéna. Je-li a kladné a » ziporné, jest véta samo-
ziejmd, pravé tak, jako kdyZ » jest rovno nule a tedy 81 a
Kadné. Cisla. redlna spliiuji tedy postulity spofddanosti A, po-
dobné jako ¢isla raciondlni, Déale Fikdme, Ze ¢&isla redlnd
tvofi mnoZstvi v3ude husté.. To znamend, Ze miiZeme mezi
kterakoliv dvé &isla a ~ 8 zafaditi nekone&n& mnoho &isel y.
takovych, Ze jest a >y > 8. To vyplyva bezprostfedné z de-
finice.

Nyni miZeme definovati dileZité pojmy: posloup-
nost &isel a limita posloupnosti, které ndm Mozl sta-
mmm nésobeni a dé&leni &isel
realnych.

JestliZe kaZdému_celistvému cislu z pFirozen j Fady ¢i-
selné 1, 2, 3,... jest pFifazeno urcité Cislo rediné ai, az as,.
nazyvame vsechna tato cisla hromadnym nazvem poslo J-
FOSTCisSel.

Prikla a = 0102 a2—02 as—OlOZ a4—02
2. a1—324 a2—3224 as—32224 a5—322224
3. a1——26801 az———26792 aa——268001

4= —267 992

“TeCkou nad posledni cifrou, nebo dvéma teCkami nad
prvni a posledni cifrou skupiny znalime, jak obvykle, Ze cifra
nebo skupma se opakuje do nekonecna na prf. 02 =02222..

5 30102 = 530102102 .

Vsimnéme si zvla§té posloupnosti 2 a 3. V posloupnosti 2
v3echna Cisla maji tyZ dsek prvého Fadu (3-2), viechna &isla
od druhého az podinajice maji tyZ tisek druhého fadu (3-22),
v§echna &isla od n-tého @, pocinajice maji tyzZ tisek n-tého Ffidu
(3222...2, dvojka n-krate opakovand) atd. V posloupnosti 3
vSechna Cisla maji totoZné iiseky prvého Fadu (— 26), viechna
maji ;%mg; totoZné tiseky tfetiho Fadu (— 2680, —2679)
od tfetiho as pocinajice maji témér totoZné iiseky Etvrtého Fadu
(— 26800, — 2:6799), od pateho as podinajice maji téméf to-
tozné tseky patého Fidu (— 2:68000, — 2:67999) atd. Pfi tom
nazyvame tiseky tém & totoZnymi n-tého fadu takové dva
useky, jichZ rozdil JestToven jediie jednotce n-tého radu.

O posloupnosti 2 miZeme Fici: Af zvolim jakkoliv vy-
soky fad n, vidy od @. polinajice vSechna Cisla @, @n41,
@n42,... maji totoZné useky Fadu n-té}lo (3222...2). Tento
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usek nazveme definitivni tisek n-tého Fddu dané posloupnosti
Posloupnost 2 ma tedy delinifivii useky viech fada (32, 322,
3222, 32222,..)), které patmé miuZeme povaZovati za lseky
jednoho jediného realného &isla a=32=322222.... Toto
redlné &islo e nazyvé se Limitg poSfoupnosti 2.

U posloupnosti 3 zjistinie: soky fad
n, vidy lze nalézti takové ey, Ze vSechna d&isla posloupnosti
od n&ho podinajice @n, @v 1, N2, ... majf totoZné nebo témer
totoZné iiseky fidu n-tého (—26800...0, —26799...9).
Tyto iseky miiZeme povaZovati za useky dvou ekvnvalentmch

tvarii téhoz &isla realného a=_—2680= —2679 které na-

zveme opét limitou posloupnosti 3.
Obecng mfadu k-tého_ clsla a znakem a®

Jestlize mezi Eleny posloupnosti ai, as, as, ... existuje takovy
ay, Ze lseky Fadu k-tého o® pro viechna n> N jsou rovny
témuz Cislu a, budeme fikati: Posloupnost md def trgm\_fm lseky
Fddy k-tého. Téhoz réeni uZijeme i v tom pripade, jestiize
a(n' pro n> N jsou viechna rovna bud jistému &slu ¢ nebo
Cislu (@ 4 10—*) (iseky téméef totoZné).

Definujeme pak:

Posloupnost a1, as, as,... md limitu, a to jednu jedinou,
kdyZ v ni eksistuji tiseky definitivni kaz d é ho Fddu. Limita
ta jest redlné ¢islo urcené delinitivnimi tiseky.

PiSeme symbolicky l_im oan= «, co? vyslovujeme vétou:

n [= o]

Limita an, kdyZ n vzrista do nekoneéna, jest «. O posloup-
nosti, ktera ma limitu, budeme fikati, Ze janvergu‘l?"(jest kon-
vergenini). Jest zfejmo, Z%e nikoliv kaZdi posloupnost kon-
verguje; tak na pf. posloupnost 1 nemd limity, nebof nema
definitivnich tsekd ani prvého fadu a tedy ani fadid vyssich.

Abychom definice pravé uvedené mohli uzivati, musime
se je§td presveéd¢iti, zda posloupnost s definitivnimi useky
kaZdého ¥idu urduje vskutku jen jednu jedinou limitu. Jsou-li
definitivni useky ka?dého fadu mezi sebou totoZné, jest jimi
limita jednozna¢né stanovena. Zbyva dokdazati, Ze posloupnost
s definitivnimi tseky téméF totoZnymi ma jedinou limitu.
JestliZe mezi definitivnimi vseky fidu na pf. k-tého se vy-
skytuji stdle (t. j. po kazdém indeksu) iiseky dvojitho typu
(tém&F totoZné), pak definitivni tiseky Fadu (k- 1)-ho jsou
také stale dvojiho typu a miuZeme o nich dokdazati, Ze mensi
z nich koné¢i devitkou a vétsi nulou. Dejme tomu, Ze mensi
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z definitivnich tisekit fadu k-tého konéi cifrou.a a tedy vétsi
cifrou (a + 1), po pfipadé 0, kdyZ a=9. Mezi definitivnimi
iseky fadu (¢ + 1)-ho budou tedy nékteré (mensi) s cifrou a
na pfedposlednim mist& a jiné (v&tsi) s cifrou (@ + 1) na pfed-
poslednim mist&. ProtoZe jsou to definitivni iiseky nestejné,
musi jejich rozdil byti roven 10~*—!. To jest moZné jen tak,
Ze mensi kondi dvojskupinou a9 a v&tsi dvoiskupinou (g + 1)0.
Opakovéamim téchto tisudki pro fady (¢ + 1), (¢4 2) atd. ob-
drzime vétu, ktera vysvétluje, pro¢ posloupnosti, které maji
pouze témeérF totoZzné definitivni tdseky, se nazyvaji kon-
vergentni.

Posloupnost a1, az, as,..s ve které se vyskytuji stdle de-
finitivni useky kazdeho Fddu dvonho typu (témér totozné), md
limitu s perwdou 9 (anebo, coZ jest totés, ¢islo ekvwalentm
s periodou 0). A

MiiZeme tedy vysloviti v&tu: KaZdd konvergentni po-
sloupnost md jedinou limitu, kterd jest uiplné stanovena deli-
nitivnimi_useky aane posloupnosti. '

Nyni jiZ miZeme definovati sCitini’a nisobeni Cisel reéal-
nych. Uéinime to bez ditkazi, pouhym vyétem v&t. Dikazy
jsou pfipojeny na konci této knihy v dodatku I.

Dvé &isla redlna a, § necht maji iseky a1, a2... @n...; B,
Bz, ...Bn, ... Posloupnost o1 = a1+ 1, o2=az+ fe,... ma li-
mitu o, kterou nazveme soucet red isel i e
o = a+ B. Posloupnost 71 = a1fy, 12=0a2B2+..Tn=0CnPn..
ma limitu =, kterou nazyvame soudin redlnych élsel‘ a, B a pi-
Seme = af.

O takto definovaném séitani a nasobeni plati zakony ko-
mutati.vm, sqc:latlv:m a distributivni, to jest . —_

d e

a+B=FFT  aPf=Hfa,
a+@+N=@+H+ a (B7) = (aB)7.
a(B+v)=af+ ay.
Dale Ize dokazati, Ze jediné nula a jednotka maji vlastnosti
’ «t+0=uq, a.l=ca(a$0).
Odgitani definujeme vztahem a — 8=a + (— B).
Rovnice a + x=0 m4 jediné FeSeni x = —a.

Je-li a> B, jest a+y>B+x ‘Jeli y>0; jest také
ay > By, Je-li y <0, jest ay < By, je-li y=0, jest ay=F8y. « -
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aciondlni &isla-p/q, kdeZ p, ¢ jsou &isla celistva, ¢ 0,
isou zvlasStnim pripadem ¢isel realnych, kdyZ p/q poloZime
rovno mmm}rzlomku desetinnému,
ktery vznikne, kdyZ provadime déleni podle pravidel pro ¢isla
desetinnd o koneéném podtu cifer.:

Pfevracenou hodnotu &isla reilného o, to jest FeSeni rov-
nice x.a =1 stanovime takto. Useky ¢&isla a (0Fi a +0) necht
isou ai, as, as...; je-li mezi nimi nékolik prvnich rovno nule,
vypustime je z tvahy. Utvofme posloupnost pfevracenych
usekil raciondlnich &isel

. .
(4] asg Uy an

KaZdé z t&chto Cisel je podle pfedeS§lého rovno. urditému
redlnému C¢islu. Posloupnost tak vznikla ma limitu x, ktera jest
jedinym FeSenim rovnice x.a=1 a oznaluje se znakem

x= 1 (nebo 1/a).
a 8
sleni -

m a
ovSem a £ 0.

Kazdé &islo realné a jest mensi neZ celistvé Cislo (a0 + 2)
(postulat Archimediv).

Ze viech téchto vét vyplyva, Ze d&isla realna spliiuji
viechny slww. C,D,E), nutné k pfesnému
vybudovant aritmetiky, jak jsme je vytkli na zadatku svych
tivah p¥i &islech racionilnich. Z toho plyne, Ze redlnymi Cisly
miiZeme poditati pravé takovym zpiisobem, jako C&isly racio-
nalnimi. Mimo to C&isla racionalni jsou pouze zvlastnim pfi-
padem dCisel realnych.

Diikazy v3ech téchto tvrzeni obsaZeny jsou, jak jiZ bylo
feCeno, v dodatku na konci této kniZky. P¥i prvém &teni neni
tfeba, aby Ctenaf dychtici seznati co nejdfive metody poétu
diferencidlniho se j'mi zdrZoval. Av3ak pfi studiu soustavném
jest nezbytno dobfe se s nimi sezndmiti. '

Viude v dal§im budeme uZivati k oznadovani Cisel reail-
nych nebo raciondlnich bez rozdilu pismien latinské abecedy.
Piipomenme jeSt€, Ze Cislo redlné, které neni raciondlni, na-
zyva se Casto €islo iraciondlpj: podle naSich definic jest to
tedy Cislo realné o nekone¢n& velkém pod&tu cifer od nuly riiz-
nych, neperiodické.

= f:a definujeme jako ndasobeni B 'la' kdyZ
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3. Prosté hodnoty a nerovniny. Jak v pfede$lém odstavci
jsmeESTAnovin, “jest prostd hodnota redlného &isla kladného a
Cislo samo a prosta hodnota d&isla zaporného b jest — b.
Prosta hodnota nuly jest nula. UZivame znaku |a |, ktery
Cteme: prosta hodnota @. Tedy na pf. |75| =175, | — ]/2 | =
=)2. Patrné jest

a | a |
-b = . b == .
la.b|=lal.|b] b ]
DiileZitd nerovnost, které v dal§im mnohokrat pouZi-
feme, jest la+bl=lal+10].

Vztah ten — pfesnéjt FeCeno, jeden z obou naznadenych
vztahlt — jest vZdy splnén, af a a b jsou jakakoliv dvé realna
Cisla, kladna nebo zaporna; disledkem rovnéZ dilleZitym jest
vztah ‘x+y|glx| —|y|, ktery plyne z pfedeslého dosa-
zenfim a=x—+y, b=—y.

MnoZstvi vSech redlnych isel uspofiddanych podle veli-
kosti nazyvame osa redinych isel, Jednotliva redlna Cisla na-
zyvéme Casto body na ose Ciselné, V analytické geometrii ¥i-
kiame ji obyCejne osa useCek (nebo pofadnic) a spojujeme
s ni, abychom ziskalt nazomost, hrubou pfedstavu »pfimky«
narysované na papife nebo na tabuli. Z pfedstavy té nesmime
oviem odvozovati Zddnych matematickych disledkii pro Cisla
realna. .
2v BudteZ a <b dvé redlnd C(isla. JestliZe r.ngislo X jest

¢t3i neZ a a mensi neZ b, nebo ‘rovno jednomu“z nich, fi-
kdme, Ze x patfi k uzavFenému intervalu a, b. Slova »uzavieny
interval a, b« nahrmgrﬁ_z-aL > Cislo x, které
k nému patii, spliiuje vztah a << x < 6. Podobné definujeme
interval otevieny (a,b), jakoZto vSechna ¢isla x splfiujici ne-
rovnosti ¢ < x <b. Interval otevieny tvofi na ose Ciselné
lisecku, j€iiZ_body Koncové k intervalu nepatfi; k intervalu
uzavienému pocitime i tyto body. Okoli bodu x jest kaZdy
otevreny inferval, ktery obsahuje x. Bod x samotny k okoli
nepfrislusi.

Cviteni. 1. Dokazte v&tu |a+b|S |al+ 0] tim, Ze uvaiite

zv]a&té viechny moZné kombinace-gnaménkové &isel a,b (++, +—,
—+, ——). Dokazte v&tu —

latb+etetkl=Zlal+1b1+1cl+-+I1kl.

2. a) RedIné Cislo, jehoZ cifra Fadu n-tého jest ddna koncCnou
cifrou v soudinu 2n, (5n) jest racionalni. b) Redlné ¥slo, jehoZ cifra.
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tadu n-tého iest 1, kdyZ n jest prvocislo, nebo nula, kdyZ n neni
prvodislo, jest iracionalni. TotéZ plati pro &islo, jehoZ cifra Fidu
‘n-tého jest 1 nebo 0, podle toho, zda n jest & neni mocninou &fsla
dvé. DokaZte tato tvrzeni! (Diikazy opiraji se o periodicitu &fsla ra-
ciondlniho.) ®

Kapitola 1l

POSLOUPNOSTI CISELNE.

4. O limitich posloupnosti. V pfede§lé kapitole definovali
jsme posloupnost ¢isel a5, 0z, 0, . . .; fekli jsme si, co rozumime
slovy limita posloupnosti a konvergentni posloupnost. _Po-
sloupnost md limitu A, kdyZ a jen kdyZ ma*) definitivni dseky
v§ech Tady, kferé definuji redlné &islo A (limitu). V3imméme
si, v jakém vztahu jsou Cleny posloupnosti k jeji limité A.
Zhruba miiZeme Fici, Ze ¢leny Qn s dosti vysokym indexem velmi
mdlo se lisi od limity A. To vyplyva z té okolnosti, Ze viechny
Cleny, které maji definitivni tiseky Ffadu k-tého, 1i§i se podle
definice t&chto tsekii a limity od A ranejvy3e o jednu jed-
notku fadu k-tého(10—*). Viastnost tu budou miti viechny &leny
an pro n&Z n jest v&tsi, neZ urcité &islo celé, kladné N(k), z4vislé
na k. Zvolim-li nyni kladné islo ¢ libovoln&€ malé, mohu vidy
nalézti k£ takové, Ze bude 10—* je§té mendi neZ .

Z toho plyne, Ze prosta hodnota rozdilu |@,— A' jest mensi
nez ¢ pro viechma n, ktera jsou vétsi neZ pevné &islo N(k) =
= N(e), z4avislé na k a tedy na e Proto fikame, %¢ &leny po-.
sloupnosti se vzristagicim n bliZi se ke své limité. Také obra-
cend, plati-li nerovnina | @n — A | << € pro kaZdé ¢ pokud
n > N(e), miiZeme tvrditi, Ze posloupnost ma definitivni tseky
kaZzdého fiddu a Ze tedy .ma limitu. Nebof wvolim-li e=
=10"*%(n > N(e)), jest a, v&tsi nebo men¥i neZ pevné &islo A
nanejvy3e o 10—* a tedy md s Cislem A num& totoZny nebo

*) Budeme uZivati réen{ (viz téZ odst. 7.)
B, kdyZ a len kdyz A
misto- dvou vét
1) B, kdyz A. 2) non B, kdyZ non A.
Na pf. véta: ?Clslp jest délitelno tfemi, kdyZ a jen kdyZ ci-
ferny soudet je délitelny tfemi« zastupuje dv& v&ty: »Cislo jest d&-

litelno tfemi, kdyZ ciferny soufet jest délitelny tfemi« a »Cislo neni
délitelno tfemi, kdyZ ciferny souCet nenf dé&litelny tfemie.

Késsler: Uvod do poétu diferencidlniho. 2 17



téméf totoZny iisek fadu (k2 — 1)-ho. Jest zfejmo, Ze iiseky ty
budou totoZné, mi-li A na k-tém misté cifru jinou neZ 0 nebo 9
a po pfipad€ témé&f totoZné, ma-li tam A jednu z obou jmeno-
vanych cifer. Z toho plyne véta, ktera miiZe slouZiti za druhou
definici limity:

Posloupnost md limitu A, kdyZ a jen kdyZ pro kaZdé libo-
volng zvolené Eladné ¢ jest_splnéna_nerovnina _ .

la,—A | <g &ili A—r<an< A-+e

_pro vsechna n> N(e).

Véty této uZivame k rozhodnuti, zda urdité &slo A jest
¢i neni limitou dané posloupnosti, hlavné tenkrite, kdyZ Gleny
posloupnosti nejsou diny ve tvaru &isel desetinnych a kdyzZ
tedy nemiiZeme pouZiti ptivodni definice limity. Tak na pf. po-
sloupnost -—2’ 3 4 5

prost 1" 2’3 %
= (n--1)/r— 1= 1/n jest mensi neZ ¢ pro viechna n, kteri
jisou v&tsi nez 1/e.

Jako zvlastni pFipad jest tfeba pamatovati, Ze posloupnost,
jeiiz Cleny od né&jakého. an pocinaje jsou vSechny rovny témuz
¢islu b, ma podle definice limitu rovnou b.

Limita jest Cislo, které udava vlastnost posloupnosti ja-
koZto celku. To jest nejlépe patrno z toho, Ze limita se ne-
zméni, kdyZ nékolik libovolné zvolenych Clenit posloupnosti
nahradime jinymi, litovolnymi Cisly nebo je prosté vyne-
chame.

Nizornou pfedstavu o posloupnosti s limitou A ziskamc
timto fysikalnim pfirovnanim. PovaZujme &leny posloupnosti
a, ds, as... za posice za sebou jdouci, které zaujimi bod m,
pohybujici se na ose x-ové. Bod ten bliZi se k posici A. Toto
»bliZeni se« k bodu A miiZe se diti velmi rozmanitymi zpt-
soby. Tak na pf. v posloupnosti 1/1, 1/2, 1/3,...1/n... bliZime
se k limité A =0 stdle vic a vice a stile z prava, to jest Cisly
vét§imi neZ . A. V posloupnosti 3/1, 3/2, 7/3, 7/4...[2n+
4+ (— 1)+ n,... bliZime se k lim#te A =2 stile vic a vice,
avSak stfidavé z prava a z leva. Jest to jakysi osciladni pohyb
kolem stfedu A s nejvét§im vykyvem stile se zm jfeim—
Ve fysice nazyvd se takovy pohyb tlumeny. Konefné v po-
sloupnosti (1 + 1/2Y), (14 1/10%), (14 1/29), (14 1/109), (1 +
-} 1/25) atd., blizime se k.limit¢ A =1 opét oscitadnim pohy-
bem, jekoZ nejvétsi vykyvy nezmenSuji se sice stale (1/2,

-+ -mad limitu 1, nebot rozdila,— 1=

PRSI
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1/100, 1/8, 1/1000...), avSak pohyb ma pfés to charakter #lu-
meny, ktery definujeme znakem: Po uréité fadé vykyvi jiz
Zadny dal$i vykyv nepfestoupi predem dané, libovolné malé
kladné &islo «.

Posloupnost 1%, 2% 3% ... nk ... pii celistvém kladném k&
a posloupmost —1, 7, 5, 21, 19,... i+ (1" (n+1),...
tvofi pfiklady posloupnosti, které nemaji limity. Jsou vsak
pozoruhodné pro tuto vlastnost:

Af zvolim kladné cislo M jakkoli veltke, vzdy mohu na-
lézti ¢len posloupnosti, takZe -nejen on, ale i vSechny daYst
de_n_y__zzgquupnostz jsou vets; nez M.

Misto tohoto souvéti fikame struéné€ o kaZdé posloupnosti
toho druhu, Ze c¢leny jeji vzrustaji do nekometna kladnymi
¢isly a oznacujeme vlastnost tu symbolem.

an —» 0o, nebo také a, > - oo,

ktery Gteme: @, se bliZi k (plus) nekonednu. Jest tfeba zdi-
razniti, Ze slovo nekone¢no neznaéi ¢islo, nybrZ pouhy symbol
pro dosti komplikovany fakt, tykajici se posloupnosti. Dile
jest dobfe vSimnouti si toho, Ze &leny posloupnosti takového
druhu musi sice konec¢né vzriistati nad kazdé é&islo M, Ze
vSak neni nutno, aby kaZdy nasledujici byl vétSi neZ pfed-
chazejici. O tom sv&d&i pfiklad 2.

Obdobné uZivime symbolu a@,— — oc pfi posloupnustech
takového druhu, jako na pf. a,,=—n’

Posloupnostt s limitou maji nékteré diileZité vlastnosti,
jichZ si ihned povsimneme.

a) Md-li posloupnost limitu A, jest oboustranné ohrani-
cend, 1o zZnamend, 2¢ 1ze Wé?ﬁﬁy jeji Cleny uzavriti do inter-
valn S A= A+d>""

Volme ¢ =1 a vyhledejme takové N, aby bylo |a,—A | <1
pro n > N. Nerovnost napsand ma ten vyznam, Ze vSechna «
s indexem n > N jsou uzaviena v intervalu <A —1, A+ 1>.
Mimo interval ten leZi jen prvnich N Glenil posloupnosti, které
vhodnym roz§ifenim intervalu lze do ného {aké zahrnouti.

b) Kazdd novd posloupnost, vybrand z éleni dané posloup-
nostt majici Timitu A, md rovnéz ltmttu “A.

Sefadme &leny vybrane posloupnostl vzestupné podle in-
dexii@n, Qny Qny. - Qg .. kdeZ tedy m <n:<ns... Pivodni
posloupnost ma limitu A, to jest ke kaZdému ¢ lze nalézti
I}(e) takZe |an— A|<< & pro vSechna n > N(e). Jestlize tedy zvo-
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lim ¢ tak veliké, Ze n; > N{e), coZ nastane ]lSte pro vSechna ¢
vetsi neZ néjaké Qfe), bude i |@a, —A' < ¢ pro viechna
g > 0(e) a tedy lim @n, = A.
9>
¢)_Jestlize posloupnost &, es,... En... md limitu rovnou

niule a je-li k cislo rediné, o némz_vime, Ze jest menSi nez
kterekolt &n

pak jest nutné k < 0.

Kdyby tofiz k£ bylo kladné, bylo by zfejm& moZno nalézti
mezi Cisly & takové, které by bylo men$i nez k. To v3ak by
odporovalo pfedpokladu (¢) a nemiiZe tedy byti £ kladné.

d) Uvedeme jesté nékolik vé&t, tykajicich se dvou posloup-
nosti, Nechf jest lim a,=a, lim bp—=>5. Utvofime-li nové po-
sloupnosti séitanim, od¢itinim, nasobenim nebo délenim stejno-
leblych &len#, danych posloupnosti, obdrZzime posloupnosti,
které rovnéZ maji limitu, a sice

lim (an -+ ba) = lim an’+lim bp = a-}- b.
n-—->oo

lim (@n . bn)=1im an . lim bp=a . b.

n—»00
an lim an a
. lim b =fmbs —0 pokud b + 0.

Dokazeme posledni z napsanych vztahii. Zvolme C¢islo &
mensx nez b!:2 a vyhledeime N tak, aby |an—a' <¢, ale také
b | <£ pokud jest n > N. Pak je'

‘an — (an—a) b—(bn—0b) a

n_a
‘bn b b ba

anb—bn a
b bn

b|. - b
ProtoZze v3ak | bn — 0 | <|—|bude | by | >%atedy

an_a | an—aj. Ib|+llznfbl laj b+ ]a]
bn b 2 IARE <2 K
pokud n > N.

a a
Zvolime-li nyni libovolné malé #, je vZidy ! I b—"—— ( <,
l

pokud je ¢ voleno tak, Ze 2£(|bl+la ):|02| <9 ae< ‘»4’
Jest tedypodle definice lim Z b,kdyz oviem b0, Zcela

steiné dokaZi se véty, vztahuum se k soudtu nebo soudinu limit.
* -
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—e) Necht posloupnosti as, as, as.. ., by, bz, bs, .. maji limity.
Jestlize pro viechna n od urcitého pocinaje jest

an = bn pak také lim an = lim bn.

Abychom vétu dokazali, poloZme
an = a+ én, ba =b+1)n,

a uvaZme, ze podle véty predeslé jest limen=lim(a,— a) =
=lim @o—a=a—a=0 a podobn& lim 7,=0. Podle preq-.
pokladu jest od urtitého n podinaje a - &x=b -+ 7. Cili
a—b =7y — &. Klademe-li ve vét€ (c) k=b—a a &a —1n
misto &» obdrZzime (b —a) S0 Cili a =b.

Cvideni. 1. Jakou vlastnost mi aritmetickd posloupnost a; —a,
gs=a-+d av=a-2d,...an=a+ (n—1)d,... pro kladné d,
pro zaporné d a pro d = 0! (@n—+-> -+ 00, an—> — oo, lim aa = a).

2. Jakou vlastnost ma geometricki posloupnost @y =a.q,
ay=agqe,... an=aq"...pro a>0, 0=¢<1, pro 0>¢>—1, pro
g=1, pro ¢ > 1. (im an =0, lih an =0, lim an=a, an -+ o0 nebo
an — — o0). .

3. Jsou-li ap, a1, ds,...Gn... dseky iraciondlnfho &fsla a, jest

lim gn=a! 342045
* n
4. Ur&ete limity posloupnosti(n—>o0):an= — an=
an*+bn-+c¢ ) . __sin na
= "dnfe (dé&lte Citatele i imenovatele n%); an_— T An=

=gn.cos na (| g | <1) (uvaZte, Ze sin a cos maji prostou hodnotu
men3f neZ jedna nebo rovnou jedné).

5. Rozhodngte, pro které hodnoty &isla x maif limitu posloupnosti
an=2x:0, ap=x.1, dn=1:0x, an=xn(1—x), an=(xn4-1): (xn—1),
an = (cos x)n, anp = sin nx, an = xn, sin nx.

6. Pocet dni v roce N po Kr. jest .
lim 2NR [* 2NR|? 2NR™. b —one n-
n_>m{365+'cos % COSW-'_COSW ,R_90, N:>:158;

5. Posloupnosti monotoni. Nikoliv kaZzda posloupnost ma li-
mitu. V ptikladech dosud uvaZovanych mohli jsme vZidy né-
jakym jednoduchym tsudkem zjistiti existenci i velikost, jindy
zase neexistenci limity. To v8ak neni vidy moZno, jak o tom

1 2 []
sv&dCi na pf. posloupnost (1 +%), (1 +%), (l +%). . Jest

tedy nutno vyhledati takovd pravidla, kterd by umoZnila
zjistiti, zda dand posloupnost ma limitu &ili nic. Nejdfive od-
vodime vétu, tykajici se zvlaStniho druhu posloupnosti:
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Kazdd shora ohranicend poslpupnost ¢isel neklesajicich md
limitu.

Vysvétleme nejdfive slova, jichZ je v této v&té uZito. Po-
sloupnostai, as, as...dn,... nazyva se shora ohranienou, je-li
moZno nalézti takové Cislo M, Ze kiaZzdy &len posloupnosti jest
mensi neZ M: tedy a,. < M pro kaZdé n. Posloupnost jest ne-
klesajici, to jest, Cleny posloupnosti jsou neklesajici, jestliZe
kazdy jeji ¢len jest bud véts$i neZ &len pfedchazejici nebo jest
mu roven, tedy

HEGEGE .S a=....

DokazZeme v&tu nejdfive za pfedpokfadu, Ze viechny &leny
posloupnosti jsou kladré. Kazdy &len posloupnosti jest realné
&islo, které ma urity ciferny obraz. Cisla s periodou 9 na-
hradme ¢isly ekvivalentnimi s periodou 0. Sledujme, jak se
mohou meéniti tyto ciferné obrazy, kdyZ postupujeme od @
k a:, pak k as atd. Tvrdime: Existuje ke kazdému celistvému s
takové Cislo celistvé ks Ze vSechna Gisla @n s indexem n=> K,
shoduji se ve v8ech cifrach fadu vyssiho neZ s. Nazorné&ji mii-
Zeme také Fici: Od jistého a, poéinaje, vSechna dal$i maji
totoZné tiseky Fadu s-tého.

Ditkaz provedeme nepfimo. Mysleme si ve vSech Cislech
a, az as... oddeéleny lseky fidu s-tého: a,°, a,5, a;°. .. a pii-
rovnavejme pfi pfechodu od a5,_,; k @} velikost t&chto tsekd,
v jednotkidch Fiadu s-tého. Pocet jednotek t&ch bud ziistane
pfi pfechodu nezménén, nebo se o jednu & vice jednotek
zvétSi. Mezi témi pfechody, pfi nichZ nastidva .zvét$eni, musi
byti jeden posledni. Kdyby totiZ tomu tak nebylo, musily by
za kaZdym aj nasledovati tiseky s v&tSfim podtem jednotek
fadu s-tého, nezli ma aj. To by mélo ten nésledek, Ze pfi po-
stupu k indexfiim vy$$im a vy38im musili bychom konedné do-
iiti k usekiimai, které by byly vétdi neZ Cislo M, coZ jest ve
sporu s predpokladem, Ze &islo M jest horni hranici posfoup-
nosti. Tedy posledni zv&tSeny &len existuje a jeho index jest
pak hledané &islo ks. Dikaz pravé provedeny -plati pro kazdé
celistvé &islo s. Vysledek dosavadni ttvahy shrmeme do této
véty: Sledujeme-li &leny posloupnosti @i, az, as...d... shle-
dame, Ze m4 definitivni iseky kaZdého fadu. Té&mito defini-
tivhimi tdseky ijest jednoznaén& definovina limita posloup-
nosti A.

Poznamenejme je$té, Ze Zadné a, nemiZe byti v&tSi neZ
A. Nebot kdyby na pf. bylo amoo-—.{l= 10-%, pak by vSechna
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a, s indexem vétsim nez 1000 liSila se od A nejméné o 10™®
a tedy by A nemohlo byti limitou Cisel @n.

Pfi dikazu jsme pfedpokladali, Ze viechny Cleny posloup-
nosti jsou kfladné. Jest zfejmo, Ze diitkaz plati beze zmény
i tenkrate, kdyZ nékolik pocateCnich c¢lenfti jest zapornych,
nebo rovno nule, daldi pak kladné. Jsou-li v§echny ¢leny po-
sloupnosti zaporné a je-li (— M) jejich dolni hranice, bude miti
nova posloupnost b, = M <+ an viechny &leny kladné neklesa-
jici a tedy bude miti fimitu B, Podle v&ty d) odst. 4, jest potom

lim an =1lim (bp —=M) =1lim bp —M=B—M. ~ ~

Podobné dokizeme, Ze posloupnost nestoupajici a ohrani-
Zenda ma limitu.V posloupnosti takové plati vztahy a,=a,=a,...
Nova posloupnost b, = — 1. a, jest neklesajici a ma tedy
limi(tu nr;1 pE. B. Z toho plyne, Ze také @n="5,.(— 1) ma limitu
B.(—1)=—B8B.

Posloupnosti nestoupajici a posloupinosti neklesajici na-
zyvame spolenym nazvem posloupnosti monotorti. Vysledkem
celé tvahy jest tedy véta zakladni diileZitosti:

Ohranicend posloupnost monbtom md vzdy limitu.

6. Odmocnina a obecni mocnina Gisla realného kladneho.
Abychom mohli poéitati ¢isly realnymi, musime jeité defino-
vati odmocninu a obecnou mocninu ¢isla realného. Necht a
jest dané kladné ¢&islo redlné, n celistvé Cislo kladné. Rovnice

xn—a
jest jen nékdy FeSitelnd racionalnim Cislem x. V tom piipadé
: n
nazyvame x n-tou odmocninou z éisla ¢, a piSeme x= ]/a
»Y ’

nebo x =a". Pro jinid a nema rovnice racionalni kofen. Mii-
Zeme viak nalézti posloupnost desetimnych zlomki o konedném
poctu cifer xo, X1, Xe,...Xk... neklesajicich, které maji nasledu-
jici Viastnosti: xx jest nejvét3i desetinné &islo o k& cifrach za
desetinnou teCkou té vlasntosti, Ze rozdil X} — @ = — & jest
zapormny (to jest, ka?dé &islo o k cifrach, které jest v&tsi neZ
Xk davé rozdil kladny). Takové &islo lze vidy nalézti ke kaz-
dému indexu k. Nebot a leZi jist& mezi dvéma n-tymi mocni-
nami celistvych &isel, to jest (r+1)* > a > r". Potom vo-
lime xo=r. Daéle jest jist& moZno nalézti cifru r, takZe
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(r'n+1)">a > (0" n), kdez 0 < r, =< 9*). Potom jest

x1=r" n atd. Patmé jest Xx'= X¢r—1- P¥i tom se xx shoduje

s Xxk—1 aZ po (£ — 1)vé desetinné misto inklusive. Mimo to jest

xP< a <(r+1)"a tedy xx <r+ 1. Posloupnost mi tedy

fimitu lim xx = x. Pfi tom shoduje se x¢ s &islem x aZ po k-té

desetinné misto ‘inklusive, Cislo x nazyvame n-tou odmocninou
z Cisla a a piSeme n 1
X = V& = aTl.

Diivod pro toto oznaleni spolivd v tom, Ze a — X} = ¢,

ma limitu rovnou nule, kdyZz k —~, jak vyplyva z téchto

vztahii == >0 (xk+10—k)n_a>o'
a tedy seCtenim
(xXk + 10747 — x> g Eili ex < 10°% (x,"‘" +x22 (xx + 10°%) + ...

+ (xx + 10*)71}. Ddle vime, Ze xy<<r+1<<r+2 a také
xx+01<r+2. Z toho plyne 0<<eg<<10*. n. (r4 2)™!
a protoZe n a r nezdvisi na k, lim & =0 a tedy a—x"=0.

Toto FeSeni jest jediné. Nebot kdyby n&jaké jiné realné
Cislo kladné y hovélo rovnici a = Y, bylo by také x"—yp" =
=(x-~-y) (x"'+x"2.y4+...+y*)=0 a tedy, protoie
drub4 zavorka jest kladnd, x — y =0.

Z toho plyne ihned vztah

1\1 LR 1
(ai)m - (a,..)n — 7,
nebot vSechna tato ¢isla hové&ji rovnici

xhlrx =qa
Dale definujeme raciondlni mocninu vztahem

m 1\m
213
Z toho plyne

(6] < (@) <l@f = sty ar (),
Mimo to je

a%.: (an_lk)"'kz ((a‘:z)%)km= (anl)’"_ a’%

*) Je-li ry =09, rozumime znakem r*ry ¥ 1 &lslo r+ 1.



Uzitim téchto vét dokaZe se obecng, znadi-li r1 a re dvé
libovolna raciondlni &isla, Ze

at.a" = qr,+,-,’ (ar,)rg —_ arl I'a, (a . b)r, =a".pn.
1

Je-li &islo a>1, jest také x=a" >1. Z toho plyne:
JestliZze r1 > re, a > 1, je také @™ > a™.

Nyni muZeme definovati mocninu y = a* redlného Cisla
a> 1, iehoZ exponent x jest &islo iracionilné. Useky &isla x
isou raciondlni Cisla xe, X1, X2..., kterda maji limitu x. Potom
také posloupnost

Yo=a%, yy=a*, y,=a% ...

ma limitu, nebot a** = a@™*! , @* k1 xp— xp1 >0 a tedy
a ~*1> 1, Z toho Yk = Yr1. Mimo to jest yr<< @+’ a po-
sloupnost Cisel yo, y1, Ye... ma tedy limitu y, kterd pravé
definije mooninu a@*.

PFi zaporném x budeme, jako u racionilnich exponenti,
povaZovati vyraz a*zadislo 1 : a™*. Je-li a =1, klademe 1* =1,
je-li a <1, definujeme

O téchto obecnych mocninach plati opét véty
ax . ay=axty, (ax)y = axy, (ab)x =a* . bx.
Pfipomeiime je§ts, Ze v rovnici y — a* pfislud{ k vétsimu

x vidy vétsi y, pokud oviem a > 1.
1

Piiklad. 1. Necht ¢ > 1, Dok4zeme, Ze lim a" = 1. Posloup-

. n--->»0
nosta‘.a- J’ .. jest stale ubyvaljjici, zdola ohraméena(a 1).
M4 tedy limitu A. Posloupnost z piivodni vybrana a%, *.GF- . e
1

mé tedy touZ limitu (odst, 4b) lim @®»= A. Z toho vdak plyne

dile e
1 1 1 1 1

lim an =1lim a2n , gZi=lim @21 . lim a2n, &ili A = A*.
Rovnici té hovi Jen ¢isla A=0, nebo A=1. Prvd moZ-

nost odpad4, nebof | an— O‘Jest stile v&tsi neZ 1 a zbyva tedy
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1
ien moZnost lima™ = 1. Diikaz lze provésti také jinak. Pro dvé&

realna Cisla t'll,-)bmp‘lati vidy(a" —b") = (a—b) (a"l"+a"'2 o+
+a3 b4 ... +b67) atedy (a—1)= {(a—")"— 1"}=
1 al n2 1

(aT— l){aT+ a”+...+ 1}. Jest tedy (ai— 1) =(a—1) :{};
protoze pak a""—-__k> 1, bude i O<a’"|"—— 1 <|(a— D:n
Z toho plyne p?cﬂle véty e) z odst. 4 jednak lima"™ — 1>>0aza
druhél lim a® — 1 < 0, coZ oboje maZe byfi, jen kdyz
lima®—1=0.

PFiklad 2. Posloupnost dand obecnym &lenem an = (1 + %)n
jest stoupajici a ma limitu touZ, jako posloupnost s obecnym
&lenem bp = (1 + ,11 )n+l.ktéré jest klesajici. l K dfikazu to-

toho dileZitého poznatku uZijeme nerovnosti (Bernoulli-ho)
(1 -+ p)*>1-+kp, kdeZ p jest realné Cislo vEtSi nez —1 rizné od
nuly a k ¢islo celistvé > 1. Nerovnost plati jist& pro 2 = 2, nebot
U+p2=1+2p+p>2>1-+2p a to proto, Ze p? jest kladné.
Nisobime-li posledni nerovmost na -obou stranich kladnym
¢islem (1 + p), obdrZime (1 + p)® > 1-- 3p 4 2p® a protoze 2p*
iest kladné, (1 4+ p)® > 1+ 3p. Jest tedy velmi pravdépodobno,
Ze dal§im nasobenim nerovniny dostaneme hledany vziah pro
kF=4 atd. Ze jest tomu vskutku tak, vyplyva z nisledujici
ivahy (obecnd indukce). Dejme tomu, Ze vztah (1-+p)c>
> 1+ kp jest dokazan pro urgité &islo k. Nasobme ob€ strany
nerovnosti kladnym &islem (1+ p). Obdrzime (1 + p)*+! >
>14+E+Dp+kp, a tedy A+pft'>14+E+1)p.
Vztah jest tedy v platnosti i pro &islo (& + 1). ProtoZe pak
plati pro k=2, jest jeho platnost zaruCena pro kazdé celistvé

1\" n
kladné k.‘ Podle B nerovnosti pro n =2 jest (1 -—’F) >1— pr

1
=1- %.Nésobime-li ob& strany Cislem kladnym (l +n—_—1)
1\ n

n+1y -
obdrZime po jednoduché fipravé (lni) > (m) ¢ili ap>ap

)
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- 1 \° n 1
Podobné jest podle B'(H-nz——l) >1 +,12—_—1 >1 +?

1\? n \".
Nasobime-li nerovnost &islem (l-l-;) obdriime(n — 1) >
1\a+1

Mimo to jest b, >1 a tedy posloupnost ta jest kle-
sajici a zdola ohraniCend. M4 tedy limitu, kterA od doby
Euler-ovy oznatuje se znakem e. Dile jest a,<<b,<<b,
a tedy posloupnost stoupajici ai, asz, as,... jest shora ohrani-
Cena a tedy konvergentni, Jeji limita jest identickd s Cislem e,

1)+ i e )
nebot e:lim(1+—) :1im(1+-).(1+ —) =l|m(1+ )
n ‘ n : n n

n n
. lim (l+%) = 1.lim (1+%) . Numericky odhad ¢cisla e

miaZeme nyni provésti s libovolnou pfesnosti na zaikladé
vztahu an, < e < b,, kdeZ m, n jsou libovolna celistvd a kladna
Cisla, Tak na pf. pro m=1, n=5 jest 2<e<(6:5)*<3;
pfesn&j§i hodnotu pro &islo e vypoéteme pozdéji jinou me-
todou. :

PrFiklad 3. DokazZzeme, Ze lim nn = 1. Podle pfedeslého

1\ n
pfikladu jest (1+ ;) <3 a tedy tim spise (1+%) <n,
1 1
kdy# volim n > 3. Z toho plyne na > 1+ % ,(r+1)<np't =

] 1
a tedy (n-+ 1)a+i < nn. To v8ak znamend, Ze pro n > 3 po-
1

posloupnost jest monotoni a pfi tom ohranienda (n 7 > 1).
M3 tedy limitu A. Limita tato jest identickd s limitou které-
koliv .ploslloupnosti vybrané. z piivodni. Vybefme ji fak, Ze

z éler'u“l nn podriime jen ty, v nichZ n_=2’k, k=123,....
Ctenaf si snadno spolte, Ze ¢leny této nové posloupnosti jsou

1 1

2z, 2%, 277 .- Av3ak tato posloupnost jest obsaZena mezi

isly 2%. 2§, 2%, 2%, ... ktera podle prvmniho pfikladu maiji li-
1

-nitu rovnou jedné. Tedy také lim nan = 1.

7. Podminky nutné a postadujici. Dfive neZ budeme jed-
nati o posloupnostech obecnych, vysvétlime logicky vyznam
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nekterych vét, jichZ se pfi ditkazech matematickych dasto
uZiva. ’

BudiZ A n&jaké tvrzeni a B jiné tvrzeni. Reknu-li:

la) B jest plainé, kdyZ (jestliZe) plati A
jest tim naznaceno, Ze vZdy plati B, kdykoliv plati A, z Ce-
hoZ oviem plyne dusledek, Ze neplati A, kidykoliv neplati B.
Oznacme opak tvrzeni A znakem (non A). Vétu 1a) mohu pak
nahraditi vétou:

1b) (Non A) jest platné, kdyz plati (non B).

Misto véty la) fikame také z divodn jiZ vytéenych:

1¢) A jest postacujici podminka pro B,
a misto véty 1b fikame:

1d) B jest nutnd podminka pro A.

VSechna tato réeni la), 1b), 1¢), 1d) jsou ekvivalentni, to
jest, z jednoho z nich plynou vSechna ostatni jako disledky.

Pritlad 1. Tvrzeni A: Cislo celistvé jest délitelno deviti.
Tvrzeni B: Ciferny soulet jest délitelny tfemi. Véty ekviva-
lentni:

la) Ciferny soudet jest délitelny tfemi, kdyZ cislo jest
délitelno deviti.

1) Cislo neni délitelno deviti, kdyZ cif. s. neni délitelny
tfemi.

1¢) Délitelnost &isla deviti jest postaCujici podminka pro
delitelnost cif. soudtu tfemi.

1d) Délitelnost cif. soudtu tfemi jest nutnd podménka pro

délitelnost &isla devitl. i

PFiklad 2. A: Trojihelnik jest rovnodhly, -B: Trojihelnik
jest rovnostranny.

la) Trojihelnik jest rovnostranny, kdyZ jest rovnoithly.

1) Trojiheinik neni rovnouhly, kdyZ neni rovnostranny.

1¢) Rovnothlost trojithelnika jest postacujici podminka
pro rovnostrannost.

1d) Rovnostrannost jest nutnd podminka pro rovnoiihlost.

P¥iklad druhy ma tu viastnost, Ze mimo vétu: »Trojihel-
nik jest rovnostranny, kdyZ jest rovnoithly«, plati také véta
stejné tvofena s opaénymi tvrzenimi: »Trojihelnik neni rov-
nostranny, kdyZ neni rovnouihly«. Tato posledni véta jest nové
tvrzeni, které se v planimetrii dokazuje a které neni pouhym
logickym ekvivalentem véty prvé, fak Zfejmé vyplyva z pii-
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kladu prvého, nebot nelze tici: »Ciferny soucet neni délitelny
ttemi, kdyZz ¢&islo neni délitelno deviti'« Pfiklad druhy mi-
Jeme obecné vyjadfiti ndsledujicim schématem: Nechf jsou
spravné véty:

20) B jest, kdyZ jest A,

a (non B) jest, kdyz jest (non A).

Misto téchto dvou vét budeme psiti, jak jiZ jsme to za-
vedli v odst. 4.,

2b) B jest, kdyZ a jen kdyZ jest A.

Jest ziejmo, Ze muZeme* také misto vét 2a) Fici:

2¢) A jest nutnd a postacujici podminka pro B,
pii ¢emZ se opirame o terminologii zavedenou na pocatku to-
hoto odst. V&ty 2a, 2b, 2¢ jsou tedy upln& ekvivalenini a na-
znaduji viechny, Ze tvrzeni A a tvrzeni B se mohou mavzijem
zastupovati.

Diikaz o tom, Ze A jest nutnd a postadujici podminka pro
B, providi se pravidelnd tim zpiisobem, Ze se dokaZe: »B jest,
kdyZ jest A« ale také »A jest, kdyZ jest B«.

Cvigeni. Odiivodné&te bliZe tato tvrzeni a pfevedte je na jina
ekvivalentni:

1. Nutnid podminka pro to, aby ¢&tyrithelnik byl Ctverec jest,
aby dhly jeho byly pravé, postalujici podminka jest, aby thly byly
pravé a souCasné, aby v3echny strany byly dlouhé 4 c¢m. Nutnd
i postaCujfcf podminka jest, aby dhly byly pravé a strany byly
sob& rovny.

2. Clslo celé jest délitelno Zesti, kdy? a jen kdyZ jest sudé a
ciferny soulet jest d&litelny tfemi. (Udejte jiné podminky jenom
nutné nebo jenom postauiici pro délitelnost &fsla 3esti.)

3. »Postadujici podminka pro to, aby posloupnost, jejiz viechny
Cleny lezi v daném intervalu, méla limitu, jest jeji monotonostc.
»Nutni podminka pro to, aby posloupnost méla limitu, jest jeji obou-
strannd ohranidenost (to jest viechny Cleny v né&jakém intervalu)«.
Tato podminka neni postaCujici. »Monotoni posloupnost ma limitu,
kdyZ a jen kdyZ jest z obou stran ohrani€enac. :

Sestrojte numerické pfiklady ke kaXdé z téchto t¥f vé&t.

4, Nutné'a postacujici podminka pro to, aby posloupnost ai; @s,
gy, ... méla limitu, jest: Eksistuje redlné Zislo A takové, Ze pro
kaZzdé kladné ¢ jest splnéna nerovnost | an — A | < ¢ pro viechna
n > N(g) (viz potatek odst. 4). ’

8. Obecné posloupnosti. Limes superior a inferior. V od-
stavci druhém jsme definovali, kdy posloupnost ma limitu.
Tato definice poslouZi niam k skutenému rozhodnuti, jen
kdyZ zname ¢&leny posloupnosti ve tvaru zlomki desetinnych.

29



Tomu neni vZdy tak. Proto odvodime jiné podminky pro po-
sloupnosti konvergentni.

Nutnd a postacujici podminka pro to, aby posloupnost

M, @, as,...dn,... méla limitu, jest tato:
Lze definovati dvé manotoni posloupnosti
bh=b=<...... bn..... ,
Q== ..., h=..... ,
které maji touz limitu a to tak, Ze
bnéangfn ...... n:1,2,3,....,.

Tim, Ze podminky jsou nutné, chceme Fici toto: Kdykoliv
néjaka posloupnost ma limitu na pf. A, pak’vidy lze sestro-
jiti dv& posloupnosti b, a c¢., shora uvedenych vlastnosti. Di-
kaz jest snadny. Necht jest tedy lim a,—= A. To znamena

b A—c<<an<A+¢ pro n'_>N(e),

af ¢ jest zvoleno jakkoliv malé. Dosazujme za e postupné
Cisla stile mensi a mensi, kterda maji limitu rovaou nule. Z pfi-
sludnych ¢éisel A —e& mohu utvofiti posloupnost b.-a z &isel
A -+ ¢ posloupnost ¢ Zidanych vlastnosti.*)

Tim, Ze podminky jsou postacujici, chceme Fici, toto:
JestliZe jsou znamy posloupnosti b. a ¢, které maji vlast-
nosti shora vytéené, pak také posloupnost ¢, ma limitu. Ditkaz
zni takto: Zvolim-li ¢ libovolng&, mohu nalézti N(e), takZe plati

soucasné <t
A—b,<e ¢cn—A<e pro viechna n> N(e).

To v3ak znamend, Ze b, jest obsaZeno v intervalu <A —¢, A>
a cp v intervalu < A, A 4- ¢ >. ProtoZe a. leZi mezi b, a ¢

je nutné |a.—A <& pron>N().

ProtoZe vztah tento plati pro kaZdé ¢, mé posloupnost a .
limitu A. Vé&tu pravé dokdzanou si smadno zapamatujeme ve
tvaru geometrickém. -

»

%) Necht posloupnost, éisel kladnych ¢ > g2 > g3 > ... ma limitu
rovirou nule. PHslu¥nd &fsla N(g), N(go),... lze zFejm& voliti tak,
aby bylo N (&g} > N(gp). Pak jest A—e, < d, < A&, pro N(egy )
=n> N(g). Proviechna n tcho druhu volime b, = A — g Tim jsou

sestrojeny hledané posloupnosti pro vSechna n=N(g). Pro n=
=1,2,...N(¢) volime b, rovno neimensfmu z &sel a1 Gs,...a NG,

bN(e)+1 8 € TOVIIO NEjVELSIMuU Z Cisel 0, Gy ANy CN(EYHI
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Uzaviené ‘intervaly <by, ¢1 >, <bs, ¢2>,...<bmcCa>
maji tu vlastnost, Ze kazdy z nich leZi cely v intervalu pfed-
chazejicim a pfi tom délka <b,, ¢, > mai limitu rovnou nule,
kdyZ n ->o. KaZdou posloupnost intervali takového druhu
budeme nazyvati »posloupriost intervalii do sebe zafazenych«.
Predchazejici vétu lze pak vysloviti takto:

Posloupnost ai, as, as, ...an ... md limitu, jestliZe jest
splnéna tato nutnd a postacujici podminka:

Lze nalézti posloupnost do sebe zaFazenych intervalii
Ji, Jo, Jso.. Ja, ..., takZe bod ax jest v intervalu Jn.

Jest tfeba jeSté pfipomenociti, Ze kaZdi posloupnost in-
tervali do sebe zafazenych definuje jediny bod spoleény
viem tém intervalim. To plyne ihned z této iivahy. Kdyby
talkové body byly dva a a b, bak by oba byly v intervalu J,
af n volim jakkoliv veliké. ProtoZe pak lim J, =0, je také

n-»ao

vzddilenost bodii @, b rovna nule, €ili body ty splyvaii.
Uzitek odvozené véty jest dvoji. SlouzZi jednak k nume-
rickému vypoétu limit, jednak k riiznym teoretickym diika-
ziim. Na oboji uvedeme pfiklad.
Pocitejme limitu posloupnosti s obecnym ¢lenem-
a,.=1+,11§,+2‘,!,+$+....+%, kde? n/=1.2.3...n

Tato posloupnost jest stidle vzriistajici a shora ohranicena,
nebot ’

S1 1

Limitu jeji oznaéme E.
Abychom odhadli velikost &isla E, utvofme rozdil

S ST T v
antk o e T g T +(n+k)'
| 1
—aiol t et araaTy e TRy
Jest tedy
nik—an< 7'7—1’—{14'—‘]— —~ +o ! -
r+ il T (42 (n+2)= (nF2f—1f

1 1—1:(n42

TS L2




an+k— Qn < L ! n+t2 N
+1)' 1—1:(n+2) @+D!nat1
a z toho pfi€lenénim k rovmici E=E
Eean L2
(n+Dl@n+1)
Tento vztah plati pro kaZdé k. Leva strana nezavisi na k&,
prava strana s rostou01m k bliZi se nule. Podle v&ty ¢) z odst.
4 Je tedy
E—an——1-(2t2 .o
(n+D' (41—
Mimo to vime, Ze E > an, a piSeme-li pro struénost misto
zlomku v pfede$lé nerovnosti ba, je celkem
an < EZ bn+ an.
O Zislech (an—+ bn) se &tenaf snadno presvEdéi, Ze tvoii
posloupnost klesajici. Proto v poslednim vztahu rovnost nikdy
nemizZe nastati. Numericky vypocet probiha takto (n=11):

05000000000 = % — 0-5000000000

E—an+r

L4

0-1666666666 < —— < 0°1666666667
00416666666 <. T < 0-0416666667

0-0083333333 < % < 0-0083333334
: i
0-0013888888 < l— < 00013888889

0-0001984126 < —- < 0-0001984127
0-0000248015 < —~+ < 00000248016
0-0000027557 < — < 0-0000027558

0:0000002755 < 10—' < 0-0000002756

0-0000000250 < —- “ 7 < 00000000251
1
‘ 12! 12
0-7182818234 « (7182818288
*

< 0-0000000023
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Jest tedy na osm mist pfesné E=271828182... Snadno
si lze zapamatovati -ciferny obraz vicemistny

E—2718281828459045....

Pri té ptileZitosti dokdZeme, Ze &islo vypoctené Jest iden-
tické s limitou od dfiveéiSka znamou e-—n l_z)ncz’o |+ ) Bi-
nomicka véta zni

(a+b)n=an+%.an 1 b+ ( 21)an -2 pt ... b0,

Jest tedy

1

T [
it w) (1R ) e
1

cili (1+%)"<1+%+ it <E

a tedy podle vty e) odst. 4.
e<LE M

Daéle jest pro kazdé E<n
1\2 1 1 1 2
(e o d -3+ 5p- ) -2

=32 =)

Jestlize £ volime pevné a n vzriistd, je podle téZe véty

ettt oo

ProtoZe vztah ten plati pro kazdé %k, lze rovnitko vypustiti.
Jest tedy podle véty dvakrite jiZ pouZité

e;lim(1+.l+i+-.--+l_)=5 ........ @)

Pro ¢isla e a E plati tedy souéasné vztahy (1) a (2). To jest
moZno, jen kdyZz E—=e.

’!‘eoretlcky vyznam véty na poditku odstavce dokizané
vysvitne na pf. pfi ditkazu véty:

Kdéssler; Uvod do podtu diferencidlnfho, 3 33



KazZdd posloupnost ai, az, ... oboustranné ohrani¢end md
aspori jeden bod zhusténi. Bod zhus$téni jest takovy, v jehoZ
kazdém sebe menSim okoli leZi nmekoriecné mnoho C¢lenii po-
sloupnosti anebo ktery jest roven nekonecné mnoha c¢leniim
posloupnosti.

Diikaz. VSechny Cleny posloupnosti — protoZe jest ohra-
niCend — lze uzavfiti do intervalu <a, b >. Rozpolme tento
interval Jo. Aspofi v jednom z novych intervali leZi neko-
neéné mnoho ¢lend posloupnosti, nebot kdyby tomu tak ne-
bylo, mé&la by posloupnost koneény podet &lenil, coZ odporuje
definici. Interval ten, a jsou-li to oba, tedy levy z nich,
oznaéme Ji a-rozpolme jej opét. Ziskdme interval J., tvofici
polovinu Ji' a obsahujici nekonedn& mnoho &lenti posloupnosti
(jsou-li dva, volime opét levy). Tak pokracujeme dile. Vzniklé
intervaly Jo, J1, Je, ... isou do sebe zafazenmy ve smyslu de-
finovaném v pfede§lém odstavci, nebof n-ty ma patrné délku
(b—a) : 2", jejiZz limita pro n-> oo jest nula. KaZzdy z inter-
Valii téch obsaluje nekonedn& mnoho bodii posloupnosti dané
a nalevo od kazdého z nich leZi jen koneény pocet ¢lenti po-
sloupnosti. Jediny bod, ktery jest spoleény vSem témto inter-
valim, nazveme S. Bod tento jest bod zhu$téni posloupnosti
ai, a2 as,... nebof, zvolime-li libovolné malé Cislo ¢ je bod
B stfedem intervalu <g8—e¢, f+¢> a mimo to je i bodem
intervalu Ja. Zvolime-li n tak veliké, Ze délka intervalu Jn je
mensdi neZ ¢ padne Jn do okoli uvaZovaného <8 —¢ f+ 6>
a obsahuje tedy toto okoli nekoneén& mmoho ¢lentt posloup-
nosti. Z té okolnosti, Ze¢ na levo od J nemiiZe leZeti Zadny
bod zhu§téni, vyplyvd, Ze bod zhusté€ni B jest nejmensi ze
v8ech bodit zhusténi. Nebot bod zhuSténi mensi neZ S lezZel
by nalevo od 8 a tedy také nalevo od né&jakého intervalu Jn.
Nejmensimu bodu zhu$téni # fikame latinsky limes inferior*)
posloupnosti ai, az, ... a oznaCujeme jej jednim ze znakii

g=1im inf an =1lim an.
n—> oo n -» 00

Podobné definujeme nejv&tdi z bodii zhuSténi Cili limes
-superior*) lim sup @p, = lim a,. Dosp&jeme k n&mu tim zpiso-
bem, Ze pfi pileni intervali volime za dal$i interval onu po-

*) Limes, Cesky doslova mez jest latinsky nazev pro bod zhu3-
téni. Inferior znati dolni, superior horni. Zpravidla budeme_uZfvati

nazva latinskych, protoZe znacky lim inf =lim a lim sup = lim jsou
mezinirodné uZivany. :
*
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lovinu, kterd obsahuje nekonefn& mnoho ¢lenit posloupnosti
a pfi tom leZi co nejdéle napravo.
Prtklad Posloupnost s obecnym ¢&lenem ap=14(— 1)"4

+ -,—z-mé lim sup @, =2, lim inf @, =0,

jak jest bezprostfedné& patrno.
~ Cviceni. 1. Utvofte sami posloupnosti o jednom nebo n&kolika
bcdech zhu$téni.

2. DokaZte, Ze posloupnost ai, az...n..., kterd ma liman=«,
ma jediny bod zhusténi lim an.—_-lim an=cq, (Ndvod: At ¢ jest jakkoli
malé, vidy leZf vné intervalu < g—e, a4¢e> Jen konedny pocet
¢lend posloupnosti a uvnitf nekoneny pocet. ,

3. Dokazte, Ze posloupnost, kterd& ma jediny bod zhu§tén{

lim an =lim an=—u

mi limitu . (Posloupnost mi jeding bod zhu$t&ni ¢ V intervalu
<a—e a—+e> lezi tedy vSechny &leny anpokud n > N{(g).)
4. Posloupnost a1, as, .- .nechf ma bod zhusténi 7. Z po-

sloupnosti 1ze vZdy vybrati Jmou
Unyy Qngy .« o o, “"k .
ktera ma vlastnostlim un, =7.
k> K

(Sestrojiime posloupnost intervalit do sebe zafazenych Jy, Ja
Ja.:., Jjichz spoleénym bodem jest v. Prvni &len posloupnosti
ai, az- .., ktery padne do J; nazveme @¢n,, z dal$ich lent prvni, ktery
padne do J, nazveme an: atd.)

9. Bolzano-Cauchy-ovo vSeobecné kriteriuin pro existenci
limity. Nutné a postaujici podminky pro konvergentni po-
sloupnost, které jsme si sestrojili v pfedes$lém odstavci, uZi-
vaji dvou pomocnych posloupnosti b, a ¢;. Byva obtiZino, se-
strojiti monotoni posloupnosti v daném pfipadg. Proto vyslo-
vime nutné a postaujici podminky je$t& v jiné formé&, kterou
v podstaté objevil jiZ Bolzano a pozdg&ji nezavisle na ném
Cauchy.

Posloupnost as, as, as,...Qn. .. md limitu, kdyZ a jen kdyZ
k libovolné zvolenému kladnému cislu ¢ lze nalézti takové ce-
listvé a Eladné cislo N(¢), Ze plati

| @ —an* | <¢ pro viechna n° > N(¢), n” > N(e).

Piedevs§im dokidZeme, Ze existence limity jest postadujici
podminka pro to, aby byla splnéna nerovnost Bolzano-
Cauchy-ova (B— Q). KdyZ posloupnost ma limitu, pak od
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jistého indexu N(%) podinaje vSechny &leny posloupnosti
maji totoZné nebo témeF totoZné iiseky Fadu k-tého, a tedy,
jsou-li n’, n” dva indexy v&t3i neZ N(&), jest, jak snadno na-
hiédneme, | @y — a@n- | <2.10°* Pfi daném ¢ lze vhodnou
volbou &isla & dociliti toho, aby 2 10 << £ a tedy také
| @Gp — an | <& q. e d.

Jako druhy krok dokaZeme: JestliZe posloupnost spliiuje
podminku B — C, m4 limitu. Zvolme ¢ = 107*. Pak pro viechna
n>NE) je | av—an | < 10* a tedy tiseky¥adu (2—1)-ho pro
vS§echna takova an jsou totoZné nebo témat totozné. Jsou totiZ
tFi moZnosti. Bud ¢islo av md na k-tém mist® desetimném cifru
9 nebo cifru 0, nebo kone&né cifru jinou nez 9 a 0.

Je-li tam cifra jind neZ 9 a 0, jsou patrn& useky Fidu
(2 —1)-ho u v3ech &isel @, pro n > N(k) totoZné, nebof a, =
an+ €, kdeZ | en | << 10°%. Jsou to tedy tiseky definitivni.

Jeli cifra ta devitka, jsou patrné tseky a—Vpro n > N(k)
rovny bud al=D nebo (aff—D+ 10-*+1) a jsou tedy definitivni.

Je-li cifra ta'nula, jsou patrné a%-" pro m> N(k) rovny
bud %~ nebo (aff—" — 10—*+1) a jsou tedy definitivni.

Posloupnost, ktera spliiuje podminky B — C, ma tedy
definitivni diseky kazdého fddu a ma tedy také limitu.

Kapitola IIl.
'RADY.

10. Obecné kriterium konvergence. S¢itdni jsme definovali
pouze pro koneény pocet sCitancii. NemiZeme tedy mluviti
o »souétu viech ¢&lenfi« dané posloupnosti ui, ue, Us..., aniz
jsme pFitkli symbolickému réeni tomu novou definici né&jaky
vyznam. Proto definujeme:

Soucet viech clenit posloupnosti wy, us, us... jest roven s,
jestliZze novd posloupnost &asteEnych soudtii

S$i=1Uy, Sg=1u;+uy, S3=u;, F+ g} 3,00, Sp=1t) + 1y 4..Fun

md limitu rovnou s.
Misto znaku s=1Iim s, = hm (u1 Fu,ug ...+ un)

n-=»
piSeme pak .
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S=U1+U2+Ua+...

a vyslovujeme vétu:
Soudet nekonedné fady us +ue +us+ ... jest roven s.
Nekonecna Fada, kteri méd soucet, nazyvd se konver-
gentni. JestliZe Cislo s neexistuje, to jest, jestliZe posloupnost
Eastednych soudtlt si1, Se, Ss... nema limity, nazyva se neko-
nedna fada divergentni. Tak na pf. fada ¢ +¢*+¢*+... pii
[gl <1 jest lcgr%glmtniknebot sn=q.1—¢q"):(1—aq),
a tedy lim s,=¢:(U0—g¢q). Rada 1—14+1—1-... jest di-
n>o e —
vergentni, nebof posloupnost si, Se,... nema limity. Z defi-
sicekonverfence vyplyva ihned diileZity poznatek: JestliZe
v nekonecné fadé vynechame nebo pfidime konecny pocet
sitanci, lze tim sice zméniti. soudet Fady, nikoliv vSak kon-
vergenci jeii. Z kriteria Bolzano-Cauchy-ova prc posloupnost
S1, S2, Ss... vyplyva ithned toto vSeobecné kriterium konver-

gence:
Nifnd a postacujici podminka pro konvergenci Fady

U1+H2+U3+...+un+...
jest:

Af zvolim Eladné ¢islo « jakkoli, vidy dd se nalézti takové
celistvé kladné N(c), Ze pro viechna n= N(¢) a pro viechna
celistvd k > 0 plati

ltnpr+tnge+ ..o Fanr | <&

Toto kriterium m4, jak uvidime, velky vyznam p¥i pro-
vadéni dikazd riiznych v&t. Pro praktické rozhodovani o kon-
vergenci odvodime v pfi§tim odstavci pravidla sice méné
vieobecnd, za to viak pohodln&;jsi, -

Zde pfipojime jen jednu poznamku. Nutnd, nikoliv posta-

Cujici podminka pro konvergenci fady jest lim #,=0. Pro kon-
n->o

vergentni fadu jest totiZ
lim sp,=s, lims,—) =s a tedy nutné
lim up=1lim ($p — sp—))=s5s—5=0
Tak na pf. v geometrické Fade
9:01—a)=q+ae+¢+... lgl <1
iest vsku’rzlsu .lim gn=0, Byl by viak omyl, domnivati se, Ze
fada, v niZ lim u, =0, jest vidy konvergentni, &ili, Ze pod-
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minka ta jest postaujici. Jednoduchym pfikladem pro to jest
fada harmonickd, jejiz rozbor provedeme. Jest to Fada

1 1 1
stz t gt
Pfi tom jest

1+ >2. =1

-h|v- N|-—-

1
3+ >2. =2
—+—+—+—>Li

m|-—-
-

Nl--

1
9 +10+11+12+13+14+15+16> 16

1 1 1
FtEE T Rt e

Seétenim téchto nerovnin dostaneme
k
St > 1+

Z toho plyne, Ze ¢isteCné soulty Sz, Sa, Ss, Sie, ... vZristaji
nad vSechny meze. Rada harmomcka jest tedy dlvergentm,

ackoliv lim u, =0.
no> o

CviCeni. Dokazte véty:

a) Jestlie uy + us ... konverguje a ma soucet s, pak také
auy + aus + ... konverguje a mi soulet as.

b) JestliZe Fady us +uwe—+..., vi+ ve+... ob& konverguijf,
konverguje také fada (us+ vi) + (e + ve) +... 2 m4 soudet rovny
souétu prvych dvou fad.

11. Rady s kladnymi &leny. Rada s &leny vesmés kladnymi
bud konverguje nebo diverguje tak, Ze &asteCné soulty si, Se,
$3,...51. .. vzrustan s rostoucim 1 "do_nekonetna.. To plyne
okamZit€ z toho, Ze posloupnost stale vzristajici 5, < s, <s, <
bud jest shora ohraniCena a pak md limitu, nebo neni shora
ohraniCena. ' _ L

O konvergenci & divergenci fady s kladnymi &leny velmi
Casto miizeme rozhodnouti podle tak zvaného principu pFiroy-
ndni Fad.

A
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Piirovnejme dvé fady s kladnymi ¢leny:

o0
_Zlu,,=u1+u,+us+u4+...
"
Z"vn=\'1+w+ vatvit. ..

n=

a0
Znameni ZUn &teme »soudet Un od n =1 do nekoneénac,
n=1
Dejme tomu, Ze o fadé druhé vime, Ze konverguje a o ¢le-
nech fady prvé nechtf plati ¥, =< V5 pro vSechna n. Pak také
prvd Fada konverguje a jeji soucet jest mensi nebo roven
souétu druhé Fady. P¥i dikazu oznadéme &asteéné soulty prvé
tfady S, a druhé fady o, Tvrzeni, Ze druha fada konverguje,

jest identické s vétou, Ze eksistuje limita lim on = 0. AvSak
n=»w
vime, Ze Uy < V;, Uy Vo, .. Un = Vp, ... a tedy

uytu+ ... Fup=sp=0,=0.

Posloupnost s1 <s2<ss... jest tedy shora oliranifena a
ma tudiZ néjakoun limitu s. Ze vztahu S, <X ¢ plyne ddle S 0.

Dopliikem k vété dokdzané jest véta: JestliZe druha fada
diverguje a je-li t,=>Va, diverguje i fada prvni. Dukaz jest
témeéf samozfejmy.

Zvolme specialn& za druhou fadu konvergentni fadu geo-
metrickou

1_‘1‘1=q—|—¢12—|—a=’+..., 0<g<1.

Tak obdrZime tak zv. Wa&g_h%
JestliZe Fada s k,{adnymz leny Ux ma vlastnost vy-

jddienou nerovnostmi Yu, < q << 1, kdez q jest konstanta na
k nezdvisld, Fada konverguje @ jeji soucet S<q: (1—9q).

Jestlize viak Yux > 1 pak fada diverguje.
Podminka on)‘/ergence jest na pf. vidy spin&na, jestliZe
k

existuje l‘i-mitakl_i*m l/uk=q1 <1, nebot pak jest VlTk =g, + &
[ o]
kdeZ lim & =0. Zvolime-li k v&t§i ne? jisté K, je & mensi
k

neZli na pf. (1—g1):2 a tedyVux <qu+(Q—qu):2=
= (%) :2<1 pro viechna &> K.



Odvodme ihned dal$i kriterium d’Alembertovo:

JestliZze v Fadé kladnych clenii 21Uy jest od néjakeho k po-
ginaje (Uit W) = g << 1, Fada konverguje. Jestlize viak
(uxr1: ux) = 1 Fada diverguje.

Je-li totiZ prvni nerovnost splnéna pro £ = K, je

LPIE-S CPR) AU PRS- CPENRY') IR PRS- CRINIDY ) B

Nésobenim nerovnin obdrZime g +p < (ux . ¢°). Rada

ug q+uK ¢t @At
konverguje a tedy podle principu pfirovndni fad t1m spiSe
konverguje i fada .
ugyr+tugt2+ugra+ ...

a.tedy i Fada piavodni. Zcela podobné se dokéZe i druhd Cast
véty o, divergenci. _

Podminka d’Alemberfova jest na pf. vZidy splnéna, jestliZe
existuje limita llm (Uk+| ux) =q < 1. Diikaz jest zcela ob-

dobny jako pfi kl‘lternu Cauchy-ovu
Tak na pf. fada Z k™ x* konverguje pokud 0 <x << 1

a diverguje pro x> 1, nebot lim (412 uk)_hm k4 1) x:kr=

[s 2]
= x.iRada Z 7 konverguje pro kazdex > 0, nebot
|

Y
lim (g1 tu) =limx: (k+1)=0<1.
Kritérium d’Alembertovo sethiavd na pf. pfi fadé
1 1\? 1\ 1)+ 1\*
(4] + 3]+ B+
nebot podil (Kk+1: Ux) jest roven
2\k 1 b 3y, 1
(?) 3 nebo (2) o
podle toho, zda k& jest liché & sudé, JestliZe & vzrista sudymi
hodnotami, podil vzriistd nad vSechny meze;, vzriista-li k li-
chymi hodnotami, bliZ{ se podil nule. Proto nemiiZeme souditi
ani na konvergenci, ani na divergenci. Kriterium Cauchy-ovo
k

- 1
vSak rozhodne pro konvergenci, nebof jest vidy Vllké 5"
A
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Obé kriteria selhavaji pfi Fadéch, v nichZ limita podilu
(ux41 ¢ Ux) jest rovna pravé jedné. Ze v pfipadé tom selhdva
také Cauchy-ovo kntenum, nebudeme zde dokazovati. Piiklad

takové fady jest g: _IE;' a>0.

Jestlize fada takovid ma &leny nestoupajici, poslouzi nam
casto tak zv. Cauchy-ovo kondensacni kriterium:

Jestlize v Fade Eladnych. élenii u(l) +u@) +... jest
u()>2u@)=2u(3)=..., pak Fada konverguje (diverguje),
kdyZ Fada 2.u(@) + 22. u(22) +2%.u(@) +... konverguje (dir
verguje).

Dilkaz jest zcela obdobny diitkazu p¥i fadé harmonické.
Jest totiz

u @) +u@)=24(2)
u(4)+u(5)+u(6)+u(7)/4 u(4)

u(2h+u@ 1)+ .. +u(2"+'—l)<2" u(2")
u(2)+u(3)+ .. Fu@E! — 1)< 2u(2)4-22u(22)+ ... +27ul27),
a tedy z ohranidenosti souctit na pravé stran& pfi rostoucim r
vyplyvi ohranienost soudtii na levé strang a tedy i konver-

gence fady. Druhd Cast kriteria o divergenci se dokédZe ob-
dobné z nerovnin

u(3):|-u(4)_2_2u(4)
u(B)y+u(6)+u(?)+u(8)=4.u(8) atd.

o 1

Vv rade’ékg‘I o @ >0jestu(®)=1:k* a tedy pomocni

Fada zni
1 2t 22 FOT | 1 2 1 8
2. _2_'1+W+W+ ... Gl Ja—1 +(2a—l) +(2a—l) +. .

To viak jest geometrickd fada s podilem ¢ =1:2%"!, ktera
k?nverguje, kdyZ 2°7' > 1 a diverguje, kdyZ 2! < 1. Rada
plivodni tedy konverguije, kdyi a > 1, a diverguje, kdyZ a < 1.

xk
Cvigeni. 1. Prva z ¥ad Z; — ; kE . x* konverguje a druhd
diverguje pro kaZdé x >0. .

2.D !
okaZte, Ze fady % Kige ¥ ;klgklga ) konverguji
& diverguif podle toho, zda ¢ <1 & g =1.
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3. Dokazte podle Cauchy-ova kondensaZnfho krit., Ze v kon
vergentnf fad& s nestoupaiicimi kladnymi &leny 3 u (k) musi byt
limn.u(n) =0 (Abelav teorém. Pfi ditkkazu uZijte okolnosti
iim 2k y (26)=0).

(> 00

4. Pro ktera s konverguje fada Z(ak+b)s

Dalsi ddleZitou vlastnosti fad s kladnymi &leny jest tak
zv. teorém Dirichlet-iv:

(o]
Jestlize z konvergentni Fady s kladnymi éleny Zm utvo-

Fime novou Fadu 2 vi prFemisténim c¢lenii, pak novd Fada opét
konverguje a md tyZ soucet jako puvodni Fada. PFi pFemisto-
vdni nesmime ovSem Zddny ¢len vynechati.

Véc tato jest zobecnéni komutativniho zdkona pro séi-
tini. Zda se sice samozfejmou, ale uvidime pozdéji, Ze neplati
pro nékteré fady s Cleny také negativnimi. Vétu D, lze do-
kazati na pf. takto.

Soucet Fady budiZ s, ¢dsteCné soulty jeji si1, Sz, S3,...
Castetné soulty Fady vi-tve+vs... budteZ oy, o2 o3....
ProtoZe op, obsahuje jen n séitanci pirvodni Fady, je 6, <s.
Tvofi tedy ¢isla on posloupnost stale stoupajici shora ohrani-
¢enou. Druhid fada tedy konverguje, to jest ma soucet
lim o, =o0. Podle véty e) odst. 4 plyne z nerovnosti 0, = §
vysledek ¢ =s. Obritime-li pofadek fad, to jest poklddame-li
druhou fadu za ptivodni, dokdZeme: stejnym postupem s =o.
Jest tedy nutné s =o.

Teorému D. uZijeme E odvozeni véty o ndsobeni Fad.
Konvergentni Fady o kladnych dlenech wo+uwi+... vo+
~+vi-k... necht maji souc¢ty s a o. Pak plati

S. 0 =1tgve+ (uevs + usve) + (uove + uyv, +uve) + ...

Sefadme vSechny moZné souliny 4i.Vir do pravoihlého
schematu
u,,v.,|u.,v1 UgVa | UV |+ =« = o s
WV, UV, | Wvy |t Vy|> o+«
Uy Vo UyVy Uy ¥y |UaVy | v o = o
Uy Vo Uy Vi UyVo Uy Vg|e » v v ¢

a utvofme fadu, jejiZ vznik v obrazci jest naznaCen silnymi
Carami uove + (wovi 4 wvs + uive) ,+ (wove + wave + ueve +
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+ uovi -+ usve) +.... KaZdou zavorku pokladejme za <len

tady co4-¢1+ c2.... Patrnd jest co=uo.ve, c1= (o --11) .
. (Vo4 v1) — uave, 2= (o1 +u2) . ot vi+ va) — (o + u) .
.(vo4 v1) atd. Jest tedy

Gtatda=tu AT ) oVt )
Z toho plyne lim (co+c1+...+ ¢ )=s.0. JestliZe v fadé

iH=>0
Co-- 14 ... vynechdame zdvorky, obdriime zFejmé Fadu
o kladnych ¢&lenech, kterd ma op&t soudet s.o. Nebof kaZidy
jeii C4steény soulet jest: uzavien mezi dvEma CGasteCnymi
souéty fady c¢o - ¢1+ ... Na pf.

cwta Zugve + aovi + usvs .+ urvet UaVa ~ uive + Uave et + ca
Premistime-li Cleny této Fady podle schématu
uovo T+ (uovy 1 u1ve) + (gove + ugvy - ueve) + ...

obdrZime podle teorému D. tyZ soulet.

12. Absolutni konvergence. Jednali jsme dosud o fadédch
s Cleny vesmés kladnymi. Rady, které mimo &leny kladné ob-
sahuji také &leny rovné nule, pfevedeme vynechanim Clentt
nulovych na p¥ipad pfedeSly. Vysledky jsou beze zmény
platny pro fady, které maji jen konedny pocet Clenii zapor-
nych, jak jest bezprostfedné patrno z toho, Ze charakter fady
se nezméni, kdy? vynechiame kone&ny polet &lenii. Rady
s cleny vesmés zdpornymi nebo s pouze konednym podtem
kladnych &lendl, pfevedeme nasobenim (— Dnou na pfedeSly
pfipad.

JestliZe vSak fada ma nekoneény pocet ¢lenti jak kladnych
tak zapornych, nemiiZeme oviem pFedchazejicich kriterii uZiti,
s vyijimkou Bolzano-Caucﬁy-ova vSeobecného kriteria. Proto
odvodime v3tu, kterd nim v mnohych pfipadech umozni pfe-
nésti vysledky dosud odvozene na fady obecn&j$iho typu, Zni

takto:
a
Kdyz Fada prostych hodnot D' | ux | konverguje, konver-

. a k=1
guje také Fada ; Us.

Rikdme v tom p¥ipad&: Rada ; ux konverguje absolutné.

K dukazu uZijeme vSeobecného kriteria B — C.



0.2}
Rada D' lui konverguje a at tedy zvolime kladné ¢ jak-
koli malé, vZdy lze nalézti &islo N(e) tak, Ze

g1 | + ltng2| + |angs| oot g | <e

pro viechna n 2 N(¢), k> 0. Podle zakladni v&ty o po&itani
prostymi hodnotami jest

ltnp14uny2 + oo Ftnyi| S tnpr|+ | tage|Fo oo+ |un gk

a je tedy i leva strana této nerovnosti mensi neZ ¢ pro vSechna

n2 N(), k> 0. Jinak feGeno: Rada D'ur spliuje také kri-

0 k

terium B—C a tedy konverguje. Tak na pf. fada z i,

! = k!

o niZ vime, Ze konverguje pro x>0, jest podle hofejdi vity

jisté konvergentni i pro x <0 a tedy konverguje pro viechna
X viibec.

V absolutn& konvergentni fad& wi+ue+us-+... vyne-
chejme d&leny zdporné. Vznikne fada s kladnymi &leny
@+ a2+ as+... Vynechame-li ¢leny kladné, vznikne fada
s Cleny — b1 —b: —bs... Obé tyto Fady jsou absolutné kon-
vergentni, V &asteéném soudtu Sp—u1 -+ u2 + ...+ Up0znaéme
souCet kladnych &lenti @, a zdpornych &lenit — By, takZe jest
Sp=an— 3. Déle jest patrné

(a+as+a,...)=Iliman; (—b —b,—b,....)=Ilim—fn.
n->ow. :‘\ n-» oo

Jest tedy také
lim sp = llm (an —_ ﬂn) = lim can — lim ﬂn.

Soucet absolutné konvergentni fady lze tedy poditati tak,
Ze se napted seltou élcnry_ kladné, pak zdporné a vysledky se

SNy gt ) = (@ aa ) — by Bt )

UZitim tohoto vysledku roz§ifime platnost teorému Dirich-
letova na fady absolutné konvergentni.

Pivodni fada budiZ w1+ wus-{-us..., Fada piefazena
wi+ve+vs+... Rada | v,|+|vs|+|vs|+ - jest podle teo-
rému D. pro Fady s kladnymi €leny konvergentni a roma fadé
Ilu,|+|u2|+|u3|+ .- Provedme rozklad na kladné a ziporné
<leny

ll1+llz+u:1+.-.=al+ag+...—(b;+bz+ba+...)
V1+V2+ Va+...:Cr‘!‘t‘z""...—‘-(dk+dg+da+.‘..)



Rada ¢1 + cz+ ... jest konvergentnia rovna a1+ a2+~ ...,
fada di + dz + ... jest konvergentni a rovnd b1 + bz + ... Jest
tedy mtuvtwmt...=vi+vetvat...

Cviceni. 1. DokaZte, Ze v absolutn& konvergentni fad& jest

lan+ - =lw |+ 4

2. DokaZte, Ze pro dv& absoltn® konv. fady s=uo+u1+ ...
s=vo+vi+... platf

s.o=roo+(ro1_+u1Vo)+---

(Pokyn: DokaZte nejdfive, e fada poslednf, zbavend zavorek,
jest absolutn& konvergentnf.) °

13. Relativni konvergence. Konvergentni fada w1+ uz+
+us+... nazyva se relativné konvergentni, jestliZe fada
| uy |+ ||+ us |+ - -- diwerguje. Uvidime pozd&ji, Ze takové
fady vskutku existuji. P¥i nich musi divergovati fada élgnu
kladnych @1 +a:+... a rovnd% fada Cleni zapornyeh
""b1 — b: —bs — ... Nebof, kdyby ob& tyto fady konvergo-
valy, konvergovala by také fada @1 + b1+ a2+ b2+ ... a po-
dle teorému D. také fada |u,|+|u.|+ |ug|+ .- by byla kon-
vergentni, coZ odporuje pfedpokladu. Pravé tak nemiiZe di-
vergovati fada ¢lenii kladnych a konvergovati fada &leni za-
pornych anebo obricend, jak C¢tendf sam snadno dokéZe.

Pro fady relativnd konvergentni neplati teorém Dirichletiiv.

Vhodnym pfefazenim &lenti fady 1ze dokonce dociliti toho, aby
fada méla libovolny soucet @ pfedem zvoleny (véta Riemanin-
_ova). Pqstupujeme p¥i tom takto: S&itime kladn& Cleny vV Do=
fadku fadou uréeném, Zadny nevypoustéjice, aZ dosp&jeme po
prvé k souctu rovnému g, nebo v&tSimu neZ a, coZ jest jistd
mozZno, protoZe fada kladnych &lent diverguje. Tyto ¢leny na-
zveme prva serie. Pak pfiCitime Cleny negativni v pofadku
Fadou urfeném, aZ soudet opét po prvé klesne pod a (druha
serie); pak opé&t piiitdime dal$i Cleny kladné, aZ soulet op&t
dosdhne a nebo stoupne nad a (tfeti serie) atd. Novd fada,
takto vznikla, jest jisté konvergentni se soudtem g, protoZe jeji
CasteCné soulty osciluji kolem ¢&isla @ v mezich k nule se
ziuZujicich. Nebot &astedny souet kondici kladnym Clenem
uchyluje se bud napravo od a o &slo mensi neZli jest tento
kladny €len, nebo nalevo-od a o &islo mensi neZli jest posledni
zaporny Clen pfedchazejici zaporné serie. Obdobna vita plati
pro CasteCny soucet, ktery kon& &lenem zapornym.

14. Rady alternujici jsou fady tvaru us — us + us — tta +...,
Vv nichZ vSechna ux jsou &isla kladna. Mimo to musi byti, jak
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vime, lim 4, =0, Omezime se zde na fady, jichZ &leny nestou-
paji, to jest Un+1 = un Takovd Fada vidy konverguje. Nebof
Castecné soulty se sudymi indexy
se = (us —us),
sa={uy —us) + (uy —uy) =y — (us — u3) — uy atd.
maji vlastnosti vyjadfené nerovmostmi:
s,gs‘és,_:\_....., Sanéul.

_Posloupnost jejich jest tedy neklesajici a shora ohraniena.
Mai tedy limitu lim s,n=s. TouZ limitu maji casteéné soucty
s lichymi indexy, nebof Szn+1= S2n + Uzn 1 a tedy lim s2p 4 1=
=lim sz, + lim uon+1= s+0. Tak na pf. fada

1 1 1

s=1——4———

. 2 t3 7 |

koqvergule a jejf soulet jest v mezxch 1>s>1— — nebo
presnéji 2

SH3> s>1—2 o atd

Konvergence jest relati;vm’, nebof fada prostych hodnot
jest fada harmonick4, kterd diverguje. Jiny jednoduchy p¥iklad
dava fada

1 1 1 1 1 1 1 1 1

E—_+_—_+-_—+___+—_““” ,
ktera obsahuje &leny tvaru 2—"v poétu 2 se stfidavymi zna-
ménky. Soudet jeji jest patrné& roven nule. Radu lze prefaditi
k souc¢tu na pf. s =1 timto postupem:

2 4 4 2 2
1 1 1 1
= —+—+—=—+-=1
Ss sl+8+8+8+8 ’
1 3. 4 1 3
so=ss_'2'=:‘; sla—sﬂ"l'ﬁ—l; S =83 =Z,
Sis=1; s.o=l' s, =1 atd

Cviteni, 1. Urlete n&kolik prvych ¢&astelnych souCtid Fady
1 1 1
I=gtg=gft
pfefazené a) k soudtu (+1); b) K sogetu (—1).
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2. TotéZ pro fadu

1 1,1 1,1 1
2 zte ate—Tt

pFefazenou a) k soudtu (1-5), b) k soudtu (—1).

Kapitola IV.

FUNKCE.

15. Definice a druhy funkci. Casto oznacujeme tymZ zna-
kem, na pf. x, riizna Cisla redlna n&jakého mnoZstvi 0. V tom
ptipadé budeme znak x nazyvati proménnd a mnoZstvi O obor
proménné, Prom&nn4, jejiZ obor jest jen jedno Cislo, nazyva se
konstanta. .

Jestlize vy tak zdvisi na proménné x, Ze kaZdé hodnoté x
odpovidd urcitd jedind hodnota y, Fikdme, Ze y jest funkce
proménné X.

Tuto zavislost znadime symbolem

y=1(x),

ktery &teme: y jest (rovna se) funkce (funkci) x. Cislu x Fi-
kame nezdvisle proménna, &islu y zdvisle proménna. Pfi riz-
nych zavislostech uZivame riiznych pismen k oznaeni funk-
&nfho vztahu, na pf. g(x), F(x), ¢(x) atd. Geometricky znazor-
fiujeme vztah y =#(x) tak, Ze myslime si v roving, opatfené
dvéma osami soufadnic, vyznafeny vsechny body o soufad-
nicich [x, 7(x)]. Nazor, ktery s témito nazvy spojujeme, jest
oviem, jako vSechno smyslové vnimani, nepfesny a proto po-
dame definice na nazoru nezivislé, abychom terminologie té
mohli uZivati i pfi pfesném mySleni. Rovina soufadnic jest
mmnoZstvi viech dvojic redlnych &isel [x, ¥]. Osa x jest mnoZstvi
viech dvojic [x, 0], uspofadanych podle velikosti &isel x, osa y
jest podobné& uspofidané mnoZstvi viech dvoiic [0, y]. PFimka
jest mmoZstvi vSech dvojic [x, y], které vyhovuji rovnici
ax+by-+c=0. Cara (kfivka, graf) jest mnoZstvi viech dvoiic
[x, ¥1, které vyhovuji rovnici y =17 (x). Podobn& definujeme
Dpaprsek, dhel (Cdst roviny »mezi« dvéma paprsky, vychazeii-
cimi z téhoZ bodu) atd.

. Predpis, ktery pfi definici funkce p¥ifazuje hodnot& &isla x
urCitou hodnotu ¢&isla y, miZe byti velmi rozmanity. Casto to
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byva aritmeticky nebo jiny pottafsky vztah, na pf. (obr. 1a)
obor x: celistvd, kladna &fsla: 1, 2, 3, 4,...

1
y=1+ ; ......
Jest patrno, Ze hodnoty y tvofi ur€itou posloupnost. Obra-

cené muZeme povaZovati &eny kazdé posloupnosti za hodnoty
néjaké funkce.

Obr. 1a. Obr. 1b.

TyZ funkéni vztah definuje oviem pfi zmé&né oboru ne-
zavislé proménné jinou funkci., Tak na pE., tvofi-li obor x
v8echna redlna disla s vyum'kou nuly, pfedstavuje pfedesly
funk¢&ni vztah hyperbolu obrazce 1b. Jiny prlklad Obor x inter-
val <—1, 1>, funkce y:l/ 1— x2, obr. 2. Obor nezavisle
proménné x byva nékdy rozdélen na podobory toho druhu, Ze
v kaZzdém z nich jest y definovano jinym vztahem podtafskym.
Tak na p¥f. lomend Cira v obr. 3 jest takto definovana:

y—x pro 0x<]1,
(x+1) proo- 1<x <2,

a4

N

w|w

y= pro 2<x<3,
V odst. 6 jsme definovali funkci exponencidlni, na pf.
v =5% nebo obecné&ji y =a*, a > 0, pfi niZ obor x jsou viechna
redlna ¢isla. Z geometrie zname funkéni vztahy
y=sinx, y—cos %, y_tgx, y =cotg x atd.



PFi této prileZitosti pFipomefime, Ze dhly budeme méFiti
vzdy v mife obloukové, to jest, podilem mezi délkou oblouku
{ihlu stfedového v kruZnici a délkou polomé&ru. Jest to Cislo
nepojmenované, na pf. ithel p¥my jest & =314159.., tihel
pravy jest 7/2 atd. Jak se méfi délka oblouku, bude vyloZeno
v poétu integralnim. Pfesna definice funkci gonmiometrickych,
nezéavisld od geometrického nézoru, obsaZena jest v II. do-
datku.

alte
O PO

-, [e) + [*]
y=i-w?
Obr. 2. Obr. 3.

Byl by vSak omyl, domnivati se, Ze kaZdy funk&ni vztah
Ize vyjadFiti aritmetickou formuli, Tak ma pf. iifedni zavéredny
kurs koruny &eskoslovenské na burse v Novém Yorku jest
funkei data nebo vyska domil v Praze v urditém okamziku jest
funkcivieiich popisného &isla atd.
nzinNekteré Casto se vyskytujici skupiny funkci maji zvlastni
y.

Celi‘stvd Tunkce raciondini n-tého stupné (mnohodlen, poly-
nom) ma tvar

y=a,xn+a xn—1+4a,xn—24,  .+4an a,+ 0.

Obor x jsou vSechna relné &isla, ao, a1, as, .. .02 jsou kon-
]s(tanty. v .aylgebre pebo v. teorii funkci komplexni proménné do-
azuje se zdkladni vita algebry: KaZdd rovnice

PX)=xn+bxn—14 .. 4 br=0,
md n koFenii redlnych nebo komplexnich od s izny
stejrych) sebe riznych nebo
. ") Dikaz nalezne &tenaf na pf. v knize: i
cialni, Praha 1923, ndkl. J. C. M. a FZ stlll'fZ:(jS.K' Petr, Potet diferen-

Kdssler: Uvod do pottu diferencidinfho. 4 49



Nezavisle od pfede§lé zakladni véty dokaZeme dalsi rov-
né&Z dillezité. JestliZe rovnice

P(x)=xn4b xn—1+ ... 4+ba=0
ma kofen a, plati pro kazdé x
P(xX)=x —a). P (x), kdez P, (x)= xﬂ—“+ﬂ, xn—2.4 .., 4 fn-1.
Jest totiz
P(x)=Px)—P()y=xr—an-}-by(xn—1 —a—1)4... 4 bn-1(x — ),
a z toho obdrZime vytknutim kofenového &initele x — a vztah
Zadany.

Z toho plyne déle: JestliZe rovnice P{(x) =0 ma dva na-
vzdjem riizné kofeny a I 8, plati pro kazdé X .
P(x)=(x— @) (x — ) P, (x), kdeZ P, (x) =xn-2+4y,x7-3+ ...+ yn_2.
Rovnice P(x) =(x—a) Pi(x) =0 ma totiZ kofen B.a tedy
(B—a) . Pi(8) =0, &ili P1(8) =0. Podle pfedcilé vity jest

Pix)=(x—@P,(x) ¢ili PX)=(x—a)(x— p). P:(x).
Z toho obecnou indukci: JestliZe rovnice P(x) =0 ma k na-
vzajem riiznych kofenit ai, ae, as,...axr, jest jeji leva strana
beze zbytku délitelna mnoho&lenem (x — a1) (x — a2)... (x — ax)
a tedy rovnice jest nejméné stupné k-tého.

Rovnice @y x"+ a, x*'+.. + a,=0, v niZ aspoii jeden
z koeficientlt ao, @1,...as—1 jest od nuly riizny, miZe tedy
miti nanejvy3e n navzijem riznych kofenit. Z toho vyplyvi,
Ze jedina rovnice n-tého stupné&, kterd mi vice neZ m navza-
jem riznych kofend, jest

0.xrn+0.xp—14...40=0,
Rovnice ta jest pak oviem splnéna pro kazdé x.
Lomend funkce raciondlri jest podil dvou mnohoclenu
_axn4axn—14.. .+ an,
Y= p, xmiy b xm—1-. . .-Fbm
Obor x tvofi vSechna redlnd ¢isla s vyjimkou téch, pro

kterd jmenovatel jest rovny nule (nebof nulou nelze déliti).
Tak na pt. funkce

—_1
Y =¥2x

jest definovdna pro vSechna x s vyjimkou hodnot x=0,
x=2; pro tyto hodnoty hofei§i {ormule y viibec nedefinuje.

50 4



Obor proménné x jest tedy utvofen viemi realnymi Cisly s vy~
jimkou 0 a 2. Jest oviem mozZno utvofiti jinou funkci y = f(x),
ktera jest definovana pro v8echna x a pfi tom se shoduje s pfe-
dedlou funkci véude tam, kde tato jest definovdna. Tak na pf.
pro x+0,2,

1
Sx)= x*—2x

fx)y=1 pro x=0,2.

Definice tato jest ve shod& s tim, jak jsme si definovali funkci
na poCitku tohoto odstavce. Proto nemiiZeme na pf. o funkcich

_G—ay
(x—a)
tvrditi, Ze jsou 'identické, nebot prvai z nich neni definovana
pro x=a. .
Funkce y = -+ }/ 'x hovi rovnici y? — x=0. KaZda funkce
v, kterda hovi algebraické rovnici

Po(®) . y84-pi(x) . yr-14 .. .4 pa(x)=0, 6]

kdeZ po(x), pi(x),... jsou mnoholleny v X, nazyva se alge-
braickd funkce n-tého stupné. le-li algebr. funkce definovana
rovnici dosud nerozfe3enou, fika se ji implicitni funkce alge-
braicka (viz téZ odstavec 53) na rozdil od eksplicitni funkce
algebraické, jako na pf.

x’—l
y=-+ l/ 12
O mmnohych funkcich lze dokazati, Ze nejsou algebraické,
jako na pf, funkce goniometrické, funkce eksponenciélni, funkce
logaritmické atd. Ditkkazy toho zde provadéti nemiiZeme.
) Definujme je$té jednu velmi jednoduchou funkci. Ke kaz-
dému redlnému &islu x ptifadime celistvé &islo y, které hovi
nerovnostem

y Y= (x_'a)

=x<y+1.
Funkci tu budeme oznadovati
y=I[x]

a Cisti y jest celé &islo v x. Tak na pf. [314] =3, [4] =4,
[—23] =—3. Obr. 4 znézorfiuje graficky tuto funkci.

Jest vSak dobfe uv&domiti si, e obrazec nevystihuje
vSech vlastnosti funkce, netof pro x=1,2,3,... md y vidy
iedinou hodnotu 1, 2,3, ..., coZ nikterak neni patmo z obrazce.
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CviCeni. 1. Znazornéte graficky funkce celoliselné proménné n:
— 1)n 1
o y=1+E2, 5 y=t4cvrt]

2. Znadzornéte graflcky funkce:
a) y_x2 3 y=x 4
b) y=x— [x], y—{x—lxl}’ =x]+ {x—[x]}*.

3. Necht y = x, kdyZ x jest raciondlni a y viibec neni defino-
vano, kdyZ x jest iraciondln{. Liif se grafické zndzorné&n{ této funkce
od zrmizorn&ni pHmky y — x? (UvaZte, Ze <&fsla racionilnf tvoH
mnozstvi viude husté!)

5. Pro kterd x nejsou definoviany funkce secx, cosecx, g x,
colg x?

y
AY —
\ \ I , %
-3 -2 -1 0 1 2 3
1!
y=[x]
.
Obr. 4.

16. Limity funkci. Funkce y =1+ 1:x (viz obr. 1b) ma
tu vlastnost, Ze s jakkoliv vzristajicim x bliZi se neomezené
&islu 1. Podobn& jako pFi posloupnostech (viz odst. 4) fikame,
Ze y ma limitu 1, kdyZ x vzriistd do nekoneCna. Pfesni de-
finice zni takto:

Funkce 1(x) md limitu A, kdyZ x vzriisté do nekoneéna,
jestlize ke kazdému libovolrié malému kladnému Cislu ¢ lze
nalézti éislo X(e) tak, Ze

A—e<Hx)<A4e&ill | fl)—A| <&
pro viechna x> X(e). -
Jsou-li tyto podiminky splnény, piSeme strucné

limf(x) == A
xX—

—
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Pfi tom jest X(e) konstanta nezavisla na x, ale zdvisld na e
Tak na pf. pro funkci 14+ 1 :x jest X(e) =1 : ¢, nebot

1—e<1+1:x<1+4¢ pokud x>1:¢.

Funkce y = x® ma tu vlastnost, Ze vzriistd do - oo, kdyZ
x vzriistd do + oo. To znadime zkratkou

J(x) > 4+ o0, kdyZ x - - o0,

Presna definice zni: ]
Funkce 1(x) vzristd do + oo spolu s x, jestliZe ke kaZ-
dému, libovolné velkému Cislu M lze nalézti cislo X(M) tak, Ze

#x) > M pro viechna x> X(M).

V pfedchazejicim piikladu jest zfejmé X(M) =M%.
Jest patrno, Ze ob& pFedchizejici definice vztahuji se
k funkcim, jeZ jsou. definoviany pro vSechna kladni ¢&isla x
viibec, anebo aspoii pro vSechna Cisla x v&t3i neZ uréita kon-
stanta. Funkce toho druhu mohou spliovati bud podminky
prvé definice, nebo podminky druhé definice, nebo kone¢né
ani jedny ani druhé. Pf¥ildad funkce posledntho druhu jest
y=cosx, ktera s rostouwcim x kolisd v mezich —1, + 1.
O takovych funkcich tikime, Ze osciluji, kdyZz x> + oc.
Cvi¢eni. 1. Podle analogie pfededlych vé&t definujte vyznam
symbolii;
lim f(x) = A, f(x) >+ oo, f(x) > — o0, f(x) >— 00
X = — 00 X =» — 00 X —>—00 x =+ oo
a uvedte pfiklady!
2. Jak se chovajf funkce

3-4+1:x, Vx, [x], x—[x], sin wx:x, sin 7 x, x.sinxx,

kdyZ x > 4-oc ? (Grafické znizornni!)

3. Sestrojte jiné pFiklady funkci, a) které maiji limitu, kdyz
X->--00, p) které vzriistaji do +o0, kdyz x>+ 0, ¢) které osci-
lujf, kdyz x -+ oo.

17. PokraZovani, Viimné&me si nyni funkce

x*—
y=eW=Te

}:t‘:’jré iest vyrazem tim definovina pro kaZdé x s vyjimkou
odnoty x =a. Pro ka?dé x ' a jest viak také

ox)=x4+a.

? tIOhO SOUdfme’ Ze pro x velmi blizka &islu @ je y velmi blizké
1slu 2a. Presng fe&eno, rozdil ¢(x) —2a jest roven pravé
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rozdilu (x —a) .pro viechna x + a. Tento fakt muZeme také
vystihnouti nerovninami: | ¢(x) —2a | <& pro viechna x
splfiujici nerovninu ] x —a! < ¢ af ¢ jest jakkoliv malé, kladné
¢islo, pokud pfi tom x I+ a. Misto pfedeslého souvéti Fikame
stru¢ng, Ze @(x) md limitu 2a, kdy x bliZi se k a a piSeme
lim @ (x) =2a.
X—>a

Pfi tom jest zvla§té dileZito vSimmouti si, Ze limita 2a neni
hodnota ¢(x) pro x = a. Limita jest &islo, které charakterisuje
urCitou vlastnost funkce @(x) v okoli bodu x=a s vyjimkou
toho bodu samého. -

Meéjme nyni obecnou funkci f(x) definovanou pro vSechna
x v intervalu <a, b>. Jen v bod& x = « tohotd intervalu F(x)
nemusi byti ddno. JestliZe &islo f(x) bliZi se k &islu A, kdyZ
X bliZi se k a, piSeme ]illl)f(X) = A. Tato vlastnost funkce neni

x a

tim logicky pfesné vystiZzena, protoZe neni definovano, co to
znamend: bliZi se. Pfesna definice jest ob$irng;jsi:

Jestlize k libovolrié malému, kladnému ¢ lze nalézti ta-
kové Eladné ¢islo 6(c), Ze

A—e<fM<A+g Cili | f)—A]<:
R

pro vsechna x ruzna od a, ndleZejici k <a, b > a spliujici
Merovniny ,_ ()< x<a+o(s), &ll |x—a| < d(), pak je

lim f(x) = A, w— ——
x>a

Jako pfiklad dokdZeme vztah, ktery budeme pozdé&ji pottebo-
vati, Ze totizZ

. sinx
lim
x>0 X

=1.

Pii ditkazu miiZeme se omeziti na kladna x, nebof pro za-
porné x=—¢ je sinx : x=sin & :§.

V obr. 5 jest BB1 > BB: ¢&ili 2x > 2sin x, x > sin x. Diéle
jest vyse¢ OCB < trojithelnik OCD a tedy x.1<1.{gx dli
sin x : x > cos x. Celkem jest tedy

1>ﬂ1>cosx

Z toho plyne dile
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O<1———Sl—;—x—<1—cosx,

sinx
x

x x\2
1— 2sin? —<2.(=].
0<< < 2sin 2< (2)

Je-li nyni ¢ libovolné malé, kladné, mohu voliti Cislo x

tak, Ze je ; < ¢ a tedy také
0<1 =M% . pokud x<VZe=20(e).

X

Viechny podminky pro existenci hledané limity jsou tedy
splnény. Kdyby oviem x bylo mé&feno v jiné neZli obloukové
mife, byla by i limita jind. Tak na pf. je-li x” mira ihlu

D
B oc=08=1
A €a=x
- AB=sinx
X =
! -
OA=cosx

[ ¥
Obr. 5.

v sekundich a x mira obloukova, je sin X" =sinx a tedy

tim S0 iy SIBX X T
x50 X" x50 Xx x" 648000 "
PH poCitani limitami plati tytéZ obecné véty, které jsme
poznali p¥i limitich posloupnosti:
lim [f(x) + g(x)] = lim #(x) -+ li
lim [f(x) . g(x)]]= lim £(x) . lim ;Txi(x)'
lim [#(x) :g(x)] =lim #(x) : lim g(x), pokud lim g(x) = 0.
Pozpa’m!za. Funkce f(x) =sin x : x neni v bod& x =0 vii-
bec 'qefmovana. To nam oviem nemiiZe branmiti, abychom se-
strojili jinou funkci F(x), ktera pro x 0 jest rovna f(x) a pro
X =20 jest rovna libovolné zvolenému &islu b. Patmé& bude



lim F(x) = lim#(x) =1,
x—>0 x=>0

nebot limita nezavisi na hodnoté funkce v bodé¢ x=0. Voli_m-li
b riizné od jedné, na pf. b=2, je
F(0) =2, limF(x)=1.
x>0

Z toho jest zfejmé& patrno, Ze limita F(x), kdyZ x - a a hod-
nota F(a) mohou se navzajem ligiti.

Casto se stdv4, Ze funkce viibec nemd limity. Na pf.
f(x)=1[x] nema limity, kdyZ x > 2, nebof v kaZdém sebe
mensim okoli &isla x =2 nabyvi f(x) hodnoty I pro x<2 a
také hodnoty 2 pro x >2, a tedy pro Zidné A nemiiZe platiti
v celém takovém okoli

| [X]—A | <é, jestlize e<»% .
Cviceni. lil)nox":O. kdyZ n jest celistvé kladné.
X
lim 2x : (3x +5) = 2/3. (D&l d&lence i délitele &slem x.)
X —» Q0

i a,xn+a,xn—14...4an
X b X1 ...+ bn
En_a)x": a®. (Poloz x=(a+y) a uij véty binomické.)

a
lin_lgtg_ x:x) =1 (Rozloz (tgx:x)=(sinx:x).(1:cosx).)

(Dé&1 &itatele i imenovatele &slem x7.)

lim (sin ax : x) = a. (PoloZz ax—=1y.)
>0

X
lim {(xn—an): (x —a)}=n .a"~1, p celistvé, kladné. ,
X—=>a

18. Limita v rozSifeném smyslu. Pojem limity funkce lze
roz8ifiti rozmanitym zptisobem. Tak na pf.:

JestliZe k libovolné malému, kladnému ¢ dd se nalézti
takové kladné d8(e), Ze ' f(x) — A < & pro viechna a— 8(e) <
<.x<a, pak Fikime, Ze f(x) ma limitu A z leva, a piSeme
symbolicky

lim #(x) = A.
xX>e—u

Podobné definujeme limitu z prava. Funkce miiZe miti li-
mitu z leva nebo z prava a p¥i tom nemusi miti limitu v oby-
¢ejném smyslu. Tak na pf. lim [x] =0, lim [x] =1, lim [x]

x=>1-0 x—>140 x—>1
neexistuje.

Dalsi rozSifeni pojmu limity jest limita v $ir§im smyslu.
Budiz f(x) definovino'v <a -+, a+ 8 >. JestliZe M jest libo-
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volné veliké &islo a f(x) >M pro vSechna | x —a | <e(M),
pak fikame, Ze f(x) ma limitu v $irS§im smyslu a piSeme
f(x) > + — oco. Vyznam symboli

X—>a
Jx)>+oo, F(x) > +o0, (x)>—oo. ap.
x=>a—0 x—>a+0 x—>a
jest nyni samozfejmy. Symbolu
1(x)> t+ oo

) xX—=>a
budeme uZivati, kdyz

F@xX)> 400, f(x)>—c0 nebo f(x) >+ 00, f(x)>—o0,
x—>a+0 x—>a—0 x—>a--0 x—>a+40

Cvideni. 1. JestliZe lim f(x) == A, lim f(x) = A, je také lim f(x) = A.
x—=>a+0 X —=>u—VU X—>a

2. Jestlize limf(x) = A, je také lim f(x) = A, lim#{x) = A.
X—>a x—>a-u x—>a+0
3. Lim {x — [x]} =1, lim{x—[x]}=0.
x—>2-0 x=>2+0
4. Lim [1— x2] =0, lim [1 — x2] =0, [1—0]=1
x—>+0 x—>—=0

5 1:(x—a)*—>-+oo, l:i(x—a)>-+oo, 1:(x—a)—> + oo
X—>a x—>a+0 xX—>a

tgx > 400, tgx—>—o0, tgx—> t oo, logx~>—oo, logx
0 0
x—>;—'—o x—>;—'+o x—>§ x>t x>

neeksistuje ani v $ir3fm smyslu.

19, Kritéria pro limitu funkce, Zbyvd urciti kritéria, podle
nichZ se pozna, zdali #(x) ma limitu, kdyZ x = a ¢&ili nic. Prvni
takové kritérium tyka se funkce f(x), kterd v <a, b > jest de-
finovana a p¥i tom jest reklesajici. To znamena, Ze F(x1) < f(x2),
kdykoliv x1 < x2. Véta o limité zni:

. Jestlize i(x) jest v intervalu < a,b > shora ohrani¢end a
neklesajici, pak eksistuje lim f(x).

x—=>b-0
Ditkaz provedeme uZitim posloupnosti
- 1 1 1
Xi=2b— | xy—h— .. xp==b— -
k10 PER A " ke

kdeZ k jest kladné &islo t 6, Z2e b—1:(k+1)>
Prislugné hodnoey o tak volené, Ze b—1:(k+1) >a.

y1="F0x1), ye=1i(x,),.. Yn=Fx), ...
tvofi posloupnost neklesajici a shora ohranicenou. Eksistuje
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tedy lim yn = A, to znamenda: Zvolime-li ¢ libovolng malé,
n— oo
kladné, lze nalézti vZdy takové N(e), Ze

0<A—f(xn)<e¢ pro viechna n2 N (e).
Tvrdime nyni, Ze tato nerovnost plati nejen pro ¢leny po-
sloupnosti Xy, XN +1,..., atd.,, nybrZ i pro viechna x spliujici
nerovniny

1 : . 1
b—m<x<b, &ili O<b—x<m—o(6)
a Ze tedy lim #(x) = A.
x-—>b—0

Dukaz jest tento: Spliiuje-li x hofej$i nerpvnosti, padne
mezi dva za sebe jdouci Cleny posloupnosti:

XN+ rEXXN4r+1 .
Jest tedy, protoZe f(x) jest neklesajici funkce,

FN+)SFE)SFEN+r+1),
e>A—FfUN+)=ZA—f(X)=A—f(xN+r+1) =0 s. e, d.

Obdobna véta plati o druhém konci intervalu
limf(x)=8B
x—>a+0
a obé véty dokaZou se snadno i pro funkce nestoupajici.
Pro funkce, které nejsou monotoni, uzivd se obecného kri-
téria Bolzano-Cauchy-ova, které zni:
Jestlize ke kaZdému libovolné. malému, kladnému ¢ lze

nalézti 6(e), takze
1) —Ff(xa) | <e

pro vSechna x1 a x: splfiujici nerovnosti
0< x,—a £ xa—a £4(s),

pak H(x) md limitu, kdyZ x > a.
Podminka tato jest nutni, nebof, kdyZ f(x) ma limitu
A, pak lze ke kazdému &/2 nalézti 6(c), takZe

SO —AI<

Volime-li tedy x1 a x: v tomto intervalu, je
| () — A) — (Fx) — A) < fle) — A |+ o) — A < 5+
a tedy FO) =)<

pro 0< x—a|<d(s).
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Podminka jest vSak také postacujici, nebotf, kdyZ jest
splnéna, lze kolem a nalézti interval <a—4(107), a+
-+ 8(107) >, takZe pro x v ném leZici padnou p¥isluiné hod-
noty f(x) do intervalu na ose y-ové délky 2 :10. Uvnitf pfe-
dedlého intervalu na ose x lze viak nalézti druhy < a— 6(1072),
a-+-6(1072) >, takZe piistudnd H(x) jsou v intervalu délky
2 : 100 atd. Intervaly na ose y, do nichZ padne }(x), maji délky
2.10, 2.10-% 2.1079,... a leZi vZdy nasledujici uvnitf pfed--
chazejiciho. Definuji tedy podle v&ty o zaFazenych intervalech
z odst. 8. jeden jediny bod vSem spoledny A, ktery jest hle-
danou limitou, netof rozdil

fx)— Al <2.10—n
pro vSechna x, leZici v intervalu
<a—d8(10—n), a+4d4(10-1)>.

sin(1:x)

Cviteni. Lim Sn(1:%) istuie. . =1/
videni xl:!)n?) sin{1:x) neexistuje. (UvaZuijte posloupnost X, =1/
X, =127, x,=1/3a,.... xa=1/ax ....)
y
y=x
y=l—[l]
- R\'\\\\
,”‘ /’ \ N -
-3 -2 -1 [e) 1 2 3
Obr. 6.

_20- Funkce spojité a nespojité. Prirovneime grafy funkci
y=x, y=x—|[x]. Nazor (obr. 6) nas poutuje o tom, Ze
pfimka y = x probiha nepfetrZitd (spojité), kdeZto druhi &ira
v bodech x=1, 2, 3,... se méni skokem, takZe obraz kfivky
sklada se z riiznych spoli nesouvisejicich tahii. Aviak slova
agfrﬂ;‘]}gnim;gsl‘;} ;ﬂters(’/ch isme uZili, jsou velmi neur&ita. Proto

st (continuité e Lopd , o
v damtm Lodg st ontinuité, Stetigkeit) funkce (kfivky)
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Funkce f(x) jest spojitd v daném bodé x = x., jestliZe
lim f(x) = f(x°).
X —=>Xo

0bsirnéji Feceno:
Pro kazdé libovolné malé, kladné ¢ lze nalézti 8(c), takZe
[fE)—F(x) | <e pokud 0= |x—Xx,| <d(s)

Limita f(x), kdyZ x-—>x, a f(xo) jsou tedy pro spojité
funkce totoZné. Neni-li to splnéno, jest 7(x) v bod& xo nespojitd.

Z toho jest patrno, Ze funkce f(x), ktera neni definovdna
v bodé xe, jest tam nespojitd. Tak na pf¥.

i, i, sin x La pod
x’ x' “x ’sinx .
isou nespojité v bod& 0. Mnohod&len jest funkce spojita v kazZ-
dém bodé, nebot
lim (@, xn+a,xn—14....4+anp) =a,x,"+a, x—14-..-+an.
X —>Xo

Racionalni funkce lomend jest spojitdi ve vSech bodech
s vyijimkou téch, v nichZ jmenovatel stivd se roven nule.
Soucet, rozdil, sou€in a podil spojitych funkci jest op&t spo-
jita funkce. Pfi podilu ovSem jen tenkrit, kdyZ v uvaZovaném
bodé jest jmenovatel od nuly rizny. Ctenar si sestroji ditkazy
téchto tvrzeni, uZivaje v&t o limitach z odst. 17.

DokéaZeme spojitost funkce sin x. Vime, Ze |sin x | < | x|
pro vSechna x kladna nebo zépor_r;\é. Je tedy

| sinx —sin0| <& pokud |x| <e

af ¢ jest kladné, jakkoli malé. Tim jest dokazana spojitost sin x
v bodé 0. Z toho plyne, Ze (1 — cos x) =2 sin? x/2 jest také spojita

funkce v bod& 0 a tedy lim (1 — cos x) =0 ¢&ili lim cos x=1.
x =0 x—>0

Z této okolnosti a ze znamych vét goniometrickych plyne
lim sinx = llm {sm K+ }= llm {sm Xo.COS Y+ COS X, . sin y} =
X = X
=sin x,,, q.e. d

Funkce cos x = sin (n/é + x) jest tedy také spojitd v kaZddém
bodé&.

Cvileni. 1. Ve kterych bodech jsou spojité a kde nespojité funkce
tg x, cotg x, sec x, cosec x?

2. Je-li #(y) spojita funkce v bod& » a @ (x) spojiti v bodd ¢
a je-li mimo to @(£) =, pak 7(;plx]) iest spoiitd funkce pro x = &.

*

60



(Poloz ¢(x) =y. KdyZ x £, tedy y=>n Z toho plyne, protoZe
f(y) jest spoiita

lim §(p[x]) = lim f(y) =1 (0) =1 (pl£}).
x> X—>1

3. Funkce definovana vztahy
y=x.sin % pro x ¥0, y=20 pro x =20, jest spojitd v bod& x=0.

Funkce y = [1— x2] jest nespoijitdi v bod& 0, atkoliv tam ma
limitu. )

Funkce y — x pro racionéln{ x, y nedeﬁnov_éno pro iracnonéln}
x, iest nespojitd v kazdém bod&, ackoliv iejf graf jest nerozeznatelny
od grafu pHmky y = x.

4. Podobn& jako v odst. 18 jsme definovali limity z leva -a
z prava, miZeme definovati spojitost z leva a z prava.

Funkce f(x) Jest spojitd z leva v bodé x=x:, JestliZe Jest

lim f(x) =f(x,).
X=>X;—0

Dokazte v&ty: a) Je-li f(x) v bod& x, spoiita, iest tam spoiita
z leva i z prava. b) Je-li f(x) v bodé x; spojitd z leva i z prava,
jest tam spojita.

wi.

5. Funkce y = [x], y =x— [x] /i(s;ou spojité z prava v bodech
x=0, 1, +2, +3,... Viude jinde jsou spoijité.

6. Funkce y = x pro raciondlni x, y =2x pro ostatni x, jest
Spojitd pro x =0 a nespojitd v3ude jinde.

21, Pokradovani. Dosud jsme miuvili o spojitosti funkce
v daném bod&. MuZeme nyni definovati spojitost funkce v ce-
1ém intervalu: .

@) Funkce jest spojitd v otevieném intervalu (a, b), je-li
spojitd v kazdém bodé toho intervalu.
~b) Funkcé jest spojitd v uzavieném intervalu <a,b >,
ie-li spojitd v (a, b) a spojitd z prava v bodé a, z leva v bodé b.

Misto slova funkce spojitda mfizeme pfi geometrické inter-
bretaci klasti slova kfivka spojitd. Jest vSak velmi dileZito
uvédomiti si, Ze nage definice kfivky spoifité v <a,b> neni
vzata z nazoru. Definice ta opira se o vlastnosti kfivky v jed-
notlivych bodech a nikoliv o vlastnosti kfivky jako celku. Spo-
jifé kiivka v <a,b >, jako celek, ma viastnosti, které jsou
nam sice znamy z nazoru na nékteré jednoduché kiivky (ako
pfimka, kruZnice nebo parabola a j.), které viak viyZaduji di-
lpazu, méme-li jim pFifknouti vieobecnou platnost. Jsou to ze-
iména tyto tfi viastnosti:

1. Je-li f(x) spojité a od nuly riiznd v bodé x = x1, pak
v uréitém okoli bodu xy md I(x) totéz znameni, jako H(x1).
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1. Jestlize I(x) jest v <a,b > spojitd a maji-li ¢isla H(a),
i(b) riiznd znameni, md rovnice {(x)=20 v (a, b) aspori jeden
koFen, to jest kFivka y = (x) protind osu x mezi a a b.

1. Jestlize i(x) jest v <a,b> spojitd, pak mezi hodno-
tami, kterych I(x) tam nabyvd, jest nejvétsi hodnota a nej-
mensi hodnota. (Véta Weierstrass-ova.)

Ditkazy t&chto v&t a nékterych jejich disledki nasleduji.
Ctenéf, ktery nepociti ihned potfebu téchto ditkazi, miZe od-
loZiti studium ndsledujicich dvou odstavcii na dobu pozdéjsi.

22. Prvni a druhi véta o spojitych kunkcich. Funkce jest
v bodé x = x: spojitd a od nuly rizna. Dejme tomu, Ze y1 =
= f(x1) jest kladné Cislo. ProtoZe f(x) jest v bodé tom spojita,
jest moZno splniti nerovninu

’(x) —f(x;) < y1/2, &ili f(x,) —y1/2 < f(x)
pro vSechna x spliiujici nerovnost
x1— o) < x < x+8y0),

kdez 6(y1) jest kladné ¢&islo zavislé na yi.. ProtoZze vSak
1(x1) = 1, tedy
Hx) > yi—y1/2 =y /2.

To znamend, Ze f(x) jest kladné, pokud x jest v < x1— 9,
X1 + o >.

Je-li #(x1) zdpomé &islo, uvaZujeme funkci y = —Hx) a
sezname, Ze v uréitém okoli bodux: je — f(x) kladné a tedy
#(x) zaporné. V&tu prvni Ize roz3ifiti i na jednostrann& spojitou
funkci, kdyZ opakujeme pfede$lou ifivahu s tou zménou, Ze
misto intervalu <x:—34, x1 + é > uvaZujeme pfFislusny in-
terval jednostranmy (ma pf. <xi, x1+8> piEi spojitosti
Z prava.)

Abychom dokazali druhou vétu o spojitych funkcich, pfed-
pokladejme, Ze fla) a f(b) maji rfiznd znameni. Rozpiilime
interval <a, b>. V bodé& piilicim x:1 je F(x1) bud rovno nule,
nebo kladné, nebo zaporné. Je-li f(x;) rovno nule, je véta do-
kazina. Je-li #(x1) ¥ 0, tedy bud (@) a #(x:) maji rizna zna-
meni, nebo f(x1) a #(b) maji riiznd znameni. Zvolme k dalsi
tivaze ten polovi¢ni interval, na jehoZ koncich ma f(x) riizni
znameni a oznalme interval ten < ai, b1 >. Rozpiilime tento
interval a opakujeme pfedchazejici pochod myslenkovy. Ob-
drZime tak bud bod xz, v némz f(xz) =0, nebo novy Ctvrtinovy
interval < @z, b2 >, na jehoZ koncigh ma f(x) riiznid znameni.
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Tak pokracujeme dale. Jsou nyni jen dvé moZnosti. Bud pc
konecném podtu n krokioi dojdeme k bodu pulicimu X, ktery
ma vlastnost f(x,) =0 a pak vé&ta jest dokdzana. Nebo Zidny
ptlici bod X, nema této vlastnosti. V tomto pfipadé ziskdme
nekoneénou posloupnost intervali <a, b>, <ai, b >,
< az, bs > ..., do sebe zafazenych, z nichZ (n - 1)-vy ma délku
(b —a) :2". Tyto intervaly defimiji jediny bod &, ktery jest
v kazdém z nich. Tvrdime nyni, Ze f(£) =0. Bod & ma totiZ
tu viastnost, Ze v kaZdém sebe mensim jeho okoli nabyva
f(x) jak kladnych, tak zapornych hodnot, nebot kaZdé jeho
okoli obsahuje ve svém nitru nekoneéné mmoho intervalii < an.
b,>. Tuto vlastnost nemiZe miti podle véty I Zidny bod,
v némz funkce jest od nuly riizna a tedy nutné& #(£) =0.

Véta dokdzand ma daleZity disledek: .

Jestlize f(x) jest spojitd v <a, b > a pFi tom #a) ¥ i(b),
pak K(x) nabyvd v <a, b> viech hodnot obsaZenych mezi
f(a) a i(b).

BudiZ na pf. f(@) > f(b) a m hodnota mezi &isly témi po-
loZena. Potom funkce F(x) =#(x) — m. jest spojitd v <a,b >
a mi vlastnost F(a@) >0, F(b) <0. Podle véty Il jest tedy
;7(?) a,b> obsazen bod £ té vlastnosti, Ze F(£) =0, G&ili

=m.

Cvigeni_ 1. KaZda algebraickd rovnice P(x) =a,x?+a,xn~14- .
«+.+an=0 lichého stupn& s redlnymi koeficienty ma aspoit jeden

redlny Kkofen.
(Za ptedpokladu, Ze as > 0, urd znamenf funkce

— — a, a, a

pro tak veliki kladnd x a pro tak velikd zdpornd x, Ze znaménko
zdvorky jest totoZné se znaménkem a,.)
. 2. Rovnice Kepler-ova x—e.sinx=M, kde 0 Se<1 a M
jsou dand cisla, ma aspon jeden kofen redlny. (Vyhledej znameni
fyn!(ce_ f(x)=x—e:.sinx——M pro dosti veliké kladné a dosti ve-
liké zéporné x. Uvidime pozd&ji, Ze rovnice ma jen jediny koFen.)
3. Rovnice tgx—a.x=0(a>0), ma kofeny v intervalech
(n/2, 37:/22, (‘371/2. 57/2),...

.23. Treti véta o spojitych funkcich. Funkce nespojita vlast-
nosti té miti nemusi. Tak na pf. y=x—[x] v intervalu
<0,2 > jest vSude mensi neZ 1 a pfi tom nabyva hodnot tak
blizkych jedné, jak chceme. Nenabyva tedy nikde hodnoty ma-
ximalni.

. Uvazujme nyni o funkci f(x) spojité v < a, b >, Rozpiilime
<a,b> a ptirovname &isla f(@), #([a--b]:2), ). Jedno
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z nich bude nejvéts§i. PfisluSnou tseCku oznadime xi. Roz-
délime <g@a,b > dal§imi dvéma délicimi body na &tyFi stejné
dily. Prirovmdme pét pofadnic pfFislu$nych k délicim bodum.
UseCku nejvétsi pofadnice nazveme x». Tak pokratujeme
stiale. Jestlize pfi nékterém z téchto krokii vznikne nékolik
»nejvétsich« (sob& rovnych) pofadnic, volime z nich tu, ktera
mda nejmensi tiseCku. Tak vzniknou dvé posloupnosti

Xy X, Xgp . oo (XD LS ) SF )L
Posloupnost prva ma aspoii jeden bod zhu§téni &, leZici
v <a,b>. Tvrdime nyni, Ze v bodé& tom nabyva f(x) svého
maxima, to jest: Zvolim-li libovolné x v <a,b >, bude vidy

flx) < £(9).
Z prvé posloupnosti miizeme vybrati+novou posloupnost
Xng Xnys o - Xn, ktera ma limitu & (viz odst. 4, cvi€. 4). Potom

iest vzhledem ke spojitosti
lim f (Xnk) =f(5.
k— oo

Zvolme libovolny bod x v <a,b>. Bod ten leZi mezi
dvéma délicimi body déleni n-tého X, << x < x.". ProtoZe jest
Xp" — X' =(b—a): 2" je patmé lim x," = x a tedy podle

n—» oo
véty b) z odst. 4 také lim X', =X a proto lim f (x'n) = f (x).
k—>mom k k> k
Avsak Xn, @ x' n, isou iseCky patfici k témuZ ng-tému pdleni.

Jest tedy N
f(xn)=f(x'n) a tedy také kll_r)ngo (Xnk);kli_l)n’c{o (x'n),

to jest 1(£) = f(x) q. e. d.

Podobné se dokaze, Ze existuje v <a,b > bod », v némZ
ma f(x) minimalni hodnotu £(;) =< f(x). Tim jest tfeti v&ta do-
kazana.

Disledek jeji jest:

Funkce i(x) spojitd v < a,b'> jest tam oboustranné ohra-
niéend. lest totiZz f(5) < f(x) <f(€) pro kazdé a< x < b.
Funkce f(x) jest spojita také v <& n> (nebo <#<&>) a
podle disledku ke druhé vété nabyva vSech hodnot mezi
1Gp) a HE). .

24, Inversni funkce. BudiZ y—1/(x) funkce spojitd
v <a,b> stale stoupajici; tim minime, Ze, kdykoli x1> x:
je také f(x1) > f(x2). Potom jest, B=1(b) > (@) = A a funkce

*
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y=f(x) nabyvd kazdé hodnoty mezi t&¢mito dvéma mezemi
a sice kazdé jen jednou. Z toho vyplyvi, Ze ke kaZdému y, le-
#cimu v int. < A, B >, pFislusi jedno jediné x, splfiujici rovmici
v = i{(x). Miizeme tedy podle obecné definice funkce z odst. 15
povaZovati x za funkci nezavisle proménné y v <A,B> a
psati

x=ug(y).

Jest to inversni funkce k funkci y =#(x). Tato inversni
funkce jest samoziejme stale stoupajici a jest také spojita, jak
ihmed dokdZeme,

Vybefme si v int. (4, B) libovolné &islo yo a volme ¢ libo-
volné malé a kladné tak, aby xo + & a xo— ¢ leZelo v<a,b >,
pfi EemZ jest xo = @(yo). Pak jest

yo="FHxo), Xo= (P(.vo)t Yo+ 81 =FHxo -+ &), yo— de = Hxa—¢).

Cisla kladna 81 a J2 jsou tim pfesn& urdena a zavisi pa-
trné na volb& Cisla e. Inversi pfede$lych rovnic ziskidme

xo+£=(}>(.vo+ 81)s xo—e—’:‘P(Yo—az)-

Oznadme mensi z &isel &1, d2 znakem 6(e). Zvolime-li nyni
Yy v int. <yo—394, yo-+ 8>, padne piisluiné x=o(y) do
< Xxo—¢, Xo+ ¢ >, nebof p(y) jest funkce stoupajici. Tim jest
viak dokazdno, Ze

x—x =g —@(y);<e pokud 'y—y!<<d(s), s. e d

Podobnym postupem se dokdZe spojitost z prava v bodg&
y = A a spojitost z leva pro y =28.

Rovnéz funkce spojita v <a,b >, stile klesajici, méa in-
versni funkci spojitou, coZ se dokdZe obdobné jako nahofte.

25. Funkce eksponencidlni a logaritmus. Funkce eksponen-
cidlni y =a*, definovana v odst. 6 pro kazdé redlné x, jest
stile stoupaijici, jestliZze a > 1. DokaZeme jeji spojitost nejd¥ive

’ 1

v bodg 0, UZijeme k tomu vztahu lim a"= 1, dokazaného v ci-
n—>»w

tovaném odstavci, ktery ma tento vyznam: Je-li ¢ libovoln&

malé a kladné, jest
1

an —1< ¢ pro n > N(s).

UviaZime-li, Ze a* jest stoupajici, usoudime, Ze také
@ —1<¢epro 0< x<1:[N +1).

Kd ssler: Uved do podtu diferencidiniho._ 5 65



Misto nerovnin t&chto Ize psati symbol

lima* =1—=a"
x—>+0
1

Dile jest lima " =1 a tedy
n->»o b
1—a 7 <g pro n> Ny(e).

Z toho plyme, jako svrchu,
l1—a*x <gpro 0>x>—1:[Ni(e) +11, cili lig a"0= as.
Pt

Celkem muzZeme pséti lim ¢* = 1, nebof limity z prava i z leva
x—>0 toe
jsou ob& rovny jedné. Spojitost v libovolném bodé x» jest
pouhym dusledkem, -nebot
limax=limgot+h=gx, limgh=g% . 1
xX>X%X h->0 h—>0

Celkem muzeme Fici: Funkce y =a* (@> 1) jest spojita
a stile vzristajici v kaZdém intervalu. Nasledkem toho mi
podle v&ty pfedeslého odst. spojitou a stile stoupajici inversni
funkci, kterou nazyvame logaritmus y pFi zdkladu a a piSeme

x = loggy.

Obor promé&nné y jsou viechna realna &isla, v&tsi neZ nula,
nebof a* nabyva viech hodnot v&tSich neZ nula a jen téchto,
kdyZ x probihda mnoZstvi (— oo, -o0). Zikladem a logaritmi
miiZe byti kterékoliv &islo > 1. Pfi numerickém pocitdni uZiva
se mejCast&ji logaritmii desitkovych (dekadickych, a= 10).
Tak zvané logaritmy pFirozené maji zékladem iracionalni ¢islo
e=271828 ... Diivod jejich ndzvu sezhame z odst. 29.

Souvislost dvou riiznych logaritmickych soustav o zikla-
dechi @ a b sezname, kdyZ uvaZime, Ze ze vztahil

xi=logay, xs=logsy plyne
y=axi= bxe Cili agloggy = blogyy .
Je tedy
loga (alogay] = loga [blogpy] &ili logay =loga b i logb y.

Dosadime-li sem y =g, obdrZime

1=1logasb . logra
a tedy

log&,v =logab.logs y= 10/36 y.

logs a



Vzorce toho uZiva se pfi prevodu soustav logaritmickych.
Tak na p¥., zna&ime-li dekadické logaritmy log y a pfirozené
lg y, bude

1
logy=lozs’.e-lgy=L .1gy, (loge=——=0-4343

g 10 1ig10
26. Funkce cyklometrické. Funkce x =siny jest v oboru
< — —;t—, %— > pro y funkce spojita a stile stoupajici. M4 tedy

inversni funkci spojitou a stile stoupajici, kterou nazyvame
arkus sinus x a piSeme

y—arcsiny, —1Zx< 1 (Obr, 7a)

Vyznam této funkoce ﬁej]épe si zapamatujeme, kdyZ pfte-
de$ly vztah &teme trochu ob3iméji: y jest arkus (oblouk),

y y

ol

y=arccosx

-

wld

y=ercsinx

N

Obr. 7a. Obr. 7b.

ktery pfisludi k danému sinu x, Tak na pf. arcsin0 =20, arcsin
1/2=a/6, arc sin 1 = /2, arc sin — 1/]/2 = -—n/4 atd.
O funkci sinus vime z geometrie, Ze

siny =sin (y + 2kn) =sin [k + Dg—yl, (k= 1,+ 2, %+ 3,..)

Nisledkem toho rovnice x = sin y ma mimo uZ definované fe-
Seni y =arc sin x je§té nekone&n& mmoho daldich

y =arcsinx + 2kn, y = (2t + 1)z — arcsin x,
k=0, 1, +2 +3,....

Funkce'x = cos y jest spojita a monotonni v oboru <0, n >
pro y. Jeji inversni funkce jest arkus Eosinus x

y=arccosx, —1<x<1. (Obr. 7b.)
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Protoze x=cosy=sin(@/2—y), ¢&li y=arccosux,
n/2 — y = arc sin X, jest mezi funkcemi vztah
arc sin x + arc cos x = n/2.
Iversni funkce k x=tgy, —a/2<y<a/2, jest arkus

tangens x
y=arctgx, —oo <x<.+o00, (Obr. 8a)

Qbr. 8a.

\ y=arotgx

y=arcootgx

Obr. ‘8b.

a inversni funkce k x =cotg y, 0 <y <a, jest arkus kotan-
gens x
y=arccotg x,+ o< x <+ oo, (Obr. 8b.)

Ze stejného diivodu, jako dfive, jest

R
arc tg x -+ arc cotg'x = 5 -
o



Cviéeni. DokaZte vztahy

arc sin (— x) = — arc sin x, arc cos (— x} — ;g —arccos X,
arc tg (— x) = —arc tg x, arc cotg (— x) =z —arc cotg x,

x 1—x°
arc sin x — arc cos V1—xt=arctg ]/1—_}_‘ = arc cotg _V—x_

(pokud 0 < x <1), )
lim (arcsinx :x) =1, lim(arctgx:x) =1
x>0 x=>0

Kapitola V.
PRVA DERIVACE A DIFERENCIAL.

27. Deiinice derivace. BudiZz déna funkce y =Hx), defino-
vana v okoli bodu x. Zvé&t$ime-li x o kladné nebo zdaporné
Eislo h= A x,*) zvétsi se pii tom f(x) o kladné nebo ziporné
gislo 4y = f(x +h) — i(x). Podil

Ay _fx+h—f&x)
Ax h

nazyva se podil diferenci a zavisi, jak patrmo, na ¢isle x, na
velikosti £ a na tvaru funkce f(x). JestliZe poklidame F(x) za
pevné zvolenou funkci, x za pevné zvolené éislo, jest podil ten
funkci jen prom&nného &isla k. Jest tedy

Tato funkce jest definoviana pro vSechna b, pro ktera jest de-
finovino f(x + k). s vyiimkou jediné. hodnoty A =0, nebot
nulou nelze déliti, Pfes to v3ak, jak vime, miiZe eksistovati
Lll’—ll 37(h). JestliZe limita tato v daném pfipad& eksistuje, nazy-

vame ji derivace Hx

hliinoq) ) = Tof(x—l'h,)l;f(x) = Fr .

Limita zavisi na x a na tvaru funkce 7(%). 1 ovSem jiZ

*) Ax &teme »delta x«. Jest to diference (rozdfl) dvou hodnot

(x+h) ax Nékdy Fkame, Ze A x jest pFiristek x, A'y pHristek y.
Ax nenf soudin veliéin 4 a x, nybrz symbol, podobn& jako #(x).
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zéavislda na h. Jest dobfe si uv&domiti, co znadi pfesné pfe-
desly limitni vztah:

Funkce i(x) md v bodé x derivaci, jestliZe eksistuje ta-
kové Gislo I'(x), Ze pro libovolné zvolené kladné ¢ jest

f(x+hzl—f(x) _f, (X) <

kdyz 0< | h| <é()..
Vztah ten lze také psati ve tvaru, ktery Easto upottebime,
h) —
TEAN =IO _ 1)+ n i

kdez lim (k) =0.
h—>0

Obr, 9a. Obr. 9b,

» Pojem derivace byl od Leibnize a Newtona defi-
novan na zaklad€ geometrickém a fysikdlnim. VyloZime-li
funkéni vztah y =f(x), jako rovmici kfivky v pravoihlych

soufadnicich, pak _
gy =tEEN—I®)

jest smérnice seény s, to jest pfimky, ktera prochizi dvéma
body kiivky P=(x, y), O=(x+4dx, y+ 4y) (obr. 9a).
JestliZe P trva na svém mist® (x se neméni) a bod Q se bliZi
po kfivce bodu P (to jest h—0), potom tg w se méni. MiZe
se stati a Casto se stavd, Ze pFi tom tg v bliZi se urcité limité,
at h bliZi se nule jakymkoliv zpiisobem. V tom pfipad& také
seCna bliZi se jisté mezné poloze .t Tuto limitnf polohu seény
nazyvame tecna (tangenta) kfivky v bodé P. (Obr. 9b.) lJeiji
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smérnice jest
teg=lim/ED=ID 1),

Ve fysice souvisi derivace s pojmem rychlosti.
Necht bod M pohybuje se po pfimce tak, Ze vzdalenost M
od pevného bodu O na pFimce jest zndma funkce ¢asu. Znadme

Sas t ve vteFinach, vzdalenost OM =s v centimetrech. Ctenaf
nechf si laskavé nakresli pfisludny obrazec. Pi¥me s=7#(f).
Nechme uplynouti od okamZiku ¢ dalsi Eas h sek. Bod M octne
se v posici Mi, urlené vztahem OM:={(¢t+ h). Urazil tedy
bod M v ase h vzdalenost MMi = f(t + k) — F(¢) a urazil prit-
mérné za jednotku Casovou vzdilenost

f(t+h) —f,

p(h)=

Podil ten nazyva se primérnd (stfedni) rychlost bodu M
v intervalu ¢asovém <¢, ¢t + h>. L;'imisa o(h), jestliZe oviem
-

viibec cksistuje, nazyva se okamzZifd rychlost v_case t, nebo
v bodé M. Jest znamo z fysiky, Ze louto rychlosti, uZ se ne-
ménici, pohyboval by se hmotny bod M po pfimce dale, kdyby
v okamziku ¢ pfestaly u€inkovati viechny sily. OkamZita rych-
lost jest tedy definovdna rovnici

Vo=t CED=1O_

h—>0

PFiklad 1. Parabola ma rovnici 3= a. x2. Derivace v bod&

. . a 2 __ 2
X jest lim M—g£= lim (2ax + ah) = 2ax. To jest tedy
h—>0 h h>0

smernice tedné.

Priklad 2. Harmonicky pohyb na pfimce dan jest rovnici

j=st1nw t (t das, w konstanta). OkamZitd rychlost v Case
l1es

v(#) = lim sin (of + oh) — sin of _ li 2 sin (wh/2) . cos (ot -} 0h/2)
h—>0 h = lim T .
h—>0

Oznatme wh/2=¢, kterézto £ 0, kdyz h— O.
s 8in £ cos (ot 4 ¢
V@) =limo _Sg(m\'i-s) =lim (w. sigj) . lim cos (0t + & =
= ®.Cos of.
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Eksistence derivace funkce a spojitost funkce jsou ve
vztahu vyjadfeném vétdu:

Funkce 1(x), kterd md v bodé x1 derivaci ¥ (x1), jest v tom
bodé spojitd.

Podle definice derivace jest totiZ

Tt B =T — 1)+ (1), timn () =0
h—>0

a tedy f(x1+h)=f(X1)+h.f'(x1)+h.n(h),
&ili lim #ey + h) = #(xy).

Ozna&im-li x = x: + h, dostanu
lim f(x) = f(x;), q.e.d.
X=X

. Spojitost v bodé x jest tedy nutnd podminka pro exi-
stenci derivace v bodé x. Neni to v3ak postaéujici podminka,
nebot na pf. funkce y=x.sin(1:x) pro x¥0, y—=0 pro
x =0 jest viude spojitd. Pfesto vSak v bodé x =0 nema de-
rivace, nebot

FOEN—fO _hsind:m—0_ . 1
h h h

nema limitu, kdyz h >0 (osciluje v mezich — 1, 1), Ktivka
spojiti y=x.sin(1:x) nemd tedy v bodé x=0, y=0,
teénu. Bolzano ukdzal po prvé, Ze lze dokonce sestrojiti
funkce (kiivky) spojité v celém < a, b >, které tam nikde ne-
maji derivaci.”)
Cviteni. 1. Funkce f(x) ma derivaci z prava v bod& x, jestlize
existuje limita z prava
lim Jox AR —f(x) =f'(x).
h>+0 h
Podobn& se definuje derivace z leva. DokaZte vEty: a) Ma-li #(x)
derivaci #’(x), pak ma futéZ derivaci z prava i z leva. b) Ma-li funkce
touZ hodnotu za derivaci z prava i z leva, md touZ hodnotu za
derivaci.
2. Funkce spojiti y—=x' m4 v bod& x = 0 derivaci z prava + 1
a derivaci z leva — 1. Nemd tam tedy derivaci.
28. Pravidla pro derivovani. Vypocteme nyni derivace nej-
Castéji se vyskytujicich funkci a odvodime n&kterd vSeobecna
pravidla tykajici se derivaci.

*) Viz na pf. Petr: P. d. str. 16r.



Derivace konstanty y = ¢ jest rovna nule, nebot f(x) = ¢,
fx+h=c a tedy [f{x+h) —Hx)l:h=0, bez ohledu na
‘Eislo h.

Derivace mocniny y = x", (n celistvé kladné) jest

y=06"=nx""
K diikazu uZijeme znamého rozkladu
a"—b"=(a—b) (@ +a" T2+ "))
v némz poloZime a =x+h, b=1x a tedy po déleni &islem h

%—_XIZ(X'{"])’!—l'+x.(x+h)n—2+._.+x"_|.

Kdyz h—~ 0, viechny s&itance pravé strany v poftu n maji
limitu x"—! a tedy
lim =% —° n.x?—!

c+n—x"__
h>0 h

Uvidime pozdéji, Ze toto pravidlo plati pro kazdého moc-
nitele n (i lomeného nebo iracionalniho, kladného i zaporného).

Derivace tunkce ?% =gsin x jest (sinx)' = cosx, pokud x

jest m&feno v mife obloukove.

sin(x 4 h)—sinx __sin k cos x 4 cos A sin x, — sin x sin
h = h =Co8s X T —_—
1—cosh c sin h sin (4/2)

—sinx—- 0sx == —sinx. sin(h/2) 2

a tedy protoze lim sinh =1 (viz odst. 17), (sin x)’ = cos x.
h—=>0 R . s

h

Je-li iihel m&fen v sekundich, jest derivace
(sin x”)’ = cos x” : (77 : 648000),
nebot lim (sin 2" : h”) = n : 648000.
>0

Derivace funkce y = cos x jest (cos x)' = — sin x. |

cos(x + h) —cosx ' _cosx.(1—cosh) inx sinh

h = ) SmxX. =
sin h . sin (h/2) .
~j~ —Cos. xsin (h/2) 7172)—— a tedy (cosx)' = —sinx,

. Qal§i vypoéty usnadni nam nékters obecni pravidla o de-
rivacich. Jsou-li 7(x) a g(x) dvé funkce majici derivace F(x)

—sinx
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a &), pak olatl ;) 4 1 —r() £ g0,
([F(x) . )] =F(x) . g(x) + 1(x) . £'(x),;

10V _ 050108 ()
\(g o) = 26 » E@0

Dikazy. Oznaime F(x) =f(x) + g(x). Jest
Fx4+h—F@®)_fex+h—f(x), gx+n—g@®
h h - h

a tedy, kdyZz h—0, F(x) =1 (x) + g’'(x).
Ve druhém vzorci klademe F(x) =#(x). g(x):
F(x+h)—F(x)

_f&xth).gx+h)— f(x)g(x+h)+f(x)g(x+h)—f(x)g(x)
. h

,g(x+h)f(x+h,)1_f(x)+f(x)g(x+h’)l_g(x) a tedy, kdyZ h—0

F1(x)=g().f'(x)+f(x). g'(x), nebot gix + h) > g(x),

protoZe jest to spojita funkce (ma derivaci).
Ozna&ime-li /(x) =u, g(x) = v, miZeme si pravidlo o derivaci
soudinu zapamatovati ve tvaru
u.vy=u.v+tu. V.

Zvlasté jest pro g(x) =c (konstant&), [c.i(x)] =c.F(x),

Pfi ditkazu tfetiho vzorce klademe F(x)=1#(x) : g(x).
ProtoZe g(x) £0 a jest spojité, jest pro dosti malé h také
glx+ n)+o.

Jx+h)_fx)
(x+fl) g(x)y__gx) f(x+h)—f(x) gx+h) __
gx).gx+h). h
_&() f(x + h) — g(x)f(x) g(x)f(x) fx) gx+h) _
g(x)g(x4-h).h

(g T E RSO ppgtet ) gta)

1
T g(x).g(x+h)
a z toho, kdyZ h - 0, hledany vysledek, ktery si zapamatujeme

ve tvaru
u\'__a'.v—uv
v] o
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Zvlast& jest prou=1

Priklady.
=t x_s_in_{. ,__costx+sintx 1
y="8X= Cosx; Y ="(ostx _ — cos'x’
= cotgx = cosx, r__Siﬂ’x—cos’x_ 1
y= gx= sinx’ y= sin® x = " sintx’
y= —],; =x"" (n celistvé kladné); y'=— ’i:n_ =—nx—n—1,
X . x
Plati tedy (x™)'=mx™=! i pro zdporné celistvé m.

Necht y=1(x) jest v <a,b> spojiti a stale stoupajici
nebo klesajici funkce, kterd ‘ma tam v3ude derivaci £'(x). Jeji
inversni funkce x = @(y) ma pak, jak ihned dokiZeme, také
derivaci ¢'(y), o niZ plati

¢ () =1:f'(x), pokud oviem f'(x) =+ 0.

Budtez y, y + k dvé riizné hodnoty z int. < f(a), () >.
Prisludna &isla x=o(), x + h=o@(y + k) jsou pak také na-
vzijem riizna a pfi tom, kdyZ k— 0, také k- 0, coZ jest na-
sledek spojitosti. Dale jest y =#(x), y -+ k=7#(x+ k) a tedy

P0+H—90) _ h —1.fE+RN—fx)
k JGx+h)—f(x) ) h )
Kdyz k - 0, tedy také h - 0. Prava strana posledni rov-
nice ma v tom pffpadé limitu 1 :#(x). Proto také leva strana
ma limitu a tedy

F'(y)=1:7(x).

Pfipojime ihned ditkkaz dal$iho vzorce pro derivaci funkce
slozené (viz odst. 20, cv. 2)

{f (@D} =S (glx)) . @'(X),

Necht @(x) a /() maji derivace ¢’'(x) a '(u) pro u = o(x).
Jest tedy pro k-0

fet+tD—fw_ .,
k. =f

(1) + 7 (k), kdez lim » (k) =0.
. k—>a
iinak psano

1+ k) — f(u) = & {F () 4 n.(B)}.
Tato rovnice plati i pro k=0, kdy? definujeme #(0) =0.

Pfi tom jest k libovolné Cislo, omezené jen tim .poZadavkem,
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aby f(u - k) bylo definoviano. Zvolme nyni k. speciaing
k=@px+h)—gpx), u=px)
fl@G+m)—AgtN={px+h—g)}.{f' (@CN+n(k)}.
Pii tom h jest voliti tak malé, aby vSechny funkce mély
vyznam. Jestlize obé& strany posledni rovnice délime h a pak
vyhledame limitu pro kA - 0, obdrZime vé&tu hledanou, nebof,

kdyz h— 0, také k> 0 a n(k) > 0. Vysledny vzorec di se
snaze psati i pamatovati ve tvaru

(J@y=£@w.v, @=p®)

Derivace funkci cyklometrickych vypoclteme podle véty
o inversni funkci.

y=arcsinx, x=siny, —1<x<1
(arcsinx)’ =1:cosy=1:V1—sinty=1: V1 —x
N y=arccosx, x=cosy, —I1<xZT T
(arccosx)' ' =1:(—siny) =—1:) 1 —x2
y=arctgx x=tgg’, N
(arctgx)’ =1 : (1 :cos2y =1:(1+tgzy)=_}:7(l.'{f_xi)

— arc cotg X, x —=cotg y,
(arccotg x) =1 :(—1:sinty) =—1: (1 + x2).
29, Derivace funkce eksponenciiini a logaritmické. Budiz
vy = ¢e*. Derivace této funkce jest v bod& x
S px ' ot
@y =tim ——& — ¢ im =1,
h->0 h N he»0

Limitu, kterd patrné& nezavisi na x, vypocteme takto. Podle
odst. 6, pf. 2 jest

(1 + —;ll—)"< e< (1 +t )"

n—1
a tedy
1 L
1 n 1 e —-1 1 1
n n
Z toho plyne
1
n
nsrm 1
n

Je-li h libovoln& malé kladt{é (‘.isl‘o, eksistuijé vidy celistvé
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kladné m tak, Ze m=1h<m +| 1 a tedy vzlhledem k tomu,
e e* jest vzrastajici funkce, Ie"""" <et < e™ a tedy také
1

€™ t'—1) < (e" — 1) < (e™—1). Tuto nerovnost, obsahujici
sama kladnd C&isla, nasobme pfedchézejici nerovnosti pro 1/A,
&imZ obdrZime

1 h 1

1 —1 1
" —nym<ig—<E™ —nm+),
Ll
'"'H —1 m <.eh—.—1< e"—1 m-+1
1 [CESVIE S h 1:m )

Kdyz h > 4+ 0, pak m > +oca lim (m+ 1)/m =
limm/(m+1)=1. Tedylim (e" 1):h=1. Déle;esthm (e" 1):h

R0
—hm(e—" 1): (—6)—hm (e" 1):é. 6—llm e .lim (e*-1): 6
->+0 ->4+0 340

—1
=1. Jest tedy celkem lim —— =1 a tedy (eX)'=e*.
h>0 N
Derivaci obecné funkce exponencidlni y = a*, (a > 0), ob-

drZime ve vztahu a*=el89-* 3 tedy, klademe-li x.lga=nu, je
podle pravidla pro funkci sloZenou

@y =e*.w=e"'8% lga=da".lga.

Derivaci funkce logaritmické obdriime z identity platné

pro kladné x

a*®a* =x, Cli x=a’, kdez y =log,x.

Jest tedy (x)) =1=a?.lga.y’, &l

1
! — _— -
Y (loga X) ylga lga™ x°

Pro zdporné x je podobné

log 5%
=—x &ili —x=aY kdez y=Ilog,(—x)
a tedy
(—x)=—1=¢g7. .y!
&ili ‘ “-lea-r
(loga (—x)) = =1 = 1 1

Iga.q? lga’ x’
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Pro jakékoli od nuly riizné redlné x jest tedy
1 1
(log, !x!)'=—i- ‘iga
Zvylasté jednoducha jest tedy derivace Funkce logaritmické
p¥i zakladu e

dglxly=1.

To jest jeden z divodi, pro¢ se logaritmim témto Fiki
»pFirozené« a pro¢ se jim v analysi dava pravideln€ pfednost
pied kaZdou jinou soustavou logaritmickou.

Z derivace pro funkci exponencialni lze vypocisti derivaci
obecné mocniny y=x" kdeZ n jest libovolné realné ¢islo a

x>0. Jest totiz y —e?18* a tedy y —e1€* . n.%—:n.x"—'.

Ne&kdy byva smaz$§i vypolisti derivaci logaritmu néjaké
funkce, nezZli derivact funkce samé. V tom pfipad€ uZijeme
tak zv. logaritmické derivace, to jest formule

{lgf @)} =s"0):f(x), a tedy oznacime-li y=/(x), y'=y.(gy)-

Priklad 1.

y=(x —a)? (x — a")""...(x — a,)’n, x > Maximum (a,, a,, . . . a,)
Igy=p:.1g(x—a)+p,.1gx—a)+ ... +p, . Ig(x—ap)
) P
y:y.{—”—+L +..p1tn }

X—a xX—as X —a,
PrFiklad 2.
y={/PFPP=0)* Igy=u.lgv, Vv=f(0)>0
y:y=uw.lgv4u.v:v a tedy
yr=w{ulgv +u.v':v}.
Cvigeni. Uvadime jen n&kolik pffkladi, podle nichZ lze sestrojiti

jiné podobné. Vysledky jsou pFipojeny v zavorkach. UZlvani pra-
videl derivadnich jest moZno osvojiti si jen propoltenim velkého

pottu pfikladi. p Byt
X —
@Pomocf obecného vztahu y’ =Ilim flx+h) — F(x)
h—>0 h

vypottétede-

1 1 1
rivace funkef 4%, X, L 2 :.c‘5_x3, (1‘_x)2 | {4, ;—x 2,
3
—x—2,—3x<4 —x 2%, 5x*—3:3, —21—x)¢(.
O rt3 v—1 B+ 6Gi9; 25 (2°.1g2); 10% (10°1g10).
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+ 6x3 ., 3 ,_ 4x° ,
/{y=_3‘—T'+x_3+2; (}'—T—T+zx—~5—)

y4 y:Zé v —m.x2+ V3, (v = 10x3 — 27x).
.tS=Vo.t-—25llt2. (S’:Vo'—a.t).
Fy=ax"+ax" ' ta,x""4+...+a,_x+a,

OV =na,x"'+(n—=Dax" 2. +a,_)
# Podle pravidla (z.v)’ =u’v+av’ derivujte funkce

a) x* 3%, (3" +#1g3.3%);  b) x?.05 (ax*7'.a"+x%a*Iga);

c) x,sinx; d) x4, %5
3
e) Vxigx; f) x2 arc sin x;
g) 5¢* sinx; h) alg x| e*;
7. arc cos x; k) (00 +€%).1g!xi;

. 8in x 4 tg x) (cos x - cotg x) atd.

A Je-li P(x) mnohollen stupn& n-tého a ma-li algebr. rovnice
P(x) =0, k nasobny kofen q, ma rovnice P’(x) =0, (k— 1) nasobny
kofen q! (Polozte P(x) = (x— a)’;- O(x), kdez Q(x) jest mnohotlen
stupn& (n — k)tého). :

14 Yy — ’
/. Podle pravidla (%) =u—vv,i vypo&téte derivace funkci
x 14+x )" 1 —2x .
O i ladmy ) O e lager)
0 1=t (%) o Zta {z'+2az—a}.
148 a4+ J’ z+a’'\z224+2az4af’
e, 20V N ax"+ax"'+.. . +a,_;x+a,
ErraRa ] . ’
a—=y bex™ b x™ " b, X+,
_ 1 sinx \, cosx ).
g) secx = cosx ' {cos’x}’h) cosecx,{—m},
- 1 _ x® (ax"— ' —1gn . x"
s

A% Podle pravidla o funkci sloZené y=1Fu), n=qe();
Y=r@.o=~r(ek).ok nkci slozené y=~f(), u 4,19(.\.)

a) (3x+5)7, {7(3x+5)p.3}; b) (ax+b)" {n(ax+ )" .a};

¢) sinnx, {ncos nxl; d) cos (nx +b), {—nsin(ax+b)};
e) lg|3x*+2, {3?:':—2 . Gx}; f) 1g|sinx|, {si%c.cosx};

Iglcosx!, {—tgx};

) [FoN {n[f@I" 1.1} b) £(x™), {afrx") . x*1}.
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M. Dokaite, Ze .
w.v.w) =u'vw+ugv'w+uvw’,
kdyZ u, v, w jsou funkce x majici derivace!
& DokaZte, Ze derivace sloZené funkce
F{flax1} jest F' {flg)]}./'[g(x)].£"(x)! Na pk.: y =Ig|sina*!.
30. Derivace funkce algebraické. Algebraickd funkce im-
plicitni uréena jest rovnici
ax). Y+ @@y 4. . a0 =0,
kdeZ ax(x) jsou mnoholleny v x. Vime, Ze rovnice ma vzdy
asponl jeden kofen pro kazdé x, pro které aspoii jeden z koe-
ficientit @o, a1,...an—1 jest od nuly rizny. DokaZeme v po-
slednim odstavci, Ze tyto kofeny definuji za uréitych pfedpo-
kladd funkci y = u(x), ktera jest spojitd, ma derivaci a vy-
havuje identicky rovnici algebraické, to jest: rovnice
ay(x) . ")+ a: (x) . 4" (x) +. .. 8, (x) =0
jest spln&na pro viechna x néjakého intervalu. V tomto inter-
valu derivace levé strany rovnice musi byti rovna derivaci-
pravé strany a to jest nula. Tedy
@ " 4a,.n® ' a) (@ " o (n— D u" R )+ e =0
Cili
a,.u"+a ",
na,u""! —|—'(n—1)ﬂ\a,u"_2+...+a _
Cviteni. # Vypoltéte smérnice teCen pro kfivky
bxttay'=arb x—pr+G—gr=r,
ax’ + bxy +cy* +dx+-ey+f=0,
—bx _x—p_2ax+by+d
(+ @y y—q 2yt bxte|’
Z Vypottéte smérnice kfivek algebraickych

u(x) =—

X —2xy+y5=0 v bodé (1, 1), (y':'_’;’)’
6x* — 6x 4
2x3 — 3x2y + 4xy + 6y3 =0, (y '= 30 —4x}:+l-8yy )

A Dokazte, Ze kfivka x* —2xy?+ y3 4 3x — 3y =0 protind osu
x v podtku pod dhlem 45°.

4 Derivujte y dvoilm zpiispbem (jako lmpl|c1tnl a jako expli-
citni funkci) a) xy + 4y = 3x; b) y2—= 2px!
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3" Dokazte, Ze kFivky 3y = 2x + x4y3, 2y + 3x + y> = x3y pro-
tinaif se v poditku pod pravym iihlem! ,

~6. Parabola y2—2px protina kfivku x3—3pxy +y3=0 v po-
Catku a jesté v daldfm bod& Jak znf rovnice teZen sestrojenych
k ob&ma kfivkim v tomto bod&? DokaZte, Ze te€ny sviraji ihel
320 12! '

31. Rozéiteni pojmu derivace. Derivace jest urlita limita.
ProtoZe jsme v odst. 18 definovali limitu v §ir§im smyslu, m-

Zeme také definovati derivaci v §ir§im smyslu.
Jestlize jest

tikdme, ze f(x) ma v bod& x derivaci v Sir§im smyslu a piSeme
misto pfedeSlého vztahu symbolickou rovnici
F(x) =+ o0 nebo F(x) =—oo.
Geometricky vyznam derivace ve smyslu S§ir§im jest
prostg ten, Ze tedna v pEisiuSném bod¢€ jest rowmob€Zna s osou y.
Vyznam podobnych symboli, jako
fl(x)y=+o00, frr(x)=—o00, fI"(x)=+Fo0c a p.

iest nyni podle definic v odst. 18 zcela zfejmy.*)

3Cvléeni. \' :londé x — 0 vypod&téte derivaci v 3ir$fm smyslu funkci
Y= V'fé}' = —Vg a derivaci z :Prava a zleva v $ir3im smysluw u funkci
y:—y;r y=Vx_’. y:—Vx_'

Znézornéte funkce ty graficky!

32: Véta o_rostouci funkci a véta Rolle-ova. Funkce y = f(x)
nechf jest definovana v né&jakém okoli pevného bodu Xo.

JestliZe jsou mimo to v tomto okoli spln&€ny nerovniny

f(x) < f(xo), kdyz x < xq,
f(x) > f(xo), kdyZ x > xo,
fikdme, Ze funkce jest v bodé xo rostouci (obr. 10a). Podobn&
iest definovdna funkce klesajici v bod& xe (obr. 10b).
Jest nutno dob¥e rozeznavati funkci rostouci v bod& xo od
funkce stdle rostouci v daném intervalu (odst. 28).
Ma-li néjakd funkce derivaci od nuly riznou v daném
bod¢, Ize vZdy rozhodnouti, zda-li jest rostouci & klesajici po-
moci nasledujici véty:

,_ 1) Symbolem St (x) znadime derivaci z prava a symbolem
J'—(x) derivaci z leva.

Kdssler: Uvod do pottu diferencidiniho. 6 8t



Jestlize y =FHx) md v bodé xo kladnou (zdpornou) deri-
vaci f(xo), pak '{est 1(x) v tom bodé rostouci (klesajici).

Podle str. 40 jest totiz
Lot '2 —I&) _, +n(h), limy =0, a=f"(x)
h>0

a tedy Hxo+h) —f(xo) =h.{a+ n(h)}

Omezime-li se na tak malé prosté hodnoty |h!, Ze pro n&
ie |17(/1)l mensi neZ |a! ma zdvorka na pravé strand totéZ zna-
meni jako Cislo a. O zmameni pravé strany tedy rozhodne
znaménko soudinu k.a. JestliZe na pf. a=1¥(x) >0, je pro
kladné k znameni to kladné a pro zaporne h znameni to za-

pomé, &ili .
f{x) —F(xo) >0, kdyZ x > x,,
F(x) —F(xo) <0, kdyZ x < x..

Obr. 10a. Obr. 10D,

Analogicky se dokaze véta pii zdporném a.

Diilezity disledek pfedeslé véty jest véta Rolle-ova:

Jestlize y =1f(x) jest spojitd v <a,b> a md ve vSech
vnitinich bodech derivaci a je-li mimo to Ha) = () =0, pak
lze rlalézti asponi jeden vnitfni bod & v <a,b>, v ném:z
F¢)=

ProtoZe f(x) jest v <a,b> spojitd, musi tam v ur&itém
bod€ nabyti své maximalni hodnoty M a v jiném bod& své mi-
nimalni hodnoty m (viz odst. 23), to jest

M= #(x) = m pro kazdé x v <a,b>.

Dale jest M = m. KdyZ M =um, pak jest i H{x) =M pro

v8echna x intervalu a tedy také f’(x)' =0, a véta R. jest splnéna.
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Zbyva tedy uvaziti jen pfipad M >m, v némZ aspoii jedno
z &isel t&ch musi byti od nuly rizno. Dejme tomu, Ze jest to
M a Ze tedy M>0 (nebotf M= f(a) =0). Pak v urditém
vnitfnim Ltod& & jest f(§) = M. V bod& tom existuje derivace
'(£). Tvrdime, Ze musi byti ¥ () =0. Kdyby totiz f(¢) +0,
bylo by moZno podle pfedeslé vty o rostouci nebo klesajici
funkci nalézti takové okoli &isla £, Ze by v ném F(x) nabyvalo
hodnot vé&tsich neZ f(£) = M. To v3ak jest vyloudeno, nebot M
jest maximum. Je-li M=0 a tedy m <0, nabyva #(x) hodnoty
m pro n&jaké vnitfni x = 7. DokaZe se jako shora, Ze ¥ () =0.

Obr. 11a. Obr. 11b.

Vétu Rolle-ovu lze si vitipiti v pamé&t timto heslem:
Mezi dvéma kofeny rovnice f(x) =0 leZi aspoii jeden kofen
rovnice F(x) =0. Heslo to ov§em nevystihuje vSechny pod-
minky, nutné ke splné&ni véty!

Teéna kfivky y =#(x) jest rovnob&Znd s osou x v bods,
v némz '(£) =0. Tim jest véta R. geometricky interpretovina
(obr. 11a). '

V&tu R. Ize pon&kud zobecniti tim, Ze misto pfedpokladu
Ha) =i(b) =0, sta&i pfedpokladati pouze (a) =#(®). Nova
funkce F(x) =1#(x) —f(a) spliiuje totiz podminku F(g) =
=F((b)) =0 a také ostatni podminky vty R. a tedy F'(¢)=
=F f =0,

Cvideni, 1. Pfesv&dCte se pFimym Feeni ice F(x) =
véta R. plati pro funkce FeSenim rovice f'(x) =0, ze

y=A.sinx v <0,a>; y=x—a)".(x—05)", (m>0, n>0).

2. Pro¢ neplati véta R. pro funkce
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y=x—[x] v <0,1>; y=1—|x| v <—1,41>,
y=01—x:x* v <-—1,41>?

(Znazorndte graficky!)

33. Véta o stredni hodnot& jest zikladni dileZitosti pro
pocet diferencidlni. Zni takto: _

Jestlize f(x) jest spojitd v < a,b > a md derivaci ve viech
vnitfnich bodech, pak existuje aspon jeden vnitfni bod &, pro
ktery i{zst

= S (b) f (a)
¢ili jinak psdno '
H(b) — Ha) = (b — a)F (&).

Ctenaf jists postfehl, Ze podminky téfo vEty jsou velmi
podobny podminkam véty R. Dokonce ve zvlaStnim pfipadé
(@) = 1(b) vata o stf. h. pfechdzi pfimo ve vétu R. V obecném
pFipadé nebude ovSem f(x) spliiovati podminky f(a) = #(b). Lze
viak velmi snadno sestrojiti novou funkci F(x) =#(x) —c.x,
kdeZ ¢ jest dosud neurdend konsStanta a pokusiti se o takové
jeji ureni, aby F(a) = F(b), to jest

Ha) —c.a=#(b) —c.b.

Rovnici té hovi vskutku ¢islo

c={ b)) — (@) } b—a.

Nyni jiz F(x) spliuje vSechny podminky véty R, a tedy
existuje ¢islo £, pro né&z

PE=r@e-L9=1@ _; s

Véta o stfedni hodnoté byvd psdna v riiznych- tvarech.
Tak na pf. misto £ mohu klasti

t=a+60.(b—a), kdez 0< O < 1.
V&ta zni pak-f(b)=1Fa)+ b—a).¥[la+ O (b—a)]. Ozna-
&ime-li délku intervalu (b —a)=A~h, obdriime tvar, kterého
byva nejéastéji uzivino:
fath=Ha)+h.¥@at+6O.hH

nebo Ho—h) = Hb)— k' (b— G4 . h), @1‘— 1—@.

Geometricky vyklad véty. vyplfrva z obrazce 11b. Tétiva
AB ma smérnici { 1(0) —#a) } :'b—a). Vita tvrdi, Ze lze
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nalézti na oblouku AB bod C, v némZ teCna f jest rovnobéZna
s t&tivou AB. B

Uzijeme véty o stfedni hodnotg k ditkkazu jedné ze zédklad-
nich vé&t poétu integrilntho:

Jestlize ¥'(x) =0 v celém intervalu <a, b>,") jest i(x)
rovno korstanté v témz intervalu.

BudiZ a= (a +b) : 2 pilici bod intervalu a &islo kladné
h = (b— a) : 2. Pak jest f(x) spojita funkce v<a—h,a+h>,
protoZe tam ma vSude derivaci. Podle véty o stfedni hodnoté
je tedy flax h) —Ha) =t h.¥ () =0, &ili

fla £ h) =#(a) pro kaidé h < (b—a):2, q.e.d

Diisledkem jest véta «dalSi:

Jestlize 1(x) a g(x) maji v <a, b> viude stejné deri-
vace ¥ (x) = g’(x), lisi se od sebe nejvyse o aditivni konstantu
gx) =#x) +ec. :

Oznadime-li totiZ jako novou funkci F(x) = g(x) — f(x),
jest FF(x) =0 v <a, b> a tedy F(x) =c¢. Tak na pf. funkce
y=arc sinVl—x2_mé derivaci y' = —X =

V1—(1—k?). J1 —x2

1 5 T
= — ——=—.TouZ derivaci ma arccosx a tedy arccos x =

1- x2
arcsin]/_l—_ x? + ¢. Konstantu ur&ime na pf. tak, Ze poloZime
X =0, z &ehoZ plyne ¢=0. —

Vé&ta o funkci monotoni jest dal§im disledkem véty
o stfedni hodnotg.

Jestlize F(x) =0 v <a, b> a vime-li aspofi o jednom
bodé tohoto intervalu, Ze v ném f(x) >0, pak () > i(a).

Zvolme x v (a, b). Pak jest podle v&ty o stfedni hodnot&

Hb) — f(x) = (b —x) £ (£&1) =0,
f(x) —Ha) = (x — a) F'(£2) =0,
a tedy f(0) > i(x) >#(a).

Z toho plyne, Ze jest bud #(b) =#(a), nebo () > i@a).
Kdyby platila prva moznost, bylo by nutng f(x) =/f(a) =+#()
pro viechna x intervalu a tedy by bylo #(x) =0 v celém
<a, b>, oo odporuje predpokladu. Zbyva tedy jen druha
moZnost.

. Muiemr.: nyni tvrditi, Ze za pfedpokladii pfedeslé véty
jest 1(x) v int. <a, b> neklesajici funkce, to.jest

*) V bodech a, b minfme tim derivaci z prava nebo z leva.
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f(xy) 2> f(x2), pokud x; > x,

nebof v int. < xz, x1 > bud plati pfede$ld v&ta, anebo jest
v ném viude £'(x) =0 a tedy F(x1) = f(x2),

Dale jest patrno: Jestlize v <a, b> jest #(x) =0 a
jestliZze body, v nichZ # (x) =0, nevypliiuji zcela Zadny interval
obsazeny v <a, b >, jest f(x) stdle rostouci funkce, to jest

f(x)) > f(x2), jestlize x1 > xa.

Obdobné€ se dokdzou vé&ty vyplyvajici z pFedpokladu
F(x) <0 a tykajici se funkce nerostouci, po pfipadé stile
klesajici. .

PFiklad, Rovnice Keplerova x—esinx=M (odst. 22,
cv. 2) ma aspofi jeden redlny kofen. MiiZeme nyni dokazati,
ie ma jediny redlny kofen. Funkce f(x) = (x —esinx — M)
méa totiZ derivaci F(x) =1—ecosx>0, nebof 0<<e<1 a
cos x = 1. Jest tedy f(x) stile rostouci funkce, ktera muzZe
byti rovna nule jen pro jediné x.

Cvideni. 1. VyloZte geometricky vyznam pfedeslych vé&t!

2. Pro které hodnoty konstanty a jest funkce f(x) — ax — sin x
stdle rostouci nebo stile klesajici?

3. DokaZte, Ze rovnice tgx=x ma v kaZdém z intervali
(2/2, 3 7/2), @n/2, 5n/2), atd. jediny koFen!

34. Cauchy-ho véta o stfedni hodnoté. Vétu o stf. hodnoté
lze zobecniti. BudteZ f(x) a @(x) dvé funkce, které v <a,b >
jsou spojité a maji derivace ve viech vnitfnich bodech, Ugifime
dal3i dva pfedpoklady: 1) @la) ¥ @), 2) F(x) a ¢'(x) necht
nejsou nikdy soucasné rovny nule v (a, b). Pak jest

O —=r@ _ f1©
p®—g@ ¢ ®’ (@< E<h).

Dukaz jest z.aloien na téZe myslence, jako pfi vété o stf.
hodnotg. UtvoFfme novou funkci F(x) = #(x) — ¢ . @(x) a hledme
konstantu ¢ tak urgiti, aby bylo F(a) = F(b), to jest

f@—c.p@=f0)—c.p().

c={f)—f@}:{p® — pa)},
nebot podle pfedpokladu 1) rozdilem @) — ¢(a) jest mozno
déliti.
ProtoZze F'(x) vSude v <a,b> eksistuje, je podle vty
R. pro néjaké & v (g, b)

FE=r@E—c. q);v(fj =0

Tomu vyhovi
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Z rovnice této soudime, Ze @'(£) 0, nebot kdyby bylo rovno
nule, anulovalo by se také f'(£), coZ odporuje pfedpokladu 2).
MuZeme tedy posledni rovnici déliti &islem ¢’(£) a obdrZime
vétu Cauchy-ovu.

Pozridmka. Oba pfedpoklady 1) a 2) budou jist® spinény,
bude-li ¢’ (x) £0 v celém (a, b).

Cviceni. 1. Co obdrZime volbou ¢p (x) = x?

2. Jestlize spojime dva body v rovin€ A, B dvéma oblouky
y=FHx) a y=wp(x), které maiif viude derivace, pak existuie bod

& mezi A, B, v n€mZ teény obou obloukii jsou rovnob&zZné.
- 35. Diferenciil a podil diferenciilni. Necht /(x) m4 v bod&
X derivaci #(x) > 0. Podle odst. 27 jest

wzﬂ(an(h). Ym 5 () =0.
Y

UZijeme-li oznaCeni zavedené v odst. citovaném, muZeme

psati
ay=f'(x) . ax + n(ax) . dx.

Zvolime-li | 4x| tak malé, Ze |1 (dx); je men3i nez §'(x),
pfevladd na pravé strand rovnice prvni s&itanec ¥(x) 4x nad
sCitancem druhym, to jest, rozhoduje o znaménku celé pravé
strany. Tento s&itanec nazyvé se proto pFevlddajici ¢dsti pravé
strany a obdrZel zvla$tni nazev diferencidl y, psano zkratkou
dy (Leibnic). Ndzev ten nevdZeme v3ak uZ na velikost 4x, ani
na okoinost #(x) >0 a uZivime jej pro kaZdé Ax a pro kaZdé
I'(x). Nage definice tedy zni:

diferencidl y = dy =¥ (x) . Ax,
kdez Ax jest libovolné &islo. Z tohoto ditvodu Fikidme o funkci
f(x), ktera ma derivaci v bodg x, Ze jest tam: schopna diferen-
ciace.

KdyZ jsme pfijali tuto definici, musime ji disledn& uZiti
také pfi zvlastni funkci y = x, a tedy

dy =1. Ax, &ili protoze y = x, dx = Ax.

Qiferenciél nezavisle proménné x jest tedy pro tuto zvlastni
funkei roven 4x a to jest libovolné &fslo. Proto jest zvykem
i PFi obecné funkci y = f(x) misto Ax psati dx a tedy

— oo dy
dy =1(x) . dx, &ili j-=/'().
. Podil diferencidlii (diferencidini kvocient) funkce a nezd-
visle proménné jest roven derivaci lunkce.
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Zv]astE diarazné vytknouti jest dvé okolnosti:

1. dx = Ax =" jest libovolné Cislo.
2. dy neni rovno Ay a proto také podil diferenci dy/4x
jest n&co jiného, neZ podil diferencidla dy/dx.
Geometricky jest rozdil mezi 4y a dy zfeteln€ vytéen na
obr. 12.
AC—=h=Ax=dx, CB=1f(x+ Ax) —Hx) = Ay,
CD = AC . tgp = Ax . F(x) = dy.

y
d
B
AC=h=Ax=dx t -
CBat(x+hl-1(X}=AY ol ~
N P
CD =dx.tg = dy <
A 6\ (o]
v
"Q’ﬁ X
o - x+h
x4+
x+dx

Obr. 12.

§

Ay jest pfiriistek pofadnice kFivky, kdyZz x zvétSilo se
0 4x. dy jest pfiristek pofadnice fecny, kdyZz x zvétSilo se
o totéZ Ax.

Pozndmka. Pti této pFileZitosti pfipometime si, Ze pro de-
rivaci funkce y = f(x) uZiva se t&chto riiznych ozna&eni:

y=0wy =r@=2=28_py— pse)

Cviteni. Prepiite pravidla derivadnf do formy diferenciilni, jako
na pf.

d(x)=n.x""'.dx, d(sinx)=cosx.dx, d(c.f(x)=c.d(f(x)),

v.du—u.dv
=—————a

- td.

d(u.vy=u.dv+4v.du, d(:)

1
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Kapitola VI

VYSSI DERIVACE A JEJICH UZITL

36. Definice vy3Sich derivaci a diferenciild. Necht funkce
y=1#(x) ma v n&jakém intervalu derivaci y’ =7 (x). Casto se
stdvd, Ze tato novd funkce ma opét derivaci; tu pak oznalu-
jeme y” = #"(x) anebo také D2y a nazyvame ji druhd derivace
funkce 1(x). Pravé tak treti derivace ¥y = F"(x) jest derivace
druhé derivace atd. Obecné& n-ta derivace y® = f®(x)=D"y
jest derivace (n-1)-vé derivace.

Pomoci derivaci sestrpjujeme vy§s§i diferencidly. V prvém
diferencidlu dy =¥ (x).dx jest dx libovolné &islo. Volme je
pevné a mé&iime x. Bude se méniti ' (x) a tedy i dy. Jest tedy
dy funkci veli¢iny x. Utvofme diferencial této nové funkce

_ d(dy) =d{F(x) .dx) =d({'(x)) . dx,
to jest d(dy) = (7" (x) . dix) . dx.

Znakem dix rozumime opé&t libovolné (&islo, které tedy
miiZe byti riizné od dx. Jest viak jiZ od doby Leibnicovy zvy-
kem voliti dix = dx. Pak dostaneme druhy diferencidl funkce
y=1(x) d(dy) =1"(x) . (dx)2.

Misto toho pide se bez zavorek

dzy — 7 (x).dx2
a tedy &y __ oy
p x,—f (x).
Druhy diferencidlni kvocient jest roven druhé derivaci. Po-
dobné& utvofi se dal3i diferencialy a diferencidlni kvocienty
d==f"(x) . dx’, obecn& d"y=f"(x).dx",
" — ‘EX — (n) _ d"y — £(m)
y —dx'_-f'"(x), obecné y _m_f (x),
ovSem za pfedpokladu, Ze vy3si derivace existuji.
PFiklady.

y=x" y=n"" y=n@m-1)x""2.. ...
yWW=n(—1) (n—=2) . ... (ai—k+1) "%

Z toho jest patrno, Ze pro n celistvé a kladné n-ti deri-
vace jest rovna konstant€ 1.2.3...n=n! a viechny vyssi
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derivace jsou rovny nule. Pro n jiného druhu ma x* viechny
derivace od nuly razné.

y:e", y=e,....pM=¢~
y=sinx, y’=cosx, y'=—sinx, y"=—cosx, ylV=sinx atd.
Obecné formule pro vys$$i derivace jsou zpravidla velmi
komplikované. Jednoduchy jest vzorec pro n-tou derivaci sou-
ginu dvou funkci (vzorec Leibniciiv). Jest totiZ
Du.vy=uv +uv', D*(u.v)=u"v+2u'v' 4 uy" atd.
D"(u. v):u‘“)v—i— A @Y,y 4 A, u®=23 yn oot ym,
Konstanty A4;, A,, As... jsou nezévislé na tvaru funkci u

a v. Abychom je uré&ili, volmxe u=¢e* v=c¢* Pak je u®=e*,
VWO=qgk e (4.v)=e@+Dxa tedy D"(u.v)=(14a)". ex+a),

Dosazenim obdrZime
Vet Dx (g4 gt=e@+DX {14 Aje+ A+ ...+ a}
Rovnici kratime Ginitelem e®+D* 3 obdrZime na obou stra-
nach rovnice mnohoéleny v proménné a, nebof a jest libovolné
&islo. Koeficienty stejinych mocnin a na obou strandch musi si

byti rovny, nebof jinak by rovnice byla spln€na pro nejvyse
n hodnot a a tedy nikoliv pro v§echna a.

mfi} amfih - a=(l)

Formuli vyslednou jest mozn'c;\ si zapamatovati v symbo-
lickém tvaru yé&ty binomické

D(u.vVy=@@+v=d".vo4 (’1') un—1 1.0 VR
kdeZ ov§em mocniny ¥, v! nahradime derivacemi #®, v a moc-
niny u° v°® nahradime funkcemi u, v.

Vy3si derivace algebraické funkce implicitni jest moZno

poditati stejnym postupem, jako isme poditali prvou derivaci
v odst. 30. Uvedeme zde jen pfiklad, z n€hoZ i obecny postup -

fest patrny: ot sbyy +eyr+dx+ 1y +e=o.
Derivujme, poklddajice y za funkci x, danou p¥edeSlou
TOVIICL: 2ax + 2by + 2bxy’ + 2cyy’ +d + 1.y =0.

V této rovnici jsou y a y opét funkce x, nebof y lze vy-
podisti z prvé rovnice a pak y’ z dguhé rovnice. Lze tedy deri-
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vovati dale
2a+ 2by’ + 2by’ + 2bxy” + ch Yy 4 2cyy” + iy" =0.

Z této rovnice vypolteme y” jako funkci x, ¥y a ¥ a tedy
jako funkci x. Tak lze pokracovati.

Geometricky vyznam vys$Sich derivaci jest mnohostranny
a tvofi obsah diferencialni geometrie, kterd nemiZe byti pojata
do této malé kniZzky. Nepatrna zminka o tomto vyznamu uci-
néna bude v odst. 38 a 39.

Fysikalni (kinematicky) vyznam druhé derivace jest spojen
s pojmem urychleni, JestliZze hmotny bod pohybuje se tak, Ze
jeho okamzZita rychlost v dase f jest rowna v(f), pak primérny
prirtistek rychlosti mezi Sasovymi okamzZiky ¢ a £-} Af jest

dt

To jest tak zv. primérné (sttedni) urychleni. Limita tohoto
urychleni, kdyZz At > 0, nazyva se, jestliZe oviem existuje,
okamzité urychleni v &ase t a oznacuje se a(f). Jest tedy

dv __d's
a(t)__a 4
protoZe, jak vime, v{f) = (f) = ds/dt.
Cvieni. ,
ny. ¢ pyn—1(n—1! Mot v o ( ;z_r;) i
;{D Ix=(—1) ! E sin x = sin x—i—2 "

n — an n 1 g

,D cosx_cos(x+ 2), \91+x_( l)n(1+x)n+l'

1 n! 1 1 1
D"— = = — — R L
VT l—x (—x)tt! b 1—x { 1+x+ l—x}

37. Véta Taylorova a Ma)(claurinova. Mnoho&len (n—1)-

vého stupn&
P(x)=ao+ aix+ a:x2+.. '|’¢l,1_|xn_l

md tu vlastnost, Ze P(a + x) jest op&t mmoho&len téhoZ stupn&
v Xx. Jak zavisi koeficienty nového mnoho&lenu na ptivodnim?
To rozhodneme nejsnaze postupnym derivovanim, PoloZime

P(a+x)=A0+A1x+A2x2+...+An_l x"—l_

Pro x =0 obdrZime prvni koeficient Ao= P(a). Derivu-
jieme obé strany rovmice k-krite za sebou podle x:

PO@4x)y=A k' A+ Ak DE(—1)... 2. x+ -
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a poloZme x =0, ¢imZ vyjde

A, =P¥a): k!
Vysledek jest tedy*)
— X pr X o X! pa—
P(a+Jr)—P(a)+“P(a)+2l pPray+-- +(n ) (a).
Dosadme @+ x) =b a tedy x=b—a.
( (b—ay—1 _(a—1)
P®)= P(a)+——-— P@+5 L P @+ - =iy @

To jest Tayloriv vzorec pro mnohoélen (n—1)-ho stupné.
Ptipomeiime, Ze a jest zcela libovolné &islo. .

Podobny vzorec l1ze odvoditi i pro obecngjsi funkce. Necht
f(x) jest definovano v < a,b > a ma tam vdechny derivace aZ
po Fad n-ty. Utvofme vyraz podobny, jako pfi mnohoclenu,
avSak misto a poloZme x, leZici v int. <a, b >. Dostaneme né-
jakou funkci x

b—x)"

FO=10+ 0+ Cg e+ + Gy -0y
Patmé jest

F(b)—F(a)=S(b)—

@+8=2 T @+ A+

ll

(b—a) (n—1)

Kdyby bylo F(b) =F (a), dostali bychom tyZ vysledek jako
pfi mmohoclenu, coz ov8em pfi obecné funkci nemiiZe byti.
Pfes to v3ak dosp&jeme k velmi uZiteCné formuli, jestliZe se
nam podafi rozdil F(b) — F(a@) vyjadfiti v né&jaké strudné
formég. K tomu niam poslouzi Cauchyova véta z odst. 34:

_ F@ _
F@®)—F(@@)= ra6) {p® — @ (a)}.

Abychom vyraz ten vypoéetli, uréime

P o=F0)+{—7 =2 1w+
_}_(L__i)fm(x)}_F. e

Fey=0"2" o 1): 10 ),

*) Volbou P(x) = x" ! obdrzime binomickou vitu. e



To dosadime do Cauchyho formule a poloZime je3té
=a+h E=a+6h 0<O<I1, Tak ziskdme nejCastéji
uzivany tvar véty Taylorovy n-tého stupné:

: et
f@+HD=1@ -+ f' @+ 50 I @+t g S @+ Ry,
kdez

Re=F(@-+h) —F(a)=
P la—6)"" Pat+n—9@ .m
=—a=1y ' gaten S @ton

Vyraz Rn nazyva se zbytek n-tého Fddu. Funkce o(x),
v ném obsaZena, jest libovolna, musi v8ak vyhovovati pod-
minkam véty Cauchyovy.' Nejcast&ji volivd se bud o(x) =
(@ + B — x)" nebo p(x) = x. Tak obdrZime tak zv. Lagrange-tv
a Cauchy-iv tvar zbytku

- @)" !
(n—

n
Ra=2 f®@ton, Ro= 7™ @+ 6.
V kaZdém z téchto zbytkd znak © zastupuje po pfipadé
jinou numerickou hodnotu.
Zvolime-li specidlng ¢ =0, h = x, obdrZime tak zv. vétu
Maclaurin-ovu n-tého stupné

. n—1
FO=FO+ {5 /1 @+ 57 1O+t gy LT O+ R

X" (1— @)n—l .
—(ﬂ — l)l— (6 x).

Podminky jeji platnosti jsou patrng, aby #(x) méla v né-
jakém okoli bodu x =0 vSechny derivace aZ po n-tou. For-
mule Maclaurinova a Taylorova jsou proto diileZité, Ze na-
hrazuji funkci f(x) funkci mnohem jednodussi, totiZ mnoho-
€lenem, a zbytkem R,.Zbytek ten zpravidla nedovedeme pfesnd
vypocisti, protoZe nezname piesnou velikost &isla ©, ve zbytku
taom obsaieneho Ptes to byvd moZno odhadnouti maksimum,
které | R, nemiiZe prestoupiti a tak ziistiti maksimalni velikost
chyby, které se dopoustime, kdy# funkci f(x) nahradime p¥i-
sluSnym mnoho¢lenem. V nasledujicich odstavcich ukaZeme,
iak se vzorce Taylorova uZiva.

Cvitend. 1. Jaky tvar nabude v&ta Taylorova i jeif zbytky, kdyZ
klademe h—=x —a?

2. Prol nelze uZiti véty Maclaurinovy na funkce y=1:x,
y=lgx, y=Vx, y=x"5% («>0?

’l
Rn=27 ™ ©O), Rn =
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3."Jaké n smime a jakd nesmime voliti v Maclaurinové v&t& pro
y=x"%. (Smime voliti n=1, 2, 3,...7)

38. Maksima a minima funkci. Funkce spojitd v <,a,b >
nabyva tam své maksimalnf i minimélni hodnoty (odst. 21). To-
muto maksimu Fikidme absolutni. Jinak jest definovano rela-
tivni maksimum (minimum). ’

JestliZze vnitfni bod ¢ v <a,b > md tu- vlastnost, Ze v né-
jakém jeho okoli jest

Hx) <HE), (Fx) > £(2)),
nazyvdme (&) relativni maksimum (minimum).

{
|
!

M ! M
I |
tr |
oo '
< m
1 ! m | ! x
[ b a b
Obr. 13a,b.

Spoleény nazev pro tyto dvé vlastnosti jest relativni
ekstrém. Relativni ekstrém miiZe splyvati s absolutnim, aviak
nemusi, jak jest patrno z obr. 13a,b. V dal3im budeme pro
stru¢nost uZivati slov ekstrém, maksimum, minimuwm, vyne-
chéavajice pfivlastek relativni.

U¢itime o funkci 7(x) dalsi pfedpokiad, Ze ma v <ga, b >
derivaci. Z geometrického ndzoru soudime, Ze, kdyZ f(x) mi
v bodé & ekstrém, te€na jest tam rovnobé&Zna s osou x a Ze
tedy #(£) =0. To jest oviem pouhy dohad, ktery musime do-
kazati.

Necht v bod& ¢ jest ekstrém. Derivace 1'(£) eksistuje a
tvrdime, Ze musi byti rovna nule, Kdyby byla od nuly riizna,
tedy by podle prvni véty odst. 32 v kaZzdém okoli bodu £ na-
byvalo f(x) hodnot jednak vétSich a jednak mendich neZ F(¢)
a tedy by tato hodnota nebyla ekstrémni.

Nutnd podminka pro ekstrém jest tedy ¥'(¥) =0.

Neni to viak postadujici podminka, jak patrno z pFikladu
y=ux3% v némz y =3.x®* ma nulovy bod x=0, aviak y=0
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neni ekstrém, nebof na levo od x =0 jest v <0 a na pravo
y>0 .
Abychom nasli postadujici podminky, udifime dalsi pfed-
poklad, Ze #(x) ma v <a, b > nejen prvni, ale i dal$i derivace.
UzZijme véty o stfedni hodnoté .

FE+n—f@=h.rGron=n. o LEXENSE

nebot #(£) =0. Kdy? h—»0, pak také ©.h—>0 a zlomek na
pravé strand ma limitu 77 (£). JestliZe tato derivace jest od nuly
riizna, ma pro dosti mala :# zlomek totéZ znameni, jako #”(£)
a tedy znaménko celé pravé strany bude ddno znaménkem
#7(£). Z toho plyne, Ze 7(¢) jest maksimum nebo minimum podle
toho, zda 1”(&) jest zapomné &i kladné.

P (&) =0, #"(£) 0 jsou postacujici podminky pro ekstrém,.

Stava se viak, Ze () =0 (na pf¥. u funkce y = x%). Zde
rozhodnou vys$si derivace. Pfedpokladejme hned obecnégji, Ze
nejen prvni a druh4, ale i né&kolik dalSich derivaci jest rovno
nule, to jest F(§)=0, ") =0, ") =0,...1*1 (&) =0,
avak 7™ (£) &= 0. Uzijme véty Taylorovy (n—1)-ho stupné.

n—I1 i
&+ =1 Q=g £V 4 O =

0 Veron—r""©®
n—1Nn! " 6.h '

Druhy zlomek na pravé strané ma limitu od nuly riznou
@ (), kdyz h—0. Pro dosti mala || jest tedy znaménko to-
hoto zlomku identické se znamenim f® (£). M4 tedy rozdil
f(€ + h) — §(¢) totéZ znameni, jako sou&nh”. f® (). Toto zna-
meni se méni se znamenim #, je-li n liché (a tedy nenastava
ekstrém) a neméni se znamenim A, je-li n sudé (minimum pro
plus, maksimum pro minus). Z toho plyne toto pravidlo: -

Vypoéteme koFeny rovnice ¥(x) = 0. BudiZ £ jeden z nich.
Dosazujeme tento koren postupné do vyssich a vyssich derivaci
f(x) aZ dojdeme Ek té z nich, kterd prvd jest od nuly rizna.
Je-li tato derivace lichého stupné, neni v bodé £ ekstrém. Je-li
stuperi ten sudy a derivace sama zdpornd, nastdvd maksimum,
je-li kladnd, minimum.

V piipadé liché derivace Jest v bodé £ infleksni bod, to jest
kfivka probihd po jedné stran& bodu & nad tednou, po druhé
strané pod teCnou.
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Misto pfedeslého pravidla, které uzivd vyssich derivaci,.lze
uZiti také jiného, které vystali s prvou derivaci.

Budiz (&) =0. Jestlize nalevo od &, to jest v jistém int.
(§— 6, &) md F'(x) stdle totéZ znameni a napravo, to jest
v (¢, &+ 0) stdle opacné znameni, pak v bodé £ jest ekstrém.
Prechdzi-li pFi postupu z leva napravo § (x) z hodnot kladnych
k zdpornym, nastane maksimum, pFi opacnych znamenich na-
stane minimum. JestliZze na obou strandch md ¥ (x) totéZ znua-
meni, nenlastdvd ekstrém.

Funkce f(x) totiZ vzriista nebo ubyva podle znameni # (x).
V prvém piipad& f(x) nejdfive verasta az do f(¢) a pak ubyva.
V druhém nejdfive ubyva aZ k mezi f(¢) a pak vzrista. V tfe-
tim stale vzrista, nebo stile ubyva.

Rozdil mezi prvym a druhym pravidlem jest ten, Ze
v prvém vystadime s hodnotami derivaci v jediném bodé £. Ve

vdruhém vysta¢ime s prvou derivaci, av§ak musime znati jeji
hodnoty v néjakém okoli bodu &£ V praxi vétSinou jest poho-
dInéjsi druhé pravidlo.

Ekstrémy mohou ovSem na,statl i u funkci, které nemaji
vSude derivaci. Na pf. y = 1 + X} md minimum v bod& x=0.

Cvideni. 1. VyZetkte ekstrémy funkce y = (x — @)™ (x —b)" pro
;{1':1 1‘1 obé& sud4, obé& lich4, jedno sudé a jedno liché! Znazornéte gra-
1C :

y2. Pro ktera a maijf funkce y —ax—sinx, ax —cosx, ax —tg x
ckstrémy a jaké?

3. Neimensi hodnota a2seczx -+ b2cosectx jest (a-i-b)e.

4. Soulet pfepony a odvé&sny pravoiihlého trojihelnika jest dan.

Plocha jeho jest maksimalnf, kdyZ strany ty sviraj{ 600!

5. Bodem o soufadnicich [g, b] vedena jest pfimka, ktera protind
osy OX a OY v_bodech P a Q. Dokaite, Ze minima d¢&isel PO,
OP+OQ a OP . 00 jsou (at +b%) 3, (Ja + V&)? a 4ab.

. Te¢na elipsy protind prodlouZené osy jeii v bodech P a Q.
Dokaite, Ze délka PQ nemiiZe klesnouti pod souet cbou poloos!

7. Nalézti na dané pfimce OX bod P tak, aby soudet eho vzda-
lenost{ ode dvou danych bodii A, B byl co neimensf. (<X APX +
+ <X BPX = 180°.)

8. Ve kterych ‘systémech logaritmickych mohou byti nalezena
&isla rovna svému logaritmu? (Rozdil #(x) = x —log; x musf se
anulovati a tedy jeho minimum musi byti negativni nebo rovné nule.
Z toho a < e™).

9, PHimy kiZel kruhovy ma krychlovy obsah V. Ktery z té&chto
kiiZzelt ma neimensi pldst, ktery nejmensi povrch?

10. Mé funkce y = x sin2( : x) pro x +0,.y =0 pro x =0 mi-
nimum v bod& x = 0? (Uvaite, %e ¥y=0prox=114 4 %H... Jest
to tak zv. nevlastni minimum.)
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11. Funkce i(x) =e  *, (x 3= 0), /(0) =0 ma v bod& x =0 mi-
nimum, ackoli tam vymizf vSechny derivace. :

39. Poloha kfivky vii¢i teéné, Poklidejme vztah y =#(x)
za rovmici k¥ivky v soufadnicich pravoiihlych a pfedpokladejme
existenci funkce a derivaci v <@, b >. Tam volme bod vnitfni
X a sestrojme v ném teénu T ke kfivce. Vyraz

g =1(x+ B —1(x) —h.7(x)

jest funkce proménné h a pfedstavuje rozdil mezi pofadnici
kfivky v bodé (x + k) a pofadnici teény ¢ v témZ bod&, jak
Stenaf 3e snadno presvédei (viz obr, 12). JestliZe (k) jest
kladné (zidporné), pokud O < |h: << 6, Fikdme, Ze k¥ivka probiha

Obr. 14,

nad (pod) teénou, je-li v (— 8,0) a v (0, 8) (k) riizného znameni,
fikdme, Ze kiivka mé4 v bod& ¢ infleksni bod (obr. 14, bod C).
Kfivce probihajici nad te¢nou ¥ikd se konveksni v tom bodg,
opak jest kfivka konkdvni. Piipad kladného @(h) jest analo-
gicky relativnimu minimu, pfipad zéporného @(h) maksimu.
Docela stejné jako pfi ekstrémech dokaZe se pravidlo:
Dosazujme x = ¢ postupné do 1"(x), F”(x), atd., aZ do-
ideme k té derivaci, kterd prva jest od nuly riizni. Je-li tato
derivgce lichého stupné, nastava inflekse. Je-li stupeii ten sudy
a derivace sama zaporna, probih4 kfivka pod tegnou (jest kon-
kévni), je-li derivace kladn4, probfha kfivka nad teCnou (est
konveksni) v bodé& £, ‘
~ Cvigeni. 1. Necht v bod& £ jest #7(f) — j i
bodu ¢ podle toho, jaké znalgnénltnﬁé(ﬁ)”(x)o‘nlazl?azv}:?d; ér’::p?aﬁ)kozg

bodu £. Co hastane, je-li #/(x) =0 v n&jakém okoli b 2=
jest v okoli tom p¥imkou.) jakém okoit bodu £2. (y =1(x)

. 2. Dokazte, Ze kuZeloseky nemaif infleksnich boda! [UZiite rov-
nice vrcholové y2—2px + ¢x2=0 a potitejte druhou derivaci impli-

Késsler: Uvod do pottu diferencidinfho. 7 97



citnf funkce algebraické, rovnici tou definované pro x 3= 0. Pak po-
lozte y” —= 0 a odvodte disledky! Bod x —=0, y = 0 vy3etite zvlasté
otodenim os soufadnych o 90°!]

3. Ur&ete infleksni body kfivek y =sinx, tgx, (x —a)" (x — b)™
a dokaZte, Ze kFivky y —= x. sm X, ¥ = sin x/x maji nekone¢n& mnoho
infleksnfch bodi!

4, Dokazte, Ze kfivka y = x : (x2+ 2px + ¢) ma bud jeden nebo
tti redlné body inflexni. Jsou-li tFi, dokaZte, Ze leZl na pfim_e! (Rov-
nice x3 —3¢gx —2pg =10 mai bud jen jeden nebo tfi reilné kofeny.
Rovnjci tu jest moZno psiti ve tvaru (x2 4~ 2px -+ ¢q). (x —2p) +

4(g—p)x =0, &ili (x—2p) +4(¢g—p?.y=0).

40. Rada Taylorova a Maclaurinova. JestliZe funkce f(x)
na v int. <a—24, a+ 6 > viechny derivace, miiZeme pro ni
napsati Taylorovu vtu libovolné vysokého' stupné n

! n—
ra+n={r@+% ra+.. + &= 2"Vl +r,
1! —1!

Oznaéme zavorku na pravé strane Sn a ucifime pfedpoklad
lim R,=0. Potom je f(a + k) = 1im S, aneb, uZijeme-li zpii-

n— o n— o
sobu psani, ktery jsme zavedli pfi nekone¢nych fadach

fa+n=r@+ @+ 5 @+ ...
Jiny tvar tohoto vzorce obdriime piSeme-li (@1 h) =x
fo=f@+%=2 @ S @+

Oba tyto vzorce jsou ruzne tvary nekonecne Fady Tay-
lorovy.

Nutnd a postacujici podminka pro konvergenci rady Tay-
lorovy k souétu f(a + h) jest tedynlz_);nmRn—

Klademe-li ¢ =0, obdrZime z druhého tvaru fadu Ma-
claurinovu

£ =10+ SO+ 0+

ktera konverguje, kdyZ lim R,=0.

‘n—->
PFiklady. Funkce exponencidlni f(x) =e* ma derivaci
k-tou #9 (x) =¢* a tedy f® (0) = 1. Uzijeme-li zbytku La-

grange-ova, .
n—

x x x’._‘ X in. & x <
C=ltptoytotgopitare 0 0<I<t

Abychom odhadli zbyteK, spojme ve vyrazu n! prvni
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faktor s poslednim, druhy s pfedposlednim atd. (pro n>2)
n=1.n.2.(n-1).3.(n-2) ...
Pri sudém n obdrZime n/2 dvojic tvaru

k+1.(—k) =0, k=0, 1, z(g —1),
pfi lichém n pak (n— 1)/2 takovych- dvojic a &len posledni
n
(n+ 172 >Vn. Jest tedy vZdy n! > n? a proto

n
e&x'L<e3x(

n )—>0 kdyZ n — + o9,

Vn
at x jest jakékoli kladné nebo zaporné &islo. Pfi numerickém
vypoctu na pf. e¥S ‘ uZivame té okolnosti, Ze zname
e =2718281828459045 ... a tedy ndsobenim vypolteme e*,
takie fady uiueme pouze k vypodtu e*%. PFfi tom bude zbytek

Rn < 1: 2"—
Obecni funkce exponenciilni a* pfevede se na pfedesly
ptipad *) ]
a —e"”‘—1+x’"+(”a)'+,..,l?,,=a’”‘(x—,fa!)—-

UZitim fady pro e* odvodime n&kolik limitnich vztahi

Casto pouZivanych. PF¥i celistvém kladném n jest
X

e 1 1 1 1 1 1 X
x" __xT_‘_F x"! K x"—2+m+ ar (n+1)! T
Prava strana jest tedy pro kladné x vétsi neZ x : (n + 1)!
Vzriisti-li x do plus nekone&na, vzriisti prava. strana rovnice
(a tedy i levd) do plus nekonecna, to- jest
x n
Lo, &l lim X =limx".e ¥ =0,
x x>0 & x—®
P.roto se tika, Ze ¥ vzriista rychleji neZ jakkoli vysoka
mocnina Cisla x. Tim jsou ureny je§té dali daleZité limity
. ly
lim —=— =0 limy.ly =0,
y>oo ¥ ’ yoe Y
které obdriime z pfedeSlé zavedenim nové promenné x=Iy
po pifpadd x=1I(1:y), kdyZ n=1. Podobn& se dokizZe

lim (Ix : x*) =0, limx*.[x=0  pokud e > 0.
x—>00 x>40

*) Ptirozeny logaritmus &isla a znadime zde la.



Proto se fika, Ze logaritmus vzristd pomaleji neZ libo-
volné vysokd odmocnina ¢&isla x.
Funkce 7(x) =sin x ma k-tou derivaci §® (x)—sm (x

k—) a tedy /® (0) jest rovno riule pro sudé k a (— 1) 2 pro
llche k. .
sinx =7 =37 +57 — -+ U G+
e
0 T
Podobné f(x) = cos x ma k-tou derivaci f® (x) = cos (x +

cos M x.

+k7n)a tedy
2 k—2
v cosx=1—;—’!+:—;—...+(—- 1)k-1 (;T—_z)'!‘*'
2k
+(— 1) (2k)l cos @x

Zbytky v obou t&chto fadach man limitu 0, kdyZ k —>» oo
z téhoZ divodu, jako pfi €*. Pfi numerickém pocitini jest
nutno pamatovati na to, Ze x musi byti vyjiddfeno v mite ob-
loukové 1° = n/180 =0017453 ... protoZe jsme uZivali vztahu
(sin x)’ = cos x.

Na t&chto Fadich zaloZena jest bi‘esna definice funkci go-
niometrickych. (Dodatek 11.)

41. Vypotet logaritmii. Funkce y =Ix nemi v bod& x=0
derivaci a proto nelze ji rozvinouti v fadu Maclaurinovu. Za
to funkce y=1(1+x) ma v bodé tom vSechny derivace

g0 =gyt =D (k—l)’
(140"

a tedy |
n—

xt, x? n x
-5ty —- o+ =) 5+

—-| =

114 x)=

n
X, 1 .
+ -1 TR P
Pro kladni x v mezich <0,1 > jest

0 -

' . 1 . _
_1+9 <1 a proto arL<T;lll)ran_0.
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Rada tedy konverguje jisté pro 0<x=<1. Formule se
zbytkem plati ov§em také pro x > 1., Nekonedna fada v3ak
v tom pfipadg diverguje, nebot prosté hodnoty Slenii veristajf
od jistého n polinaje. Pro zdporna x zbytek Lagrange-itv jest
neuZitedny. Za to vede k vysledku zbytek Cauchyiv (x >0)

o x x* x? X! ol - g"!
I(l—x)___l-_i_i_"'_ 1 (1"9.()"
®
Pro x <1 jest ll—--@ <1 a tedy |Rx| < ——>0 kdyz

n- oo,

Pro x = 1 to oviem uZ neplati. Krlterlum d’Alembertovo,
kdyZ x > 1, prozrazuje divergenci fady. Pro x=1 pak ob-
drZzime divergentni fadu harmonickou. Vysledek jest tedy
nasledujici:

Rada 1(1+ x) =—ch—
—1<xx1, a jen pro tato x

Pro numericky -vypocet fada tato h0d1 se jen pfi malych
x, kdeZto pfi vétdich x uZivime riznych fad odvozenych. Tak
na pf. ode¢tenim fad pro I(1 + x) a I{1 — x) dostaneme

1+x 2k—1
R =T T e

22k +! W2K41  2k1
+oEFT {1""" sky3tT* 2k+5+"'} M

Druhia zéivorka ma soucet men3i neZ 1 x24 xt..
1:(1—x® a tedy zbytek jest mensi neZ 2x%*+!; (2k—{— 1).
(l—xz) Tak na pf. pro (1 -+ x) : (1 — x) =2, &ili pro x=1/3
ab's‘téﬁéme pii k=17 zbytek mensi neZ 1:2.10.314<2.,10-%
Pfesné na 6 mist jest pak 12=0693147... Podobné pro

Xx=1/9se vypoite 5 =2. 12+2{*1* 3—lgs+ }=1'5094379
Rady lze uZiti k vypo&tu la, pokud a > 1, nebof substi-
tuce (1+x): (I—x) =a diva x<1. Jests vyhodne3§1 jest
poloZiti x=1: Ca -+ 1), &ili
l—l-x a+1 1
l—x_l {2a+1 +3 (2a+1)’+ S

x2 X3
— 5 konverguje pokud

a tedy
l(a+1)=la+2{ﬁ+...}

101



kteryZto vzorec umoZiiuje postupny vypoclet logaritmiy viech
celych ¢isel., TéhoZ cile lze dosici vypoétem logaritmf prvo-
¢isel, nebof pak logaritmy ostatnich isel vypofteme pouhym
s¢itanim. K tomu se hodi fada, kterou obdrZime z pfedeslé,
klademe-li ¢ = 22— 1

1 1 ) 1 1
IZ=—2—I(Z+1)+TI(Z—1)+{22,_1+3(22,_1)‘+.,_}_

Je-li z prvodislo, jsou (z-+1) a (z—1) rozloZitelny
v prvocisla men3i. Tak na pf.

) 3 1 1
13=le+{ﬁ“+—3—.ﬁ+...}.

<

K vypoltu dekadickych logaritmit uZivime vztahu
(odst. 25)

1 1
log,oa—i—l—(—) .Iﬂ—-M.Iﬂ, M—’—l—o—043429..

Cvideni. 1. DokaZte, Ze pro 0= x <1 jest v rovnici (1) druhy
séltanec na pravé strang (Ry) omezen nerpvninami

2x2k+| SR> 2x2Ilr+l _
Crk+1D(0—xY) = @r+na —x9
4x2k+3

T@kFD @A =2

2. Vypoctéte pfesné na 8 mist 1'24:\ 15, 1:110.{0'6931 4718 ..
16094 3791...0:4342 9448 ... } ]

42. Rada binomické. Pro celistvd a kladnd m plati bino-
mick4 véta:

(a+b)’"=a’"+(’1") a1l b4... 40",

Jestlize m neni celistvé a kladné, v&ta oviem neplati. Mi-
m

Zeme vSak uZiti Taylorovy véty na vyraz a™ (1 + %), kdeZ
polozime b/a= x. Tedy f(x) 2= (1 + x)m, fO(X) = m(m—1)...

m—k

e (m—=k4+1). (14+x)" ..
-+ =14 (7) x+ (Z’)x’+..:+ + (nTI)xn_l'i'R"'

Lagrangeiiv a Cauchy-iiv zbs}tek» maji tvar



(’,’,')x" (14 @x)y™",
n—1

n— J—
(Z’)n.x"(l +Oxym—! (11+égc)
Ve vyrazu pro f®(x) ma posledni ziavorka ziporny ekspo-
nent pro k> m a tedy Maclaurinova formule jest upotfe-
bitelna jen v takovém intervaluy, v némZ mneni obsaZen bod
= —1. Chceme-li tedy vy3etfiti okoli bodu x =0, musime
pfedpokladati x > —1. P¥i vy$etfovani zbytku uvaZujme nej-
dfive pfipad x > 0. V Lagrangeové zbytku bude (1 4- © x)™—"
pro ziaporné m—n, to jest, pro dosti veliki n, mens$i neZ

jedna. Zbyva tedy vysetfiti, jak se chovi (’,’:)x", kdyz n » oo.
To v3ak jest pravé (n+ })-vv ¢len Fady binomické. JestliZe
fada ta konverguje, pak un4+1->0, kdyZz n—> oo a tedy také
. m—n-+1
R —0. Kriterium Alembertovo pravi|Uat1:lsl= —+——x

m+1 . | no
+ X > x. JestliZe tedy x <1, fada konverguje a

i
| n
zbytek ma limitu rovnou nule. Pro x > 1 fada diverguje a
nemda tedy vyznam.
Obratme se k zapornym hodnotdim x=—y, 0<y<1.

n—|

i1/ 1—6
Ve zbytku Cauchyové soudin (1 — Oy) ™" II—TO—) jest shora

ohraniceny, kdyZ n— oo, nebot druhy faktor jest vidy mens$i
neZ jedna a prvni faktor pro m > 1 jest mensi neZ jedna a pro
m <1 jest faktor ten mensi neZ 1: (1 — y)!~™, coZ nezavisi

na n. Zbyva tedy vysetfiti, jak se chovi (’,Tl')ny", kdyZ n - oco.
s . L m—n+1 n
Oznaime-li &len tento Va41, j€ Vat1: Val = +11. a2 yl .
n —

Vyraz ten konverguje k y, kdyZ n > oo. Pro y <1 jest tedy
R, > 0 afada binomickd konverguje k souctu (1 — y)™ Vy-
sledek celé dvahy shmeme do v&ty: Rada binomickd

A+x™=14 (’{’)x-{-(’é’) xt ...

konverguje, kdyzZ — 1< x<1 a m jest libovolnd konstanta.
Pozndmka. 1. Pfipady x=1 a ¥=—1 vyZaduji zvlast-

niho vySetfovani. Lze dokazati, Ze fada zfistiva platnd pro

x=1,kdyzm>—1, apro x=—1, kdyZ m > 0.*)

*) Jako pomiicka pamé&ti poslouZ{ diagram 15.
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Pozndmka. 2. NapiSeme-li v binomické fadé x = b/a, kdez
a >0, |b| <a a nasobime-li pak ob& strany rovnice vyrazem
a™, obdrZime fadu nekoneCnou .

(@+b™=a™+ (’;’)a’"".b+(’2”)a"'“2.b=+

43, Neurgité vyrazy. JestliZe jest f(a) =0, g(@) =0, neni
vyraz y =f(x) : g(x) definovan v bod® x=a. Misto tohe
ftkdme také, Ze vyraz ten jest v bod€ x =a neuréity. Ptes
to vSak, jak jiZ Casto jsme pozorovali, miiZe eksistovati

lim (F(x) : g(x)). Maiji-li funkce f(x) a g(x) v okoli bodu x=a
X=->a
derivace, jest Casto moZno pomoci derivaci téch zminénou

limitu vypogisti; tak na p¥., je-li g’(@) 0, je
f@a+h _fat+th—f@ __ (f@+h—f@):h
gla+h  glat+h—g@ (@E@+h—g@):h
a tedy )

). fath - f@
ST M g@th - g

Stavi se viak n&kdy, Ze také F(a) =0, g'(a) =0, po pii-
pad& i dali n&které derivace jsou rovny nule. Ulilime tedy
pfedpoklad, Ze funkce maji derivace takovych fadd, jaké
prave potfebujeme, a Ze jest *
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£la) =0, 1"(@) =0,... f* V(@ =o,
g =0, g"(@=0,... & (@=0,gM (@ Fo0.
Pak je podle Taylorovy formule n-tého stupné

f@+n _ 1P @+ 8
gla+h)  p g™+ 6,h)

a tedy udinime-li pfedpoklad, Ze n-té derivace jsou spojité,

m L0 %)
g (x) ~ g™(a)

Tak na pf. v neurditém vyrazu lim (x —sin x) : x* jsou
prvé tfi derivace jmenovatele 3x2, 6x, 6, z nichZ posledni jest
od nuly riizna. Z toho jest patrno, Ze také v Citateli vystadime
s tfemi derivacemi (1 —cosx), sinx, cosx a tedy hledana
limita jest 1/6.

Pravidlo toto (prvni pravidlo I'Hospitalove) selhava, jest-
liZe prva z derivaci Citatele, ktera nevymizi v bod€ a, jest
stupné niZ$iho, neZli derivace stejné vlastnosti ve jmenovateli.
Nelze ho uZiti také v pfipad& x ->'oc a mimo to tenkrate, jest-
liZe vys3i derivace neexistuji. V pfipadech téch ¢asto poslouZi
nam tak zv. druhé pravidlo I'Hospitalovo:

- f(x) Sf'(x)
est lim ° = lim

J x_>ag( ) x—)ag"( )
mita eksistuje.

Pravidlo to plati také, kdyZ misto x > a jest pfedepsino
X—>a-+0 nebo x > a—0, dile i v pfipadé x> + oo nebo
X - — oo, jakoZ i tenkrate, kdyZ eksistuji jen limity v $ir§im
smyslu (+ ccnebo — o).

Diikaz plyne z Cauchy-ovy véty o stfedni hodnoté:

flat+h__fla+h)—fla)_fa+ @h)_
ga-t+h) giat+h—gla ga+6h
KdyZz A >0, pak ©.h >0 a tedy
lim JO)_ lim = L (x)
x>a %) x>ag )

~— za pFedpokladu, Ze druhd li-

jestliZe ovem tato druhd limita eksistuje. P¥i tom v3ak nutno
pamatovati, Ze v uritém okoli bodu @ (s vyjimkou bodu a
samotného) musi-byti g(x) =0 a Ze ob& derivace musi tam
eksistovati -a nesmi se sou€asn& anulovati.
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Je-li vyraz I'(a) : g'(a) op&t neurdity, miZeme, jsou-li opét
pfisiuSné podminky spin€ny, pochod opakovati, to jest
J'(x) J'"x)
li lim
g xyagr At Napr

X_ X — X
e _ me * 4 e =2
x>0 COSX

x>0 Sinx

Casto se stavd, Zze m4 byti urena limita, kdyZ x - <+ oo,
Zavedeme-li novou promé&nnou y = 1/x, pfevede se tiloha na
hledani limity pro y - 40 a tedy

1 1 1
B)_ =3l
mf(x) lim =Y/ — _y Y71,
x>+ g(X) y—>+0g(l_) y>+0__ 1 g (i)
y »e Ay
Vratime-li se k ptivodni proménné x = 1/y, obdrZime

tim L&) — jim 7',
x>0 gX) x > a g (x)

hm L(-jn jestlize f(x)—> oo, g(x)—> oo; li_r:1 1(x) . g(x), jestliZe
X a

f (x)—»O, Z(x)> oo atd. hledime pfevésti na pod&itani limity
0/0, anebo na néktefou jinou znimou limitu, jako na pf
lim(x*: e)=0, lim (Ix:x*)=0, >
x—> o x — 400

Limity jinych tvarii g, 0.00, 00 — o0, 09, 19,000 to jest,

Postup po¢tu objasnime jen na piikladech

¢ lim (cotgx:-l—)=lim (xcosx:sinx)=1
O x50 x

lim £ @+ _ |
x>xo X

lim l*(a+x) a—|—x

x— 00 “at+x T x

= lim (’ @0\ jjmatx_
x> oo (@4 %)t/ x> x

. cotg nix = lim L (2—=X) .cosax 1
x—>1 sin wx p
lim (1 _Ccot8X) _ ;, sinx—xcosx 1
=7 oo"—lH’ x! x | x50 X'sinx
L

0.00:lim ! (2—x)
x—=>1

=g
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Ostatni neurdité vyrazy pievadime na pfedeslé identitou
{f(x)}#®) = e» @ /™), uzivajice véty o spojité funkci
lim eP@F®) — Jimp(x)If(x),

0 limx*=lime*=e =1.
x>0 x>0

l_ lcoax
100 lim(cosx) —lime” =ét
x>0 x>0
1 0+3
s lim (14 x)* =hme =e' =1

x—»oo

Velmi jednoduse lze limity podéitati, zndme-li pro funkce
uvaZované Taylorovy fady, platné v okoli bodu x = a. Na pf.

x?  xt
lim X—sinx _ . '3!_'5_!-+ 1
x>0 x? x>0 X9 —3r

Pozndmka. Funkce F(x) =1#(x) : g(x), jejiZ limitu v bodg
a jsme vyhledavali, byla vZdy spojitd v okoli toho bodu, nebof
méla tam derivace. V bodé a samotném neni F(x) definovano
a tedy jest tam nespojité. JestliZe vSak eksistuje limita

lim F(x) = A a pfitkneme-li funkci F(x) v bod& a pravé tuto
X—>a

hodnotu A, stane se tim F(x) spojitou i v bod& a. Proto se
fikava &islu A nékdy pravd hodnota neurcitého vyrazu.

arcsin x ex — 1 ax— 1
— =1, 5 1,

Cvideni 1. x> 0: - =>1a,

1‘:?9?‘:‘. l, sinx — x cos x >2, tgx—x 1 ax—1—xla N 15 a
sin® x 2 x—sinx X8 3 | x? 2
2. x> : : (tgx)'gzx»e_'; x>0: (s_n:x)xz_}e_‘xf

Kapitola VII.

FUNKCE DVOU PROMENNYCH.

44. Zikladni poimy. Funkce spojité. Funkce z dvou neza-
visle proménnych x,y z=~F#(x, y) jest definovina, kdyZ din
jest predpis, jak k dvojici &isel [x, y] se pFifadi &islo z. Ke
grafickému znazomeéni uZiva se obydejné tfi os v prostoru na
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sobé kolmych, jako v analytické geometrii v prostoru. Kazdé
trojici &isel (x, y, z), kterd spliiuje funkéni vztah, odpovida
uréity bod v prostoru, majici Cisla ta za soufadnice. Rovina
poloZena osami X, y jest rovina nezdvisle prom&mmych. Dvo-
jici &isel [x, y] budeme nazyvati bod (nezdvisle proménny).
Tuto dvojici budeme nékdy oznadovati jedinym symbolem o
a misto f(x, y) budeme pak psati struéné /(o). Viechny body
[x, ¥], vyhovujici nerovnindm a<<x =<b, c<y=d, kdeZ
a, b, ¢, d jsou konstanty, nazyvime (uzavreny) interval v ro-
viné x, y. Body ty vypliuji obdéinik o délce stran (b —a),
(d —c); strany ty patfi k intervalu. Interval ofevFeny lisi se
od pfedeslého tim, Ze hranice k nému nepolitame. Okoli da-
ného bodu [a, b] jest libovolny interval, ktery obsahuje [a, b]
jako bod wvnitfni s vyjimkou bodu toho samotného. Casto
byva uren Cisly kladnymi 8, ¢ a nerovninami

) ;x—a}gé, }’—b _él'; :x_a;+|y_bt>0'

Jestlize ke kazdému &islu z pfirozené fady ¢isel 1,2, 3,...n...
piifazen jest bod 01, 02, 0s,..., mluvime o posloupnosti bodi.
Posloupnost 01, 02, 0s, ... ma limitu [a, b, jestlize pfi oznaceni
0n =[x, ¥n] isou spinény vztahy: limx.=a, limya,=0>.
Posloupnost do sebe zafazenych intervalit (v rovin& x,y) In,
n=1,2,3,... definujeme nerovninami an=X=bn =<y <ds,
toho druhu, Ze < a1, b1 >, <as b2 > ... jsou do sebe zafazeny
a tedy definuji urgité &islo & (od§t. 9) a také <, dr>,
<cg,de>... jsou do sebe zafazeny-a tedy definuji urdité
&islo #. Bod [&, #] jest pak jedinym bodem, ktery leZi v kaz-
dém intervalu I, Is, Is,... Proto fikdme obdobné jako v od-
stavci 9, Ze posloupnost do sebe zafazenych intervali v ro-
ving I, I, Is,... definuje jeden jediny bod [£, nl.

Posloupnost bodii jest ohraniCend, jestliZe viechny body
jeii leZi v jistém intervalu I. O posloupnosti takové plati véty:

KaZdd ohranicend posloupnost md asponi jeden bod
zhusténi, to jest takovy bod, Ze v kaZdém otevFeném intervalu,
bod ten obsahujicim, leZi nekonecné mnoho bodi posloupnosti.

Je-li w bod zhu$téni dané posloupnosti, jest mozZno z ni
vybrati jistou rosloupnost 0y,. Oy, O,,..., kterd md limitu w.

Obg tyto véty jsou rozSifenim vé&t z odst. 9 a dokaZi se
stejné jako tam s tim jedinym rozdilem, Ze intervaly v roviné
hLyley s, ... rozdé€luji se pfi tom nikolivina dva, nybrZ na Ctyfi
shodné dily pomoci rovnobéZek s oshmi x, y.
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Budeme se v daldim zabyvati hlavné funkcemi spojitymi.
K jejich definici jest nutno nejdf¥ive definovati limitu funkce
dvou proménnych:

Funkce H(x,y) md limitu A, kdy? x > a, y > b, jestlize
E libovolné malému cCislu kladnému ¢ lze nalézti takové okoli
bodu [a, bl, 3e pro viechny jeho body |x,y] jest

)f (xv y) - A, <€
Fakt ten znadime symbolem

hmf(x,y)__A nebo také llmf(o)—A
o —>[a, 0]
y—)b
Z definice této plyne 1hned disledek témé&f samozfejmy:

Jestlize i(o)[—> A, pak kazda posloupnost o1, 02, 0s, ... 0n, -
o—>la, b
majici limitu [a, b], ma vlastnost: lim f(on) = A. Dikaz pro-
n—» oo

vede si Ctendf jako cviCeni. Nyni jiZ miZeme .definovati
funkci spoijitou:

Funkce jest spojitd v bodé oo = [a,b], jestlize lim (o) =
0 —> 0o

=f(0v). Funkce jest spojitd v otevieném intervalu 1, Jestltze
jest spojitd v kaZdém bodé toho intervalu.

V dal§im budeme mluviti také o funkci spojité v uza-
vEeném intervalu J. To bude funkce, ktera jest spojita v ur-
¢itém intervalu otevfeném, v némzZ J jest zcela obsaZen.

Spojitad funkce dvou nezivisle proménnych mi obdobné
vlastnosti, jako spojitd funkce jedné promé&nné. Jsou io ze-
jména tyto dvé zakladni vlastnosti:

1. Jestlize funkce spojitd v bodé oo jest tam od nuly riznd,
lze vidy nalézti takové okoli bodu o, Ze v ném (o) md totéz
znameni jako #(00).

Diikaz se nijak nelidi od dikazu provedeného v odst. 22.
Druha véta zni:

Il. JestliZe (x,y) jest spojitd v uzavFeném intervalu I,
nabyvd tam své nejvétsi i nejmensi hodnoty a jest tedy z obou
stran ohranicend,

Diikaz této véty provedeme podrobné, hlavn& z toho di-
vodu, Ze lze jej roz§ifiti na jakykoliv polet nezavisle pro-
ménnych. Rozdélme interval na Gtyfi mensi tim, Ze spojime
useCkami stfedy protilehlych stran. Ty nazveme intervaly
prvého déleni. KaZzdy z nich dé&lime podobng znovu. ObdrZime
4 intervalit druhého déleni a obecné& 47 intervali. n-tého d&-
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leni. . Jest patrno, Ze kaZdd nekoneéna posloupnost takovych
Intervalt do sebe zafazenych definuje jediny bod.-[x, y], ktery
jest vSem spoleCny. Také obracené lze vZidy nalézti posloup-
nost intervahi do sebe zafazenych, vybranych z pfedeslého
déleni, tak, aby bod [x, ¥] v pitvodnim intervalu libovoln& zvo-
leny byl v§em jim spoleény.

Sledujme funkei /[x, y] na_jedné stran€ n€kterého inter-
valu. Tam jest na pf. y nepromé&nné; jest tam tedy #(x,y)
@gl ‘spojitou jediné promé&nné x a tedy nabyvi svého maksi-
ma v uréitém bod& oné strany. TotéZ plati pro ostatni tfi
strany intervalu. Na obvodu intervalu nabyva tedy f(x,y)
v urditém bod& svého maksima pro obvedové hodnoty (toto
maksimum musime dobfe rozliSovati od maksimalni hodnoty
i(x, ) v celém intervalu). Sledujeme-li obvody viech intervalii
n-tého déleni, miZeme zajisté na jednom z nich nalézti bod
Op, ktery ma tu vlastnost, Ze f(on) = f(0) pro v8echna o leZici
na t&chto obvodech. Daile jest patrn& f(02)=f(0a—1), nebot
bod o0n—1 pFisludny k déleni (n— 1)-vému leZi na obvodé& to-
hoto déleni a tedy také na obyod€ déleni n-tého. Posloupnost
bodti 01, 02, 0s,...0n,... leZi v pitvodnim intervalu a ma tam
tedy aspon jeden bod zhuSt&ni w. O bodu tom tvrdime, Ze
v ném #o) nabyva svého maksima, to jest f(w) > (o), kdyZ
o0 jest libovolny bod piivodniho intervalu. Vybefme z posloup-

nostt novou, On,s Ony Ony - ..., kterd md limitu @ a sestrojme
dal$i posloupnost oo
f)SSf(0,)Sf (0 ).

Vzhtedem k predpokladané spojitosti funkce je klimf(onk)=
—>®

= How).

Vyvolme nyni v [ libovolny bod o. Podle pfedeslého lze
nalézti posloupnost intervalii do sebe zafazenych a patficich
postupné k (m)-mu, (m)-mu atd. déleni, takZe definuji prave
bod 0. Na obvodech téchto intervali zvolme body, tfeba levé
hotejsi vrcholy obdélnikil, Pa,, Prs Pns, ... Pak bude llmpn =0

a tedy vzhledem k spontostl llmf(Pn ) = (o). Av§ak vime,
e f(pn) =S (0n) a tedy take f(O)Sf(w) s.e.d.

Podobné se dokidZe eksistence absolutniho minima. Dalsi
vlastnosti spojitych funkci jsou: Soucet, rozdil, sou¢in a podil
spojitych funkci jest opé€t spojita funkce; pfi podilu musi
oviem jmenovatel byti od nuly rizny. Obecnéji plati: Spojita
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funtkce jinych spojitych funkci-jest opét spojita.: To znamena
presné: Je-li f(u, v) spojitd v bodé [ue, vo]-a jsou-li u = @lx, y),
v =1(x, y) spojité funkce v bodé& [xe, yol, majici tam hodnoty
o, vo, pak jest také Flp(x, y), w(x, ¥)) spojiti v bodé [xo, ¥e].
Véta tato vyplyva z ndsledujicich vztahi

lim f (4, v) =f (U Vo) = f (@ (X0 o), ¥ (Xo» Yo)),

u—» to
vV —=>V
lim f (Ll, V) =lim f((P (X, y)n ' (X, ,V))
u—>ro X = Xo .
V> y=>Yo
Pozndmka. Pojem limity lim f(0), ktery jsme v pfede§lém

0 —> 0o
definovali a uZivali, musime pfisné rozeznavati od t. zv. dvo-
jité limity lim lim #(x, y) =B,
y>bx—>a :

kterou rozumime tento pochod: v
Pokladéme y za pevné zvolené a urcime lim F(x, y) = (),
X-—>a !
jestliZe viibec eksistuje. Tato limita je ov§em jiZ nezavisla na
x. Po dokonani tohoto kroku provedeme novy: lim ¢(y) = B.
y>b

Pii tom jest pamatovati, Ze limitni pfechody Casto nelze za-
méniti beze zmény vysledku B.
Priklad 1. z=ax®-- by® jest funkce spojiti v bodé& [0, 0],
nebot lax? + byt < lax?| + |6y < ¢ pokud x| < Ve/2]al],
]

|yl <Vej2To'.

2. RovnéZz z=ux.y.sin (y/x) jest spojitd v bodé& [0,0],
kdyZ ji tam pfitkneme hodnotu 0, neboft

2! < x L lyi<<s, pokud x <Ve, ‘ypi<Ve.

3. Funkce z=4y%x: (® + x)2, v bodé [0,0] rovna nule,
neni tam spojitd. Jest sice limlim#f(x, ) =0 a pravé tak
y—>0 x>0 T

lim lim f(x, y) =0, av3ak pfesto limf(x,y) neeksistuje, nebot
x>0 y—>0 x—>0

v—>0

v kazdém sebe mensim okoli bodu [0,0] jsou body, v nichZ
Hx, ¥)=1, a jiné body, v nichz f(x, y) =0. Jsou to body
jednak na parabole x = y?, jednak na ptimce y =0.

Cviteni. 1. Jak se chova funkce poslednfho ptikladu, kdyz o >0
a) po pfimce y = kx, b) po parabole y2— kx?

2. Funkce definovand vztahem z =y .sin (1/x) 4 x. sin (1/y), po-
kud x£0, y =0, a rovna nule, kdykoliv x nebo y nebo obé& tato
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¢isla jsou rovna nule, jest spojitd v bod& [0,0]! Dokazte, Ze Z4adni
z dvoiitych limit neeksistuje!

3. Dokazte v&tu: Jestlize ob& dvojité limity funkce #(x, y) v bod&
0,0] eksistuji a jsou od sebe rizny, neni f(x,y) spojitd v bodé tom!
Na pf. z—y : (y

45. Parcialni (éésteéné) derivace. Funkce dvou promé&n-
nych z=1#(x, y) budiZ dina v né&akém intervalu, jehoZ jeden
vnitfni bod jest [x, y]. Pokladejme x, ¥ za pevné zvolené ve-
li¢iny a utvofme vyraz

fea+hy) —fx9
h

lim
E>0
Eksistuje-li tato limita, nazyvame ji parcidlni derivace Hx, y)
podle x v bodé [x,y] a znadime ji jednim %e symbolil
dz D
'a—x z'a—{’:sz: Dxf:f'x (X,J') =z'x'
> Parcialni derivace f(x, y) podle x v badé [x, y] jest tedy
obycéejna derivace, politana za pfedpokladu, Ze y jest kon-
stantni, kdeZto x jest promenne Podobné jest parcialni deri-
vace podle y
lim f(x’ J’+h)"f(x; .V) af D f'— atd.
>0 h T dy

Analogicky definujeme vy3§i parcidlni derivace. Tak na
pf. druhé derivace jsou &tyfi .

. Q ] 2z
Dy (Det BM=Dex (%)= 355 Dy (Dy)=Dyy= =
: N’z 22
Dx(DyZ):-DyxZ=3;,a—x, Dy(DyZ)_—-_Dtyyzz ay’

2
Vsimn&me si zv14§t& symbolu D?cy2 neboli aax 3, . Podle

definice jest nutno f(x, y) derivovati nejdfive parcialné podle x
a vysledek pak parciidlngé podle y. Ctenaf vyloZi si nynf #Z
sam vyznam symbolil

oz 2 0"z

, atd.
dx" T 3x" Ty T axtRayk
, 02 92
Priklady. 1. z=ax -+ by, Yl a—y =b; viechny

vy3si derivace jsou rovny nule.
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2. z2=x(x>0), a——y o1, E=x".1x,

dx oy
%2 —2 2z a Z —1 —1
—Z=y. (y-1D ., —= =x’ X x,
0 x? y-r=10 ox dy byax tr

2

2 _wrx atd

0y

Cviteni. 1. Vypoltéte parcidln{ derivace pgv,nfho a druhého
su:jpné pro funkce: (x cosy-l—y £¥), eXFDY QXD (x4 y) . sin (xy)
at

2. z=arc tg yr 2= 1 e+ y2 x-—|—y2. Dokazte, Ze tyto dv& fumkce

vyhovujf rovnici
922" 0%z

L2z =0.
o xt oy
dmtnry
3. Vypo&téte ————— pro funkci z=S(ax+by+¢) za pfedpo-
dx™M Iyt

Kladu, Ze f(u) ma vSechny derivace. [a™.b". F™t™ (ax + by +¢)]

46. Pokradovini o Iunkcich spojitych. V odst. 44 defino-
vali jsme funkci spojitou v bodé [x,y]. Zjistovani spojitosti
podle kritér'a tam uvedeného jest Casto obtiZné. Proto odvo-
dime si postacujici podminku, ktera ve v&t§iné pfipadd staci
k zjiSténi spojitosti.

Funkce i(x, y) jest spojitd v bodé [x, y), jestlize jest tam
spojitd v jedné proménné (na pr. x) a md-li mimo to v okoli
lx, ¥]1 ohrani¢enou parcidlni derivaci podle druhé proménné
(na pf. ' f4Yl<M).

Jest totiz

Fx+ny+ 8 —Hx,y)=tx+nvt k) —ix+hy T

o= h, y) — flx, »)
4 tedy podle véty o stfedni hodnoté
fx+hy+ R —Hx,y) = { {x+hy) —ix,y) }+
Ei'y(x+ 1,y T OF).

KdyZz h > 0 a k>0, ma zdvorka limitu 0, protoZe f(x, y)
jost spojité v proménné x a druhy s&itanec bliZi se nule,
protoZe |fy| jest tam mensi neZ M. Tak na pf. esn(+1):(x24-p?)
jest sponta v kazdém bod& o 3[0, 0].

Dale jest dobfe uvédomiti si, Ze ke spojitosti v bodé [x, y]
nestaci, jestliZe v bodé tom eksistuji obé parcielni derivace.
Tim li§i se funkce dvou proménnych podstatné od funkce

Kdssler: Uvod do poétu diferencidlnfho. 8 113



jedné prom&nné, Tak na p¥. f(x, ¥) = xy : (x2 -+ »2), #(0,0) =
ma v bod& [0,0] ob& parcidlni derivace podle x i podle y

7., 0)_l|m(’%—0) h=0; f' ©, 0)_l|m(m—-0) k=0,

pres to v3ak neni spojita, nebof na pfimce y =x, (x ¥0) ma
funkce hodnotu 1/2 v libovolné blizkosti bodu [0,0] a neni
tedy spojita..

Prdvé tak nestadi ke spojitosti v bodé [xo, yi), jestliZe jest
tam I(x, yo) spojitd vzhledem k proménné x a také I(x., y)
spojitd vzhledem k proménné y. Tak na pf. pfi funkci z pfe-
de%lého pfikladu jest pro [xe, yol = [0,0]

f(x’ yO) =0s f(x(hy) =dv

at x a y jsou jakakoli &isla. Jest tedy f(x, yo) i f(xo, ¥) spojita,
nebof jest konstantni, aviak pfes to f(x, ¥) neni, jak jiZ vime,
v bodg [0, 0] spojita.

47. Funkce schopni diferenciace. V odst. 35 definovali
isme funkci jedné proménné, schopnou diferenciace vztahem

flx+h —Hxy=A.h+ k.5,

kdeZ A="F(x) bylo &islo nezavislé na %, a »(h) mé&lo vlastnost
lim »(h) =0.
A>0

_Mgjme funkci dvou proménnych f(x,y) definovanou
v okoli [x, y]. Analogicky jako pti jedné proménné definu-
jeme:

1(x, y) jest schopna diierericiace v bodé [x, yl, jestlize

fx+h y+B —fx,y)=A.h+B.E+{h +|kl}.& ()

kdez h, k jsou libovolnd Cisla, A, B jsou ¢isla nezdvisld na h, k
a ¢ jest funkci Cisel h, k takovou, Ze >0, kdyZ {|h]| + |k} —+0
(to jest, kdyZ h >0 a k > 0).

PFiklad. Oznaéme 'h| + k| = ¢. Funkce z=ux%.y jest
schopna diferenciace v kaZzdém bodé&, nebot

h? k h.k
(x+me.(v+E —x2.y=2xy.ht+x2.k+o { (y_—|-_)+2 O}

2 (p+k hok
Zde jest A=2xy, B=1x*, e= ”("+)+2x ;

[
Patrné jest e, < 'h!.ly+k +2!x'.'hl a ma tedy Zadanou
vlastnost.

Po tomto p¥ikladu vrafrigé" se k obecré uvaze. Cisla A, B
jsou funkce proménnych x, y, které miZeme uriti bliZe. Jezto
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h, E jsou libovolna, zvolme £=0, 1+ 0 a dé&me rovnici (1)
Cislem h

S+ —Fxy) i h
h —A+F.T

Jestlize h—> 0, ma prava strana limitu A, nebof - 0.
Leva strana ma tedy rovnéZ limitu A a podle pfedeSlého od-
stavce jest of

~-=A

dx
Volbou k£+0, h=0 dokiZeme podobng& ";'ZB. Vy-

sledek tento miZeme shrouti ve vé&tu: Eksistence prvnich par-
cidlnich derivaci jest nutd podmirtka, aby funkce byla schopna
diterenciace. Uvidime v pFi§tim odstavci, Ze to neni podminka
postadujici.

V rovnici (1) zavedme pro libovolna &isla h, k oznadeni
h=Ax, k= Ay a definujme Az vztaliem

df df
dz=f(x+dx, y+4y)-f(5, )= " dx+-=dy+
dx dy
{iaxi+|ayi}. e
Vyraz dz _E£4x+~£4y
dx dy

p . L. . 0 b} . <
nazyva se uplny diferencidl funkce, s f ax, afd Yy isou {d-
X y

steéné diferencidly. Toto oznafeni ma sviij diisledek, pro spe-
cidlni funkci z= x. Podle hotejsi definice je dz=1. 4z a tedy
protoZe z=1x, dx= Ax. Podobn& volba funkce z—=y vede
ke vztahu dy = Ay. T&chto specidlnich vysledkd jest zvykem
uZivati i pfi obecné funkci schopné diferenciace, takZe
0z
dz=—.dx —-I— —.dy.
dx -y
Pfi tom jsou dx, dy libovolna &isla. Tak na pf. funkce
z=x?.y ma uplny diferencidl dz =2xy.dx + x2.dy.
Pokldddme-li x, y za pevné& zvoleni &isla, jako dosud jsme
stale Cinili, jest dz linedmi funkci dvou proménrych_velicin
dx_a dy. Jinak jest fomu, kdyZ _#(x, ) jest schopno diferen-’
ciace nejen v bod& [x, y], nybrZ v né&jakém jeho okoli. Potom
prirozené dz jest vkaZdém bod& toho intervalu jiné &islo, nebot
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Dyxf a Dyf isou funkce obou proménnych [x, y]. Pak oviem
jest dz funkci ¢tyF proménnych x, y, dx, dy. Vzhledem k témto
moZnostem jest nutno pfi kazdém uZivani diferencidlu pfe-
dem definovati, co rozumime &isly x, v, dx, dy.

48. Vlasinosti funkce schopné diferenciace. Funkce
schopné diferenciace- maji nékolik jednoduchych vlastnosti,
které pravé jsou pfifinou toho, Ze funkcemi témi- se zv]aste
zabyvame.

Funkce f(x,y) v bodé [x,y] schopnd diferenciace jest
tam spojitd. Jest totiZ podle pfedes§lého odstavce

im{f(x+4ax, y+ap}=r(xy),
Adx—>0 ¢
Ady—>0
coZ pravé jest definice spojité funkce.

Diéle vime z pfede$lého odstavce, Ze funkce schopna di-
ferenciace v bodé [x, ¥] ma tam ob& prvni parcialni derivace.
Opak v3ak neplati, nebot na pf. funkce z=xy : (x2 4 y?),
rovnia nule v bod& [0, 0}, ma v bodé tom obé& derivace
Dyf=0, Dyf=0, pfes to vSak neni tam schopna diferen-
ciace. To plyne z té okolnosti, Ze v bod& tom jest nespojita,
iak vime z odstavce 46. Eksistence obou prvnich derivaci jest
tedy nutnou, nikoliv v8ak postadujici podminkou pro schop-
nost diferenciace funkce. Takové nutné a postacujici pod-
minky zde odvozovati neb-udg(ame a spokojime se pouze kon-
statovanim jednoduchého postaCujicitho kriteria, které ve vét-
Siné pfipadfi nam dobfe poslouzi:

Jestlize Hx, y) md v uréitém otevieném intervalu obé prvni
parcidlni derivace spojité, jest v tom intervalu schopna dife-
renciace.

K ditkazu uZijeme v&t o stfedni hodnoté:

Ix+h y+B—f,y) ={Hx+h y+ 8B —Ffxy+B}+
+ {Hx,y+ B —Hx,5)},

f,y+ k) —Fx,9) =k.Fy (x,y+ O1k).
faxt+hyt+k) —foyt+R)=h.f'y(x+6.h y+k)
Vzhledem ke spojitosti derivaci jest vSak

Fyle, vy + ©1k) =1, (x, ) + ey,
I+ Qo y HB) =Fy(x, y) + 2

kdeZ &1 > 0, e2 > 0, kdyz k>0 a k>0, a tedy f(x+h, y +
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+k)—F,Y)=hf x+kf' y+{’h+[k}{ +lh|-,lc-'k[ ‘}
s. e. d.

49, Derivace funkce sloZené. Budni z—f(u v) funkce
schopna dif. v bodé& [u, v]. Dosadime-li za u, v funkce schopné
dif. jediné proménné (parametru) u(r), w(f), je také z funkci

jediné proménné f. Jest iikolem vypoéisti derivaci 7 Zvét-

§ime-li ¢ o At, zvét§i sen o Au, v 0 dv a z 0 Az. Je tedy podie

odstavce 47
dz= :f du+—f Av—i—.c{uu +iavi},
u
Je-li du= Av =0, deﬁnujeme‘ e =0. Délime-li ob& strany A,
obdrZime
dz Of au  df av 1du |av
Gt T g, at a_v?rT""{ at T }
Jestlize 4t >0, pak také du >0, 4v - 0, e>0. Mimo
to je

Ju du av dy
lim —t-=u'(t='~, lim —=v({l)=——"

dt at dt
a tedy lim [idquitiav;: lim ‘ ‘_ , ,
__dt i= ~ \+I|m u' (), 4 v (t).
I jest celkem
df _df du 3 v of df
=L . , Gl df———du+——d
dt du dt dv at du dv

Mdme tedy pro diferencidl funkce sloZené touz formuli,
jako pro diferencidl tunkce Hu,v), v niZ u,v jsou nezdvisle
promeénneé.

Jsou-li u,v funkce dvou prom&nnych u(x,y), v(x,y)
schopné diferenciace, je analogicky

o _37 du ¥ ¥ 07 _3f Pu ¥ v
dx du dx v dx’ by_au dy  dv 9y

Z pravidla o diferenciaci funkce sloZené vyplyvaji jako
zvlastni pfipady vzorce, které znime jiz z dfivéjska:

dl=14 __”:_dv: ‘ﬂ"_,‘,’fl"
v 14 14 v
du)y=v.o""' . dut-u’ . lu.dv, df(u) =f'(u) . du 4 0. dv.
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Avsak také obracené, pfedpokladajice znalost t&chto for-
muli, miZeme velmi Casto vypod&isti 1iplny diferencial, aniZ
pocitame derivace parciilni, Tak na pf.

yl
dX
d arc sin »y; = X __—2Zytdx+2xydy
x X I’xl yl

l/ y4
1—':\"-

Z vysledku jest pak moZno zjistiti parcidlné derivace
S af 2%y

ox xVxi—pi' VF—Ty-"

nebot z rovnosti

Adx+ Bdy= afdx-l— f ay

blyne A=fx, B=1VYy, kdyZ poloZim dx=0, nebo dy =0.

50. Vztah D2,z = D%z, Pfi pod&itani riiznych piikladi se-
tkidvaime se téméf pravidelné s rovnosti v nadpise uvedenou
(viz na p¥. odstavec 45, pf. 1 a 2). Byl by v3ak omyl domni-
vati se, Ze jest tomu tak vZdy. Funkce z=xy2 (x — y) : (2 +
~+ »2), rovna nule v bodé [0,0], ma derivace

f(h y) —=Jf0,y) __ . h—

f'x(O..V) — "m :+ : =J
— i S K) f(x,O)
M= llm kll%xk ’+k’ =0
a tedy jest
f"xy(oiy)z__]' f"xy(oto):_li
"yx(xh 0)=0, "y;(ot 0)=0.

Kdy tedy jsou ob& derivace sobé rovny? Odvodime zde
opét jen zcela specidlni podminku postaditelnou, kterd ve vét-
$iné pfipadft nam dobfe poslouZi:

Jestlize obé druhé derivace f"xy a ") x eksistuji v néjakém
okoli bodu [x, y] a jsou-li v bodé tom spojité, jsou si tam
také rovny.

Abychom vétu dokdézali, vypoéteme tak zv. druhou di-
ferenci-

A= _JfGa+hy+h) f(x+h/ y) —f(x, }'+/I)+f(x. »)
[y lz

dvojim zptisobem. Po prvé poloZime
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tp(x) f(x.y+h) f(xy)auvéilme Ze A= —~—¢(x+h,3—‘p@;

po druhé polozxme

Y (y):f(x +h }2 —f'(x. ») auvdZme, %e A= ﬂg%‘ﬂ(}l

Podle v&ty o stfedni hodnoté jesf poprvé A =¢'(£1),
51—x+01h a tedy

ALyt D=1 d) _ gy

xy (&), m=y-+ A

Po druhé je A=wv'(n,), m=y+ 6,4
a tedy A=f"yx(E )y H=x+ i
. Z toho plyne fyx(Es, 7s) =f"xy (E1,m) a jestliZe h—>0, je

&, x, §5-x, n,~), 7y—=>y, coZ vzhledem ke spojitosti funkci dd
vysledek hledany.

Tuto zamé&nitelnost derivaci maZeme za obdobnych pod-
minek spojitosti roz§ifiti i na vyss$i derivace jako

% 'z ¥z antrz  mtn
dx'dy dxdydx  dydx? MYyt dy"dxm

a pod.

Jest totiZ na pf.
( 'z)  d%
axayax x oxay o dydx]  dyax?

51. Vys§i diferenciily. Necht f(x,y) jest v bodé& [x, y]
schopna diferenciace a necht také jeji derivace f'x a f'y maji
touZ vlastnost, z éehoZ plyne, Ze jsou definoviny v n&jakém
okoli bodu [x, yl. Uplny diferencial dz=f'x (x, y).dx+
+f'y (x,y) .dy lze v tom pfipadé pokladati za funkci pro-
ménnych x, y v onom intervalu; pfi tom pfedpoklidime, Ze
dx a dy jsou konstanty na x, y nezavislé. Samo dz jest tedy
funkce x, y schopna diferenciace. Jeji diferencidl oznadime
znakem 6 a pravé tak nové libovolné pfirlistky nezavisle pro-
ménnych oznaéime dx, dy. Je pak

(@) =(f"sx . 6x+f"xy.6y).dx+(f" .6x+f"yy.r§y).dy. (D)

U&inime-li pfedpoklad f“xy=f"yx a zvolime-li specialn&
é6x=dx, éy =dy, obdrZime tak zv. druhy diferencial /(x, y)

atd.
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v bodé [x, y]
d(dz) =dz=f"e, . dx*+2.f" . dx.dy+f",, . dy.
Podobné definujeme tteti diferencial
dllz =f"’x.rx . dxa _|_ 3 'fH! dx dy + 3 -fm.ryy dx dy +f" vy * S
obecné pak n-ty diferencial
n
d a dX + [ 0 ZI

dy

Kon.stanty €1, C2... jsou nezdvislé na tvaru funkce z a mi-
Zeme je tedy uréiti néjakou specialni volbou funkce na pf.
z=e*tr | je
dz=ex+y . (dx +dy), d'z = ex+u . (dx +dy), drz=ex+y. (dx + dy)n

Ll dy +---«+cn. a——dyﬂ
"

n
o dileZE et
* Dosazenim do prede$lé rovnice obdrZime =
(dx +dyyn =dxn+-¢,dxn—1 . dy .- -4 ¢ . dyn.
ProtoZe dx, dy jsou libovolna &jsla, musi byti

o= o= o= ()

K oznaceni prvého diferencidlu uzZiva se Casto symbolic-
kého nasobeni N

b' -\a'
dz =|{ dx -~ day--—~1.z,
( ax+ 'vax)

kdeZ »faktor« z pFijde do mist v Citateli ‘oznaenych te¢kami.
Pravé tak znacime, jiZ bez tedek,

d o\2 i d 2\
diz=|dx — +dy ).z aobecné¢ dz={dx— 4 dy —-}.z
x oy ox oy

Cvléeni. 1. Vypoltéte vy38i diferencidly funkeci uvedenych
v odst. 45.

2. Dokazte, Ze za pFedpokladi, které jsme ulinili na poatku
odstavce 0o z=1Ff(x, y), iest 8(dz) =d(8z) ien tenkrite, kdyZ JS'xy =
=/f"yx! [Uzijte rovnice (1)!

52. Véta Taylorova pro dvé proménné. O funkci f(x, y)
u¢iime pfedpoklad, Ze ona a vSechny jeji parcialni derivace
aZ po stupefi (n— 1)-vy inkl. jsou schopny diferenciace v in-
tervalu

a—h<xLat+h , b—k<y<b+k
A
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Funkce
o p®=Sf(at+h, b+k), 0L

zavisi potom na jediné proménné { a ma vSechny derivace
podle ¢t aZ po n-tou. PoloZime-li ¢« + ht=x, b--kt=0y, je
podle odst. 49

of dx | df dy_ »f

, of
YO=3att oy @™ '

+,

Pti tom jsou i, k konstanty na t nezavislé. Druha derivace jest
d2f dx 3 dy) ( 3% dx aﬂf dy)
() = ryJ ¢ ¢ VK ,
9O {(w at Voxayat)" T loxoy at T oy at

2
u(t)_{af +2,aa):,f +_‘[ k!} (h_+ka_)-f
x Oy ox oy

a tedy obecné
B a\"
pm @) ={h. a;‘—l—k. 3}' S(xop).
Pro t=0, &ili x=a, y=», je tedy
qa(’")(0)=( +k ) f(a,b),
coZ niam umoZiuje, abychom uZili formule Mac1aurin0vv
pO=pO + ¢ O+ +— w b+ - qv‘”’ (o,

(n
0 <O,
Dosadime-li sem ¢t =1, ziskdme vzorec Tayloriv

Sf(a+h, b+k) f(a,b)+(h - +k ) f(a,b)+
n—1

1
tailr e @it A(n 2k ) bR

Rn=h1!( k- )f(a+@h b+ Bk).
Nahradime-li zde znaky a,b, h, & novymi x,y,dx,dy a uZije-
me-li oznadeni z dfivéjSka znamého

fx +dx, y+dy) —f(x,y) = A1(x, »)
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( 2t ay 3) 7 (x, y)=adnf,

miuZeme Taylorovu formuli psati ve velmi struéném tvaru

_ axy , dyf dn—1f
ate=df+ 5+ Gl EL (B s ven
Indeksy u posledmh_o élenu znadi, Ze v derivacich obsaZenych
v d" f jest klasti viude x + @dx misto x a y + @dy misto y.
Vzorec Maclaurintiv obdrZime z Taylorova, nahradi-
me-li znaky a,b, h, £ novymi 0 0, x, y. NapiSeme zde ekspli-
citné prvni tfi é]eny

O, P)=1(0,0)+(x.f'x(0,0)+y. % (0,0)} +
+—21!{x=.f"xx(0, 042y . [y (0,0)+y* . f'"yy (O, 0)}—_}— -+--+ Rn.
VJako pFi jedné promé&nné, miZeme i zde definovati neko-

ne¢nou fadu Taylorovu nebo Maclaurinovu, jestliZze lim R,=0.
n—» 00

Pozndmka. Véta Taylorova prvého stupné
fla+hb+k)—f(a,b)=hf'a+Ohb+ @k +kf',(a+Ohb-+Ok)
byva &asto nazyvdna véta o stFedni hodnoté pro dvé pro-
ménné. s

53. Ekstrémy funkci dvou proménnych. Nechf fumkce
z=1(x, y) jest definovdna v intervalu, jehoZ vnitfni bod jest
[a, b]. JestliZe 1ze nalézti okoli bodu [a, b], v n&mZ f(a,b) >
> f(x, y), fikame, Ze #(x, ¥) ma v bod& la, b] relativni maksi-
mum. Obracena nerovnina definuje relativni minimum. V dal-
$im vySetfovani budeme pfedpokladati, Ze f(x,¥), fx(x, y) a
fy(x,y) jsou schopny diferenciace v bodé& [a,b], a Ze tedy
eksistuji v n&jakém okoli toho bodu. Mimo to necht f“xy=F"yx.

Ma-li nastati maksimum v bodé [a, bl, musi byti také
fa,b) > i(x,b); f(a,b) > 1@, y) a tedy funkce jedné prom&nné
f(x,b) musi miti v bodé x—=a maksimum a podobn& #(a, y)
v bodé y=2>. Podle odst. 38 musi tedy byti

Sy (x, 6)=0 pro x=a, [f',(a, y)=0 pro y=b,

TytéZ rovnice obdrZime, kdyZ pfedpokladime, Ze f(x,y) ma
v bodé [a,b] minimum. Nutnd podminka pro ekstrém v bodé
la,b] jest tedy

f (arb)— f (a b)—
Redenim téchto rovnic o dvou neznamych ziskame ony body
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[a, b, [a, bi], [as, b2] atd., v nichZ ekstrém muZe (aviak ne-
musi) nastati. Zbyva tedy rozhodnouti, zda v takovém bod&
ekstrém vskutku nastava. K tomu cili utvofime rozdil

Af=1fta+h b+ k) —1fa,b) ="'y (a+ Oh b+ Ok) +
+&f'y (a+ O b+ OF).

Je-li rozdil ten kladny pro viechny body la +h, b+ E] né-
jakého okoli bodu [a, b], jest v bod& tom minimum, je-li zd-
porny, Jest tam maksimum, nabyvi-li riznych znameni, af
hi, (k| usou jakkoliv mal4, neni tam ekstrému. Abychom roz-
hodli, uZijeme toho, Ze derivace jsou schopny diferenciace:
fx@+08h b+0k)=s",(a,b)Oh+f",(a,b)Bk+ e {{h+ik}B
fy@a+0hb+0k)=r",(a,b)Oh+f", (a,b) Okt {h+k}O
Pfi tom vime, Ze ¢y > 0, €, 0, kdyZ A’ +[k‘—> 0. Uzi-
jeme-li jestd zkratek A —f"xx(a b) B=f"xy(a,6),C=f"y(a,b)
a substituce h=r.cosep, k=r.singp, kterd urluje jedno-
znaén& r>0 a @ v mezich 0= ¢ << 2=, obdriime

fe@+8hb+0K=r.0{A.cosp+B.sing+a),

f'y(a—l— Ohb+6K=r. @{B .cosp+C. simp+.sg}'
£ >0, >0, kdyZz r > 0. Tedy dile

af=@r. {Acos’g)+2B . cos gsin@+ C. sin* g+ ¢},

kdeZ @.r2 jest kladné, s = e1cos @ + e2sin @ - 0, kdyZ r » 0.
Z vyrazu toho soudime:

1. JestliZe trojclen (A . cos®p-+ 2B .sin ¢.cos ¢ +.C. sinp)
jest v&t¥i nez néjaka kladnd konstanta*) m >0, at ¢ jest jaky-
koliv ihel, pak A1 jest kladné pro vSechna dosti mala r, Za
danych pfedpokladii 1ze totiZ vZdy nalézti takové Cislo o, Ze
€< m/2 pro viechna r=< ¢. Pak ov3em ta okolnost, zda ¢
jest kladné & zdporné, nema vlivu na znameni Af. Funkce
md minimum.

2. JestliZe troj€len jest mensi neZ uréiti zapornd kon-
stanta — m, funkce ma z tychZ diivodii maksimum.

3. JestliZze troj¢len pro rizna ¢ ma riizna znaménka, nema
funkce viitbec ekstrému.

4. JestliZe trojélen ma sice stile totéZ znameni, av3ak
anuluje se pro néktera ¢, nemiiZeme rozhodnouti, nebof pro
ona ¢ jest znaménko 4f urlovino znamenim ¢ o n&mZ nic
nevime.

*) To nastivd vidy, je-li trojlen ten v intervalu < 0,273 >
stile kladny, podle IIl. vty o funkcich spoijitych.
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Provedeme nyni tivahu uréujici, ktery z téchto pfipadi
nastiava. JestliZze vSechna tfi ¢isla A, B, C jsou rovna nule, na-
stava zfejmé pfipad 4-ty, kdy k rozhodnuti jest tfeba pfi-
hlédnouti k dal§im &lenim Taylorova rozvoje. Tim v3ak se
zde zabyvati nebudeme. U¢itime tedy nejdfive pfedpoklad, Ze
A=F0. Troj¢len uvedeme na tvar

(A cos ¢+ B sinq)2 + (AC — B?) . sin?g
A

Jestlize (AC — B?) jest kladné &islo, je <itatel zlomku
kladny pro kaZdé ¢. ProtoZe Citatel ten jest spojitd funkce
promé&nné ¢ s periodou 2z, nabyva v intervalu <0,z >
kdesi svého absolutniho minima m, které podle’ pfedpokladii
‘musi byti také kladné. Znaménko celého zlomku jest tedy
uréovano znaménkem d&isla A. Pro kladné A nastiva tudiZ
minimum, pro zaporné maksimum. JestliZe A¥0, (AC —
— B?) <0, md zlomek rfizni znameni pro ¢ =0 a pro «,

B , .
uréené vztahem cotgtp:—»A—. Neni tedy ekstrému. Jestlize

A0, (AC — B?) =0, nemtizeme rdzhodnouti, nebof nastiva
pf¥ipad Ctvrty.

Piedpoklddejme déile, Ze A =0. Trojélen se redukuje na
vyraz

sing. {2B.cosp+ C.sing }
\ P
Jestlize B £0, urdime thel 0 < < 5 tak, aby
'C. sin q>1.<}28 . €os @, ¢iii [C. tg q>1|<‘28{_

Takovy thel 1ze vidy nalézti a potom md uvaZovany sou-
¢in riizni znameni pro @ = ¢1 a pro ¢ — — 1. Neni ekstrému.
Jestlize A=0, B=0, redukuje se troj¢len na C.sin*y,
a mame opét pfipad &tvrty, nebot vyraz ten neméni sice zna-
'ménka, ale anuluje se pro ¢ =0, 1.
Celé vySetfovani shrneme do schematu
S'x(a, b)) =0, fly(a, b) =0

(rovnice uréujici a, b).

A :f"-“'x (a; b)v B:f"-vy (ar b‘\’ C=f"yy (ﬂ, b)'
AC—B:>0 AC—BE2<0 | AC—B*—=0

A <0, maksimum, neni ekstrému. pfipad nerozhodny
A >0, minimum, ' * ’ (semidefinitni).
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Cviteni. 1. z—=x3+ y3—3xy + 1. (Minimum [1, 1].)

2, z2—=xt+ yt —x2+2xy —y2. (Minimum [1, —1] a [—1,1]).

3. V pravoihlych soufadnicich v prostoru vedena jest pfimka
p=y=a+Ax; z=b+Bx, (@a¥0).

Jest urgiti nejmensi vzdailenost pfimky té od osy =z. 1Useéka ta

spojuje 'bod na piimce p o soufadnicich x;, y5. 21 a bod na ose z
o soufadnicich 0,0, zo. Ma byti minimem vyraz x2; + y2, + (2 — 2,)%,
&ili f(;xl. Zz) = x2; + (a + AXl)z + » + Bx, —'2'2)2-
Reseni jest kolmice na osu z, vedend z bodu o soufadnicich
’ aA a b aAB )]
( 14+ A2 14 A2 144/}’

DokaZte logickou itivahou ‘(bez po&itani), Ze dselka ta jest
kolma i k pfimce p! .

4. Trojahelnik jest dan v pravoihlych soufadnicich svymi
vrcholy [xy, 1], [x2 y2l, [xs, ¥al. Urgiti bod tak, aby soufet &tvercil
jeho vzdilenosti od vrcholll trojihelnfka byl co nejmensf! (T&Zi¥t&
trojiihelnika.) TotéZ pro n-ihelnfk!

5. Dv& ktivky v rovin& y =#f(x), y =g(x) nemail spolecného
bodu. Spojime-li bod P; na prvé kfivce s bodem P, druhé kf¥ivky,
milZe miti dseCka PP, ekstrém jen tam, kde spojnice ta jest spo-
le¢nou normilou obou kfivek! Provedte ditkaz! Vysetfte ekstrémy
bliZze za pfedpokladu, Ze PyPs jest osou y a te€na v bod& P, osou x!
(Ekstrém nastava, jestlize g7(0) —#7(0) > g(0).g"(0).47(0), kdyZ
g(0) > 0).

54. Funkce implicitni a jeji derivace. Budiz z=/#(x, y) funkce
spojitd v né&jakém intervalu roviny x,y. Klademe si otazkn,
kdy jest moZno rozfe$iti rovnici f(x, y) =0 podle y pf¥i libo-
volném x v daném intervalu, to jest, nalézti takovou funkci
v = @(x), ktera by aspoifi v ¢asti intervalu spliiovala identicky
rovnici f(x, @(x)) =0. V nékterych pfipadech takové Feeni
Ize snadno nalézti, jako na pf., kdyZ x* + y* — 1 =0, jest fe-
Senf y=+4)1—x nebo y =—)1— 2, pokud — 1< x <1.
Jindy zase jest FeSeni nemoZné, jako na pf¥. pfi x2- y2=0.
Zde jest moZino namitnouti, Ze rovnice sice nema redlného
feSeni, Ze v§ak ma feSeni kompleksni y = ix. Jsou viak znimy
rovnice, které nemaji ani takového feSeni, jako na pf. e¥t~=0.
Obecné platnou odpovéd na hofejsi otdzku nelze podati. Spo-
koiime se zde vytknutim nékterych postadujicich znakt funkce
f(x, ), které zaru€uji eksistenci feSeni. Zhruba jest moZno pa-
matovati si heslo: JestliZe f(x, ¥) jest rovno nule v jednom
bodé [x», ¥ol, pak lze o&ekévati, Ze rovnice f(x, y) =0 ma
feSeni y = @(x) definované v urditém okoli bodu x.. PFesné
podminky, za nichZ to nastane, jsou shrnuty ve v&t&:
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Necht i(x, y) jest spojitd v intervalu xo —k < x<x, + k.
VWw—h=y=y,+h Ve stfednim bodé jeho [xe, yo] necht
jest F(xo, yo) =0 a mimo to 1(xe, yo + u) >0, f(xe, yo — ) <0,
pokud 0 <y < h.)Pak Ize nalézti aspori jednu funkci y = o(x),
definovanou v urcitém okoli bodu x» a spojitou v bodé x.,

kterd md viastnosti o(xo) = yo, f(x, p(x)) =0. s
y
yghp— — - — -
ya"'t———._ _____IA++ 4+ ¥+ 4+ 4+ B
1
| -sv-qmﬁ
I
e
| I
' LA I B MEES B - K
‘ |
Yohp — ——- ——
ol |
l | x
0 P I TS
Obr. 16,

Pii dikazu uZijeme obr. 16, ktery nam poslouZi jako po-
miicka pamé&ti, nikoliv jako pomiicka vécna! Zvolme pevné
&slo kladné ¢=<h. Pak podle pfedpokladt f(xe, yo -+ &) >0,
t(xo, yo—¢) <0 a vzhledem k spojitosti funkce je #(x,y)
kladné na ur®ité usetce AB, jdouci bodem [xo, yo + €] rovno-
b&Zné k ose x a zaporné na jiné s ni rovnob&Zné usedce AiB,
jdouci bodem [xo, yo—¢]. To jest pouhy disledek prvé véty
o spojitych funkcich w odst. 22. Jest zfejmo, Ze obé& tyto
iseCky lze voliti stejn& dlouhé se stfedem v bodech svrchu
vytdenych, a dile, Ze poloviéni délku d(e) tise€ek tich lze po-
vazovati za funkci Cisla e.

Zvolme nyni x pevné v int. <xo—34, X0+ 6 >; funkce
spojita f(x, y) jedné prom&nné y.je zdporni-pro y=yo—e a
kladna pro y = yo 4 ¢. Podle druhé véty o spojitych funkcich
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(odst. 22) musi tedy eksistovati aspofi jedno &islo y, leZici
mezi Yo—e a Yo+ ¢ pro které f(x, y) =0. JestliZe takovych
y jest vice, volme pfi koneéném jejich poCtu to z nich, které
ma co nejmensSi | y— Yo | a jsou-li dvé takovi, volme to,
pro které y—y0>0, a ozname je y=o(x).*) Funkeni
oznaCeni je opravnéné, nebof ke kaZdému x v intervalu
< x— 46, x+ 6> ptislusi zcela urgité y. JestliZe zvolime nyni
jiné &, obdrZime jiné o(s) a tedy také jiny definiéni interval
<x—34, x+ 8> pro funkci @(x). Av3ak ve spoledné g&asti
obou defini¢nich intervalfi je ¢(x) v prvém i druhém ptipadé
totozné, nebot C&isla yi, y: v prededlém ditkazu se vyskytujici
isou zavisla pouze na x, nikoliv viak na e. BéZi nyni o to, urditi
néjaky obor, v némZ funkce @(x) jest definovana, JestliZe jest
d mens{ z &isel k& a d(h), jest ¢(x) definovano aspofi v inter-
valu < xo—d, xo+d>.

Eksistence funkce y =¢(x) v oboru (x—d, x +d) jest
tedy prokizana a zbyva jen se pFesvédfiti, Ze funkce ta jest
spojitd v bodé xe. Ditkaz toho jest jiZ v pFfedesSlém obsaZen,
nebof, kdyZ ¢ tam volené jest jakkoliv malé, vidy pfisludi
k nému takové 6(c), Ze jest y—uyo. <eg Cili | @(x)—
—@(xo) | <e¢ pokud . x —xo | <d(e) a to jest definice spo-
jitosti v bod& xo. Neni snad zbytefné pfipomenouti, Ze jest

*) PFfi nekoneéném podtu takovych y dokiZeme, Ze jedno z nich
ma neimen$i prostou hodnotu takto: Bez djmy vieobecnosti miZeme
klasti na chvili yo=0. To znali jen posunuti pofitku souFadnic.
V intervalu < —¢ 0> neba v intervalu <0,+ ¢ > anebo v obou
z nich leZi aspoii jeden nulovy bod funkce f(x,y). Deime tomu, Ze
jest tomu tak v intervalu <0, ¢ >. Rozpilime interval ten a vo-
Ifime k dal$i uivaze onu polovinu, v niZ leZ{ aspoii jeden nulovy bod.
Maji-li ob& poloviny tuto vlastnost, volime »dolni« polovinu (s men-
&mi y). Tuto polovinu op&t rozpilime a opakujeme pfede$lou tdvahu.
Pokraéujice takto, ziskdme posloupnost intervali do sebe zataze-
nych, které definujf €&islo nikoliv zdporné y,. Tvrdime nynf, Ze jest
#(x,y1) = 0. Bod [x,ys] jest totiz bodem zhusténi takovych bodil
[x, ¥1, které maijf vlastnost f(x,y) — 0 a tedy vzhledem k spojitosti
funkce musi byti také f(x, y;) = 0. Z dikazu vyplyvd, Ze Zadné ni-
koliv zdporné y mensi neZ y; nemiZe hovéti pfedeslé rovnici. JestliZe
také v intervalu < —g, 0> leZf aspoii jeden nulovy bod funkce
f(x, y), opakujeme pfedeSlon dvahu s tim rozdflem, Ze pfi moZnosti
volby mezi polovinami volime vZidy horni polovinu. Ziskime tak
nikoliv kladné &fslo ys, hovicf rovnici a maifci tu vlastnost, Ze Zadné
¥y < 0, které jest VvEt3f neZ ys, nesplfiuie rovnmici #(x,y) =0. Ono
z &sel y; a yp, kieré mi men3[ proston hodnotu, definuje o(x).
Jestlize jest yi = '), volime o@(x) =y

127



tim dokazina pouze spojitost v bodé xe, nikoliv v bodech
jinych!

Mimo pravé sestrojenou funkci y = ¢(x), ktera vyvhovuje
rovnici f(x, ¥) =0, mohou oviem eksistovati je$té jina FeSeni,
jdouci todem [xo, yol, jak jest patrno z pfikladu prvého. Né-
kdy vSak y =@ (x) jest jediné FesSeni rovnice.

V praksi nejéastéji se vyskytujici rovnice f(x, y) =0, které
maji jediné spojité feSeni, jsou bliZe uréeny vétou:

Budiz z=1(x,y) rovno nule v bodé [xo, yol a budteZ
ix, v), f'y(x, ¥) funkce spojité v néjakém okoli bodu toho.
Ddle necht jest iy (xo, yo) T 0. Pak eksistuje interval < xo— 1,
Xo+ 5>, v némZ md rovnice f(x,y)=20 spojité FeSeni

= glx), kdeZ yo = @(x0) a to jediné Feseni téchto vlastnosti.

Jestlize mimo to v okoli bodu [xo, yo] eksistuje derivace
'x(x, ), md funkce y = o(x) derivaci y' = —'x(x, y)3f'y(x, y).

Pfi dikazu miZeme predpokladat1 Ze [y (xe, yo) >0, ne-
botf, kdyby bylo